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CESTA K VEDENI

L. Seifert:

IMAGINARNI ELEMENTY
V GEOMETRI

Obecnost mnohych vE&t ele-
mentirni matematiky spoéi-
vd na pPedpokladu, Ze byla
zavedena ¢&fsla komplexni.
Aby tomu bylo podobné& s v&-
tami elementdrni geometrie
rovinné a v prostoru, je tfe-
ba zavésti imagindrni body,
pfimky, pfFip. celé kiivky,
imagindrni roviny atd. Sei-
fertova kni%ka jednoduchym
zplisobem — vychézejic od
elementdrni geometrie ana-
lytické — uvadi &tendfe do
klasickych metod takového
zavedeni — do geometrie
projektivnf — kterd v minu-
1ém stoleti pfinesla tolik no-
vého; definuje jak pary sdru-
Zenych imaginirnich elemen-
th v jednomocnych redlnych
atvarech, tak — podle Staud-
ta — jednotlivé samotné ima-
gindrni prvky.

Vedle vSech zdkladnich kon-
strukef 8 t&mito prvky nebo
8 t&¢mito prviky a prviky reél-
nymi (jako na pf. urdenf ima-
gindrnich prisedtkd pFimky
a kruZnice, nebo ureni rovi-
ny tfemi imaginirnimi body
& pod.) najde zde &tendf
zminky o imagindrnich mi-
mobdZk&ch, o imaginérnich
kuZelosetkach, o komplexnf
roviné atd. K 14,40
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PREDMLUVA.

Abiturient stfedn{ 8koly, ba &asto i ten, kdo jiZz pronikl
hloubéji do nékterych odvétvi matematiky, mé obyéejné jen
mlhavou pfedstavu o imagindrnich geometrickych dtvarech.
Zpravidla vi, Ze na pf. kvadratické dlohy mohou miti FeSeni
pomyslnd, ale dalifho vysvétlenf a vyznamu této skuteénosti
se mu nedostane; v uéebnicich elementdrni geometrie se hledi
autoli spiSe témto piipadim vyhnouti. Prv4 prilezitost, kde
se studujici s imagindrnimi elementy bliZze seznamuje, byva
syntetickd geometrie kuZeloselek, ale je otdzka, je-li toto
misto nejvhodnéjsi, kdyZ piece nejprirozenéji se k imaginar-
nim elementium prichdzi cestou analytickou.

Pii vykladu nékterych partif matematiky je dobfe piidr-
Zeti se cesty skuteéného vyvoje; takovy vyklad byvé nej-
prirozenéjs{ a nejjednodusdi. Podobny postup hledél jsem
zachovati i v tomto spisku, pfi ¢em jsem mél na zfeteli pre-
devsim stranku konstruktivni. Doufdm, Ze se mi podafilo za-
Plniti mezeru, kterou obyéejnépocituje zacdteénik, dokud se
mu nepodaff ji vyplniti srovnavinim vysledki geometric-
kych s analytickymi, a %e mu géroven bude tento vyklad
povzbuzenfm, aby vénoval pozornost moderni geometrii
imagindrnich vitvard, o které nenf moZno se tu rozeplsova.tl
a jejiZ nepatrnou uké,zkou je doda.tek pripojeny na konci
spisku,

Dekuji panu redaktorovi této sbirky, p. dr. F. Vyéichlovi,
za Cetné rady a pomoc pii sepsdni spisku a Jednoté Ceskijch
matematiki, a fysikd za to, %e jej vydala, a tiskdrné Pro-
metheus, %e vénovala tisku a upravé nevsedni péci.

Brno, v prosinci 1940.
L. Seifert.



UVOD.

Sledujeme-li vyvoj aritmetiky, vidime, jak postupné od
¢éisel celych, s nimi% se shleddvdme jiz na dsvité kultury,
prisla v uzivani éfsla lomen4 neboli zlomky, pak ¢isla zdpor-
na, &sla irraciondlni a naposledy ¢isla soujemnd neboli
komplexnf (imagindrnf), jeZ dostdvdme, pfiteme-li k redl-
nym &fslim ndsobky imagindrni jednotky i (= + V—l).
Historicky vyvoj se shoduje s obvyklym postupem Skolskym.
Zavedenim komplexnich éfsel se velmi zjednodusila teorie
rovnic.*) Kdybychom se omezili jen na redlnd &fsla, museli
bychom fici, Ze rovnice.druhého stupné s redlnymi soudiniteli
mé bud dva, nebo jeden, nebo Zddny kofen, nebo kratéeji:
Rovnice druhého stupné mé nejvySe dva kofeny. Pfipustf-
me-li éfsla komplexni, miZeme tvrditi obecné: Rovnice dru-
hého stupné mé vidy dva kofeny. O rovnici n-tého stupné
s redlnymi koeficienty museli bychom podobné ffkati, Ze m4é
nejvyse n kofeni a rozezndvati piipady, kdymé 1, 2, 3,...,n
kofeni, nebo kdy nemé kofen. Pripustime-li vSak komplexn{
éisla a méme ndleZity zietel k ndsobnosti kofenii, miZeme
vysloviti vétu velmi obecnou: Rovnice n-tého stupné md
n kofeni. Pokrok matematiky zéleZi v tom, Ze se podaif
razné véty spojiti v obecnéjsf a rizné vlastnosti objasniti
8 téhoZ hlediska. To se obydejné stane, podaki-li se néjaky
pojem roz&ifiti éili zobecniti neb zavésti novy, 8irsf, jako se
stalo v uvedeném pifpadé s pojmem &fsla, ktery byl rozsi-
fovdn postupné zavedenfm zlomki, &isel zdpornych, irra-
ciondlnich a koneéné komplexnich.

Podobné divody, jaké vedly v algebie k zavedenf kom-
plexnich éisel, vedly i v geometrii k zavedeni imagindrnich
elementu. Prisek pfimky s ku¥eloseckou vede na pf. v ana-
lytické geometrii na rovnici stupné druhého, prisek piimky
8 kfivkou stupné » na rovnici n-tého stupné, a ifkdme, Ze
pfimka seée kuZelosetku ve dvou bodech, kiivku n-tého

*) Viz dr. 8. Schwarz: O rovnicich. Cesta k v&d¥ni, sv. 1.
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stupné v n bodech, Tu oviem piipoustime, Ze komplexn{
FeSeni jsou stejné platnd s redlnymi. To ndm dovoluje vy-
sloviti vétu tak obecnou. Ukolem podrobnéjiiho prozkou-
méni jest pak uréiti, kolik FeSeni jest redlnych a kolik ima-
gindrnich. Zfejmé jsou tato tvrzeni zaloZena prosté na tom,
%e algebraické operace plati stejné pro redlnd jako pro kom-
plexn{ &fsla. :

Zde vidime cestu, jak lze imagindrni elementy v geometrii
nejsnize zavésti.

Bod na pfimce uréujeme tak, Ze zvolime na nf poédtek O
a od toho méfime vzddlenost bodu. Pfi tom pffmku orientu-
jeme, t. j. vzddlenost na jedné strané od O povaZujeme za
kladnou, na druhé strané za zépornou. Redlnému bodu
piisuzujeme redlné éislo, kladné nebo zdporné (vzdilenost
od 0), a obricené redlnému éislu pritadujeme bod. Cislu
komplexnfmu a + bi, (b 2 0) pfifadme idedIni bod, FHkejme
mu imagindrn{ bod.*) Ulohou dalfich strdnek bude hledati
geometricky smysl tohoto pfifadéni.

Bodové fadé na piimce patii v roviné jako dudlnf{ utvar
svazek paprskil s vrcholem V. Volme jeden z nich z za zi-

kladnf a uréeme dald{ p vidy tangentou ihlu ;:\p meéreného
podle imluvy v kladném smyslu otdéeni, t. j. proti pohybu
hodinovych ruéiéek. Paprsku p pati{ tedy parametr 1 =

/N

= tg xp a obrdcené parametru A patii paprsek. Je-li tento
parametr komplexni 1, + i, (4, 2 0), Fikdme, Ze pfifadény
paprsek je imagindrni. .

Podobné v roviné volime dvé osy k sobé kolmé a ndlezité
orientované z, y s prisecfkem O a uréujeme bod dvéma
soufadnicemi. Jsou-li obé soufadnice redlné, jest bod redlny;
neni-li aspon jedna redlnd, ifkdme, Ze bod je imaginirni.
Podobné v prostoru volfme tfi k sobé kolmé osy z, y, z

*) Bylo by moZno Fikati také komplexni bod, avSak v litera-
tufe jest jiZ ustdlen nézev imagindrni pro elementy, jejichZ
soufadnice nejsou vechny redlné. Slovo imagindrni ma zde tedy
vyznam jako slovo nerealny.



jdouef poédtkem O a prifadime bodu tfi soufadnice ¢éili tro-
jinu &isel. Neni-li asponn jedna redlnd, iikdme, %e bod je
imagindrni. Podobné lze mluviti i o jinych imagindrnich ele-
mentech (rovindch, piimkach, kruZnicich, koulich atd.).

Toto zavedeni imagindrnich bodu, paprski atd. je sice
velmi abstraktni a naprosto nenézorné, ale zcela odivodnéné,
nebot md za vcel zjednoduSenf geometrickych 1vah.

Uloha, kterou si klademe, jest nalézti hlub$f smysl tohoto
zavedeni, nebo lépe fedeno, takovou interpretaci imagindr-
nich elementi, abychom konstrukee, které provddime s redl-
nymi elementy, mohli provésti i s imagindrnimi,

Poviimnéme si viak dfive aspon struéné, jaké uvahy vedly
k tomu, %e se o imagindrnich elementech, t. j. nejprve
o imagindrnich bodech, ptimkdch a rovindch, zacalo mluviti
a jak si postupem éasu dobyly dplné. rovnopravnosti s redl-
nymi,

U kolébky moderni geometrie stil Poncelet (1788 aZ
1867). On je vlastnim tviircem projektivni geometrie a v jeho
uvahich hraje dulezitou ilohu t. zv. princip kontinuity.
Usuzoval asi takto: Povstdva-li jeden obrazec z jiného spo-
jitou zménou a je-li ,,prdvé tak obecny‘‘ jako onen, lze vlast-
nosti na jednom dokdzané prenésti na druhy. Vlastnost
takovd nemuZe zmizeti a jsme opravnéni z pifpadu, kde
jisté elementy skuteéné jsou, souditi na piipad, kdy nékteré
elementy jsou idedlni (t. j. imagindrni). Na pf. dvé kuZelo-
secky mohou miti spole¢né étyri redlné body, vesmés rizné
1, 2,3, 4 (obr. 1a). Spojitou zménou miZeme dostati piipad,
kdy dva body splynou (obr. 1b) daldi zménou pak tyto body
zmiz{ a zlstanou jen dva redlné (pf. ¢), pak i tyto splynou
(pf. d) a koneéné dostaneme kuZelosetky, které nemaji
redlného bodu (pf. e). V piipadech c), d), e} viak vidy dva
uréité imagindrni body maji redlnou spojnici. Ctyfrohu 1234
patii diagondlni trojuhelnik I I7 II1, jehoZz kaZdy vrchol
je pélem protéjsi strany k obéma kuZeloseckdm. V pifpadé a)
jsou viechny vrcholy I, 11, I1] redlné a rizné, v b) splynou
vreholy I, 11, v ¢) jsou I, II imagindrni na redlné spojnici,
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v d) splynou v redlném bodu dotyku a v e) se opét od sebe
rozlifi, tfeba pruseéiky 1, 2, 3, 4 jsou imagindrni.

Poncelet se sna#{ vybudovati geometrii na syntetickych
dvahdch bez jakychkoli vypodti a vyhybd se zfejmé poj-
mim délka a thel, jez jsou zdkladn{mi pojmy metrické geo-
metrie. UZivaje principu kontinuity, jest si patrné védom
toho, %e k uvaZovanym geometrickym pochodim patif

7
9
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paralelnf pochody algebraické, jez oviem plati stejné pro
redlné jako pro imagindrni elementy. Na tomto piikladé
dobfe vidime rozd{l mezi starou geometrii euklidovskou &i
elementirn{ a novou &i projektivni. Ve staré geometrii se stu-
duje vidy urédité individuum, zcela uréity geometricky
dtvar, kdeZto v nové geometrii pfichdzi v ivahu hned spojitd
fada tdtvari, které vznikaj{ jeden z druhého. Utvary geo-
metrické difve pevné staly se proménnymi.



Tento princip kontinuity se ponendhlu vZival, ale pfece se
citilo, Ze je zde néco, co pottebuje objasnéni. Jedté velky né-
mecky syntetik J. Steiner (1796—1863) nemd k imagindr-
nim elementim uréitého stanoviska. Pfifla viak doba po
roce 1850, jiz v historii matematiky zoveme kritickou, jeji%
snahou bylo revidovati zdklady a kterd se snaZila ka%dé
odvétvi matematiky vybudovati tak, aby ze zdkladnich vét
¢i axiomu vychdzely ostatni logickou dedukef. Tato snahe
se v oboru, jejZz mdme na mysli, jevila dvojim zpasobem.
Nejprve se uzndvala nutnost v piipadech, kde jisté elementy
byly imagindrni, podati nové dikazy, kde by se operovalo
jen s elementy redlnymi, a nemluviti viibec o elementech
imagindrnich. Toto stanovisko je logicky spriavné, ale neni
icelné, nebot’ jsme nuceni pfedem rozliSovati viechny moZné
piipady podle redlnosti elementi.*) Kladnou strinku této
metody jest spatfovati v tom, %e problém se povaZuje za
FeSeny aZ jsou zodpovédény viechny otdzky t.ykajlcl se redl-
nosti. V té pri¢iné znamend tato metoda znaény piinos
novych poznatki. Jinym smérem jdou pokusy, zjednati
imagindrnfm elementim rovnoprdvnost na zdkladé novych
k redlnym obrazcim se vztahujicich definic a zjednati
vysled.kl'lm projektivni geometrie (syntetické) takovou obec
m4 fundamentdlnf daleZitost gpis Staudtiv, Geometrie der
Lage, a zejména jeho Beitrige zur Geometrie der Lage
(Nirenberg 1856—60). Staudt se snaZil vybudovati ¢istou
geometrii polohy ¢&i projektivni geometrii nezdvisle na met-
rickych pojmech (délce a tGhlu) a skuteéné se mu v principu
podafilo nalézti geometrickou paralelu pro algebraické ope-
race. U Staudta a jeho ndsledovniki vidime stdle jasnou
tendenci, odstraniti vyjimky z pravidla a doséhnouti jedno-
duchosti a obecnosti. V takovém vyvoji jest spatfovati

*) Dobry pfiklad této metody je udebnice Reye, Geometrie
der Lage, kde se autorovi poda¥ilo vybudovati timto zpisobem
teorii kuZelosefek & utvart kvadratickych. Jde-li se k vyS&im
utvardm algebraickym, mé tato metoda znadné nesnédze.
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pokrok védy. Staudtiv spis vSak se éte velmi téZko a zad4-
teénfku je témér nepiistupny.*)

V této knfice se omezime vétdinou jen na pouhou geo-
metrickou interpretaci imagindrnich vysledkd, ke kterym
vedou predev&im kvadratické ulohy a jez je postaditelnd
k tomu, aby zaédteénik nabyl piesvédéeni, Ze imagindrn{
elementy maji v dvahdch geometrickych stejné oprdvnéni
jako redlné. Sledujeme myslenky Staudtovy jen v nejjedno-
dussich piipadech, uZivajice prostiedku pokud mozZno ele-
mentérnich,

Na konec pfiddvéme kapitolu o Gaussové roving, kde
jde o jinou interpretaci imagindrniho bodu, o zobrazeni
imagindrnich bodd pfimky na redlné body roviny. To jest jen
nepatrnd ukdzka z moderni teorie imagindrnich velicin.
Podobné tvahy pro body v roviné neb prostoru nebo jiné
utvary vedou k dtvarim znaéné sloZitym a neni moZno se
v tomto spisku jimi zabyvati.

1. Zakladni véty geometrie polohy v rovind.

Zékladni elementy v roviné jsou bod a prfmka, Misto
piimka tikavd se paprsek

Piim4 fada bodovi je souhrn bodi na pfimce. Je-li vy-
louéeno nedorozumeéni, fikdme kritce jen fada bodova.
Svazek primkovy nebo paprskovy je souhrn pifmek v ro-
viné, které jdou pevnym bodem, jejz zoveme vrchol nebo
stfed svazku. Rikdme také jenom svazek,

Na ka?dé pfimce v roviné si myslime jeden bod nevlast-
ni &ili nekoneéné vzddleny. Nevlastnf body vSech pfimek
roviny vypliuj{ opét pifmku — nevlastni pfimku ro-
viny (nekoneéné vzddlenou). Tento pfedpoklad se obyéejné
nazyvd perspektivni ndzor ¢ Desarguetiv, aé dvahy,

*) PFstupné&jsi ze starSich praci jsou: Stolz, Zur geometr.
Bedeutung der complexen Elemente, Math. Annallen, sv. 4;
Liiroth, Das imaginire in der Geometrie und das Rechnen mit
Wiirfen, Math. Annallen, sv. 8. ,



které k nému vedou jsou &isté logické a maji za tidel zobec-

nénf geometrickych vét.

Piimky, které promitaji body fady m z bodu O le%iciho
mimo pfimku m, tvoif svazek pifmkovy (obr. 2). Rikédme, Ze

0

svazek O a fada m jsou
perspektivni a pfifadime
pti tom vidy bodu A, B,
C,... na m piHmku a, b,
¢, ..., kterd jim prochazi
(je snfm incidentni). Ele-
menty A4,a; B, b; C,c;...,
které si v perspektivnosti
odpovidaji, jsou incidentni.
Dvé tady m,n jsou per-
spektivni, jsou.li priseky
téhoZz svazku O (obr. 2);
pak sobé odpovidaji body

C
o VBN M DN y B m O\

®

na témZ paprsku 4, 4'; B, B'; C, (’;...; Osluje stfedem

perspektivnosti obou fad.

Dva svazky 0,0’ jsou perspektivni, promftaji-li tutéz
fadu bodovou — osu perspektivnosti (obr.3.) Paprsky

a,a;bb;e ;.
odpovidaji.

.., které prochézeji tymz bodem osy m, si

Budte 4, B dva pevné body na primce m (obr. 4), C bod
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pohyblivy; pak pomér ;:g zoveme délici pomér bodu C

k zdkladnim bodim A, B. Pfi tom vzddlenosti v jednom
sméru béfeme za kladné, v protivném za zdporné. Podle toho
je délici pomér bodu C kladny, lezi.li C mimo tsecku 4B,
zéporny, leZi-li uvnitf. Specielné stied useCky 4B m4d délici
pomér — 1, bod nevlastni | 1.

Podobné ve svazku se sttedem O (obr. 4) budte zdkladni
pfimky a, b, pohyblivé ¢ a jeden smysl otdcéen{ povazujme za
kladny, opaény za zdporny. Délicf pomér paprsku ¢ k zdklad-

AN

. . . sinac
nim a, b jest —

a ziejmé se rovnd poméru vzddlenosti

sin be
¥g, ¥p libovolného bodu P na ¢ od a,b (v = OP . sin a/;:,
= OP .sin l;t\)).
J— . N
Délicf poméry A_—C a (/z\c, jsou-li fada ABC... a svazek
sin bc

O(a, b, ¢, ...) perspektivni, jsou v jednoduchém vztahu.
Podle obr. 4 jest

4C _pdoC  40.0C. smac 40 sinac
BC ABOC™ 35 6C.sinke  BO sinbe
Pri stdlém A, B a hybném C se lidf oba délici poméry jen
konstantnim éinitelem A—_O_
BO

Dvojpomér étyt bodd na piimce neb étyr paprski ve
svazku jest pomér jejich délicich poméra k tymZz dvéma
zdkladnim elementim. Znaéime jej symbolem

7\ . AN
(ABCD) = A ff, (abed) — B0.2¢ . sinad
BC BD sin bc sin bd

Jdsou-li fada A4, B, C, D a svazek a, b, ¢, d perspektivni,
11



plyne ihned z pfedeslého, Ze dvojpomeéry (ABCD) a (abed)
jsou si rovny. Odtud plyne dile, Ze jsou-li dvé rady perspek-
tivn{ (obr. 2), jest

(ABCD) = (A'B'C'D’) = (abcd),
a podobné, jsou-li dva svazky perspektivni (obr. 3)
' (abed) = (a'b’¢'d’) = (ABCD).

Ve dvou perspektivnich utvarech (faddch a paprs-
cich) se rovnéd dvojpomér étyf elementd jednoho
utvaru dvojpoméru odpovidajicich elementda dru-
hého dtvaru.

V nafich konstruktivnich dvahdch hraje dileZitou wdlohu
dvojpomér harmonicky. Ctyfi body na pt. 4, B,C, D
tvoli harmonickou étvefinu, jestliZe se délici poméry
AC 4D

35 li$i jen znamenkem. Pak dvojpomeér (4BCD) =

i

BC’
= —1 sluje ha.rmomcky dVOJpomer Podobné ve svazku;
lifi-li se poméry sin ac ¢/z\c, M jen znaménkem, rl'.ké,me, Ze
sin be sin bd

paprsky a, b, ¢, d tvoff harmonickou étvefinu, a piSeme
(abcd) = — 1. Podle posledni véty promitdnim centrdlnim
a protindnim harmonickd &tvefina pfechdzi opét v harmo-
nickou étvefinu.

Prikladem harmonické étvefiny jsou body A4, B, pulici
bod 8 usecky AB a bod nevlastni, anebo ramena thlu a, b
a obé pfimky pulici thel ab a whel vedlejsi. V obr. 3 jsou
voleny body 4, B, C, D tak, Ze tvoii harmonickou étvefinu.

(Metrické vlastnosti harmonické étvefiny.) Z re-

AC AD
lace — = — —— ¢ili
BC BD
AC.BD+ AD.BC =0 (1)

vyplyvé ihned CA . DB+ CB. DA =0, t. j. dvojiny bo-
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dové AB, CD hraji zde tuték roli. Spravné tedy fikéme, Ze
C, D oddélujf harmonicky A4, B a zéroven téz A, B
oddéluji harmonicky C, D. Toté% plati o harmonické étve-
Finé paprskové.

Zvolme v fadé bodové poddtek soufadnic O; body 4, B,
C, D méjte soufadnice z,, x,, T;, T,. Pak hofejsi relace (1) znf

(g — ;) (T — xp) + (x4, — 1) (B — 2) = O,

neboli po tpravé

(2% + Ty 2) — (7 + 2) (25 + 14) =0; @)
tato relace je opét symetrickd podle z,z,, 2,2, Volme po-
¢dtek O ve stfedu tsecky AB. Pak jest z,= —x;, = u
a rovnice (2) m4 velmi jednoduchy tvar

. Zgxy —ut =10 (3)
nebo, je-li S stfed tsetky AB,
8C . SD = A8 = BS. (4)

Bodovy par na pifmce byv4 ddn rovnicf kvadra-
tickou s redlnymi koeficienty *
ax? + 2bx + ¢ = 0; (5)

koteny této rovnice jsou soufadnice bodi dvojiny; je zndmo
ze stfedni 8koly,*) Ze tento pir je redlny pii 62— ac > 0.
Jsou-li kofeny rovnice (5) ,, x,, jest, jak zndmo,
. 2b c
31+32=—;a TEy =
Bud dén druby pér rovnief
a'z?+ 2b'x+ ¢ = 0; (6"
pro kofeny z,, z, jest
2b' KA

-"53+34=—7’ TaTy = 7+

*) Viz na p¥. uebnice BydZovaky-Teply-Vy¢&ichlo, Arit-
metika pro VI.—VII. tk. st¥. 8kol, 6. vyd. JCMF, Praha, 1935.
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Dosadime-li do rovnice (2), dostaneme podmifnku, aby
péry dané rovnicemi (5), (5’) tvofily harmonickou étvefinu,
ve tvaru

ac’ 4+ a’'c —2bb"' = 0. (6)

TytéZz vztahy plati také pro har-
monickou étvefinu paprskovou. Vol-
me stfed svazku za poédtek pravo-
1hlé soustavy soufadnic. Pak rov-
nice paprsku jest y = mz, kde m=
=tge (obr. 5); m je parametr,
ktery uréuje polohu paprsku ve
svazku, Paprskum a, b, ¢, d at pa-
tif parametry m,, m,, my, m,y. Pak

my—m, tgp;—tg P 8in (p; — @) . co8 @3 . COB @, —
mg —my  tg P — tg @, CO8 @, . COB (p, . 8in (Py — @,)
__cosg, sin ac
= m .

~7
sin bc
a podobné
. ~\
mg—m; cos @, sinad

- N\
my — My cos @, sin bd

Jest tedy " (mymymqym,) = (abed).
Pro harmonickou étvefinu plati opét vztah (2)
(mgmy + mymy) — & (my + my) (Mg + my) = 0.

Volime-li za osu z piimku pulicf dhel ab, jest my = — my =
— u a relace na.bude tva.ru

mymy — ut = O neboli tg a:c tg a:d = tg? a:a tg? ;:\b

Jsou-li dvé dvojiny paprskové ddny rovnicemi

Am2 4+ 2Bm +C =0, A'm?®+4 2B'm-+| C' =0,
je podminka harmoniénosti
AC' 4+ A'C—2BB' = 0. 7)
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Poznimky a eviéenf. 1. Dény jsou body A, B na pfimece p;
k bodu C sestrojte &tvrty harmonicky D. (Névod: Body 4, B
sestrojte dv® rovnobsZiky a bodem C pFitku, kterd je sele v bo-

dech 1, 2. Pak pfeneste od B na druhou stranu B2’ = 2B;
spojnice 12’ prochézi bodem D.)

2. Ve svazku s vrcho-
lem O jeou dény paprsky
a, b, c; sestrojte étvrty
harmonicky d. (Ndvod:
Vedte pFitku p || ¢, kterd
sete a, b v bodech A, B;
plilicim bodem D tsedky
AB jde paprsek d.)

3. V rovnobé&iniku
ABCD se stfednimi pkié-
kami PQ RS, (obr. 6) jsou
harmonické étvefiny, na

@ pf. (ABQZ=), (BCRY®)

Y= atd. nebo svazky X (AB

QZw»), Yo (ABQZ») atd.

Centralnim promitédnim

ptejde rovnobé¥nfk v riz-

@ nob&Znik, pfimka nevlast-

nf pfejde v pfimku v ko-

neénu YZ a vSechny har-

monické dvojpoméry zii-

stanou zachovény. (Obré-

cend ka¥dy riznob&inik

P 1ze poklddati za st¥edovy

primét rovnob&nika, ne-

bot v deskript. geometrii

;e ukazuje, Ze jeé).lani) ge-

0% podstava jertiznobéz-

A a B 4 nik, lze protnouti vrov-

nob&Zniku.) -Méame tedy

harmonické vilastnosti uplného éty¥rohu ABCD (obr. 7).

Tak se nazyvé konfigurace uréend étyfmi body v rovin&. Celkem

je Sest stran: AB a prot&j8i CD, AC s protéjsi BD, AD s pro-

t8j8i BC. Prisediky jejich X, Y,Z tvofi diagondlni troj-

vhelnik a jeho strany sluji diagonély (dhlopFitky). Na

kaZdé stran® a na ka¥dé diagonéle je harmonicks &tvefina bo-

dovi, na p¥.(ABQZ), (CDSZ), (@SXY) atd. V diagondlnim rohu

se sbihaji vidy &tyFi pfimky, dvé strany a dv& diagonély, které
tvofi také harmonickou &tvefinu, na pf. X (4, B, @, Z) atd.
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4. Cty¥i p¥imky a, b, ¢, d v rovind, z nich? ¥4dné t¥i nejdou
tym2 bodem, tvo¥i uplny &tyfstran. M4 Sest vrehol; protéjsi
vrcholy slujf dvojice (ab), (cd); (ac), (bd); (ad), (be). Jejich spoj-
nice tvoli .diagonialni trojstran. Vytknéte opét vSechny
harmonické &tvefiny, které zde povstévaji. (Plyne opét z cen-
trélniho promiténi.)

5. Pfedchozich uvah lze uZiti, abychom provedli tlohy 1, 2
pouze pravitkem (bez rovnobdZek a pFendfeni délek). Mame-li
k bodim A4, B, @ na pfimce sestrojiti &tvrty harmonicky Z,
vedme bodem A dva piimky (obr 7) a protnéme je pFimkou
bodem @ jdouct v bodech X, ¥ ¥Spojme tyto body s bodem B
a dostaneme D, C; jejich spojnice jde bodem Z. Sestrojte po-
dobnd ke tfem paprskﬁm étvrty harmonicky jen pravitkem!'

6. DokeZte: Jsou-li na dvou ruznobézkach harmonické &tve-
finy ABQZ, CDSZ o spoleéném bod8 Z (obr. 7), pak -jsou
perspektivni dvojim zpdsobem podle stfedd X, ¥

Jsou-li dva svazky harmonické o spoleéném paprsku, ns PF.
Y (ABQZ), Z (ADPY), jsou perspektivni rovn&Zz dvojim.zpi-
sobem (jedna osa perspektivnosti jest AC, druhé BD)!

2. Imagindrni body na reilné pfimece.

Vytknéme na piimce bod o jako poddtek soutadnicové
soustavy a uréujme bod P vzdslenosti od poéétkn O. Redlné

vzd4lenosti OP = z pati{ redlny bod, je-li vzddlenost déna
¢islem komplexnfm x; + ix,, (z,=0), pfisuzujeme ji -bod
imagindrnf, Vzdilenosti xz, —iz, patif bod imagindrni
sdrufeny k prvnfmu. Soufadnice obou bodi jsou koFeny
kvadratické rovnice

[z — (2, + izy)] . [ — (2, — i2)] = O,

22— 22,2 + (2 + 5?) = 0, (1)
jeZ mé redlné koeficienty.
Obrécené kvadratickd rovnice s redlnymi koeficienty
az® + 2z + ¢ =0 @)
definuje bodovy pér o souradnicfch
—b4) P —ac

a

neboli

T =
16



realny pfi b2 — ac > 0 a imagindrni pfi b2 — ac << 0. V pi-
padé b2 — ac = 0 splynou obé hodnoty, levé strana rovnice
(2) je tplnd druhd mocnina a Fikdme, Ze rovnice mé dvojné-
sobny kofen. _

Lze vsak nalézti 8ir8i geometricky vyznam rovnice (2),
jenZ plati v pripadé redlnych i imagindrnich kofent a dovo-
luje v obou pripadech operovati jen s redlnymi elementy.

V algebie sluje trojélen aa?+ 2bx 4 ¢ kvadratickd
forma.*) K nf patii poldrni forma az’z" + b (" + z") + ¢,
kde 2’'z" jsou proménné. PoloZime-li tuto formu rovnou nule,
dostaneme rovnici

ax’s” +b(x' +2")F+¢c=0 (3)
linedrnf v 2’ i v 2", tedy bilinedrni. Poviimnéme si jejiho
geometrického vyznamu. Definuje na pi{mce piibuznost é&i
korespondenci. Volime-li bod o soufadnici z’, dostaneme
k nému jednoznaéné pfifadény bod z” a naopak podle
rovnic

b +c , bx" + ¢

T + ¥ T a4+ ¥

Probéhne-li ' hodnoty od — o0 do + oo, probéhne i z”
viechny hodnoty. Takovou piibuznost definuje i obecnéji
bilinedrn{ rovnice

azx'z’ + bx’ + cx”" + d = 0;
tato piibuznost sluje projektivnost. Rovnice (3) je rovnici
specidlnf projektivnosti, nebot je symetrickd podle z’, z";
tato specidlni projektivnost sluje involuéni nebo invo-
luce; involuce je tedy souhrn péra bodovych definovanych
rovnicf (3).

Involuce m4 dva elementy samodruZné neboli dvojné,
které odpovidaji samy sobé. Za pfedpokladu, Ze v rovnici (3)
jsou vzdélenosti z', " méfeny stejnym zpusobem od téhoZ
potétku, polofme ' = z” = x a dostaneme rovnici, kterd

(b2 —ac=0).

*) Obytejnd se pfif tyto formy ve tvaru homogennim axz? +
+ 2bxt + ct?; tvar nehomogenni dostaneme, poloZime-li ¢t = 1.
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uréuje elementy samodruiné a je identickd s rovnici (2).
Tyto elementy jsou redlné rizné pii b2 — ac > 0; ptisluinou
involuci jmenujeme hyperbolickou; imagindrni sdruZené
pii b2 — ac < 0, pak zoveme involuci eliptickou. V&imné-
me si piipadu b2 — ac = 0. Pak lze rovnici (3) pséti

a?x'zs" +ab(x' + 2")+ 62=0

¢éili (az’ + b) (ax” + b) = 0.
Zvolime-li ' (nebo z") jakkoli, patii mu vidy tyZ bod
2" = — b :a (nebo ¥’ = — b : a); tato involuce sluje para-

bolickd (degenerovand).

Viimnéme si nékterych vlastnost{ involuce hyperbolické
a eliptické. Predpokldddme, Ze na pifmce je jeden bod ne-
vlastni neboli nekoneéné vzdileny, ktery odpovidd hodno-
tdm z’, «” velmi velikym a tvofi par involuce s bodem v ko-
neénu leZicim, jej% zoveme stfedem involuce. Délme rov-
nici (3) proménnou z” a dostaneme

-az’+b(’—;+1)+%=0
T xr

!

Nechdme-li zvétSovati 2" — oo, vymiz{ éleny 95,— a %,
a dostaneme
ar’' +b=0 nebo z'=—b:a.

Za piedpokladu a = 0 jest tedy soufadnice stiedu invo-
luce — b :a a stied je v koneénu. Volme jej za poditek
soufadnic 0. Pak v nové rovnici (3), kterd definuje involuci,
mus{ byti 5 = 0 a involuce je déna jednodussi rovnicf

ar’z”" +¢=0, ¢li 22" =— —ac- . 4)

Posledni rovnice vyjadiuje daleZitou metrickou vlastnost
involuce:

Souéin vzd4lenosti odpovida]fcich si bodl invo-
luce od stiedu involuce j je konstantnf (sluje mocnost
involuce).
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Je mo#no vidy pfedpoklédati, Ze v rownici (4) a je kladné,
tedy pro involuci hyperbolickou ¢ << 0, pro eliptickou ¢ > 0.
Jest tedy pro involuci hyperbolickou z'z” = k?, pro elip-
tickou z'z" = — k% (Srovnej rovnice (3), (4), str. 13.)

- ~

MO OB XN K &

S
V prvém piipadé jsou odpovidajici si body A’, A" na téie
strané stiedu O (obr. 8) a opfSeme-li kolem O kruZnici polo-

mérem k= VEZ' . 04", sete tato pifmku ve dvojnych

bodech M, N. Délicf pomér bodu A" k M, N jest ﬁ: =

_ ¥ +k k? 35” +k
b d ” ” == — —
=y délicf pomér bodu A4 ( ,) jes t —
z' + eys . ' "
= =% li&f se tedy oba jen znaménkem. Body 4’, 4

oddéluji tedy harmonicky dvojné body M, N.

V drubém pifpadé (obr. 9), kdy involuce je eliptické, jsou
odpovidajici si body 4’,
A" na riznych strandch
sttedu O, a opfieme-li
nad A’A” kruZnici, pro-
chéz{ tato pevnymi body
P,Q, kde OP = 0Q=
—r=|104'|.|04". W & D Iy B
nebo jinak, kazd4 dvo- :
jina involuce se z bo-
dia P,Qpromitne pra- ! @
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vym thlem. Dvojné body involuce jsou imagindrni
ve vzdédlenosti x = 4 ki. Definici délictho poméru a dvoj-
poméru pfijatou pro redlné elementy béfeme za plat-
z + ki

® —ki

nou i pro imaginirni. Pozndme, %e i zde plati
X4k
T o —k
involuce tvoif harmonickou étvefinu, MozZno tedy Fei:

Involuce bodovd na pfimce je souhrn péru bo-
dovych, které harmonicky oddéluji dva reédlné
nebo imagindrné body.

Z dalsich vlastnostf involuce uvedme:

¢ili imagindrni dvojné body a libovolny par

a) Involuce je uréena dvéma pary boda M', M";
N',N",

Oznaéme jejich soutadnice m', m";n’,n" a dosadme do
rovnice (3). Dostaneme tak dvé rovnice pro nezndmé a, b, ¢:

amm”+bm +m")+¢c=0,
an'n” +b(n 4+ n")+c=0.

Vylouéenim veliéin a, b, ¢ z téchto dvou a z rovnice (3)
vychédz{ (nejlépe ve tvaru determinantu) rovnice hledané
involuce
" ¥+ 2 1
mm” m +m" 1
nn” a4+ n" 1

=0.

Rozvedenim najdeme
a:b:c=[m +m")y— @+ 2")]:
([m'm” — "] [m'm” (0’ + ") —n'n" (m' + m")].
a, b nemohou byt souéasné rovny nule, nebot kdyby bylo
m 4+ m"=n' + n", m'm" = a'n", byly by dané dva péry
bodu identické,

b) Dvé involuce na piffmce majf spoleény jeden
pér bodovy é&ili jinak: Jsou-li na pfimce dény dva péiry
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bodové redlné nebo imagindrnf, 1ze vidy sestrojiti par, ktery
je oba oddéluje harmonicky. -

Skuteéné budte dvé involuce na pfimce dény rovnicemi

ar’z”" +b (' +2")V+¢c =0,
a,x'x” + b, (' 4+ z") + ¢, = 0.

Z nich vychdzi

a tedy soufadnice z’, 2" spoleéného paru jsou kofeny kvadra-
tické rovnice

(ab, — ba,) > — (ca, — c,a) x + be, — bic = 0;
spoleény par je redlny nebo imagindrni.”

Vratme se opét k pivodnimu iikolu, jak nalézti konstrukce
vhodné pro operace s imagindrnimi body. Je-li dén na
piimee imagindrnf bod 2, + ixz,, miZeme uréiti jeho sdru-
feny x, —ix,; oba jsou kofeny rovmice (1) s redlnymi
koeficienty. S takovou kvadratickou rovnicf obecného
tvaru (2) souvisi v8ak rovnice (3) definujici involuci (v tomto
pripadé eliptickou). A -skuteéné tato eliptickd involuce jest
velmi vhodny representant dvojiny imagindrnich sdruZenych
bodii (jako svych bodi samodruinych). Lze viak i rozlisiti
jeden od druhého, jak ukézal Staudt, pouZijeme-li orientace
involuce. Sledujme na obr. 8 nejprve na hyperbolické invo-
luci smér- pohybu. Pohybuje-li se 4’ na pfimce v jistém
smyslu, pohybuje se A" ve smyslu opaéném a dvakrat sply-
vaji oba body ve dvojnych bodech. Dvojice pridruzenych
bodi se nikdy neoddélyji, lezi mimo sebe, nebo jedna uvnitt
druhé, na pi. A’A", B'B", C'C". (PFi tom predpokldddme, Ze
piimka m4 jeden bod nevlastni ¢ili nekonecné vzddleny a jest
tedy jako uzaviend.) V pripadé hyperbolické involuce nelze
tedy mluviti o smyslu involuce. — Jinak je tomu v pfipadé
involuce eliptické (obr. 9). Pohybuje-li se 4’ v nékterém
smyslu, pohybuje se A” v témZe smyslu (pravy uhel A’PA”
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se otdéf kolem vrcholu P) a nikdy nesplynou. Dva péry
eliptické involuce se vidy oddeéluji, viz A’A", B’B", OP>,
Jeden smysl pohybu je ddn sledem A’B’A”, nebo co% je totéz
B'A"A’ (ptes P=), nebo B’A"B" atd., druhy sledem A"B’'A’
nebo B"A"B’ atd. Muzeme tedy jeden z imagindrnich bodu
danych uvaZovanou involuei prFi¢leniti jednomu smyslu,
drubhy opaénému smyslu.

Imagindrnf{ bod na piimce je uréen eliptickou
involuci s pfipojenym smyslem.

Vyhodné jest oznadenf, které zavedl Vahlen.*) Je-li
involuce ddna péry A’A”, B'B", oznadujeme jeji imagindrni
dvojné body

A'B B'A’
X=(AIIBII)) Y=(BnAn),

prvod je spojen se smyslem A'B'A”, druhy se smyslem
B'A’B". V daliim budeme pouZivati tohoto oznadeni.

Poznémky a cviéenf. 1. Urdete st¥ed a dvojné elementy invo-
luce b(z' + 2”) + ¢ = 0 (symetrickd involuce} a involuce
az’'z” + b(z’ + ") = 0.

2. Stanovte st¥ed, dvojné elementy a rovnici involuce dané
a) péry bodovymi (z';, =4; 2", =8), (z'3=3; 7y = — 1)
b) (3 4+ 2¢; 3 — 2i), (4; 8); ¢) dvojnym bodem (O) a parem
(1; — 2); d) dvojnymi body }; — }; e) dvojnymi body 1 4 4;
1—3.

3. Najdéte spoledny pér involuci: 222" — 5 (2’ + z") + 8 =
=0, 222" — 15 (=’ + z=”) 4 108 = 0.

4. Jsou dény dva piry bodové rovnicemi a,z® + 2b,z +
+ ¢; = 0, a,z® + 2b,x + ¢, = 0; najdéte rovnici péru, ktery
oba harmonicky oddéluje! (Viz podminku (6), str. 14.)

5. DokaZte: Jsou-li dény dva pary involuce tymi% rovnicemi
jako v pledeSlém odstavei, jsou ostatni pary dény rovnici
(a,2% + 2b,x + ¢;) 4- A (agx?® + 2byz + c4) = O pFilibovolném 4.
(UZijte vysledku pFedeslé ulohy.) )

6. Involuce ma samodru?né body: a) 2 4+ 2, b) — 2 4 3¢;
urdete tyto body v involuci zptisobem Vahlenovym.

7. Svazek kruZnic o zdkladnich bodech M, N sede pFimku,
jeZ nejde Zddnym z nich, v involuci; chorddla d4va st¥ed invo-

*) Th. Vahlen, Konstruktionen und Approximationen,
atr. 114.
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luce S, soudin SM . SN, ktery se rovnd mocnosti bodu S ke
kruZnicim svazku, je mocnost involuce. Jak toho pon#iti,
abychom sestrojili stfed & dvojné body involuce dané piry
bodovymi A’A”, B'B"?

(Névod: Body A’A”, resp. B’B” vedte kruZnice, aby se proti-
naly v redlnych bodech M, N. Chorddla MN vytind na pfimce
stfed involuce, dotykové body kruZnic, jeZ jdou body M, N
a dané pFimky se dotykaji, jsou dvojné body involuce.)

8. Obecnd svazek kuZelosefek, t. j. mnoZstvi vSech kuZelo-
sedek, které jdou &ty¥mi body 1, 2, 3, 4, sele pFimku, jeZ nejde
#4dnym z nich, v involuci. (Véta Desarguesova o svazku kuZelo-
setek.) Volme tuto pfimku za osu z; pak dv¥& kuZelosetky svazku
jsou dény obecnymi rovnicemi tvaru

4 =ayz® 4 20,7y + G5y + 20,7 + 205y + ay = 0,

B = by;,7® + 2bj,xy + bgpy? + 2bjyx + 2byqy + by, = O,
a svazek je dan rovnici

A+ B=0

pfi prom&nném A. Dosadime-li ¥y = 0, dostaneme pro prisetiky
o8y z s kuZelose¢kami svazku

ana? + 20,7 + agy + A (b 2* + 2byyT + by) = 0
jako v iloze 5. Mezi kuZelosetkami svazku jsou t¥i sloZené
(degenerované) z dvojin pFimek: 12, 34; 13, 24; 14, 23. Mame
tedy v&tu: Dvojiny protéjSich stran uplného &tyfrohu
protinaji p¥fimku ve tfech parech involuce.

3. Imaginarni pfimka ve svazku.

V redlné roviné bud dén svazek piimek o stfedu O. Vol-
me dvé navzdjem kolmé piimky s uréitou orientaci za osy
z, y pravouhlé soustavy soufadnic (obr. 5) a uréeme piimku
svazku tangentou uhlu, ktery svird s kladnou osou z. Jest
tedy rovnice obecné pifmky ve svazku

Yy = mxz; (1)
m = tgw je parametr, ktery urcuje piimku, Redlnému
parametru patif redlnd piimka, komplexnfmu parametru
piimka imagindrnif, je. mimo O nem4 redlného bodu.
Piimky y = (m, 4 ¢m,) z sluji imagindrni sdruZené.
Kvadratick4 rovnice s redlnymi koeficienty
Am? 4+ 2Bm + C =0 2)
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definuje par pfimek; ty jsou redlné pii B2 — AC > 0 a ima-
gindrn{ sdruZené pii B* — AC < 0.

Utvoime poldrni formu a poloZme ji rovnu nule. Dosta-
neme rovnici

Am'm" + B(m' +m") + C =0, (3)

kterd definuje paprskovou involuci o stiedu 0. M4d dva
samodruZné éili dvojné elementy (m’ = m” = m), které jsou
ddny rovnicf (2) a jsou redlné rizné nebo imagindrni.
V prvém ptipadé sluje involuce hyperbolicks, v druhém
eliptickd. Je-li B2 — AC = 0 mluvime o involuci para-
bolické,

Vsimnéme si opét nékterych vlastnosti této involuce.

Involuce ve svazku obsahuje vidy jeden pér kol-
mych pfimek. Pro takovy pér jest m'm” = — 1; z rovnice

(8) vychézi pak m’ 4+ m" = Podle toho m’, m” jsou

kofeny rovnice

mz—A—;—Cm—le; (4)

B
ilné A, B, (C), tedy kolmy pér je vidy redlny. Ve zvl4st-
nim pfipadé B = 0, 4 = C znf rovnice (3)

mm”"+1=0 (5)
a pak kaZdy pér involuce je dvojina kolmych piimek.

jeji diskriminant

2
) + 4 je vidy kladny (pro re-

Volime-li onen kolmy pér v obecném piipadé za osy z, y,
musf rovnice (4) miti kofeny 0, o0, t. j. B = 0. Pak rovnice (3)
se zjednodusf na

Am'm” + C =0 &l m'm" = k.

Pro dvojné elementy dostaneme m’ = m” = ;tVEPozmi-
vime: Pravouhly pédr palf dhel samodruznych pa-
preki.
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Délici pomér paprsku p (m = tg w) ke dvojnym (m,, =

. . s , m—m; tgw—tgo
_:I?tg(a—;l:)]/k)]edénvyrazemm_mz—tgw+tga =
sin (w — o

_sin(w—a) . I , n X
ey (w—|—¢x) (viz odst. 1). Jsou-li tedy p’, p" paprsky

v involuCI si odpovidajici, jest m'm" =1k a delici pomér

prvého Vl_c, druhého Vk Vk (llSl se tedy
m + |k w4 b Ykt m

od prveho jen znaménkem). Pér p’, p” oddéluje harmonicky

dvojné elementy.

Involuce vesvazku je souhrndvojic piimkovych,
které oddéluji harmonicky dvé reilné nebo dvé
imagindrni pfimky. V prvém piipadé mluvime o involuci
hyperbolické, v druhém eliptické.

Opét plati véty:

a) Involuce ve svazku je uréena dvéma péry
primek.

b) Dvéinvoluceotémz vrcholu n:;a.ji spoledny pér,

Sledujme otdéeni dvou odpovidajicich si prlmek p,p"
v involuci. V involuci hyperbohcké otddf-li se p’ v jistém
smyslu, na pf. kla.dném t. j. v témZ jako ruéitky na hodi-
ndch, otdéi se p” ve smyslu opaéném a dvakrdt se setkaji pfi-
drufené pfimky v elementech samodruinych. V involuci
eliptické v3ak, otddi-li se p' v jistém smyslu, otdéi se p”
v témZ smyslu, a moZno tedy eliptické involuci ve svazku
pritknouti jeden neb druhy smysl otdéeni. Ted vidime, Ze
podobné jako na pi{mce 1ze urdéiti imagindrni pFfimku
ve svazku eliptickou involuci a urditym smyslem
ot4deni. Je-li involuce dina piry a’a”, b'b” (]ez se oddéluji)
jsou dény dva imagindrni paprsky svazku jeZ opét vyhodné

oznaéime
_{a'b g — (¥ 2).
r = (l” bﬂ), Y= bll all)y
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8 prvym je spojen smysl otddenf dany tfemi elementy a’b’a”
neb b’'a”b” atd., s druhym smysl b'a’d”, nebo a”b’a’ atd.
(Perspektivni involuce.) Protnéme involuéni svazek
pfimkou, jez nejde jeho stfedem. Svazek vytind na piimce
perspektivni involuci. Dvojné elementy ve svazku a v fadé
bodové jsou incidentni, at jsou redlné nebo imagindrni.
Vezmeme-li involuéni svazek dany rovnicf (3), lze ptedpo-
klidati, %e pfimka md rovnici z = k, nebot vidy lze voliti
osu z v kolmici z bodu O k této pifimce a svazek je pak din
obecnou rovnici tvaru (3). Pak obecnd piimka ve svazku (1)
dévd bod o soufadnici y = mk. Dosadime-1 do rovnice (3)

7 "

hodnoty m' = %, m" = %, dostaneme rovnici involuce na
piimce x =k ve tvaru
vy v+ — o
AL +BT 2 4 0=0;
jeji dvojné elementy jsou dany rovnici
y2 2By .
A 7 + A +C=0,
jeZ vychdzi z rovnice (2) dosazenim m = —%

Obricené involuce na piimce se promitd z bodu mimo ni
perspektivni involuci paprskovou.

Poznimky a cviéeni. 1. Involuce ve svazku budte dény
rovnicemi: a) Amm” + C =0, b) B(m' + m”) 4+ C =0,
c) Am'm” + B (m’ + m”) = 0. Urdete kolmy par a dvojné
elementy.

2. Involuce m’ + m” = 0 sluje symetrickd. Jeji dvojné ele-
menty jsou k sob® kolmé. DokaZte!

3. Involuce m'm” + 1 = 0 sluje pravoiihlé, dvojné piimky
(m = £ i) sluji isotropické; podle toho dv& kolmé pFimky
se stfedem O a ob& isotropické pFimky bodem O (y = 4+ iz)
tvoFi harmonickou &tvefFinu. DokaZte!

4. Obecnd uhel dvou pFimek je v jednoduchém vztahu
k dvojpomé&ru, ktery tvoFfi- ramena uhlu a ob8 isotropické
piimky jeho vrcholem. Tento dvojpomér, vezmeme-li za ramena,
thlu y =0a y = ztgo, je
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tgp—i cosp+ising 2

(z,—z,tg¢,0)=—tg¢+.i cos ¢ —i8in @

&Gili
1 . .
¢ =3 loge (2, — %, tg @, 0)*)

(e je zdklad pFirozenych logaritmt a poufito Eulerovy for-
mule ¢ = cos ¢ + i sin ¢).

4. Involuce na kruZnici.

KruzZnice je kfivka raciondlni, t. ] pravoihlé soufadnice
bodu na kruZnici lze vy-
jédfiti jako racionslni**)
funkce parametru ¢. Bud S
O stred kruZnice a sou-
casné poddtek pravoiihlé
soustavy, polomér jeji
oznaéme 7. I jest nej- C
prve (obr. 10)

Z=rcosgp, y=rsing.

Zavedme novy para- S
metr ¢ = tg . Podle
znémych vzorcu jest

1—tgile 1—22 . 2tg 3¢ 2t
Trtgidp 1+2 P  Trtgle 146

méime tedy raciondlni vyjidfeni

*) loge je logaritmus o zékladu e = 2718281 ...
*#*) Raciondlni funkce proménné ¢ je tvaru

cos p =

(

agt® + at™ 1 4o ... 4 an

bot™ + b™ ..+ bm

kde n, m jsou cela. kladné &isla, a;, b, reélné &sla, kterd viechna
nejsou nuly.

o =
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z—rl_tz _ 2n )
. "1y YT i1

Probéhne-li ¢ redlnd éisla od — oo do 4 oo, probéhne
bod z, y celou kruZnici; na piiklad hodnoté ¢ = 0 patif bod
A (r;0), hodnoté ¢t =1 bod B (0;r), hodnoté ¢ = oo bod
C (— r; 0) atd. Rikdme &asto bod (t;) na krufnici a rozumime
bod o soufadnicich z, y, které dostaneme ze vzorci (1), dosa-
dime-li do nich ¢ = ¢;. Bud ¢ soufadnice bodu na piimce;
piitadme si nyni ty body na pfimce a na kruZnici, kterym
patii totéZ ¢; body na kruZnici jsou timto zpisobem piifa-
dény bodim na pifmce (fadé éfselné) a obrdcens.

Hledejme priseéiky kruZnice s pifmkou v obecné poloze

' ux + vy + 1= 0;
dosadime-li sem hodnoty (1), dostaneme pro parametry
prisec¢fkG rovnici

2 —ur)4 20rt 4+ 14 ur=20. (2)
Dosadime-li koteny ¢,, ¢, této rovnice do (1), dostaneme
soufadnice priseéfkd. Z rovnice (2) vychézf

2rv . 1+ ur
1 —ur’ 2T —wr

bt by =— 3)

Obrécené, je-li dano ¢,, ¢,, vychdz{ z rovnic (3)
tit,—1 t+ £,
y=——"— P=———" 4
(1 4 t,t,5) (1 + 42,) @)
a rovnice seény, kterd spojuje body (¢,), (£,) zni
Bty — 1D xz— G+ t)y+ r(1+4t) = 0. (5)
Rovnice teény v bodé ¢ vychdz{ odtud pii ¢, =1, =t ve

tvaru
B—lz—2tyt+r(14+)=0. (6)

Rovnice (5) je bilinedrni v ¢,, ¢, a symetricka v ¢,, #,; pred-
poklddéme-li v ni z, ¥y pevné, definuje tedy involuci na
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kruZnici. Obrdcené méjme na kruZnici involuci danou rov-
nici
atyt, + b (8 + 1) +¢c=0. (7)
Prirovndme-li (7) a (5), pozname, %e spojnice pridruZenych
bodi ¢,, t, jde pevnym bodem J (z,; ¥,); skutecné

a:bic= (4 %) : —yp: (r—z,),
odkud
_r(a—c¢) _ 2br
= aFe BT Taxe ®)
Tento bod sluje stfedem involuce, jeho poldra ke kruz-
nici sluje osa involuce. Jeji rovnice jest

T+ YYp=1°

a po vpravé
(e—c)z—2by—r(a+¢c)=0. 9)

Péry involuce na kruZnici jsou vytaty seé¢nami,
které prochdzejf pevnym bodem J (stfedem involu-
ce). Je-li J vné kruZnice, jsou dvojné body redlné,
involuce je hyperbolické; je-li J uvnit¥, jsoudvojné
body imagindrni, involuce je elipticks.

Vobr. 11 jest J stfed involuce, 4’4", B'B”", C'C" jsou jeji
piry. Dvojné body jsou dotykové body M, N teten vede-
nych z bodu J a le%f tedy na poldfe p dané rovnici (9). Sku-
tec¢né, hleddme-li pruseéiky piimky (9) s kruZnici dosazenim
hodnot (1), pfijdeme k rovnici a? + 2bt 4 ¢ = 0, jez defi-
nuje dvojné body involuce (7).

Rada APB... (obr. 10) na kruZnici se promitd z bodu
kruZnice paprskovymi svazky, jeZ jsou vzdjemné shodné;
jsou-li 8, 8’ dva ruzné body na kruZnici, jest na pf. LASP=
= L AS'P, & PSB = < PS'B..., mimo to jest < ASP =
= $A0P = }¢. Promitdme-li na pf. fadu na kruZnici z bodu
C (—r;0), jest rovnice piimky CP:y =1t (x + r), kde
t = tg 3. Z toho duvodu se promitd involuce dand rovnici
(7) z bodu paprskovou involucf, kterd m4 tuté% rovnici;
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(4, t; jsou pfi tom smérnice odpovidajicich si paprski).
Dvojné paprsky prochézeji dvojnymi body na kruZnici.
Rikdme proto, mluvime-li o bodech na kruZnici, %e na pt.
A’, A” jsou harmonicky oddéleny body M, N (obr. 11),
nebot promfitneme-li z libovolného bodu S na kruZnici,
dostaneme harmonickou &tvefinu paprska S (M, N, A’, A").

Blizi-li se bod S bodu M, piejde tento svazek v M (J, N,
A’, A"), jenz promitd harmonickou fadu (J,«, 4’, 4").
Vidime také, %e pdry involuce A’A”, B'B’, ... se z bodu 8
na kruZnici promitnou na polédru p jako body poldrné sdru-
Zené ke kruZnici, nebot oddéluj{ harmonicky dvojné body
M, N, jeden je tedy na poléfe druhého. (Doporuéujeme &te-
néfi, aby si narysoval pfisludny obrizek, je-li stfed involuce J
uvniti kruZnice.)

Ruzné konstrukce tykajici se involuce se prevadéji s vy-
hodou na kruZnici. Nékteré z nich lze také provésti pouhym
pravitkem (linedrnf dlohy), nicméné pfi praktickém provi-
déni pouZfvime radéji pravitka i kruitka (nebo narysované
kruZnice). (Ostatné prdvem povaZujeme kruzitko za Ppristroj
dokonalej§{ nez pravitko.)
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UkéZeme si, jak se provad&ji ndkteré konstrukee uZitim
narysované kruZnice (Steinerovy konstrukece).

a) Paprskové involuce je déna péry a’a”, b’b”. Mdme
sestrojiti pravouhly pdradvojné paprsky. Opidme kruZ-
nici k, kteréd jde stfedem svazku S (obr. 12); na ni dostaneme
pary A’A”, B’B". P¥imky A’A”, B’B”- se protinaji ve stfedu J
1nvoluce Jeho polara. (osa mvoluce) spojuje prusetiky (4’B’,
A’B”) (A4’B”, A”B’) a sefe kruZnici v bodech M, N. SM, SN
jsou hledané dvojné paprsky. Spojme J se stfedem kruZnice 0;
na kruZnici dostaneme pér C'C”. SC’, SC” je pravouhly pér
paprskové involuce. V obr. 12a lezi J uvnit¥ kruZnice, involuce
je eliptickd. Prisefiky poldry p s kruZnici jsou dany jako
dvojné elementy involuce 4’4", B’,B", & hledané dvojné pa-
prsky jsou imagindrnfi spojnice bodu § s nimi.

b) Je ddna involuce v fadd bodové na p¥imce p
pary A’A”, B’B”; maji se sestrojiti dvojné elementy,
stfed involuce a k danému bodu C’ pFifadény C”. Volme
v rovind kruZnici k, na ni bod S a promitndme fadu na kruZnici
do A4,A4",, B’y B”,. Dalsi konstrukce jako v pFedchozim. (Jedno-
duchy obrazek necht si étendf laskavé poFidi sém.)

c) Sestrojiti spoleény par dvou bodovych involuci
na pfimce p.*) Prvni involuce je déna piry A’A”, B'B”,
druhd pary P’P”, Q’Q”. Promitn&me obé involuce opét na krui-
nici z jejiho bodu S a sestrojme stfedy obou involuci I a J.
Jejich spojnice protne kruZnici v bodech X’, X”, coZ je spoletny
par obou involuci na kruZnici, jemuZ odpovidé i spoleény pér
na pfimee p. Je-li aspoil jeden z obou stfedd uvnit¥ kruZnice,
jest par X'X” realny. Tedy:

Dvé eliptické involuce soumistné maji vidy jeden
spoleény redlny par, rovnéZ tak involuce eliptickd
a hyperbolické.

Dvé hyperbolické involuce mohou mit spoledny pér
redlny neb imagindrni.

Pro konstrukce s imagindrnimi elementy je dileZitd véta:
Eliptickou involuci v fadé bodové neb v paprsko-
vém svazku lze vidy urditi dvéma pary elementt
A'A", D'D" (neb a’a”, &'d"), které se navzdjem oddéluji
harmonicky, pfi éemzZ jeden prvek A’ (neb a’) lze vo-
liti libovolné. Skuteéné, prevedme na pf. involuci danou

*) Involuce, které maji spolednou nositelku — tedy dvé

bodové involuce na pfimee, na kruZnici, dv& paprskové involuce
v témZe vrcholu a pod. — nazyvame involuce soumistné.

32



na piimce p pary A',4”,, B'yB", na kruZnici a uréeme jeji
stied J (obr. 12a). Ke zvolenému bodu A’ dostaneme bod A"
na spojnici A'J. Sestrojme pé6l P piimky A’A", ktery padne
vné kruZnice na pifmku p. PJ dédv4 pak na kruZnici body
D', D"; piry A’A", D'D" tvori harmonickou étvefinu na
kruZnici, Primétem z bodu S8 na piimku p dostaneme
harmonicky se oddélujici piry A',A”,, D' D",

Poznimky a cviéeni. 1. Involuce paprskova je déna dvojnym
paprskem m a parem a’a”; sestrojte druhy dvojny paprsek n,
pravouhly pér a k danému paprsku b’ pf¥idruZeny b”.

2. Je déna symetrickd paprskové involuce (dvojné paprsky
jsou k sob& kolmé). Protnéte ji kruZnici jdouci vrcholem. Kde
je stfed involuce? TotéZ provedte pro involuci pravouhlou!

3. Najdéte spoleény par dvou soumistnych involuci na
pfimce a) jedna je hyperbolickd, druhé eliptickd; b) ob® jsou
eliptické.

4, Necht se na pfimce pary bodové AB, CD odd8luji harmo-
nicky. Dalsimu bodu X bud pfifadén harmonicky X, vzhledem
k AB a X, vzhledem k CD. UkaZte, %o pak .AB, CD, X, X, jsou
tf¥i pary involuce. (Pfevedte na kruZnici!)

b. Imaginirnf elementy v rovind.

V redlné roviné méjme dvé osy k sobé kolmé x, y jdouci
poddtkem O a orientované. Bodu M patii zndmym zpiso-
bem dvé pravouhlé soufadnice =z, y,, které piSeme (z;
#,). Obricené dvojiné ¢&fsel (a; b) priradujeme bod, takZe
prvni ¢islo znamend soufadnici z, druhé soufadnici y.
Jsou-li obé &isla redlnd, je bod redlny, neni-li aspon jedno
redlné, fikdme, Ze bod je imagindrni. Ke kaZdému imagi-
ndrnimu bodu v roviné patif bod imagindrni sdruZeny. Na
pt. bod 41+ 2¢;3 —4¢) a A" (1 — 24; 3 4 44) jsou ima-
ginérn{ body sdruzené,

Omezime-li se na redlnd ¢fsla, miZe ka%dd z hodnot z, y
probéhnouti viechna éfsla od — oo do + oo; Fikdme, Ze
mno¥stvi redlnych bodd v roviné je dvourozmérné. Podle
toho mnozstvi imagindrnich bodua v roviné je étyirozmérné,
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nebot v z; + iz, ¥, + ty, kaidé z &isel 21, Ty Y15 Ya muZe
probéhnouti viechna ¢isla redln.

Primka v roviné je dédna rovnici
ar+by+c=0 (la)

ux+vy+1=0, (1b)

kde a,b nebo u,v soucasné nejsou rovny nule. Jsou-li
viechny koeflclenty redlné, fkdme, Ze piimka je redlnd,
neni-li aspot jeden realny, i{kdme, Ze pnmka je imagindrni.
MnozZstvi redlnych piimek v roviné je dvourozmérné,
mnoZstvi imagindrnich pfimek roviny je étyfrozmérné.

O vzijemnych vztazich redlnych a imagindrnich bodu
a piimek miZeme vysloviti hned nékteré véty:

1. Je-li na redlné primce imagindrni bod (=, 4 iz,;
% + 2¥,), jest na ni i bod imagindrni sdruZeny (z; — ix,;
¥, — tyy). Skuteéns, dosadime-li soufadnice prvého do (la),
jest

neb

a(z + i) + b (3, =+ i) +c=0,
a pfi redlnych a, b, ¢ musf byti
az, + by, + ¢ =0, ax, + by, = 0;
pak hovi zfejmé rovnici i druhy bod.
2. Prochdzi-li redlnym bodem imagindrni pfimka, pro-
chdzi jim i imagindrn{ pfimka sdruZend. Bud imagindrni
piimka

(@, + 185) T + (b, + b)) y + ¢, + 3¢, = 0. (2)
Hovi-li této rovnici redlné hodnoty z, y, musfi byti
a,x+by+¢=0,azx+by+c=0 (3)

a bod (x; y) je zfejmé i na imagindrn{ pfimce sdruZené
(@, —ta)) x + (by—ib)) y + ¢, —ic;=0. 2"
3. Na imaginirni piimce leZ{ jeden redlny bod. Skuteéné
na imagindrni pfimce (2) le%i redlny bod, jehoZ soufadnice
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hovi rovnicim (3), a jen tento; jim prochdzi i pfimka sdru-
Zens (2').
4. Imaginirnim bodem v roviné prochdzi jedind reilni
piimka, kterd jej spojuje s imagindrnim bodem sdruZenym.
Rovnice piimky bodem (a, 4 ia,; b, + ¢b,) je
Y — (by + tbp) = (ky + iky) [z — (a; + ta,)]

P O

¢éili
(ky + iky) x — y + b, — a, ke, + agkey + i (by — a,ky — agk,)=0.
Aby tato pfimka byla reélnd, muselo by byti .
k, = 0, by —ak, = 0;
pak jest rovnice pifmky
bz —ayy + asby —a,b, =0
a té hovi také bod (a, — ia,; b, — ib,).

Pro skuteéné konstrukce uréujeme imagindrn{ bod v ro-
viné pfimkou, kterd jej spojuje s imagindrnim bodem sdru-
Zenym s pifsludnou involucf a pifslusnym smérem jak bylo
uvedeno v odst. 2. Pifmka sluje nositelkou bodu.

Podobné 1ma.g1né,mi primku ur¢ujeme prisluSnou pa,-
prskovou involucf s uréenym smyslem. Stfedem involuce je
redlny bod pf{mky, jak bylo uvedeno v odst. 3.

Poznimky a cvieni. 1. Napiste rovnici pfimky spojujici
body A (3 —2i;1 +4), B(3 + 2i; 1 —i).

2. Uréete redlny bod pfimky (3 + 2¢)y + iz — 1 = 0.

3. V rovind jsou dvd osnovy isotropickych p¥imek, t. j.
piimek, které maji smérnici 4 ¢, tedy rovnici tvaru

Yy = + iz + p. =
Doka¥te tyto vlastnosti isotropickych p¥imek: a) vzdilenost
dvou bodd na isotropické p¥imee je rovna nule; b) thel redlné
pfimky s pfimkou isotropickou je staly (imag.); c¢) p¥i posouvéni
a rotaci, tedy pfi pohybu v rovind pfejde p¥imka isotropicks
v pfimku isotropickou. [Rotace kolem po&dtkuy, o thel ¢ je dina
vzorei
' =zcosp —ysing, Yy = csing + ycos g,

kde pivodni bod byl (z; y), v poloze otoené (z’; ¥’).] Z toho
Plyne, %e pfi pohybu rovinné soustavy v roviné zstdvaji dva
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body y klidu, toti¥ nevlastni body pfimek y = 4 iz. Rikdme
jim absolutni nebo kruhové body roviny.

K té&mto kruhovym bodam lze také pFijiti touto tvahou:
Hledejme priseéiky kruZnice s pFimkou nevlastni. Obecnd
rovnice kruZnice jest

(z—ay + (y—0b)—r2=0.
Chceme-li uvaZovati o bodech nevlastnich, zavadime homogenni

soufadnice, kladouce %, % misto z, ¥. Rovnice kruZnice jest pak

o+ y2—2(ax + by)t + (a® + b2 — 1) 2 = 0.
Pro ptimku nevlastni jest £ = 0 a dostaneme tedy pro nevlastni
body na kruZnici rovnici 2 + y? = 08&ili(z + iy) (x —1y) = 0.
Tyto body jsou nezdvislé na veliéindch a, b, r, leZi, tedy na
viech kruznicich. Vechny kruZnice v roviné protinaj{ nevlastnf
pfimku v tychZ dvou bodech; odtud nézev kruhové body.
UkaZte, Ze vzddlenost jakéhokoli bodu v rovias (v koneénu) od
absolutniho bodu je neurditd! [Nutno pséti vzdélenost také ve
tvaru homogennim, na p¥. vzddlenost od poddtku O jest
V= =+ y”]
d="—73—1]
4. Jsou-li 4 (z; ¥,), B (x,; yy) dva body v roving, jest para-
metrické vyjdd¥eni bodu na pFimce
_ z, — Az, . % — Ay,
TEa—1 YT
pfi éem A méa vyznam déliciho pomé&ru bodu (z; y) k zdkladnim
bodim A, B. Budte 4, B dva imagindrni nesdruZené body
a A at prob&hne vSechny reilné hodnoty. Tak dostaneme fadu
imag. bodf, jeZ mé tu vlastnost, Ze dvojpomér kterychkoli

&tyF z nich je redlny (na p¥. (4BP,P,;) = ﬁ). Napitte rovnici
realné nositelky bodu (1) (jako spojnici s bodem sdruZenym)
a volte pak za A zvldstni hodnoty, na pf. 0; 1; — 1; o0; ...t
Lze ukézati, Ze tyto nositelky obaluji kuZelose&ku.
Jak je tomu v piipad¥, kdyZ bod 4 je redlny? (Volte o, =
=y =0)

6. Jednoduché konstrukece s imaginirnimi elementy.

UkdZeme, jak lze s imagindrnimi elementy provésti kon-
strukce, kde jde o spojovan{ a protinéni, tedy konstrukce
z geometrie polohy. Jsou to ulohy:
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a) spojiti redlny bod s bodem imagindrnim,;

b) spojiti dva imagindrni body;

c) sestrojiti priseé¢ikredlnéaimagindrni pfimky;
d) sestrojiti priseéik dvou imagindrnich ptimek.
Rofen{: a) Redlny bod bud P, imagindrni X — (j,g,).
Nejlépe je sledovati hned také druhou imagindrni pf{mku,
kterd jde bodem P a bodem imaginirnim sdruZenym
(5

- B”AII .

Pti tom piedpoklidejme,
%e body A’A"B’'B" (obr. 13)
tvof{ harmonickou &tvefi-
nu; toto lze vidy dosici na
piimce p (str. 32). Bod P
s body A’ A” B’ B” urduje pa-
prskovou involuci ¢’a”, b'd”
s vrcholem P a jeji dvojné
elementy jsou imag. pfimky
z= PX,y= PY. Prvd je
déna involuci a'a”, b'b”
a smyslem otdceni, ktery odpovidd smyslu A’B’'A”", druh4
touZ involuc{ a smyslem B'A’B".

b) Bud dén imagindrni bod X =(j,,§,,) na reélné nosi-

telce p a jiny Z = (g,,‘g,,) na redlné nositelce g (obr. 14).

Nejlépe je opét vziti v dvahu i body imagindrni sdruZené

Y= (g,,ﬁ,,) na paf= (g,,g,,)na q.

Jde celkem o ¢étyti imagindrné primky po dvou sdruZené:
XZ, YT; XT, YZ. Reélny prusecik prvych bud «, druhych .
o, B jsou stfedy paprskovych involuci perspektivnich sou-
¢asné s obéma involucemi na p, g. Odtud vyplyvé konstrukce
bodu «, . Bud y prisetik piimek p, ¢. V involuci na p at
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mu odpovidi y; a sestrojme dal¥{ par této involuce §', &”,
ktery oddéluje harmonicky 9y, (viz str. 32). Podobné v invo-
luci na g at odpovidd bodu y bod y, a ¢'¢” at oddéluje tento
par harmonicky. Tyto harmonické étvefiny jsou perspektivni

-~

dvojim zpisobem (viz str. 16, dl. 6) podle stfedi «, 5. Pfi
tom jest, hledfme-li ke stanovenému smyslu X = (;: ?5")’
' 1

Z = (; 2) hledan# pimka m4 tedy redlny bod o a lze jf
\Ye
oznaditi (: 7:) Oznaéte podobné zbyvajici tii piimky!*)

*) Zde pouZivame pravitka i kruZitka k pomocné konstrukei
sestrojeni harmonickych boda. Uloha sestrojiti spojnici dvou
bodi je vak linedrni a dé se provésti jen pravitkem. Skutednd
i tato konstrukce s imaginérnimi elementy dé se malou obmé&nou
upraviti na konstrukei jen pravitkem, jak ukdzal Griinnwald
(Zeitschrift . Math. u. Phys., Bd. 45, 1900).
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¢) Reélnd pimks bud p, imagindrnf g — ( \ b”) Pislusné

involuce a’a”, b’b” m4 vrchol @ (obr. 15). Tato involuce seée
piimku p v bodové involuci A’A”, B'B” a jeji dvojny bod

X= (‘j B”) je hledany priseéik (obr. 15).

d) Sestrojiti jest priseéfk dvou imagindrnich piimek
= (Z,, ll:”)’ z2= (c d) Uloha je dudlnf k tloze b). Na-
hradme opét ¢étverinu definujicf involuci étvefinou harmo-
nickou, takZe jest (obr. 16) z = (p m)’ z= (p r)' Harmo-

‘ Py 7 P28 .
nické svazky s vrcholy P, @ jsou perspektivni dvojim zpu-
sobem s osami a, b (il. 6, str. 16). Hledany priseék je na
piimce a; lze jej vyznaditi (g 5) Vyznaéte podobné ostatn{
tii priseciky!

Cviéeni. 1. Imagindrni bod na nevlastni pfimee (v nekoneénu)
1ze uréiti paprskovou involuci o stfedu S, kterd je perspektivni
s involuei na nevlastni pfimce, s pfipojenym smyslem otd&eni.
Kruhové body jsou urleny pravothlou involucf. Jest dén

imagindrni bod X®; spojte jej a) s redlnym bodem P, b) s ima-
ginérnim bodem ¢ danym involuc{ na nositelce g.
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2. Jsou dény realné body P, @. UkaZte, %e se isotropické
pfimky jdouci t&mito body protinaji na jejich ose symetrie.
Je-li stfed této usetky O, vzdélenost PQ = 2d, jest vzdélenost
imag. bodi hledanych od stfedu O rovna + di.

3. Dva imaginérni sdruZené body X, ¥ na nositelce p spojte
s kruhovymi body I, I,. [Bodu nevlastnimu P na p je v invo-
luci p¥iteddn stfed O; bud A’A” pér involuce, ktery oc&éluje
harmonicky P, P, t. j. symetricky podle O a oznadme OA’ =
= — 04" = a, pek prisetiky o = (XI,, Y1,), § = (X1, YI))
jsou redlné na kolmici vztyéené v O ku p a ve vzdélenosti a.]

4. Dény jsou pfimky p, ¢ & bod M mimo n&. Sestrojte pra-
setiky pFimek p, ¢ s isotropickymi pfimkami jdoucimi bodem M
a pek spojnice t&chto bodi (t. j. jejich rediné prusediky).

7. Jiné imaginérni dGtvary v roviné.

Imagindrni kruZnici rozumime kiivku danou rovnic{
2+ y* —2 (e, + ta;) x — 2 (by + ib) y + py 4 ipy = 0;
imagindrni bod 8§ (e, + ta,; b, + tb,) jmenujeme jejim stie-
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dem, dsecka 7, vyhovujici rovnici (e, + a,)® + (b, + tb,)2 —
— (py + ipy) = 7 je jeji polomér. Krivka miZe miti dva
redlné body, jejichZz soufadnice hovi rovnicim

o? + y* —2a,2 — 2b,y + py = 0, 20,7 + 2by — pp, = 0.%)

Na pt. takovou kruZnici je kiivka
k=at4 y* 4 2= 0,

jeji stied je O (0; 0) a polomér 7¢.**) Nemd redlného bodu
(protoZe souéet ¢tvercu tif redlnych éfsel nemiize byti roven
nule). TéZ myslenka, kterd vedla k tomu, Ze jsme imagindrni
body na primce nahradili souhrnem pdri bodovych, které
byly harmonicky sdruZeny k imaginidrnim bodium (f{kdme
také, Ze byly poldrné sdruZzeny k témto bodiim) — praveé tak
imagindrn{ piimky ve svazku — vede i zde k tomu, abychom
imagindrni kruZnici nebo obecnéji imagindrni kuZelosetky
zavedli pomoci jejich poldrnich systémi. VyloZime struéné,
co mame na mysli. Bodu (z,; y,) v roviné patii vzhledem
k uvaZované imagindrnf{ kruZnici k poldra zzy 4 yy, -+
+ 72 = 0 a obricené obecné primce uz 4 vy 4 1 = 0 patii
vzhledem ke kruZnici pél z, = ur?, y, = vr®. Takovym
zptisobem jsou si body roviny a piimky pomoci kruZnice %
prifazeny. Body, které leZi na své poléfe, jsou body kfivky
—ridici kFivky poldrni soustavy (systému). Tato vlastnost
je pro fidicf kfivku charakteristickd.

Ke konstrukcim lze vyhodné pouiiti redlné kruinice
F=a>4+ y>—1r?=0, jiZ fikdme redlnd zdstupkyné.
Na pf. poléra bodu (z,; y,) k zdstupkyni jest zgx + yoy —
— 12 =0 a plirovndme-li rovnice obou poldr, vidime, Ze
jedna z druhé vznikne otodenim kolem O o 180°. Také obra-
cené k pifmce p sestrojime pél k imagindrni kruZnici, se-

*) O takovych imagindrnich kuZelosedkéch obsirnd pojednévs

V. Jarolimek v knize: Zikladové geometrie polohy v roving
a prostoru.

**) KruZnice o stfedu O a poloméru nule mé rovnici 22+ y? =
= 0, kterou lze pséiti (y + z) (y — tx) = 0. Tato kruZnice se
tedy rozpadé ve dvojinu isotropickych pfimek.
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strojfme-li napfed pél P’ k redlné zdstupkyni a pak bod P
symetricky podle stfedu O (obr. 17). Tato korespondence
mezi body a piimkami roviny se zove antipolarita
vzhledem k redlné kruZnici &'; antipolarita je sloZena z pola-
rity ke kruZnici ¥’ a stfedové symetrie vzhledem k stfedu
kruZnice k'

Pruseéiky pfimky p s kruZnicf k jsou potom ddny involuci
(jako samodruiné jeji body), kterou na p uréuje poldrnf
systém, Pro urden{ involuce zvolime vyhodné dva piry: Tak
bodu A4 na ose y patii poléra a, jeZ seée p v 4’ (PA’ | 0A4),
bodu B pati{ polira b, jeZ ddvd B’. Dvojné body involuce
AA’, BB’ jsou hledané pruseéiky. Piimky, které je spojuji
s pélem P jsou teény z bodu P. '

Svazek kruZnic je souhrn kruznie, jeZ maji spoleéné dva
body. Volme tyto zdkladni body svazku reélné, jejich spoj-
nici za osu y, stfednou za osu z (obr. 18). Budte 4 (0; ¢),
B (0; —¢). KruZnice svazku o stiedu S (4;0) mid pak
rovnici

224+ y?—2lx—c*=0.
Jsou-li zdkladni body A, B imagindrni sdruené, tedy
A (0; ci), B (0; — ct), potom rovnice obecné kruznice svazku
jest
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(z—A+yr=—c+ M
a ve svazku jsou kruZnice reélné (| 1| > ¢) a imagindrni
(Al <¢) a dvé kruZnice o poloméru nula pii A= 4 e.
V prvém piipadé vytind svazek na ose z eliptickou involuci
se stfedem O; v druhém pifpadé je involuce hyperbolicka.

R

Chorddla AB je geom. misto stfedu kruZnice, kterd sede
pravoihle vdechny kruZnice svazku (polomér rovn4 se délce
teény vedené z bodu na chordéle ke kru’nicim svazku).
Tyto ortogondlni kruZnice tvoif novy svazek, dopliikovy
s prvym, a jeho zdkladn{ body jsou nulové kruZnice (imag.)
prvého. M4.li tedy prvy zdkladnf body 4 (0;c), B (0; —¢),
mé druhy zékladni body M (ci; 0), N (— ¢i; 0). Rovnice
obecné kruZnice doplikového svazku o stiedu R (0; u) jest

2?4y —2uy 4+ c2=0.
Body A, B, resp. M, N jsou proté€jii vrcholy étyfihelnika
tvoreného minimdlnimi pifmkami.

Ohniska kuZelosedky a vibec ohniska algebraické
kiivky jsou body, ze kterych ke kiivee jdou dvé isotropické
teény. Podle toho elipsa a hyperbola maji étyfi ohniska,
nebot ka¥dym kruhovym bodem na nevlastnf pifmce jdou
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dvé teény, tedy celkem étyfi. Dvé ohniska jsou redlnd, v nich
se protinaji pfimky imagindrni sdruZené, dvé jsou imagindr-
nf. Na pf. elipsa
b%2? + a?y® = a2b?

m4 redlnd ohniska F, (¢; 0), F, (— e; 0), imagindrn{ F; (0; e),
F,(0; —1e), kde e= 1+ Va2 — b2, Skuteéné, hleddme-li
isotropické teény, protneme elipsu piimkou y = 4 iz + p
a vyjédiimé, e oba priseéiky maji splynouti; nejdiive
dostaneme rovnici

2% (a? — b%) & 2a*piz + a? (b — p?) = O,
v nfZ poloZime diskriminant rovny nule; dostaneme p=--es.
Rovnice isotropickych teden jsou tedy

y=ilzte) y=—1i(zLe).
Jejich redlné body jsou F,, F,. Poléra ohniska (sp03u1e doty-

kové body isotropickych teden) jest z = j: —; (tikdme ji

fidicf ptimka kuZelosetky). Také jest moZno ricl, %e ohnisko
je stted kruZnice o poloméru nula, kterd se dvakrit elipsy
dotyka, nebot rovnici této kruZnice

(x—ef+y*=0
lze psati
ly+i@—e)].[y—ilz—e]=0.
V zdvorkdch jsou levé strany rovnic isotropickych teden.
Lze ukdzati: Pohybuje-li se bod P po fidici pimce, otdéf
se jeho polira kolem ohniska a spojnice FiP je k nf kolm4,
tedy: SdruZené poldry prochdzejici ohniskem
kuZeloselky jsou k sobé kolmé.
2 2
Imagindrni elipsa bud ddna rovnici % + l% +1=0
(a, b redlné, @ > b). Nahradme kfivku opét polirnim sy-
stémem neboli polérnim polem. Bodu (z,; y,) patii polira
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:vox + == y,,y + 1 = 0. Prirovndme-li posledni rovnici

k obecne rovnici ptimky uxz + vy + 1 = 0, dostaneme

Z
u=_0’ ’U:-:lﬁ_
' a? b2

To jsou formulky transformaéni, jez vyjadfuji feGenou pola-

ritu. Bodu (z,; %) je pfifadéna pfimka (v = a%‘-', v= bzg

a obricené pifmce s koeficienty u,v jest prifadén bod
(a2u; b%v). Ke konstrukei moZno pouziti opét redlné zdstup-
kyné — redlné souosé elipsy s poloosami a, b. Poldra bodu P
k redlné elipse a polira k imagindrni elipse jsou polozeny
symetricky podle spoleéného sttedu O.

Také je mozno mluviti o imagindrnf transformaci (lépe
afinité), kterd prevddi jednu elipsu do druhé. Zde jest
¥ =um, y = yi.

Pozndmky a cvideni. 1. Sestrojte kruZnici, je-li dina redlnym
bodem P a dvéma imagindrnimi sdruZenymi X, Y na nosi-
telce p. (Pozn.: Dané imaginarni body jsou zdkladni body
svazku kruZnie, dopliikovy svazek ma zékladni body redlné,
jedna kruZnice tohoto svazku jde bodem P; hledanéd kruZnice
Je k ni kolma.)

2. Uka%te, e z ohnisek hyperboly b%z? — a?y® = a?? jdou
dv$ isotropické tedny.

Podobné pro parabolu y? = 2pz. (Pozn.: Parabola md jen
jediné ohnisko, pon&vad% se dotykd nevlastni pfimky roviny,
na které jsou kruhové body.)

3. Jest ddna imaginarni elipsa poloosami at, b (Ja| > [ b ).
Sestrojte prisetiky s redlnou p¥imkou a teény z realného bodu
(pFislusnymi involucemi). Stanovte ohniska této imagindrni
elipsy.

4.y0pi§te ze stfedu O elipsy pfedellé ulohy kruZnici o polo-
méru r a stanovte jeji prisediky s imagindrni elipsou. Dv8 té&tivy
jsou vidy redlné. Vezméte r < b, pak b < r < a a kone&né
r = a (nebo b).

6. Jest dan svazek soustfednych kruZnic z? 4 y® = k? (k je
proménné). UkaZte, Ze se vzéjemnd dotykaji v absolutnich
bodech (&ili maji spoleiné asymptoty).
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8. Jest ddne imagindrni kuZelosecka -
2 y? )

@ Fiar B By

UkaZte, o mi¥e miti nejvyfie &ty¥i redlné body a dty¥i reilné

tedny. Napiste rovnici polary bodu P (z,; 4,) & obrdcend urdete

soufadnice pé6lu dané pkimky. DokaZte: Pohybuje-li se reélny
pél P po reélnlé p¥imee r (které nespojuje redlné body elipsy), tu

realny bod pomyslné poléry vytvoFuje redlnou kuZelosetku, jeZ
prochézi stfedem a nevlastnimi body obou os.

7. Sestrojte prisediky imagindrni pfimky s redlnou
kruZnici.

Vezm&me v tvahu soudasnd obd imagindrni sdruZené pfimky
m, n. V&imn&me si viak nejprve pfpadu, kdy méme kruZnici
a dvojinu redlnych pimek s redlnymi prisediky (obr. 19a)
1, 2, 3, 4. SPQ je spoletny polarni trojuhelnik. Bodu M v roviné

46



lzo ptifaditi M’, ve kterém se protinaji polara ke kruZnici
a polara ke dvojin& pfimek (12, 34), t.j. 8(1, 3, M, M’) = — 1.
Toto pfifad¥ni bodd v rovind je jednojednoznadné. (Které body
&inf vyjimku?) P¥imka MM’ sele viak cely svazek kuZelosedek
o zékladnich bodech 1, 2, 3, 4 v involuei (viz 4l. 8, str. 23),
M, M’ oddé&luji harmonicky dv& z nich, odd&luji tedy vSechny
a jsou dvojné body této involuce. Oddéluji harmonicky i dvo-
jiny primek (13, 24), (14, 23).

Obratme se k danému p¥ipadu, kdy méme dvojinu imagi'né.r-

’

nich p¥imek m, n s prisetikem S, kde m = (:,, 1?” , W= (2,, a”)-
(obr. 19). Na polé¥e bodu S ke kruZnici leZi body P, @, jeZ odd&-
luji harmonicky m, n i «, 8,
jsou tedy redlné (v obr. 19
byly sestrojeny uZitim kruz-
nice jdouci bodem S (str.
32)). Volme na b’ bod M’;
sdruZeny M” je na b” a na
polé¥e bodu M’ ke kruZniei.
V P se protinaji dvé pfimky,
jez jdou spoleénymi body
kruZnice a dvojiny (m, n).
Tyto pF¥imky jsou soudasnd
oddé&leny bodovymi pary M’
M” a @S (vrcholy spol. po-
lar. trojihel.). Z P se pro-
mitnou oba pary involuci
eliptickou, z @ se viak péary
M’M”, PS promitaji invo-
luef hyperbolickou a dvojné
paprsky wu, ¢ jsou nositelky hledanych imagindrnich bodi
(v obraze byly sestrojeny uZitim kruZnice bodem @).]

8. Provedte dudlni tdlohu: K dané kruZnici sestrojiti
tedny z imaginédrniho bodu. [UvaZujte op&t napfed pFipad,
kdy mame dva reélné body X, ¥ mimo kruZniei. Z nich vyché-
zeji tetny 1,2 resp. 3, 4. Jejich spojnice p = (13, 24), q =
= (14, 23) se spojnici 8 = XY tvoH polarni trojuhelnik. Jakou
dlohu hréla v pfedeslém ptipadd dvojice pfimek, takovou zde
hraje dvojice bodt X, Y. K pfimce m’ lze ptifaditi m”, jeZ
spojuje p6l piimky m’ ke kruZnici a ke dvojici (X, Y), t. J.
priseéiky pfimek m’, m” s pfimkou s odd&luji harmonicky
body X, Y. Tim vznikaji na stranidch uvedeného polarntho
trojihelniku involuce, jichZ lze uZiti v p¥ipads, kdy body X, ¥
jsou imagindrni sdruZené.]
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Podobnaé viloha je sestrojeni ohnisek kuZeloseéky na pf¥. elipsy.
Imaginarni body jsou zde kruhové body v nekoneénu. Nevlastni
piimka a osy kuZelosetky tvoFi polérni trojihelnik. PFidruZené
pfimky m’,m” jsou k sob& kolmé, ponévad% oddé&luji harmonicky
body kruhové.

8. Elementy prostorové geometrie polohy.

Prvky geometrie v prostoru jsou bod, rovina a piimka.

V prostoru stoji dudlné proti sobé bod a rovina; piimka je
dudlni opét pfimce — jevi se jako spojnice dvou bodi a jako
priseénice dvou rovin. Ke kazdé polohové vété v prostoru
(kde jde o promitdni a protindnf) patii véta dudlni, kterou
dostaneme, zaménfme-li vyrazy bod, pfimka, rovina, spoj-
nice, - priseénice za vyrazy dudlni rovina, piimka, bod,
priseénice, spojnice. Jako ptiklad uvedeme vedle sebe dudlnf
véty:

Dva body uréuji primku; Dvé roviny uréuji primku;
jest to jejich spojnice. jest to jejich praseénice.

Primka a rovina maji obec- Piimka a bod urcéuji obec-
né spoleény bod. né rovinu.

Tfi roviny maji obecné TFi body urduji obecné je-
spoleény jediny bod. dinou rovinu.

Mnozstvi bodli na piimce sluje opét fada bodova, dudlni
Gtvar je mnoZstvi rovin, které jdou touz primkou a sluje
svazek rovin. Piimka je osa svazku.

Souhrn rovin s osou s a rovinami «, §,¥, 4, ... je protat
piimkou p mimobéZnou s osou v fadé 4, B,C, D, ..., kde
bod A lezi v roviné «, B v § atd.; fada p je perspektivni
se svazkem rovin. Rovina g, kterd nejde osou s, sede svazek
rovin ve svazku paprsku a, b, ¢, d, ... s vrcholem R na 3, jenZ
sluje perspektivn{ se svazkem rovin. Je-li ¢ jind rovina, ddvé
opét svazek s vrcholem § na s a oba svazky v rovindch g, ¢
jsou perspektivnf; priseénice (g, o) je osa perspektivnosti.

Ctyri roviny svazku (s) tvoii dvojpomér (afyd)=
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_ on ocy M ktery se rovnd dvojpoméru &tyr pa-

sin ﬂy sin /§S
prsku (abed) kteréhokoli perspektivniho svazku nebo dvoj-
poméru &tyF boda (4BCD) kterékoli perspektivni rady.
Je-li specidlné (xfyd) = — 1, fikdme, e roviny tvoif har-
monickou étverinu,

Tvoii-li roviny «’a”, f'8",9'y”", ... involuci, je na kazdé
perspektivni fadé vytata involuce bodovéa a na kazdé roviné
perspektivni involuce paprskovai.

9. Nékteré v&ty o imaginarnich elementech v prostoru.

Volme v prostoru pravoihlou soustavu souradnic. Pocdtek
oznacme O a tii k sobé kolmé osy z, y, 2 at’ jsou orientovény.
Bodu patif tfi soufadnice a obridcené trojiné ¢isel v prede-
psaném pofidku pfifadime bod v prostoru. Jsou-li viechny
realné, jest bod redlny, je-li asponn jedna imagindrni, jest
bod imagindrni.

Rovina je dédna rovnici

Az + By+ Cz2+ D=0, B
nebo ux+vy+wz+ 1=0, '

Jsou-li vBechny koeficienty redlné, je rovina redlnd, neni-li
aspon jeden redlny, je rovina imagindrni.

A. Primky a roviny jdouci pevnym bodem v prostoru
tvolf prostorovy svazek ¢ili.trs; pevny bod je jeho stied.
Prisek trsu s rovinou, jez nejde sttedem, je perspektivni
pole rovinné. Spojime-li bod nebo pfimku rovinného pole se
sttedem trsu, dostaneme pfimku, neb rovinu trsu. Je-li
stfed S (a; b; ¢), md rovina trsu rovnici

A(z—a)+ B(y—b) + C(z—e) =0;

poméry g, g " mohou nabyti libovolnych hodnot redlnych
neb imagindrnich.
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B. Roviny jdoucf piimkou tvoif svazek rovin. Jsou-li dvé
. roviny svazku

A=az+ by+ cz+ d, =0, B=a,z+ by + ¢,z +d,=0,
pak rovina svazku je ddna rovnici -

A+ AB=0,
kde A mtZe nabyti libovolné hodnoty redlné neb imaginarni.

C. Spojnice dvou imagindrnich sdruZenych bodi je redlnd
a'pravé tak priseénice dvou imagindrnich sdruzenych rovin.
Skuteéné spojnice bodu A (z'; y'; '), B (z"; y"; 2") je ddna
rovnicemi

T—%_Y—% __2—"%

7 n ’ " ’ "

¥ —x y—y Z—z

atd.

Vezméme ted dva imagindrni sdruZené body A (x, 4 ix,;
%1+ Y5 21+ i2), B (3, — i%y; Y — i%p; % — 129). Pro spoj-
nici vychdzf
T4 _Y—Y%N_*r—%

Ty Y2 z
S (zy; y1; 2,) je redlny stied tsecky 4.B. Ddle jsou na pifmce
redlné body M (z,+ 2y %+ ¥ z+ 2), N (23—
Y1 — Ya; 2, — 23). S je stied involuce, M N jeden par involuce
(symetricky podle S), jejiz dvojné body jsou 4, B. — Dvé
imagindrni sdruZené roviny budte
(4, £ idg) 2+ (B, - iBy) y + (i + iCp) 2+ Dy 41D, = 0.
Obéma je spoleénd piimka dand rovnicemi
Az 4+ Byy+ Cz+ D=0, Az + Byy + Coz+ D, = 0.
Vezmeme-li tuto pifmku za osu z, pak maji rovnice tvar
y = (&, + tky) x a vidime opét, Ze se jevi jako dvojné roviny
mVOluce, jejfZ rovnice jest £ty — ky (8 + ) + k,* + k2= 0,
pii tom (y — ¢,z) (y —t,2) = O jest jeden pér mvoluce

kde (xy; yo; 7) je stied tsetky AB, tedy z, =

4+ 2
2
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D. Imagindrnim bodem jde jedind redlnd piimka, kters
jej spojuje s bodem sdruZenym, v imaginirni roviné jest
jedind redlnd pfimka, prisecnice s rovinou sdruzenou. Mimo
ni nem4 rovina redlného bodu.

E. Snadno nahlédneme, %e plati véta: Jsou-li dva ele-
menty imagindrni (nebo jeden imag. a jeden redlny)
incidentni, jsou incidentni i elementy sdruZené
(na pi. lez{-li bod na pifmce, leZ{ sdruZzeny bod na sdruZené
piimce atd.).

Imagindrni pfimky v prostoru jsou dvojiho druhu. Pfe-
deviim takové, jeZ jsou poloZeny v reilné roviné., Takovi
primka seée sdruZenou imagindrnf lezici v téZe roviné v redl-
ném bodé a sluje imagindrn{ pfimka prvého druhu.

Ale dva imagindrni body v prostoru (nesdruZené) uréuji
obecné piimku, kterd sdruZenou piimku, t. j. pfimku uréenou
imag. sdruZenymi body, nesete a nemd redlného bodu.
Nebot ten by byl na obou (sdm sobé sdruzeny) a primky
by leZely v jedné roviné. Takova pfimka sluje imagindrni
druhého druhu. Na pf. piimka uréend body A4 (0; 0; ),
B (1;14; %) jest druhého drubhu., Piimka sdruZend je uréena
body A’ (0; 0; — ), B’ (1; — 7; — 1). Tyto nemaji redlného
bodu. Body A, A’ le#i na ose 2z, B, B’ na piimce =1,
Y = z, jeZ je 8 osou z mimobéZna.

Dudlné lze definovati imagindrni pfimku druhého druhu
jako pruseénici dvou imagindrnich, nesdruZenych rovin,
jejichz osy jsou mimobéZné. Tato piimka nemd redlného
bodu, nebot by musel leZeti na ose jedné i druhé roviny.

Pro konstruktivnf wcely uréujeme imagindrni bod v pro-
storu eliptickou involuci na redlné nositelce, kters jej spojuje
8 bodem sdruZenym a pripojenym smérem involuce. Pfi tom
Ize vidy, jak bylo ukdzdno (str. 32) dosdhnouti toho, Ze dva
pary uréujici involuci se harmonicky oddéluji. Imagindrni
rovinu uréime opét nejpohodlnéji redlnou osou o a eliptickou
involuef «’a”, f'f" s pripojenym smyslem otdéenf. Vidy lze
piedpoklddati (o'a"f'8") = — 1. MiZeme tedy obé imagi-
nérnf roviny dané uvedenou involucf oznaditi
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Cvitenf, Odtvodndte spravnost tdchto vét:

a) Imagindrni bod leZi v redlné roving, leZi-li v ni jeho nosi-
telka.

b) Imagindrni pfimka prvého druhu leZi v redlné roving,
le¥i-li v ni i pfimka sdruZena.

¢) Imaginarni pfimka prvého. druhu sefe redlnou p¥imku,
jde-li tato redlnym bodem prvé, nebo leZi-li v roving, ve které
je i pfimka sdruZend. } ) )

d) Imagindrni bod leZ{ v imagindrnf roving, jsou-li pFislusné
involuce perspektivni a souhlasného smyslu, nebo splyvé-li
nositelka bodu s osou roviny.

e) Imagindrni pfimka prvého druhu a imagindrni rovina
jsou incidentni, jsou-li pfisludné involuce perspektivni a stejného
smyslu. '

10. Zakladni prostorové konstrukee s imagim’n‘nimi-
elementy.

Ted muZeme provésti nékteré prostorové konstrukee,
ve kterych jde o spojovéni a protindni, aspon myslen-
kové, a étendf znaly deskriptivni geometrie miZe je pro-
vésti v promitén{ na jednu nebo na dvé primétny nebo i
v promitani centrdlnim.¥) Zatim vynechdvime konstrukee,
kde jde o pifimku druhého druhu.

a) Spojitiredlny bod s imagindrnim bodem pfim-

kou. Dany bod bud P, imagindrnf X = ( A”g’:) na nosi-
telce ¢, jeZ nejde bodem P. P a ¢ urduji rovinu a dal’i feSeni
je obsaZeno v uloze a) str. 37.

b) Sestrojiti priseénici redlné roviny ¢ s imagi-
nirni o= (2:,5,:), jejiz osa (redlnd piimka) bud s.
Piimka s sefe p v bodé S a to je stfed piimkového involuéniho

*) N&které jsou provedeny v dile: Fiedler, Darstellende
Geometrie, III. dil.
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svazku a'a”, b’'b” perspektivntho s involuef o'a”, f/8”. Hle-
. .. a b
dand priseénice jest r = (a" b”)'
¢) Redlny bod jest spojiti s imaginarni prfmkoxi
prvého druhu rovinou. Redlny bod bud P, piimka

,— (a :,,) je vreé]né roviné g a ma redlny bod R. PR jest

realni pfimka roviny a zdroven osa involuénfho svazku rovin
perspektivnfho k involuci a’a”, b'b”.
d) Sestrojiti prisec¢ik redlné roviny o s imagi-

’

nérni pfimkou prvého druhu r:(z,,g,,), kterd je

vroviné pa miredlny bod R. Rovinypac m&jl prusec-
nici p & na ni je involuce A’A”, B’ B” perspektivni s a’a”, b'b".
‘A’ B’ .
Hleda,ny priseéik je X = ( 4" B")
e) Sestrojiti rovinu uréenou redlnou primkou p

’

a imagindrnim bodem X = (A”g") na redlné nosi-

telce ¢, jeZ neseée p. Piimka p je osa svazku rovin per-
spektivniho s fadou ¢, ve svazku je tedy involuce o'x", 88"
perspektivnt s 4’4", B'B’. Hledané rovina je & = (%, /33)

f) Sestrojiti pruseéik redlné pfimky p 8 imagi-

’ 7

nérni rovinou ¢ = Y 8 osou s, kterd nesece p.
Tnvoluce o'a”, 8" sede p v perspektivni involuci 4’4", B'B”

A" B
a hledany bod je X = (A”B”)'
g) Sestrojiti rovinu danou imagindrnim bodem
a imagindrni pfimkou prvého druhu. Imagindrmi bod
-AI BI
bud X = (A”B,

t= (Z, :,,) v redalné roviné 7 8 redlnym bodem 7. Bod T

)'na ‘nositelce p, imagindrni piimka bud

a piimka p uréuji redlnou rovinu g, jeZ sefe v v pfimece m’

53



jdouci bodem T a protinajici p v M’. Nahradme pdry A’A",
B'B” involuce na p pary M’'M", N'N”, které se harmonicky
oddéluji a pravé tak nahradme péry a’a”, b'6” jinymi m'm”,
n'n", které se oddéluji harmonicky. Pak roviny (M"m"),
((N'n'), (N"n") jdou touZ piimkou z, roviny (M"m"), (N'n"),
N"n') pfimkou y (srov. odst. 6 dl. b)). Prv4 z nich je osou
hledané roviny.

Cvideni. UvaZujte rizné pfipady, kdy se protinaji dv® ima-
gindrni pfimky prvniho druhu. Jak lze sestrojiti rovinu jimi
uréenou? [Oznaéme -pfimky p, ¢, redlné roviny, ve kterych
jsou, «, f, realné jejich body P, @, priseéik X a rovinu (pg)
oznafme g.

a) X i g jsou imaginarni (obecny p¥ipad); na priseénici (af)
urdf p i ¢ tutéZ involuci & involuce rovin s osou (PQ) je s ni
perspektivni,

b) X reédlné, ¢ imaginérni,

¢) o redlné, X imaginarni,

d) X i g redlné.]

11. Imagindrni pfimka druhého drubu.

Imagindrni pfimka druhého druhu je ddna jako spojnice
dvou imagingrnich bodi v prostoru (nesdruZenych) anebo
jako pruseénice dvou imagindrnich rovin, jejichZ osy jsou
mimobéZzné, Oba zpusoby urdeni jsou identické. Nebot,
jsou-li 4, B dané imagindrni body uréujic{ pifmku, a, b
reélné nositelky téchto bodiu, pak se jevi pfimka jako pri-
sebnice rovin (aB), (bA). Tato piimka nemé redlného bodu,
ale dvouparametrickou soustava bodd imagindrnich a no-
sitelky téchto protinaji zdroven imagindrni pfimku sdru-
Zenou. Ka?dé dvé jsou mimobéiné, nehot jinak by ima-
gindrni piimka leZela v realné roviné. Tento dtvar, tvofeny
redlnymi nositelkami onéch bodu (budeme jim ifkati seény
obou imagindrnich pfimek), sluje kongruence linedrni,

Linedrni kongruence sluje mnoZstvi primek, které proti-
naji soudasné dvé mimobézky. Jsou-li redlné, sluje kongru-
ence hyperbolickd, jsou-li imagindrni sdruZené (druhého
druhu), sluje eliptickd. Uvedeme nejdileZitéj&i vlastnosti
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této kongruence, jez lze snadno sledovati v obou pi{padech.
Dané dvé mimobézky a, b slujf osy kongruence. Bodem
mimo osy (redlnym) jde jedind se¢na. Nebot roviny (Pa),
(Pb) se protinaji v jediné pifmce; jsou-li @, b imagindrni,
jsou i obé roviny imagindrnf sdruZené, a priseénice je tedy
redlnd. -V roviné (redlné) g, jeZ neobsahuje Zddnou z os, lezi
také jen jedna secna, kterd spojuje pruseciky roviny p
s piimkami a, b. Nebot, je-li @ déno jako prisec¢nice rovin
&, B, jest b priseénice sdrufenych o', ', tedy priaseéiky
(o, «, B), (0, &', B’) jsou imagindrni sdruZené a spojnice jejich
je redlnd. '

Linearni kongruenci je definovdna prostorova pribuznost
zvand zborcend involuce. Bodem P mimo osy a,b jde
jedna seéna p, na ni jest involuce s dvojnymi body 4 =
= (a, p), B = (b, p), ve které bodu P je pfitadén P’, jenz s P
oddéluje harmonicky body 4, B. Bodu P’ je oviem obrdcené
pritadén bod P.

Analyticky lze tyto vztahy vyjddriti jednoduse, volime-li
vhodné pravoiihlou soustavu soufadnic. Rovina nevlastni
(v nekoneénu) obsahuje jedinou sednu, jeZ spojuje nevlastni
body A, Bs 0bou os, at jsou redlné nebo imagindrni. Je to
nevlastni pfimka roviny rovnobéZné s obéma osami. Bodem
nevlastnim ve sméru kolmém k této roviné jde jedind secna,
protinajici osy a, b v bodech 4, B (,,nejkratsi piicka’ mimo-
béZek a, b). Volme stred O usetky AB (stfed involuce s dvoj-
nymi A4, B) za pocdtek soustavy, nejkratdi ptiku mimo-
béZek za osu z a v roviné kolmé k ose z bodem O osy z, ¥,
takze roviny (zxz), (zy) jsou kolmé roviny pilici dhly rovin
(za), (2b) nebo pravouhly péar rovin piisludné involuce (obr.
20). (Osy z, y jsou osy soumérnosti obou mimobéZek a, b.)

Pak znf rovnice obou os, jsou-li redlné:
Z2=—2¢, 2=,

(a) y = — kz; ®) y = k=. (1)

Rovnice seény, kterd spojuje bod (z;; —kz;; —c¢) na a
8 bodem (x,; kx,; ¢) na b, lze psdti

55



r — ez + @) + 2 (2, — 2y)

= 3 ,
c{zy— ;) +2 (z + )
2¢ )

(2)

=k

Polozme =z, +.x,=wu,
z,—x;, =9, kde u, v
jsou parametry, které
mohou nabyti libovol-
nych hodnot. Rovnice
(2) pak jsou

cu + zv
~ T 2%
v+ 2u

2c

Body A, B a pravouhlé pruméty pfitadénych boda P, P’
do osy z tvoif harmonickou &tvefinu, tedy 2z’ = ¢? (viz
str. 13). Dosadime-li do poslednich rovnic 2z’ =%2 za z,

(3)
y==k

dostaneme rovnice nasi{ piibuznosti ve tvaru

I_c ) r x ,_Cz
¥ = y_c.kz, 2= 4)
a obrdcené priavée tak
oY _aZ =
T= y—ckz,, 2=

Probéhne-li bod (z; ¥; 2) rovinu Az + By + Cz+ D = 0,
probéhne pfidrufeny rovinu
Bcekx' 4 i—c Yy + Dz’ 4 Ce? = 0;
probéhne-li piimku, probéhne pridruZeny opét piimku.*)
*) P¥ibuznost, kterd je algebraické a v niZ bodu odpovidd

jedno-jednoznaénd bod, rovind rovina (pfimce p¥imka), sluje
kolineace. Zborcené involuce je tedy kolineace.
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Jsou-li osy a,b 1magma.rm, nahradime ¢ vehcmou ct,
k veliinou ki a rovnice os jsou

(@) (b) (1)

Volime-li za z,, 2, hodnoty komplexni{ sdruZené, jsou
body (z,; — kiz,; — ci), (x,; kiz,; ci) imagindrni sdruZené,
veli¢ina u je redlnd, » ryze imagindrni a seéna (3) opét redlnd.
Transformadén{ formule (4) jsou opét redlné

z=ci,
y = kix.

z=—e¢,
y= —kiz;

- c z c?
x’=-,;-.%, y'=—ck—z—, z2=—— 4"

Redlnému bodu v koneénu odpovidd opét redlny bod.
Bodim nevlastnim odpovidaji body roviny z = 0. Body
obou os a, b jsou samodruZné. Seény odpovidajf samy sobé;
na ka?dé je involuce sdruZenych bodu a jeji dvojné body
jsou pruseciky s osami. Rovina protind pridruZenou rovinu
v sedné 8, jeZ je tedy osou involuéniho svazku rovin; samo-
druZné roviny jsou (as), (bs).

Tato zborcend eliptickd involuce miuZe slou%iti
jako redlny representant imagindrni pfimky dru-
hého druhu ve spojeni se smérem bodové involuce
na seéndch. Skuteéné, volime-li jisty smér involuce na
jedné seéné p, je uréen smér i na libovolné jiné seéné q.
Je-li r dalsi seéna mimobéZnd s p i ¢, pak 7 je osa svazku
rovin, které jsou si prifadény ve zborcené involuci a je perspek
tivni 8 p i ¢. Smérem pohybu na p je tedy uréen i smér po-
hybu na gq.

Jebté jest moZny jiny zptisob uréeni pfimky druhého
druhu, ponékud jednodussi a prakticky velmi vyhodny. Tti
mimobéZné seény p, ¢, r mimobéiek a, b uréuji piimkovou
plochu druhého stupné. Bodem M na r jde jedind pficka,
kterd sefe p,q (pruseénice rovin (pM), (¢M)). Viechny
takové pricky m, n, v, ... jsou navzijem mimobézné (nebot
jinak by se protinaly i p,¢q,7) a tvoff jeden systém &ili
regulus uvedené plochy, jemuz patii i a, b. Podobné oviem
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tii piimky tohoto systému vedou opét k druhé soustavé
piimek, kterd obsahuje p, ¢, 7 a jen seény kongruence (a, b).
To je doplikovy regulus prvého a oba leZi na ploSe druhého
stupné, jez je jednodilny hyperboloid nebo hyperbolicky
paraboloid.*) Ka%d4 z takovych ploch, jejichz piimky jsou
obsaZeny v kongruenci, md tedy dva systémy primek: jeden
je tvofen seénami, z nichZ kaZdd zborcenou involuci prechdzi
sama v sebe, druhé je tvofena pfimkami, jeZ jsou si involuéné
pfitadény. Na pf. m’ ptejde v m”, n’ v n” atd., pfi tom pri-
setiky (pm’), (pm”) nebo (pn'), (pn”) si odpovidaji v involuci
na p. lkéme, %e tyto povrchové piimky tvoii involuci
m'm”, n'n", ... v ptisludné osnové. Osy a, b jsou dvojné ele-
menty této involuce.

Z toho je zfejmé, Ze kaZdd piimkovd plocha urdend tfemi
mimobéZnymi secnami p, ¢, 7 miZe slouZiti k uréen{ ima-
ginarnf pifmky druhého druhu. Tieba jen stanoviti smysl
involuce na jedné a tim ovSem na vSech seéndch a v celé
osnové piimkové. Na pf. lze pedti

r = m' n _nm
== mllnll 3 y— n”m” .

Poznamky a ovideni. 1. Zjistéte, je-li nasledujici imaginarni
pFimka (danéd dvéma rovnicemi) prvého nebo druhého druhu.
(Stanovte prisedik s pfimkou sdruZenou)

a) z + (3 + 2i)y—|-(l—3i)z.—2+i=0, 1+ 2)z +
+ 5ty — (1 +34)z+ 3+ 3 =

b) (5—z)z—y+(2+z)z+l—0 (1 —4i) z — 1y —
—(1 4+ 42)z— 8t = 0.

2. Doka?te: a) PFimka reilnd a pfimka imaginarni druhého
druhu jsou incidentni, je-li prva seénou p#islusné kongruence.
b) PHmka imagindrni druhého druhu p a pFimka prvého
druhu g se protinaji v bodd X. Redlné rovina « pfimky ¢ obsa-

*) To jsou plochy, jejichZ rovnice pfi vhodné ;rolbé pravo-
2
Ghlych soufadnic lze uvésti na tvar — + l——-:—a =1,
z? 2
resp. 2z = i z,
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huje seénu s kongruence uréené prvou pfimkou. Involuce na s
urtené zborcenou involuci & pfimkou ¢ jsou identické.

¢) Protinaji-li se dv§ imaginarni pfimky druhého druhu p, g,
protinaji se 1 pfimky sdruZené p’, ¢’. Spoleény bod X = (p, g)
a sdruZeny X’ = (p’, ¢’) leZi na paprsku z spoleném obéma
kongruencim (p, p’), (g, ¢’). Pravé tak roviny (p, q), (p’,¢’)
jsou imagindrni sdrufené a protinaji se v druhé realné pFimce
spoleéné obdma kongruencim.

3. Necht v rovnicich (1) (str. 57) jest £k = 1. UkaiZte, je-li
pFimka p v kongruenci, ¥e jsou v nf viechny p¥imky, které z ni
povstanou rotaci kolem osy z (rotadni kongruence). Tyto pfimky
vyplni rotaéni hyperboloid. Je tedy v kongruenci cely svazek
rotanich hyperboloidi.

4. Dény jsou v prostoru &éty¥i redlné mimob&zky p, q, r, s.
Sestrojte pfi¢ky, které protinaji vSechny &ty¥i. Jsou bud redlné
rizné, reélné splyvajici, nebo imagindrni druhého druhu.
[p, g, r uréi hyperboloid, s jej protind ve dvou bodech X, Y a
piimky druhé soustavy hyperboloidu jdouci t&mito body jsou
hledané pFiéky.]

5. Sestrojte rovinu danou: a) Redlnym bodem A a dvéma
imagindrnimi B, C, je% jsou dany involucemi na nositelkéch b, c;
posledni dv& p¥imky jsou mimobdiné. [Roviny (Ab), (Ac) se
protinaji v p¥imce m, jeZ dava M’ na b, M” na c; nahradte ob&
involuce harmonickymi &tvefinami s bodem M’, pFip. s M".]
b) TFemi imagindrnimi body 4, B, C, jichZ nositelky a, b, ¢ jsou
mimobdZné.

8. Sestrojte prusedik t¥ rovin o, f,y, je-li a) & redlné,
B, v imaginarni (nesdruZené); b) véechny t¥i imaginarni.

12. Jiné imaginarni dtvary v prostoru.

a) Minim4lni neboli isotropické primky.

Kazdd plocha druhého stupné protiné nevlastn{ rovinu
v kuZeloseéce. Abychom nasli prisek kulové plochy

(Z — 2P + (¥ — Y%)? + (2 —2z)2 = 12 (1)
8 nevlastni rovinou, zavedme homogenni soufadnice, pisice
x
7 —?ti’ ZT misto z, y, z. Dostaneme

(z— zt) + (y — %t)* + (2 —2f)? = 72 (1
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Body nevlastni pifsludf hodnoté ¢ = 0; dostaneme tedy pro
nevlastni body kulové plochy rovnice

224y +22=0,t=0. (2)

To jsou rovnice kuZeloseCky, ve které protinaji nevlastni
roviny viechny kulové plochy, nebot jeji rovnice nezdvisi
ani na soufadnicich stfedu /%, y,, zp, ani na poloméru r.
Rikdme ji absolutni kruZ¥nice nebo kruZnice v neko-
neénu. Viechny kulové plochy prochézeji absolutni kruz-
nicf.

Prvéd rovnice (2) se muZe povaZovati za rovnmici koule
o stfedu O (0;0;0) a poloméru r = 0, nebo za rovnici
kuZele s vrcholem O, ktery prochdzi absolutni kruZniei.
Pogineme-li vrchol do bodu § (%y; ¥o; %), zni rovnice tohoto
kuzele

(z—mf+ (g — sl + —nf=0. (3
Pifmky protfnajici absolutni kruZnici sluji minimélnf{,
nebo isotropické primky. Rovnice (3) vyjadiuje jejich
vlastnost: Vzddlenost dvou bodu na minimdalni{
pfimce se rovnd nule.

Bodem v prostoru jde kuZel minimélnich pifmek. Je-li o
proménny parametr, lze napsati rovnice minimélnf pfimky
bodem (#y; ¥,; %) Ve tvaru

r=a+e.a Y=y +te.bz=2+0.c, 4
Pri ¢emZ musi byti
a4+ b2+ c2=0.

Podobné jako kuZelosetka v roviné uréuje poldrni sou-
stavu, pro kterou je fidici kiivkou, definuje kuzel 2% + »% +
+ 22 = 0 uréity poldrni systém. Bodu S (zy; yp; 2) Dpatii
polarn{ rovina

xZy + YYo + 22 = 0, (5)
jeZ je kolmd k pfimce OS. MaZeme také ci, Ze (5) je poldra
nevlastntho bodu pfimky OS k absolutnf kruZnici. Kolmost

60



se jevi tedy jako polarita k absolutni kruZnici. Pfimka
a rovina jsou kolmé, jsou-li nevlastni jejich prvky
pél a poléra absolutni kruznice. Dvé piimky jsou kol-
mé, kdy% jejich nevlastni body jsou polérné podle ni sdru-
Zeny (jeden leZi na poldfe druhého).

Ze piimky OS a OP, kde P (z; y; 2) je libovolny bod, jsou
kolmé, vyjidfime vétou Pythagorovou PS% = 082 | OP?,
nebo v soutadnicich

(@ — z)+(y — Yo +(z — 2)* = 2+ y*+22+ag+ gt
tato rovnice po tpravé ddvd hotejdf podminku (5):

zxy + YYo + 22 = 0.

Podle toho isotropickd pfimka, povrchovéd pifmka isotro-
pického kuZele, je kolmd sama k sobé. Tedénd rovina tohoto
kuZele je kolm4 k pifsludné povrchové pfimee, kterd v ni leZi.
Tyto teéné roviny sluji roviny isotropické (také mini-
m4ln{). Isotropickd rovina, kterd jde potdtkem, ma rovnici

uzr + vy + wz =0,
w0+ wt=0.

Zde se jevi zacdteCniku jisté trochu paradoxni: Pfimka
sama k sobé kolmd a o délce nula! Ve starS{ literatufe
(S. Lie) setkdvdme se proto s ndzvem ,,verriickte Geraden‘
(bldznivé pifmky); u téhoZ autora se viak také jiZ objevuje
nazev minimélnf pfimky, ktery mé své odivodnéni v teorii
ploch. U francouzskych autori se ujal ndzev isotropické
piimky, ktery chce vyjadiiti, Ze pfi otdéeni kolem bodu
v roviné dvé z téchto pifmek (prdvé ty, které leZf v roviné
a jdou stfedem otéddeni) zustdvaji nehybné,

Je zdsluhou francouzské Skoly, Ze do geometrie zavedla
kruhové body v roviné a absolutni kruZnici v prostoru, Ze
ukdzala, %e lze s nimi pracovati jako s redlnymi tutvary.
Skuteéné ndm dovoluje jejich poufit{ dosfei krdsnych geo-

kde plati
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metrickych vysledki velmi lehce, vysledkii velmi obeenych,
z kterych rdzem dostaneme Getné véty specidlni.

Pro vzdjemny vztah metrické a projektivni geometrie
a pro pochopenf geometrie neeuklidovské maji tyto poznat-
ky vyznam fundamentélni.

b) Redlnd kulové plocha 2% + 32 + 22 = 72 obsahuje
dvé soustavy pifmek. PfSeme-li jeji rovnici ve tvaru

(z+1y) (x—1y) = (r + 2) (r —2), (1)
jevi se ndm jako vysledek vylouéeni veli¢iny « z rovnic
zHiy=oa(r—z), a(x—iy)=r+ 2, (2)

nebo jako vysledek vyloudeni veliéiny — § z rovnic
—ple—ity)=r—z z+iy=—fr+2. @)

Pri konstantnim & znamenaji rovnice (2) dvé roviny, tedy
primku, pfi proménném o znaéi soustavu piimek. Prdvé tak
rovnice (3) vyjadfuje pfi proménném pf druhy systém
piimek. Piimky téZe osnovy (parametry «,, «,) jeou vidy
mimobéZné, jedna pfimka prvé osnovy a jedna druhé osnovy
se vidy protinaji v redlném bodé plochy.

Ostatné z hotejSich rovnic plyne

1_0‘.3 _ri(l'l'aﬂ) 0‘+ﬂ 4)
o — ﬂ ’ - x — ﬂ H o — ,B’

soufadnice bodu na ploSe jsou vyjddfeny jako funkce dvou
parametri o, 8. Je-li « konstantni, jsou =z, y,z linedrni
funkce jednoho parametru a tedy bod probéhne pfimku
jedné osnovy; podobné pii konstantnim f probéhne bod
piimku druhé osnovy. Aby bod byl redlny, musf byt o

a —71;- komplexn{ sdruZené. Skuteéné pii o = x; + o6,

zZ=r

r=r.

= —ﬁ daji (4) redlné hodnoty. PHimky na redlné
1 Yy

kulové ploe jsou vesmés imagindrni prvého druhu, Ostatné
se snadno presvédéime, %e prisek teéné roviny s plochou jsou
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dvé imagindrni pfimky. Na' pf. teénd rovina bodu (0; 0; r)
jest z = r; dosadime-li do (1), dostaneme 2 + y* = 0 ¢ili
(z + 2y) (x — 2y) = 0. V8echny piimky kulové plochy pro-
tinaji absolutni{ kruZnici, jsou to tedy piimky minimdlni.
¢) Imagindrn{ kulovd plocha dand rovnici
B4 P LR A=0
nemd Zzidného redlného bodu. Reédlny vSak je polarni systém
ji definovany. Redlnému bodu P (zy; y,; 2,) patii redlnd
polarni rovina

Txy+ YYo + 229+ 2= 0.
Presvédéime se snadno, Ze tomu tak je i obrdcené.
Vezmeme-li opét redlnou kulovou plochu
Pt —rr=0
za redlnou zdstupkyni imagindrn{ plochy, vidime, Ze poldrni
rovina bodu P vzhledem k ni, t. j.
%o+ Yy + 22— 12 =0,

je podle stiedu O symetricky poloZend s prvou. Polarite
k imagindrni kulové ploSe (antipolarita redlné) je tedy
sloZena z polarity k redlné zdstupkyni a sttedové symetrie.

Na takové kulové plode jsou jen imagindrn{ pf{mky dru-
hého druhu, Lze je napsati

z+ 1y =« (4 ), z + iy = B (z — i),
1
z—iy:—;—(z—ri), a:—iy:—%(z—l—ri).
d) Podobné imagindrni elipsoid je ddn rovnic{
® oyt 2
atptatl=o
Nemé redlného bodu a obsahuje dva systémy imagindrnich

pfimek druhého druhu. Polirn{ systém je redlny podobné
jako u imagindrni kulové plochy.
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e) Redlnd plocha kuZelovd druhého stupné

o vrcholu v poédtku m4 rovnici tvaru

g 2

a2 B 2
rovina z = konst ji sede v elipse (na pf. z = ¢ ddvé elipsu
8 poloosami a, b). Obecny prusek je kuZeloseéka. Kdy dosta-
neme prisek kruhovy? KruZnice je kuZelosedka, kterd pro-
chdzf{ kruhovymi body v nekoneénu ve své roviné. Ale
kuZelose¢ka v nekoneénu na kuZeli a absolutni kruZnice
maji spoleéné &tyfi body. Ty maji 6 spojnic, ale jenom dvé
z nich jsou redlné, totiz ty, které spojuji vidy dva a dva
sdruZené body. Jsou tedy dvé osnovy kruhovych priseki.
Dany kuZel a kuZel isotropicky o spoleéném vrcholu
O (0; 0; 0) urcujf svazek kuZeli

22 2 2

o

=0, (@a>b>c)

Az*+ y? + 28 =0.
Trojim zpiasobem lze voliti 4, aby se kuZel rozpadl ve dvo-

jici rovin; pro A =(% je takovd dvojice redlnd a lze ji na-

1 1 1 1
2ot a)—(a—a) =0

Pii a = b splynou obé osnovy; v tomto piipadé plocha je
rotadni plochou kuZelovou. Stopa rota¢ni kuzelové plochy na
roviné nevlastni je tedy kuZelosecka, kterd m4 s absolutni
kruZnici dotyk ve dvou bodech. (Osou plochy — osou z —
jdou dvé isotropické roviny, které se dotykaji kuZelové
plochy podél isotropickych pifmek v roviné z = 0.)

Ostatné snadno pozndme, e kazd4 rotaén{ plocha druhého
stupné m4 v nevlastnf roviné kuZelosetku, kterd se dvakrat
dotykd absolutni kruZnice v kruhovych bodech roviny kolmé
k ose. Rotaéni vdlec mé v nevlastni roviné dvojinu pfimek,
které jsou teénami absolutnf kruZnice. '

psati
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f) Hyperboloid jednodilny
2 y2 z2
@2TeET @

obsahuje dvé soustavy redlnych piimek, jak ukazuje rozklad

(E =)=+

odtud dostaneme totiZ soustavy primek

Srtealod) (rD)=sled)

x z 1 y) z z 1 ( _1/)
;_?_a(l_i_b' a ?_ﬂl b
Pro «, f reélné jsou primky reélné. Volfme-li o, f komplexni,
dostaneme pifmky imagindrni druhého druhu.
g) Bud déna elipsa e v roviné z =0 o poloosdch a, b

(e > b), tedy rovnicemi

s 2

?4-%:1, z2=0. 1)

Kazdou teénou této elipsy prochdzeji dvé isotropické
roviny a viechny obaluji plochu (imagindrni), kterd je
symetrickd podle vZech rovin 2= 0, y =0, z = 0. Proto
v kaZdé této roviné je dvojnd kiivka, t. j. takovd, Ze kaZzdou
teénou jdou dvé vytvorujiei roviny. V z= 0 je to dand
elipsa e; ukdfeme, Ze v y = 0 je také redlnd dvojnd kiivka,
hyperbola k.

NapiSme podminku, aby isotropickd rovina
uzx+ovy+wz+1=0, (u®+ v+ w2 = 0) (2)
se dotykala elipsy e. Tato podminka vychdz{ ve tvaru

au? 4 b2 = 1,



nebo, dosadfme-li v* = — (u? 4 w?), ve tvaru
e2u? — b2t = 1, (e2 = a% — b2).

Prisecnice roviny (2) s ¥y = 0 jest ux + wz + 1 = 0, &ili

ux+v—62?z+1=0. (3)

Bodem v roviné y = O prochdzeji dvé pi"fmky (3); nebot
Pii pevném z a z dostdvame pro u kvadratickou rovnici

u? (b2z? — e222) 4 2b%ux - b2 4 22 = 0. (4)
Tyto piimky obaluji kiivku, jejim? bodem jdou dvé piimky
splyvajici. PaloZ{me-li proto diskriminant rovnice (4) rovny
nule, dostaneme rovnici obélky ’
z? 22
e bt
je to hyperbola & v roviné y = 0. Vrcholy redlné osy jsou
v ohniskdch elipsy e, ohniska jeji jsou ve vrcholech elipsy,
nebot e? | b2 = a2
V roviné x = 0 dostaneme jako dvojnou kfivku imagi-
nérni elipsu. ’
M4 tedy uvaZovand plocha, obalend isotropickymi rovi-
nami, celkem ¢étyTFi dvojné kuZelosedky, a to dvé redlné e, b
a dvé imagindrn{, jednu v * = 0 a druhou absolutn{ kruZnici
v nekoneénu. Tyto &tyfi kuZelosecky hraji dileZitou tdlohu
v teorii konfokalnich ploch druhého stupné a jedté
i jinych geometrickych utvara (Dupinovy cyklidy).
UkéZeme jen jednu vlastnost, kterou lze téZ velmi snadno
dokédzati elementdrné bez pouZiti imagindrnich Wtvard.
Bud M libovolny bod na kb a sestrojme kuZelovou plochu,
kterd mé vrchol M a prochézi elipsou e. Teénou ¢y jdou dvé
teéné roviny ke kuZeli, je% se dotykaji kiivek &, e i absolutn{
kruZnice a dotykajf se kuZele M (e) i uvaZované plochy iso-
tropickych rovin podél tych% dvou povrchovych primek.
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KuZelovd plocha M (e) se dotykd dvakrét absolutnf kruZnice
a je tedy rotaéni. Hyperbola % je geometrické misto
vrcholu rotaéni kuZelové plochy, kterd prochdz{

\ “’

ey

elipsou ¢ a obrédcené ¢ je geometrické misto vrcholu
rotaén{ kuZelové plochy, kterd jde hyperbolou k.
Vzéjemnou polohu kfivek e a A v prostoru zndzoriuje
obr. 21.
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DODATEK.

(Gaussova rovina.

Redlné body na piimce lze piifaditi redlnym é&islim —
fikdme, %e mnoZstvi redlnych bodd na piimce je
jednorozmérné. Naproti tomu mnoZstvi imagindrnich bo-
di na piimce je dvourozmérné, nebot tyto body jsou
piifadény éfslim komplexnim, kde redlnd i imagindrni ¢dst
mohou nezivisle na sobé probéhnouti vSechna ¢isla redlna.
Chceme-li ,,zobraziti‘‘ toto mnoZstvi na redlny tdtvar tak,
aby imaginirnimu bodu na pfimce odpovidal redlny bod
tohoto utvaru, musime vziti dtvar dvourozmérny; tedy
rovinu nebo jinou plochu. Nejjednodussi je zobrazeni na
rovinu, nebo na kulovou plochu. VE&imnéme si jen zobrazeni
na rovinu.

Volme v foviné k sobé kolmé osy
y %,y 8 potdtkem O (obr. 22) a po-
vaZujme bod P (z; y) za obraz kom-
plexnfho éisla z = x + iy. Body na
ose x jsou obrazy redlnych ¢éisel,
body na ose y obrazy ¢isel ryze ima-
gindrnich. Timto zpisobem jsou
imagindrni body piimky (s kom-
@ plexnimi soufadnicemi) zobrazeny

na reilné body roviny. Pii tom

nutno se vystifhati pfedstavy, Ze imagindrn{ body pimky
vypliujf rovinu. Zde jde o pouhé ,zobrazeni, oviem
zobrazenf velmi zajimavé, nebot operacim s imagindrnfmi
elementy na piimce odpovidaji redlné operace v roviné, jiz
zoveme pak Gaussovou (nékde té% Cauchyovou rovinou).

Vedle soufadnic pravothlych s vyhodou se pouZivd i po-
lirnich. Bodu =z patif vektor OP, jehoz absolutni

délku r zoveme modul éfsla z a thel p = (:t,AOP), jejz zoveme

o

b

1_
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amplituda ¢isla z. Amplituda je dhel, ktery vznikne otoéenim

kladné é4sti osy z do vektoru OP. Podle toho jest # = 7 cos g,
y=rsin ¢ a

z=x+ ty = r (cos ¢ + ¢ sin ¢).

Viimnéme si, jak se zdkladni
potetni vykony s éisly komplex-
nimi jevi v naSem zobrazenf.
Budte ddna éisla z, = z, + ¥,
23 = ¥, + ty, a jim at pifslusi
body P,, P, (obr. 23). Soudet jest

2=t 2=
=@+ x)+i(yn+ ) Q)
Bod, ktery odpovidé tomuto
souc¢tu, dostaneme velmi jed-
noduse jak z obrdzku patrno, doplnime-li trojihelnik
P,0P, na rovnobéznik vrcholem @, éili pfi¢teme-li k vektoru
OP, vektor OP, (P,Q 3 OP,).
Jde-li o rozdil
z2=12 —2== (2, — &)+ t (4 — %) (2)
jest tfeba k vektoru OP, pfipojiti vektor — OP,. Modul se
pek rovnd délce P,P,.
Chceme-li zobraziti soudin éfsel z,, z,, piSme je radéji ve
tvaru poldrnim
2, = r, (cos ¢, + tsin ¢,), z, = 7, (co8 @, - 7 sin @,)
a dostaneme
2=12z .2y=1,.75(CO8 ¢, + % 8in qzl).(c.os @+ ising,) = 3)
=1,.7;.[cos (p; + @o) + ¢ 8in (p; + @5)].

Toto pravidlo, zvané Moivreova poutka, znamcnd, %e
pti ndsobenf modul souéinu se rovnd souéinu moduly,
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amplituda souéinu se rovnid souétu amplitud.
V obraze 23 odpovid4 soudinu bod R, pfi tom OR = r, . 7y,
thel (:c:\OR) o1+ @, Konstrukei lze takto zafiditi: Na
osu z nanesme Ol =1 a sestrOJme A OPzR ~ A OIP,.

Pak jest OR : OP, = OP, : OI, tedy OR = r, . 1,

Je-li jedno z é&isel reé,lné (mdme tedy soudin z = ke,
kde % je redlné), ndsobi se pouze modul; je-li modul obou
¢isel rovny jedné, jsou body Py, P,, R na kruZnici a pouze
amplitudy se séftaji.

Pro ‘déleni jest podobné

s=los(p—p) Fisinm—g) @

obrizek nécht si étendf laskavé pofidi sam.

UvaZovali jsme (odst. 2, str. 16) korespondenci mezi body
na primce zvanou involuci a zminili jsme se o obecnéjsi
korespondenci, zvané projektivnost, kterd byla déna obecnou
bilinedrn{ rovnicf. Pfi tom jsme piedpoklddali, Ze koeficienty
rovnice jsou redlné a také uvazované body jsme predpokld-
dali redlné. Tento predpoklad miZe zde odpadnouti. Méjme
obecnou bilinedrni rovnici

azz' + bz + ¢z’ +d =0, (5)
kde koeficienty jsou komplexnf ésla a také z, z’. Ji je defino-
vina bodové pifbuznost v Gaussové roviné, kterd je obrazem
projektivnosti mezi imagindrnimi body na pfimce. Sledujme
nejprve zvladtn{ pripady.

a) 2 =z+ a, (6)
kde a = a, + ia,. Bodu P (2) je ptitadén P’ (z'), ktery dosta-
neme z P poSinutim o vektor OA, kde A odpovidi ¢éislu a.
Pifbuznost uvaZovani je tedy posunuti ¢ili translace.

b) 2 = bz; 7
je-li b redlné neméni se amplituda bodu P (z), ale modul je
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nasoben é&islem b. Pole (z) a pole (2') jsou stejnolehlé
podle stfedu O. Je-li b komplexni, a to b= p(cos g +
+ ¢sin B), znamend naSe transformace otoéeni o thel
a homotetii s pomérem g, tedy dvé transformace po sobé
provedené, :

-1
¢) 22 =1, ¢ili ' = —, . @8

11 k 7 'I h : ’ 1
yine 7 (cos g +1'Sm‘p)=r(cos¢p+isi.n¢p)=

1
= (cos ¢ — i 8in @).

Bodu P (r; ¢) je ptifadén bod P’ (v’ = %,— ¢). Tuto trans-

formaci lze sloZiti také ze dvou. Nejprve bodu P (obr. 24)
ptifadme P” na paprsku OP tak, aby OP. OP" = 1, pak
sestroyme bod P’ symetricky
k bodu P” podle osy xz. Prva
transformace sluje kruhovi
inverse. UvaZovand transfor-
mace je tedy sloZena z kru-
hové inverse a symetrie podle
o8y Z.

Kruhové inverse neni viak
transformace linedrnf, kterd
ptifaduje piimce pi{mku, ny-
brz kvadratické4; piimce odpo-
vid4 kruZnice. To lze nejlépe sledovati, piejdeme-li k pravo-
thlym soufadnicim. Jest

’ ’ ~r_1 1 z_iy
T=r Ay _?_z—i—iy'—:v”—i—yz'

a rozvedeme-li
= Y
ey YT T ety
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PiSme rovnici kruZnice
A+ y?) 4+ 2Br + 20y + D=0
a dosadme; dostaneme po dpravé
D22+ y*) 4+ 2Bz —2Cy + 4 = 0.

Charakteristické pro tuto transformaci je tedy, Ze kruZnice
prechdzi v kruZnici a pifmka (4 = 0) také v kruZnici, kterd
jde pocdtkem O a naopak. Do podrobnost{ této transformace
se nebudeme poustéti.

Vratme se opét k pivodni obecné transformaci (5) a ukaZ-

me, %e ji lze postupné sloZiti z transformaci jednodusSich
pravé uvedenych. Skuteéné jde z rovnice (5)

ad —bc
, —bz—d b a
__—_brg—e 9 :
az+ ¢ a az + ¢
polozme
1
Z=az, 2"=2"4¢ MN=-
- . 2
ad — be b
2V = 2V, P =——_ 2V
a a

a vidime, Ze obecnd hofejs{ transformace se sklddd z fady
postupnych transformaci, jeZ jsou vesmés poSinuti, otoceni,
podobnost a inverse (pokud ad — bc=0), tedy vesmés
z transformaci, jeZ kruZnici pfevddéji v kruZnici. Definuje
tedy rovnice (5) v roviné Gaussové obecnou kruho-
vou transformaci.

Viimnéme si jeSté podrobnéji piipadu, kdy rovnice (5) je
symetrickd podle z, 2’, t. j. kdy m4 tvar

azz’ +b(z+'2) +d=0. (9)

Jde o involuci. Roste-li redlnd i imagindrni édst, tedy
i modul do nekone¢na, mluvime o komplexnim bodu v ne-

. . b
koneénu, Pro z’ — oo dostaneme z rovmice (9) z = — —.
a
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Tento bod sluje stfed involuce. Dvojné éi samodruZné
elementy dostaneme, poloZ{me-li z = z’, tedy z rovnice

azt + 2bz+ d=0.

Omezme se pouze na pripad, kdy tato rovnice mi dva
rizné kofeny; tedy jsou v roviné dva dvojné body. Podle
pfedeslého vykladu, pohybuje-li se bod P (z) po piimce
Gaussovy roviny, pohybuje se P’ (2') po kruZnici, kterd
jde stfedem involuce (stfed involuce odpovidd nevlastnimu
bodu ptimky), opiSe-li P (z) kruZnici, opise P’ (z') také kruZ-
nici; prochdz{-li prvd kruZnice dvojnymi body, jde jimi
i druh4.

Pojem dvojpomér, zavedeny v odst. 1, miZeme rozsffiti
také na komplexni éfsla; potom nazyvdme dvojpomérem
¢tyr bodi v Gaussové roviné vyraz
o s W Vs

(P1P2P3P4) =

292 Zp— 2

Modul tohoto vyrazu mé jednoduchy geometricky vyznam.

Je to dvojpomér délekﬁ- : _P—I_P4—

. Podﬂzl;za m4 amp-
. —

litudu rovnou rozdilu Ghla, jez délky P,P, P,P, sviraji

”~
s osou x; rovnd se tedy thlu (P, P,, P,P,) a amplituda dvoj-
/N

poméru uvedeného, jest rovna rozdilu Ghla (P, P,, P,P,)
A\

a (P, P,, P,P,). Uvedeny dvojpomér je redlny, je-li amplituda

rovna nule, nebo ndsobku tdhlu piimého a to jest, kdyZ étyti

dané body jsou na piimce nebo na kruznici.

Jednorozmérné mno#stvi imagindrnich bodu na piimce,

z nich%z kaZdé étyfi maji redlny dvojpomeér, sluje podle

Staudta fetéz. Obrazem takového Ffetézu v Gaussové

roviné je tedy pfimka neb kruZnice (srov. ulohu 4, str. 36).

Pozndmky a eviteni. 1. Necht obecnd transformace (5) ma
dvojné body «, 8. Pak ji lze upraviti na tvar
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2 —a z—oa
’ = k ’
L 2B —B :
k& ma vyznam dvojpoméru (afzz’ ). Je-li k redlné, pak vidy dva
pFidruZené body s ob&ma dvojnymi jsou na kruZniei.

2. Kdy je ptredesls transformace involuéni? (k = — 1). Pak
jsou pridruZené body z, 2z’ s dvojnymi na kruZnici, jeZ odpovidé
sama sob&. Prorysujte p¥pad a = 4 4, B = — 4. Sestrojte

kruZnici, jeZ odpovidéa pfimee v obecné poloze, pfimce stfedem
involuce, kruZnici v obecné poloze a kruZnici jdouci dvojnym
bodem. (Vyjédfete pFislunou transformaci nejd¥ive analy-
ticky.)

3. Proberte podobné& transformaci z’ =az + b (a i b kom-
plexni). Kde jsou dvojné body? (Jeden v nekoneénu.)

4. Stanovte dvojné body transformaci a) z' =z + b (oba

1 1 L.
T i + k (splyvaji v bod& ).

5. Kdybychom cht8li ,,zobrazit‘‘ imagindrni body v roving
na jiny geometricky utvar tak, aby bodu imagindrnfmu v ro-
vingé odpovidal redlny bod tohoto wtvaru, musel by tento
utvar byti &tyfrozmémny. Chceme-li se vyhnouti operacim
v prostoru ¢tyftozmsrném a zistati pouze v roving, pak miZeme
pouZiti ndsledujici myslenky, jeZ byla jiZ naznafena v uloze 3
str. 40. Jsou-i X, Y dva imagindrni sdruZené body na nosi-
telce p, spojme je s kruhovymi body roviny I,, I,; pfimky
X1, YI, se protinaji v redlnéem bodd P, XI,, YI; v redlném
bod& @ a tato dvojice muZe slouZiti jako obraz dvojice X, Y.
Dvojice imagindrnich sdruZenych bodit X, Y je takto zobra-
zena na dvojici redlnych bodd P, Q. Jako je moZno na p¥imce
jednomu sméru pfifaditi jeden, druhému druhy ze dvou imag.
sdruZenych bodi, je moZno i zde vhodnou imluvou dosici toho,
Je usetka PQ je orientovéna a Ze podatedéni bod pat¥i prvému,
koncovy druhému z obou bodid. Do t&chto podrobnosti nemi-
Zeme zachéazeti, ale vEimné&me si, Ze s jistou k¥ivkou v rovin$, jeZ
obsahuje dvourozmérné mnoZ¥stvi imagindrnich bodd, je pak
spojena bodové pi"ibuznost v roving, jeZ bodu P pi‘li’-a.du]e bod Q.
Nejjednodussi pf'ipad je redlné pfimka. Volme ji za osu z. Dve
sdruZené body ne ni jsou (z; + 1xy; 0), (£, — izy; 0). Isotropické
pfimky jimi vedené se protinaji v bodech (xzy; z,), (zy; — Z5),
tedy v bodech symetricky poloZenych podle osy z. Obrazem
dvojin imag. sdruZenych bodid ne pFimce je tedy souhrn dvojic
soumsrné sdruZenych bodu podle této pfimky. Bud déna redlné
kruZnice 2% + y® — r? = 0. Spojnice dvou imagindrnich sdru-
Zenych boda kruZnice je pfimka, kterd od stfedu mé vzdélenost
vétsi poloméru. Bud takovd z = £ (£ > r). Tato protind kruZnici

v nekoneénu); b) 7
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v bodech X (&; i)/ 8 —7%); Y (& — i/ 8 — r%). Redlné obrazy
t&chto bodd jsou P (& + B —1%;0), Q (£ — | —+%0) na
ose ¥y = 0. Jest ihned patrno, Ze OP . 0Q = r?. Bodové pf¥i-
buznost, jeZ je obrazem dvojic imagindrnich bodd, je zde kru-
hovéa inverse.*)

Vyjédfete vztah mezi body P, @, jde-li o zobrazeni imagi-
nérnich bodd t&chto utvart: a) pfimky y = ¢ (symetrie a posi-
nuti), b) y = 2¢z (symetrie a podobnost), ¢) y = iz (vyjimeény
piipad!, viechny udsetky PQ maji spoleény jeden koncovy bod),
d) kruZnice z? + y? + 1 = 0.

*) O tomto zplsobu zobrazeni najde &tenak v dile E. Study,
Vorlesungen iiber ausgewdhlte Gegenstinde der (eometrie,
je% vBak pfedpokldds &tendfe zna¥nd vyspé&lého, a také v dile
H. Beck, Koordinatengeometrie.

75



OBSAH.

Str.
L0 7 4
1. Zakladni v&ty geometrie polohy v roviné............. 9
2. Imagindrni body na redlné pfimce .................. 16
3. Imagindrni pfimka vesvazku ...................... 23
4. Involucena kruZniei ..........c.oiiiiiiiiiiiia 27
5. Imagindrni elementy vrovind ...................... 33
6. Jednoduché konstrukce s imagindrnimi elementy ..... 36
7. Jiné imagindrni atvary vrovind .................... 40
8. Elementy prostorové geometrie polohy .............. 48
9. Nékteré vdty o imagindrnich elementech v prostoru... 49
10. Zékladni prostorové konstrukce s imagindrnimi ele-
5172 117 52
11. Imagindrni pfimka druhého druhu .................. 54
12. Jiné imagindrni obrazce v prostoru.................. 59
Dodatek

GAUSBOVA TOVINA . . oo e vt v teennsononresstosaannans 68



Kruh

10.

11.

12,

80,

SBIRKA SPISU VYDAVANA
JEDNOTOU CESKYCH MATEMATIKUAFYSIKU

. Zaviska FrantiSek, profesor university v Praze: Einsteindv

princip relativnosti a teorie gravitaéni. 1925. 166 str. 10
obr. 16 K

. Hostinsky Bohuslav, profesor university v Brn&: Geome-

trické pravdépodobnosti. 1926. 87 str. 11 K

. Hlavaty Vaclav, profesor university v Praze: Uvod do

neeuklidovské geometrie. 1926. 212 str. 32 obr. 30 K

. Kossler Milos, profesor university v Praze: Uvod do poé&tu

diferencidlniho. 1926. 147 str. 16 obr. 18,70 K

. Bragg William, Feditel Royal Institution v Londyné&: O po-

vaze véci. PfeloZili A. §im e k, profesor university v Brng,
a H Simkové4d-Kadlcov4. 1927. 134 str. 57 obr. 32
tab. 22,80 K

. Bat&k Alexander Sommer, profesor primysl. Skoly v Praze: -

Chemické rovnice. Jak je psati, ¢istl a jim rozuméti, 1927.
139 str. 19,60 K

. Rychlik Karel, profesor techniky v Praze: Uvod do ele-

mentarni teorie &iselné. 1931. 104 str. 1 obr. 22 K

. Schnelder Rudolf, profesor univ. a pfednosta meteorolo-

gického tistavu v Praze: PFedpovidadni pové&trnosti. 1928.
109 str. 26 obr. 1 tab. 18 K

. B&hounek Frantifek, docent university v Praze, a Heyrov-

sky Jaroslav, profesor university v Praze: Uvod do radio-
aktivity. 1931, 116 str. 59 obr. 24 K

Novak Vladimir J., docent university v Praze: Kolisani
podnebi v dobich historickych a geologickych. 1933. 191
str. 9 obr. 36 K

Frank Philipp, univ. profesor v Praze: Rozvrat mecha-
nistické fysiky. Pfel. F. ZdviS§ka. 1937. 57 str. 12 K
Jarnik Vojt&ch, profesor university v Praze: Uvod do Inte-
grilnfho po&tu. 1938. 168 str. 12 obr. 26,40 K

BroZ. Daldi svazky se pFipravuji

Dodd kazdy knihkupec nebo primo nakladatelstvi JCMF



KNIHOVNA

SPISU MATEMATICKYCH
A FYSIKALNICH

1. Hostinsky Bohuslav, profesor &eské university
v Brn&: Diferencidlni geometrie kfivek a ploch. 2. vyd.
v tisku.

2,7. Vojtéch Jan, profesor techniky v Praze: Zdklady
matematiky ke studiu véd pFirodnich a technickych. Cést
prvni. 5. vyd. 1939. 419 str. 90 obr. 60 K. Cést druh4. 4. vyd.
1931. VIII, 390 str. 40 obr. 60 K.

3,4. Novdk Viadimir, profesor techniky v Brné&: Fysika.
3. pozm. a dopl. vyd. Dil I. Mechanika. Akustika. Nauka
o teple. 1929. X, 544 str. 375 obr. 96 K. Dil II. Elektfina.
Optika. 1932. XTIV, 640 str. 513 obr. 116 K.

5. Semerdd Augustin, profesor techniky v Brné&: Pfi-
rucka praktické geometrie. Dil 1. a II. 1921, XV, 523 str.
303 obr. 4 tab. 72 K.

6. Kudera Bohumil, profesor ¢eské university Karlovy
v Praze: Zdklady mechanilky tuhych téles. 1921. VIII, 296
str. 121 obr. 48 K. :

8. BydZovsky Bohumil, profesor &eské university
Karlovy v Praze: Uvod do analytické geometrie. 1923.
IV, 412 str. 62 obr. 48 K.

9. Hru3ka Vdclav, profesor techniky v Praze: Podet
graficky. 2. vyd. se pfipravuje.

10. Dusl R arel, profesor techniky v Praze: Uvod do vekto-
rového poctu. 1923, VIII, 121 str. 21 obr. Kart. 19 K.



11.

12,

13.

14,

15.

16,

18.

19.

Hostinsky Bohuslav, profesor ¢&eské university
v Brné: Mechanika tuhych téles. 1924. VIII, 286 str. 124
obr. 48 K.

Posejpal Vdclav, profesor Eeské university Karlovy
v Praze: Roentgenovy X-paprsky. 1925. VI, 154 str. 66 obr.
8 tab, 40 K.

Mackf Bedfich, profesor &eské university v Brné&:
Fysika. 1928. IV, 528 str. 359 obr. 82 K.

BydZovsky Bohumil, profesor &eské university
Karlovy v Praze: Zdklady teorie determinani® a matic
a jich uZiti. 1930. IV, 212 str. 44 K.

Ldska Vdclav, profesor &eské university Karlovy
v Praze,a Hru §ka V d clav, profesor techniky v Praze:
Teorie a praxe numerického poditdni. 1934, IV, 496 str.
7 pfil. 42 obr. 112 K.

17. Kadefdvek Franti8ek, profesor techniky
v Praze, Klima Jose f, profesor techniky v Brné,
Kounovsky Josef, profesor techniky v Praze, De-
skriptivni geometrie. U&ebnice pro vysoké Skoly. Dil I.
1930. IV, 420 str. 491 obr. 1 anaglyf, 1 brejle. 98 K. Dil II.
1932. 563 str. 388 obr. 128 K.

Cech Eduard, profesor eské university v Brn&: Bodové
mnoginy. Cast prvai. 1936. VII, 275 str. 68 K.

Nachtikal Franti§ek, profesor techniky v Praze:
Technickd fysika. 2. rozs. vyd. 1937. 776 str. 603 obr. 144 K.

Dalsi svazky se pFipravuji

Dodd katdy knihkupec nebo nakladatelstvi

JEDNOTA

CESKYCH MATEMATIKU A FYSIKU, PRAHA I, ZITNA 25



Prof. dr. Milo§ Késsler

0voD DO POCTU DIFERENCIALNIHO

80 147 str. 16 obr. 1926. Bro¥. K 18,70

Prof. Dr. Vojtéch Jarnik

GvoD DO INTEGRALNIHO POCTU

8° 168 str. 12 obr. 1938. Bro%. K 26,40

Obé knizky se hod! velmi dobfe i pro samo-
statné studium zdklad vyd$l matematiky. —
Késslertw Uvod muze Hsti kasdy, kdo znd po-
&dtky algebry, goniometrie a analytické geome-
trie. PFes svou struénost a elementdrni rdz vy-
hovuje véem poZadavkim moderni presnosti.
Jeho pokradovinim je Jarnikova knitka, za-
byvajict se integrdlnim poétem, pFi dem# se zd-
sadné omezuje jen na redind &tsla. Cvident jsou
volena vét§inou jako bezprostredni aplikace vy-
lozwé ldtky.
BhesaiZky jsou nepostrddatelnow pomickou
d¥pahny, kdoz chisji vniknouti do zdkladd
NezePiddlniho a integrdlniho poltu.

U katdého knihkupce

JEDNOTA CESK?éH MATEMATIKU A FYSIKU
Praha ll, Zitna 25




CESTA K VEDENI

8v. 1

Dr. S. Schwarz: 0 ROVNICICH.
BroZ. K 14,—
8v, 2
Doc. Dr. V. Petrsilka - Ing. Dr.
J. B. Slavik: PIEZOELEK-
TRINA A JEJI POUZITS
V TECHNICKE PRAXI.
Broi. K 19,—
Bv. 3
Prof. Dr. D. Il'kovié: POLA-
ROGRAFIE, Broi. K 25,—
Bv. 4
Prof. J. Holubd#: O METHO-
DACH ROVINNYCH KON-
STRUKCI (OLOHA APOL-
LONIOVA). BroZ, K 18,80
Bv. 5
Ing. Dr. J. Straad: TECHNIKA
ZVUEOVEHO FILMU. Brof.
K 26—
8v. 6
Doo. Dr. Frant. Link: JAK
POZNAVA ASTROFYBIKA
VESMIR. Broi. K 17,—
8v. 7
Prof. Dr. V. Hrudka: KON:
BTRUKCE OMEZENYMI
PROSTREDKY A GEOM,
APROXIMACE, BroZ. K 10,80

8v. 8
Dr. Arn. Okdé: VYEKLAD
K ZAKLADNIM OPERACIM

V CHEMICKE ANALYSE.
BroZ. K 20,40
Bv. 0
Prof. Dr. J. Sahdnek: VZNIK
SVETLA V PLYNECH. Brok.
K 20,40
8v. 10
Prof. Dr. L. Seifert: IMAGI-
NARNI ELEMENTY V GEO-
METRII. Brof. K 14,40



SPOJNICOVE
NOMOGRAMY

Dr. V. PLESKOT

Kolik praktickych duloh dilenskych,
inZenyrskych nebo nérodohospodéi-
skych ztstalo a zGstavé napsédno jen
rovnicemi, které je nutno v jednotli-
vych ptipadech pracnd vyéislovati!
Nomogramy odstrafiuji tyto obtiZe
v mnohych p¥ipadech a jsou tak vi-
tanou pomiickou technické praxe a
raznych jinych poli, kde se aplikova-
né matematiky uZivé. Nejvétsi apli-
kaci z nomogram maji pak nomo-
gramy spojnicové pro jednoduchou a
presnou svou konstrukei. Dr. Véclav
Pleskot ukazuje ve své kniZce na
velké ¥ad® prikladd vzatych piimo
z praxe, jak se spojnicové nomogra-
my sestrojuji, & vychézeje z jednotli-
" vych p¥ipadi, které tedy dévé denni
Zivot, seznamuje &tendfe s obtiZemi

a vyhodami, které se p¥i konstruk-

cich nomogramt vyskytuji a nepozo-

rovand uvadi Gtendie do teorie ne-
zbytné k dal§imu studiu a aplikacim.

v d

Vyide jako 12. svazek sbirky Cesta k védéni

JEDNOTA
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