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UBER EIN KONVERGENZPRINZIP
BEI SPEKTRALZERLEGUNGEN

F. KUHNERT
Karl-Marx-Stadt

1. Einleitung

Viele Verfahren') zur Ermittlung der Einheitszerlegung Eo(t) eines in einem
separablen Hilbertraum H definierten selbstadjungierten Operators A, konnen sche-
matisch im folgenden Sinne zusammengefafit werden:

Ausgehend vom Operator A4, wird eine Folge selbstadjungierter Operatoren 4,
konstruiert, deren Einheitszerlegungen E,(f) bekannt sind bzw. deren Berechnung
keine prinzipiellen Schwierigkeiten bereitet. Dann wird gezeigt, da3 die Folge der
Einheitszerlegungen {E,,( 1)} in diesem oder jenem Sinne fiir einige (oder auch fiir alle)
Werte ¢ gegen den Grenzwert E(t) konvergiert, so dal man von einer lokalen Kon-
vergenz der Folge von Einheitszerlegungen {E,(f)} gegen eine gegebene Einheits-
zerlegung E(t) sprechen kann.

Bei vielen numerischen Fragen spielen allerdings globale Abstandskriterien fiir
Einheitszerlegungen eine nicht unwichtige Rolle, deshalb soll im vorliegenden Vortrag
der Versuch unternommen werden, in der Menge der Einheitszerlegungen einen
Abstandsbegriff zu definieren. Zu diesem Zweck wird die Differenz der quadratischen
Formen zweier Einheitszerlegungen betrachtet, die man zu einer vollstindig additiven
Mengenfunktion der reellen Zahlenachse erweitern kann. Fiir derartige Funktionen
kann die sog. Kantorovi¢-Rubinstein-Norm (man sehe [2—5]) ermittelt werden, die
wir als den gesuchten Abstand zwischen den betrachteten Einheitszerlegungen ansehen
wollen. Auf diesér Grundlage kann in der Menge der Einheitszerlegungen neben einer
starken Topologie auch noch eine gleichméBige Topologie definiert werden. Im Vor-
trag soll iiber den Zusammenhang zwischen der Konvergenz der Einheitszerlegungen
im Sinne der eben angegebenen Topologien und der Konvergenz der dazugehérenden
selbstadjungierten Operatoren berichtet werden.

2. Die Kantorovi¢-Rubinstein-Norm vollstindig additiver Funktionenz)

Gegeben sei ein metrisches Kompaktum R mit der Metrik ¢. Mit &(R) werde die
Gesamtheit der vollstindig additiven Funktionen ¢ bezeichnet, deren Definitions-

]) Hierzu sind etwa die Verfahren von Ritz, Galerkin, das Differenzenverfahren u.a. zu zihlen.
2) Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind der Arbeit [5] entnommen.
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gebiet der o-Ring By aller Borelschen Mengen e des Raumes R ist. Jede Funktion
¢ € ®(R) ist in die Differenz zweier nichtnegativer Anteile ¢ und ¢~ zerlegbar (man
sehe [1]):

p=9" — ¢~
Die Funktionen ¢ * und ¢~ konnen wie folgt definiert werden:

¢*(e) = supgene),

e’eBr

¢ (e) = — inf p(e N €)

e’eBr

(e ist ein beliebiges Element aus By). Die Menge &(R) wird mit der Norm
lel. = ¢*(R) + ¢~(R)

zu einem normierten Raum, der allerdings fiir viele Untersuchungen nicht ausreichend
ist. In Anlehung an einige Optimierungsaufgaben wurde deshalb von Kantorovié¢
und Rubinstein [2—5] ein anderer Weg beschritten:

In der Mengen ¢(R) wird die Untermenge <D0(R) ausgewdhit, die alle Elemente
@0 € D(R) enthilt, fiir die die Gleichung ¢@y(R) = 0 gilt. Jeder Funktion ¢, € ®y(R)
wird eine nichtleere Menge ¥, von Funktionen Y(e, ¢') zugeordnet, die nachfolgen-
den Bedingungen unterworfen sind:

1) Die Funktionen (e, ') sind auf dem direkten Produkt By x By definiert,
nicht negativ und vollstindig additiv beziiglich beider Argumente.
2) Fiir jede Funktion Y € ¥, gilt die Gleichung

Y(e, R) — (R, e) = @o(e), eeBg.
Die Menge @,(R) wird nun durch Einfithrung der Norm

) Jolx = inf LL (1, ) y(de, de)

in einen normierten nichtvollstindigen Raum verwandelt, den wir mit @y(R, @)
bezeichnen.

3. Die KR-Topologie in der Menge der Einheitszerlegungen

Im separablen Hilbertraum H werden zwei selbstadjungierte Operatoren A
und B mit den von rechts stetigen Einheitszerlegungen E(f) bzw. F(t) betrachtet.
Mit R = [a, b] wird ein abgeschlossenes Intervall bezeichnet, das die Spektren
dieser beiden Operatoren enthalt (fiir nichtbeschriankte Operatoren ist wenigstens eine
der Intervallgrenzen a bzw. b unendlich). In der Menge R sei weiterhin eine Metrik ¢
definiert derart, daB3 R zum metrischen Kompaktum R, wird.
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Mit 4 = (4, u] bezeichnen wir ein halboffenes Intervall der Menge R (a < A <
< p £ b) und betrachten fiir jedes Element x € H die Intervallfunktionen

©(4; x) = (E(4) x, x) = (E(y) x, x) — (E(4) x, x),
v(4; x) = (F(4) x, x) = (F(u) x, x) — (F(2) x, x) .

Die Funktionen 7 und v sind nichtnegativ, additiv und gestatten deshalb eine Fort-
setzung auf den o-Ring By aller Borelschen Mengen des Intervalls R ?), so daB die
Funktionen 7 und v Elemente der Menge ®(R) sind. Die Differenz ¢ = t — v geniigt
fir jedes Element x € H der Gleichung

() ¢(R; x) = f(R; x) — v(R;x) = 0,

d. h. aber ¢(.; x) € ®o(R). Fiir jedes Element x € H kann demnach die Kantorovi¢-
Rubinstein-Norm des Elements ¢(.; x) € ®4(R) nach Formel (1) errechnet werden.

Auf dieser Grundlage kann man nun folgende Topologien definieren:

Es sei E(t) eine Einheitszerlegung und R ein abgeschlossenes Intervall der
Zahlengeraden, fiir das die Gleichung E(R) = I *) gilt. Die starke Umgebung der
Einheitszerlegung E(t) umfaBt bei vorgegebenem ¢ > 0 alle Einheitszerlegungen F(r)
mit F(R) = I, fiir die mit den Bezeichnungen der Formel (2) die Ungleichungen

e x)ke <&

(x € H beliebig) gelten. Entsprechend wird die gleichméBige Umgebung der Einheits-
zerlegung E(r) als die Gesamtheit der Funktion F(r) definiert, fiir die die Ungleichung

sup (.5 9)]ex <
%=1
erfiillt ist.
Vorgegeben seien selbstadjungierte Operatoren A, (k = 0, 1, ...) mit den Ein-
heitszerlegungen E, (k = 0, 1, ...) und es sei

4] £ M =const < 0, k=0,1,...
Das Intervall R kann dann in der Form [—-M s M] gewdhlt werden. Wir bezeichnen

w(4;x) = (Ef4)x,x), A= u]<R, xeH
und
@ues x) = 1,(e;x) — To(e; %), e€Bg, xeH.

Die Einheitszerlegung Eq(t) heiBt dann der KR-starke Grenzwert der Folge {E,(f)},
wenn gilt

im 5, )ex = 0

3) Man sehe hierzu z. B. [9], Kap. 2, §1.
4) I ist der identische Operator.
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fur jedes Element x € H. Wenn die letzte Grenzgleichung gleichmiBig in x e H
(|x] = 1) erfiilit ist,
lim sup [¢,(.;x)|xr =0,

n—o xeH
lIxlt=1

so heift die Einheitszerlegung Ey(f) der KR-gleichmiBige Grenzwert der Folge

{E)})-

Satz 1. Die Folge von Einheitszerlegungen {E,(t)} konvergiert dann und nur
dann KR-stark (KR-gleichmc'i_/J’ig) gegen die Einheitszerlegung Eo(t), wenn die
Folge der selbstadjungierten Operatoren A, = [, t dE,(t) stark (gleichmdpig)
gegen den Operator Ay = f{{M t dE(t) konvergiert. Hierbei kann die Metrik ¢ des
Intervalls R = [ —M, M] beliebig gewdhlt werden.

Im folgenden lassen wir auch unbeschrinkte selbstadjungierte Operatoren A4, zu.
Das Intervall R, in dem die Spektren dieser Operatoren gelegen sind, wird dann im
allgemeinen das Intervall [—o0, o] sein. Mit ¢ werde wieder eine Metrik in R
bezeichnet, mit der R ein Kompaktum R, wird. Der Satz 1 wird fiir diese Operatoren
im allgemeinen nicht mehr richtig bleiben, allerdings gilt der

Satz 2. Die Folge von Einheitszerlegungen {E(t)} konvergiert dann und nur
dann KR-stark gegen die Einheitszerlegung E(t), wenn fiir beliebiges nichtreelles A
die Folge der Resolventen

©
R = dE,(t
4 f t— A ()

- 0

stark gegen den Operator

o0 1
RO = | ——dEyt
* J\——oo’—_/1 0()

konvergiert. Die Metrik ¢ des Intervalls [ — oo, oo] ist beliebig.

Es sei v(f) eine auf R = [ — o0, o] definierte, beschrénkte, stetige und monoton
wachsende Funktion, mit deren Hilfe die Metrik

(3) o(t, ') = |o(t) — o(t')|, t.{'€eR,
gegeben wird. Dann gilt

Satz 3. In der Menge R = [ — 0, 00| werde eine Metrik durch die Formel (3)
definiert. Die Folge der Einheitszerlegungen {E,(t)} konvergiert dann und nur dann
KR-stark (KR-gleichmdpig) gegen die Einheitszerlegung E(t), wenn die Folge
{v(A,)} stark (gleichmdpig) gegen den Operator v(Ao) konvergiert.

Da die Kantorovi¢-Rubinstein-Norm nur selten unmittelbar errechnet werden
kann, erlangen hinreichende Kriterien fir diese oder jene KR-Konvergenz eine ge-
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wisse Bedeutung, in die die Ausgangsoperatoren A, eingehen. Zur Illustration seien
folgende Kriterien genannt:

1) Die Operatoren 4, seien nach unten beschrinkt:
Ak§y>—00, k=0,1,...

Wenn fiir wenigstens ein nichreelles 4 die Folge der Resolventen {R{"} gleichmiBig
gegen die Resolvente R konvergiert, so konvergiert bei Vorgabe der Metrik

t*sgnt t'rsgnt
1+ 7 1+ 12

o(r, 1) = 1,1 e[y, o]

die Folge {E,(f)} KR-gleichmiBig gegen die Einheitszerlegung Eq(?).
2) Die soeben gemachte Aussage bleibt richtig, wenn die Gleichung

lim |[R{” — R?|| =0

durch die Gleichung

lim "A,,(A,, — ATt — Ay(4, — A7 =0

n—oo

ersetzt wird.

3) Der selbstadjungierte Operator A, heiBt der relativ gleichmiBige Grenzwert
der Folge selbstadjungierter Operatoren A,, wenn folgendes gilt®):

Fiir jedes k = 0, 1, ... gibt es wenigstens ein 4, und eine lineare Menge D, =
< D(4,) ®). so daB die Menge (A4, — A1) D, dicht in H liegt und der Grenzwert

lim sup I(on’ y) = (%, A,,y)[ =
e o (o] + [+ (141 + D)

erfullt ist.

Wenn die Operatoren 4, (k = 0, 1, ...) halbbeschrinkt sind und die Folge {4,}
relativ gleichméfBig gegen den Operator A, konvergiert, so konvergiert die Folge
{E,(1)} bei vorgegebener Metrik

tsgnt t'?sgnt’|
1+ 1417

o(t, 1) = , 1€y o]

KR-gleichmiBig gegen die Einheitszerlegung E(1).

Eine genaue Beweisfithrung der hier gemachten Behauptungen und weitere
Hinweise finden sich in den Arbeiten [6—8] des Autors.

5) Uber die relativ gleichmiBige Konvergenz soll an anderer Stelle im Zusammenhang mit
der Konvergenz konkreter Verfahren zur Eigenwertbestimmung berichtet werden.
6y Mit D(A) bezeichnen wir das Definitionsgebiet des Operators A.
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