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Theorie funkee gamma.
Napsal M, Lerch.
{Pokraéovani.)
Abychom ukéizali dfilezitost charakteristické vlastnosti funkce gamma
posledné uvaZzované, studujme integral
o0
F(a) = § ez xr—ldzx,

.

0

jeni mé koneénou hodnotu, jak mile realni ¢4st velidiny a jest kladna. Ca-
steénou integraci obdrZime

z == 00 (e o]
I (a)= !a:’_: e* 4 ;g e=z'dx,
z=0 b

tedy F(a) = F(a-1.

Rozkladem integratnf cesty méme
1 o0
Fla)= g. ez~ tdr+ S e—*x*—ldzx.
0 {

Prvn{ integrdl se vypocte pomoci Fady

. .7;2 x3 m‘l
tak ze bude
1

1 1 1 1
—zpa—1dp—= " __ ___ T o _ .
g e ¢z « a—}-l—I 204 2) 3!(a—[—3)+

0
coZ jest funkce analytickd jednoznacnd prowménné a. Druby integral

= P(a),

(8. @]

Q(a) = g c—*a—ldg
1

jest koneény pro viecka a, a zbyvi ukédzati, Ze je funkei celistvou. To pro-
vésti lze rozkladem

2 3 4
W@:S+S+S+““
t. j. ’
"

oo

Q (a) = Z gc—“ ze—ldzx,

p =1 ¢
3

tak Ze bude nutno zjistiti dvé véci:
19 ze tato fada konverguje stejnomérné (vzhledem k a);
29 %e kazdy jeji &len je celistva funkce.
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Stejnomérnost konvergence dokdZe se takto: UvaZzujme hodnoty a, které
jsou prostym obnosem mensi nez jista konstanta R; pak bude

v4+1 v+1
lg e~ xt—1ldx <S e~z zB-1dz,
¥ v
a ponévadZz rada
r+1 o0

ZS e~ zF-ldg=: S e~z xlf-ldzx
1

5
konverguje, je stejnomérnost (i absolutnost) konvergence zjiSténa.

Podobné snadné se dokize druhy punkt; nebof rada

e—z PR v ( — l)n _'q'l

0

konverguje stejnomérné v oboru (v...r-1); tedy obdriime

| ~o z==r}1 N
— I a—1 PR v — n xn a__.
Sc x da—n/:lo( D 111!(]1;—]—(1)’
£ j.
y-+1
— nta
—z pa—1 — (1+]
Sc z dx-—."Z (= 1y n'(n L a) ’

a Clenové této stejnomérné konvergentni Tfadv jsou funkce celistvé; tim také
vée 2° odbyta.
Jinak bychom mobli také dokdzati celistvost funkce @ (a) pretvotice
integral @ (a) substituci z =log — ez dava
1
[4

Q(a)= gm(]ng ‘1—-)“-_1 at.

€

Intomal F (a) obdrieli jsme jako soulet dvou funkei jednoznatnjch
P (a) 4+ Q (a) . a tento soulet znumenejme nyni I (a); je to jedno-
znadna fmll\ce jez nemA jinych mist zvlaStnich mimo poly stupné prvniho

a=0, — 2, —3,....; proa s kladnou ¢asti realnou je tato funkce
rovna mtefrmlu

2

e ldy.

S0 Oy

Klademe-lia=&tim, 1<§L2. jest

| FE+in| <\ erm2af-tde=F(§).

ot_,—;8



Ponévad F (&) je konetné pro 1 < & <2, bude tedy

| F¢4-in)]| <4,

a ponévad% tato funkce hovi rovnici F(w-1)=w F(w), méime dle véty
charakteristické v tomto odstavci dokdzané

F (1)
I (w)

— const.

Prow==1 je patrné

F(w)=—= S edr=1,
a tedy
Fw)y=rw).
Mame tedy vvsledek

o0 1

(8) S.e"”x“-l dx = S(log é—--)a*idle“(a),

ktery Legendreovi slouzil za definici funkce I'(a), jiz nazval integrilem
Eulerovym druhého zptisobu. DluZno v8ak poznamenati, Ze oba integrily kon-
verguji pouze za supposice Real. a >0,') kdeito funkce gamma existuje
v celé rovine.

3. Z definice (2%) a (2*) mame logarithmickym derivovanim

rew __ . ( )

(9) T ——l—ﬂzl [10 14+—)——=—,
déle

I 1 1 1
r(:f)) =—C—+ 2;1 (7—@17&)'

coz lze téZ psiti

. Ir ('w_) ( 1 1 )
o) I (w) C+S‘ v 1w/
Tim zdrovei nachizime (pro w = 1), Ze Eulerova konstanta mi vyznam-

C=-—-T1"(1.
Bude tedy
I'’(w) ( 1

b ZNT i
) I (w) F(U_'_Z w41 n—l—u)’
kteréhozto vzorce nejastéji budeme uzivati. Misto (9) moZno psati

n—1
I’ (w) . 1

Qe \_ . — o _

) oy = e, [oen— B ]

") Symbolem Real. @ znamenime realnou &ast veliiny a; podobnd budeme ps! m

Im.a, abychom naznadili pomysinou &ist velidiny a; na pukla.d Real. (24 37) = 2,
Im. (2879 =81.
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Opétnym derivovaniin mime na pf. z (9%)
1
2 —_ —_—
(10) D% log I'(w) = 7;::0 TEE

Radu (9*) miZeme snadné vyjadfiti omezenym integrilem, uZijeme-li vzorce

1

a 7

.
*

1
Sx“+"‘1 dzx ==
0

bude pak za supposice Real.a >0

—

p—

;0 (J-fn ] L — 1) dz

[SHE e YN
3

:-Z_.o ('n_—|£_"'r — n_i?) _

1
1 — P x¢— 1__ e 4p-1
- ('1 ;T 1—x _) @,
R -—x X
0

tak Ze mime

C¢ili
! 1
I—w ((l) g 1 — x4 --1 . \ 11— _Ta——l
= v dr — 1 v, — 1 qa.
I — ) T 1—a T T

Predpoklddejme radéji Real.a>>1; pak bude v poslednim integrdlu funkce

1-—ge—1
l—=z

Odtud plyne

stdle konecna, a tedy mi hodnotu men$i neZ jistd konstanta 4 .

1 1
| —ge—1 _ 4
Smp.—lj—‘d‘fb <‘45'£p dx _-§¢.T’
0 0
a tedy 1
— pa—1
lim g Rl AL PO
p= 00 o 1—
Mame tudiZ vzorec
1
i r,(a) g 1 —za—1
(1 l) _F(t_l_)_ =1 (1) —I— S——l— ;_.’1:‘__ dzx ,

jenZ plati, jak mile Real. @ >>0 : nebof obé strany jsou funkce analytické
a splyvaji pri Real.a>>1, a tedy splyvaji v celém oboru konvergenénim.

Tento vzorec ( 1) rovné% podal Legendre.



Integraci dle @ v mezich 1"a ¢ mime odtud

1 a—1

log I'(a) = I'" (1) . (a — 1) + S(
a odtud pro a=2

(12) 0= r'(1)+§(log;— xil)dx;

x—l "Togz ~ z—1

309

nisobime-li (@ —1) a odetteme-li od rovnice prede§lé, mdme vzorec Cauchy-iiv

a Liouville-fiv

(13) log I'(¢) = § — e —(a— 1))
0

jeho derivace

(i)

oznaluje se jako vzorec Gaussfyv.

Vzorec (13) psava se téZ, po substituei # = ef, takto

0

alt ___ ot
(13%) log I' (@) = S[Fet_ S @—1) e %
- 00
anebo po substituci x = ¢~
OO
_, et—eat] dt
(13%) logl"(a)zgl:(a-—l)e t — p—— ] —

Piseme-li vzorec Gaussiiv ve tvaru

?(f)l=“ “-’“{Sx%iixﬁs oy ]

e=1

miZeme vyrazy tyto pretvofiti substitucemi

x:—l+';y ?/—e“‘,
i obdrzfme jakoZto hodnotu zdvorky {} vyraz

Znamenejme nyn{ % —1=2, tedy —i~ = 1-}4; pak méme
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oo (o o]
I (a) I S t 1  ds
= lim et — — —
r — t 2)2
(@) 8= log (14-8) s (127«
&ili
oo 00 3
TI'(a) S _, dt S 1 _, at
T(a) ]""o{ R R —l—z)“ Il +,,h_m R
S 3 log (146}
Tu je vsak
e—! 1 t A 1
TR TR A AU
a odtud
3 3
e A e o \
e —— = logd —loglog (14 &)~ \ @() dl.
log (144) log (14+M
d* 93 .
Ponévadz log (1 4 0) = ¢ — 5 -|— - wame log lug (1 + ¢) ==

e

log d‘+log (1 - ?+»3——) a odtud

s
lim \ et — dt = 0;
=0 t
log (14-6)
nachdzime tak vzorec Dirichletiiv
o0
I"'ia) L S —, 1 dz
- O ] 5

Jiného druhu jest vyraz, na néjz mne pravé upozornil pan Hermite
dopisem ze dne 5. kvétna t. r. Slavny analysta vychazi ze vzorce

OO

) 2 S atdzx 1 1
(2) n ) (a* + it Fz) " n atn’

jejz lze takto dokazati. Integril mozno psati

(oo}

a*dez.  a® ’ 1 . 1 iz
) (2% (vt 2% nt—at wt 2t wt4at) !
tak Ze ma hodnota

a* 1 x 1 x |g=o°
—_— — arc tg — — —arc tg —
' [a' &% n tgnJ

ne — a* z=0

¢ili

odkudz plyne bezprostiedné vzorec (a).
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"Klademe-li u vzorci (a) potademn=1,2,3,4,...uaseftem e-li, obdrzime

® - S o= (G—aa).

kde psdno
o0
1

f(x) +x!+4+x2+9+xq+ ...... n=1ng+xo

Pri tom jsme predpokladali, ze plati

véc ta je samozrejma, nebof

3 (1 1
Z u+xu<znn<2n(n_1) g(n_—T_—n_)’

t. j.
M S
| nt 27 “N—1

o0

" adx § 1 S atdg
a1 z% 2-1-»0-\1\7—1

) =

a prava strana bliZi se nulle, roste-li N pres viecky meze
Rovnici (b) kterou jsme nyni presné dokézali, ponékud pFetvofime. Prede-

vsim prava strana mid dle (9%) hodnotu
F’ (a’ + ) ['I (1) ;

a tedy

Tu+1)
diale mozZno funkei f (x) vyjadfiti v zakonfeném tvaru. PiSeme-li totiz ve
vzorci
=
”"“"’”“‘“JFZ(WLL e

n=1

1w = — 12, obdriime po kratké redukci

)
b:wr_l_e—a:n 1 Qx
aporyn —zx _+Z_‘-'_|_a;‘l’
€ —¢€ x n=1
tak Ze
b 4 (:""—I—-(:_z" 1 .
- . ?

vzorec Hermite-fiv obdrz{ tak tvar
™0

- F’(a_—_|_—_£ S a? (e“-"—}—e—’" 1 ) dz
(15) [.(a’+ ') _l" wl + z" : ‘
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Abychom jej pretvofili, poklidejme integrdl v pravo za limitu vilja;u
[« o]
J — a® (e’“‘—l—e—z" 1) ad=z
& a!l + w!l

e*T — e T xn/) %
pro e=0. Tu vSak mame rozkladem

o0 o0
Jo=\_ o eterde 1 otde
T ) att-2? T —e 2 g 7 ) (a®+ 2% z?
¢ili po rozloZenf opétném
x® P? o
7 — a’zdz + \ __2a%z  dz 1 \ __atdz
e Y (@ Faya? (@ x%Ha? efzx 1~ 7 ) (a*+aHat’
Pomoci vzorce
a® 1 1
(@*fz¥yzt— * el g?
plyne odtud
o0 (o 0]

at
& oo £
1 1 2z dzx
+ S (QT“_ u‘2+x2) (Qx-z_.l )
a provedeme-li integrace ,
o0
1 ¢* 1 1 2 dz
Jo= §log «? - & &7 + Z2a +S;";“;——1 z
o0 &
2z dzx
S PQ:::[ 1 u2+w2 —'I'—(E),

kde (¢) znadi velitinu zéroven s s nekoneéné malou.
Odtud méme

o0
1 1 2 dx
2 dz
fen 1 a’ 2% T

-—

omg

Prechodem k limité pro ¢ =0 vychazi

' 1
J0=10ga—|—%+A—

(o @)
2z dx ‘
eﬁzn__ 1 a2+xﬁ
[}
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kde kladeno

o0
v [ 1 2 dx

e=0

Tuto hodnotu za J, vloZme do vzorce (15) & uzijme zdroven vztahu
I'a+|+1) 1 , I'(a) ...
——m_l__l)——z—l—ﬁa-)‘, i bude tak
o0

/ 1 d
@ ’;(Ef;)=log (a)—g—a+A+r'<1)—Se,,,,2,”_1 ajw
0

vvvvv

Jde predeviim o veliinu

(0]
1 dz
S eﬁzn__ 1 z - V
pro mala ¢; tu mame substituci =2

2m

(o o]

oo
1 dz 1 d
V—S_e%"_—lT_Sz?_——l_z_'
2ac

_S e 1 —z_

Vﬁig( L 1_)”’_4.
T2 ) \ee—1 41/ 2

Mdzeme vSak také psati

a provésti rozklad

2e oo
1 1 1 dz 1 1 dz
=gV 2-5-@‘7—?5 FF1 5

a odtud

prvy &len v pravo lze vyéisliti ve tvaru zakondeném pomoci fady

_._1»-_=%—%—|—az—{—a’zz—}—.. )

et—1

z niz plyne
281

S ¢ — “=— (2sn—7)——10g2+(s),

&ET
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t. j.
- Sem
1 ds 1 1.
Se’—l z  2&n ——2—log2+(s),
tak e mime vysledek
(e8] [e o)
1 dzx 1 1 1 de -
(©) Sﬂ’”—-l x _an_—‘—IOg2_Se"—|—l-z—
Rovnice (18%) poskytuje déle pro a =%—
00 lt
or(f)=\(~fe+ )&
% 1 —{—eé“t

Odtud plyne

2

£ -1 1

a pretvorlme-li poslednf integril Cistetnou integracf, mame
0o 00 o0

S 22 _d_z=§ 7 dz = —e¢ 27 log 257+ S e—*logzdz,

R A Ll

Z 4

e PYE3

tedy koneéné
[v o]

oo
_—1 hdz— 1 _L — B
Sez+1—‘ - =l0gVr — 5 log 27 — 5 logs—l—Se logzds+(s).
0

EX
Differencujeme-1i vzorec (8), mdme
o0

§ e=zi—tlog xdx=1I"(a),
a tedy pro a=1
o0
Se-;zloga:dw:F'(l);
nad vysledek tedy jest

oo
1 de 1 /
Sn - — ——2—10g2~—'21-10g3+r (1)+(5)r
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a vzorec (e) obdrZi tvar

o0

1 dx 1 1
S T =gt 3 loge — I () +();

&

rovnice (¢) poskytne tedy hledany vyraz
A=—-TI' (1) ’

a nédsledkem toho naSe rovnice (d) obdrZi tvar
oo

I’ (a) —1o a,——l—— 2z dx
L@ — & 2a sz —1 at- 2%
0

Integraci dle a v mezich 1, mame odtud

(16)

o0
[

. 2 a 1)
]%F(a)——(a——) loga—a—l—l—se,“__l (arctg;—arctg; dz.

Integral v pravo lze psati

00

2 . a:)
S prrr— (arctg x — arctg " dz,

0
a tedy mame

log I (a) = B+ (a-——)loba—a—l—g %dm
Abychom uréili konstantu B, vySetfme povahu obou stran pro mald a.

Za tim udelem pretvoime integrdl &4stetnou integraci, abychom obdrzeli

oo (e o]

2 arctg < dz 1 ey 0OT
S P —-—;S]og(l—e )ag—l—a;”'
0
Rozloime integrdl dle schematu
oo & oo
j=§+)
0 €

v prvém ¢lenu mozno misto log (1 — e—22=) psiti log 222 — zx ... a bude

& £ &

—eemy 84z |\ log2z%.adx _ arndz
S]Og(l—'e )a“—l—x“_S a?F z° _—a2+a:” —]—-(s,a),
0 0 o

kde veli¢ina (¢, «) mad koneinou limitu pro a =0, kterd pro mald s je
oo

rovnéZ malou; dile mé S pro nekonefné mald ¢ hodnotu nekonefné malou,
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a tedy zbyva

o0 & 4

2arctg = dz 1 adzx S azdz
S PYEEJ | ——;Slog2x”m+o aa_l_mm'_l_[s!a]:
kde [s,a] je malé pro mald a,e.
Av8ak substituci z — az mime
ad a logzds

10g2am.-——x—————- alog2azn.——d—z——-=log 2an.—”—+g - .
at4-az* I+ 2 2 14
0 0

dale

coz pro malad a je nepatrné. Ponévadz

£ o0
alogzds S logz dz
== + (a) )
1 2 2
) +2 ) 142
kde (a) je nepatrné, je-li (—Z—) veliké, a mimo to substituci z = % mame
o0 o0
log zdz logzdx _
SW—— S Tror =0,
0

plyne vysledek, Ze

Sz loggdz (a)

14 22
tak ze shrout(m vieho vychazi, Ze
o0
2 arctg = 1
W da::——2 1082(17!—[-—{5’ a-},

0
kde {s, a} jest veliCina mald, jsou-li ob& velitiny a , ¢ malé, a pomér i&
velmi maly.
Aviak log ['(6) = —loga—log I'(a4-1),
logre+)=a.I'"(1)+....;
tedy mime po dosazen{ vy3e nalezeného vyrazu za log I'(a)
—loga= B+ (a — %)loga—a——%—log?an—l— ls,a},
¢ili
B——;—log 27 ={s,a},



317

z &ehoZ plyne B ———; log 27z = 0, ponévadZ tato veliina nezdvisi na s , a

a miZe se stiti libovolné malou. Méme tedy B = ‘i'log 2z, tak Ze

) 2 arct
(172) logl”(a.)z( )loga—a—l—log V2n—|—Sﬂde
aneb téz
1 — 1 ( ads 1
b — — — (,‘ — ———
(17%) log I' (@) = (a 5 )looa a4-logy2n - - S P logl_e_%,,.

jak byl Binet nalezl. Integral v pravo pozbyva smyslu, stiva-li se a2 4 22=0,
t. j. a= * iz, a tudiZ dluzno pfedpokladati, Ze proménnd a nikdy nepro-
béhne hodnotami ryze pomyslnymi. Okolnost tu je zvykem takto vyjadfo-
vati: Rovina komplexni plomenné a rozdéli se podél celé pomysiné osy,
(kterd pak sluje fezem), tak Ze se rozpadne ve dvé polovice; bod a pak pro-

bihati miiZe toliko polovici pravou, an nikdy nesmi prekroéltl rez.
(Pokradovani.)

Grundriss der germanischen Philologie.
Herausgegeben von Hermann Paul. (II. sv. I. oddél.)
Refernje V. E. Mourek.

(Dokonéenl.)

B. Svédsko-ddnskd literatura stars nikterak s islandsko-norvésskou ne-
miZe se méfiti a Henrik Schiick ji odbyva na 16 strankach (proti 78 str.
isl. norvéz.). — Lisi dobu pohanskou a stredovék kiestansky do reformace
ve 2. &tvrti stol. XVI.

Poesii eddskou, jak je zachovana, uzndva za uZ8i majetek islandsko-
norveasky, ale doka7uje 7e i v Dansku a Svédsku soubéini poesie byla, ad
se z ni nic nezachovalo mimo hubené nipisy runové a latinské parafrase
u Saxa Grammatika.

VSe tedy, co zachovano, naleZi stredovéku. Jsou to nejprve dila theolo-
gicka, preklad ¢&i spfSe parafrase bibli, zpfisobend popudem sv. Birgitty
(1308—1373), od niz jest také 8 knih t. Fef. Revelationes extravagantes,
prvotné po §védsku sepsanych, po té do latiny a jeSté pred koncem XIV. stol.
zase do §védStiny preloZenych. Takto prevedeny jsou také Meditationes Bona-
venturae, Horologium od némeckého mystika Susa (Seuse), spis De imita-
tione Christi od Tomale Kempenského a jiné ze sv. Bernharda, z Alana de
Rupe a pod. Dale dochoviny jsou postilly a legendy. Ze svétskych praci
vynikaji t. Fed. Eufemiavisor (t. fef. dle norvéiské krilovny Eufemie), totiz
Ivan Lejonriddareu (asi zr. 1303), Hertig Fredrik af Normandie
(1308), jehoZz némecky (z franéiny preloZeny) prvopis se ztratil, Flores och
Blanzeflor (1312). Jim podobné jsou Alexander (ca. 1380), Carl Magnus
v nékolika vzdélanfch, a Olger Danskes Kronike (1534) od Déana Christierna
Pedersena; pidrekssaga af Bern z norvéZitiny prevedena na $védsky jazyk
asi 1454, na sklonku stoleti z franiny Valentin och Namnlos — po té do
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