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MELANGES.

SUR UNE INTEGRALE D’EULER;
Par M. LERCH.

L'importance que joue la formule d’Euler

["’ xre—1 dr T
I+2  sinaw

0

justifie d’en chercher une démonstration élémentaire qui n’em-
prunte rien a des théories étrangéres au Calcul intégral. A cet effet,
je suppose a réel et alors contenu entre zéro et 'unité, et en par-

* eaipza—1 oz
o 7 etesetds

Jo 1—ze'?

tant de 'intégrale

je me borne d’abord a prouver qu’elle ne dépend point du para-
métre réel o supposé entre o et aw. Posons, pour abréger,

) e{ll’?;{l——l
f(o,3)="- b 5
1 — zZel?
0 a zely
f,("z s ;[_L€a1;~r¢—l - — N
o I — zet? (L —3ze'?)?

et observons que

*! - - - 7 pal i
S (o, 3)ds = ie*?d o
ot la différentielle est prise par rapport a z. Si I'on applique la
régle de la différentiation sous le signe somme, on a évidemment

) * $ Lk * %
—_ = [ f'(o,3)ds = tea’?d A ——
de J, 7 Jo 1— se'?
ou bien
d)
e == (s
do

Cette équation prouve que l'intégrale J ne varie pas avec o,
comme nous l'avons affirmé. Mais la rigueur exige une considé-
ration plus profonde en ce qui concerne I’égalité que nous venons
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d’employer
12 dof os By f ()o/(°’~)dm
Pour I’établir, décomposons I'intégrale en la série suivante
* ~ n—+1
— [ Sf(9,3)dz = ) f S, 3)ds;
Jo

lz__O

les termes de cette série sont des fonctions continues de la va-
riable ©, supposée entre o et 2%, et admettent la différentiation
sous le signe somme, a savoir

([ RS n—+1
- / S(o,3)dz = / f'(o, 3)ds.

do
- Y'n n

St nous prouvons alors que la série
~ n+1
s=Y [ f(9,3)ds

est uniformément convergente lorsque © est contenu dans un

intervalle (&, ..., 27 —z¢), ot ¢ est une quantité positive infé-

rieure a

N

,» nous aurons I'égalité

S — dl
m dc?’

comme il résulte d’un théoreme bien connu concernant la diffé-
rentiation des séries, et puisque la série S n’est autre chose que
I'intégrale

f S (0, 3)ds,
0

il s’ensuit que I'égalité (@) sera mise hors de doute. Or la con-
vergence de la série S découle de I'inégalité
a hert

l-/.’<"?’ ;)l < ;avl l: e ,f — ."‘:— e—

= 3 oue -»: ?
(I—s(()\-)“—:—g blll 2 ¢ (l——'u(()},)'~'— 5% Blll“.:,J

qui donne en effet

i n-+1

i —! g n+1, 4 50—1 ' 24 e g
T o B e 1

'n ,\/l—).u(og-—f--:.’ F=— 235 COS3 —+ &
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ce qui prouve que les modules des termes de la série S sont infé-
rieurs a des termes correspondants de la série

P
n—+1 a.50-1 za
-+ % ds

n—=o YN \/l——25 cOS¢ 22 1—23C0Se 4+ &

@
az(t—'l 5“

::[ -+ e o d;,

) ‘/I—"')Az cosg —+ 32 I— 235C0Se g4

lermes qui ne dépendent pas de ¢. La convergence de S est donc
absolue et uniforme parrapport a ©;1’égalité (a) est alors établie
et le raisonnement développé plus haut est donc légitime.

Cela étant, prenons dans l'intégrale J une fois o = = et 'autre

—

%
f‘j o :); nous aurons

) B
. *© za—1d3 @i ® za—1dz
J —_— e(tlu. _— — 2 e
I+ 3 Jy I1— 13

0

*® za-1ldz Yim ® ga—ldz
— =e? e s
/0 l _— lu - 0 l I

En égalant les parties réelles, nous aurons

d’ou

— — = CO0S — —_—
Jo I+ 3= 2 Jo [+ 3

[‘” za—1dsz at [® ze-1dz

ou bien, en transformant le premier membre par la substitution

=z,
(¢4
4
® 22 dx at [° xe—1dx
(b) — 2= (108 —_—
A | — A 1+

Si nous posons alors

. ® ze—1dx
o(a)=sinan —_—
A 14

i s . R (a\ _ oy
I'équation (b) s’éerira o <;> =¢(a), et il s’ensuit

o a [a\ a\ N a
L?((t)—t? ; : —i' = 8- ——..--—C? ;)?
: a
o(a)=limo (—)
A ' \ 27

n=—

-G

d’ou enfin



340 PREMIERE PARTIE.

Si la fonction ¢ (@) est finie et continue au point @ = o, celte
limite-ci sera évidemment égale & 2(0), de maniére que nous
aurons

(e) o(a)= o(o)

Mais on a

1
*? ga—1 dr ra—1dr ® xya—1dx
— = ~ -+ - ap
| 4+ . 1+ |+ T

L <1

=4

el puis
1

re—1dxr 2 xd
—— rr—1— — )dr,
I+ x 1+ @

I,O LR} \

ce qui donne

1 .
/‘” xa—1 dr I /‘ xre dr [" =1 dr
— L T g —_— o
1+ 7 1+ & 1+

LY (¥4} ) 1
ou bien
* ra—1 dx i
[T
Jo | + & a

en représentant par f(«) les deux autres termes qui figurent au
second membre et qui sont des fonctions finies et continues au
point @ = o. Ncous aurons alors

sinat
g(((): el !

“+sinaxw f(a),
22

ce qui met en évidence la continuité de la fonction ?(a) au point
@ =o0 et donne en méme temps v(o)==; I"égalité (¢) devient
alors

o(a)=m=

ou bien

i /” xt—1 dr s

! = ———
I+ Z sinaT

0

l,’équation a laqucllc nous sommes ainsi parvenu

(2)

._;:———r—*—y O\/OQ‘/').T':
[— Zely SINaTw b

/‘“ za-1d3 7 eai(n—9)

&0

est d’une grande 1mportance, |)uis(|u’('|lc donne presque immeé-

diatement un (l«'-voloppt:m(-nt bien connu qu contient plusieurs
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formules fondamentales de I’ Analyse et arendu de grands services
dans quelques belles études de M. Kronecker (').
Cette inlégrale peut s’écrire en ellet

1
/‘ ~1 =z /x za—1dz
SRS g s ——
| — zel? " I— se'?

<0 1

ou, en transformant le second terme a 'aide de la substitution
I

S == —»

a

. o 1 e —1 e AL? r—a T:e(tl'(ﬂ **$)
(3) / — — ) dr = ———— ’
1 — rel? I —xe ¥ SINAaT

0

d’ot 'on ure, en emplovant les développements,

n—1
1 a2 e=EnY
S o JV(}L‘/IYJ_ )
l——-Ie ’v l——xe*lv
v: ’0
la formule suivante
n—1 n—1
mealln—3) \1 eviy V e—(v+1)io
SINAT amd (0 -+ (I——v——l
v=0 v =0
1 rn+a—1pniy rh—a p—! l+—l)l.r4
e — — .’[.l';
Sy I—xe'y | —axet?

en passant a la limite de n infini, on voit aisément que la derniére
intégrale disparait, de sorte qu'il vient I'équation demandée

()(ll - :?) y c*--‘/l(?

blll aT (( -_—

qui recevra une forme plus ¢légante en écrivant 2w —

I
N

a savoir

a
] . e2auTwi ~  e2vuTi
(1) LY Pl S A il
gLATL — | X —
V==~

ot 1l faut ajouter la condition nécessaire o << 1 <Z 1.

Dans le cours de la démonstration, nous avons suppos¢ qu’ausm

(") Voir notre remavque publi¢e dans le Journal de M. Teiveira (L. X, p. 103
l-\g;.’).
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la quantité @ était réelle et entre o et 1, mais, puisque les deux
membres de I’équation (4) sont des fonctions analytiques uni-
formes de a, cette équation subsistera pour chaque valeur de la
variable complexe.

Parmi les conséquences auxquelles conduit la formule (4)nous
signalerons la suivante; en comparant les parties réelles, il vient

o0

wcosan(2u —1 1 v 2 COSAYUT
sinat a e a?— v2
v—=1

le second membre étant uniformément convergent par rapporta «,
il est permis de passer a la limite de « =1, ce qui donne

-]
1 | 2
T cotaw = — + \ it
a ol (17— V*
v=1
ou bien
n
3 . N\ I
(3) wcotam = lim \ Tare
N el (LY
V=—n

2. Cette formule conduit aisément a la formule d’Euler

1

za—1__ z—a
(6) ————— dzs == cotaw;
‘ . 1— 3

s1 nous voulons l'obtenir sans employer les développements en
séries, 1l suffit d’employer la formule (2)

/‘” za—1d3 T enin—g
J, 1—3ze? sinaw

et la suivante, qui s’en déduit en remplacant @ par 1 — «,
® z—a (l; T:C[(l' a)(T ":P)
[ 1—ze® sinaw

En retranchant, il vient

® za—1— z—-a T R & (o —0)
_.__—___‘—([s:_— . [C(tl"n‘f’__(;l 1—a)x ] l;
g 1— 35e'? sina T

ict il est permis de passer a la limite de » = o, ce qui donne

. za -1 e g« 1 ] g
—_——— d5 = - — (e g aiT J=-27" coltaw.
" A 11— 3 sSina T
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Iin décomposant I'intégrale en

1 ®
/‘ —’r—f ’
/o 1
’ . I .
et en écrivant 5= -~ dans la seconde partie, nous aurons

13;-(1—1 —_—a

2 [ ————dxr =27cotarm,
I—2
[ ¥ 0
ce qui est bien la formule (6).
Une seconde voie conduit aussi directement aux valeurs des
intégrales (1) et (6). L’intégrale J considérée plus haut, qui peut
s"écrire, comme nous avons remarqué,

;b .
. xa—1 e~ 9xr—a
J = eaiy - — — ) dz,
- I— xet? I—xe ¥

a pour valeur
; *® xe—1 dxr
J — ealT [ ey

Jo 1+7

car nous avons fait voir qu’elle ne dépend pas de . En passant a
la limite de © =0, on trouve aprés une digression que nous

avons développée en détail dans une Note tcheéque publiée dansle

YV . v L . .
Casopis pro pestovant Mathematiky a Fysiky, que I'on a

1
ra—1__ r—a :
J = / —  —dx + 71

_
() !

g a T
On a ainsi Pégalité
: ® xa—ldzy -l — p—a :
eaT / —————— T —_— 1+ T,

Jo 1+ | —

et la comparaison des parties réelles et des parties 1maginaires
donne

®asldy 'ra—1_ g—a
cosamw f — == ——— dx,

Jo 1+ Jo |1 — 2
, ® ra—1 dx
SiInaT = - = T,

Jo I+

ce qui donne immédiatement les ¢quations (1) et (6).

T ———— ) —
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