
Čech, Eduard: Textbooks

František Balada; Eduard Čech; a kol.
Geometria pre 1. triedu gymnázií

Štátne nakladatelstvo, Bratislava, 1952, 92 s.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/501415

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
delivery and stamped with digital signature within the project
DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/501415
http://dml.cz


Š TÁT N E N A K L A D A T E L S T V O B R A T I S L A V A 





G E O M E T R I A 
p r o I . t r i e d u g y m n á / i í 

1 9 5 2 

S T Á T N E N A K L A D A T E E S T V O • B R A T I S L A V A 



Názov originálu: Matematika pro I. třídu gymnasií 

Spracovali: Dr. František Balada, prof. Dr. Eduard Čech, Josef Ho-
lubář, Dr. Karel Hruška, Dr. Marta Chytilová, Dr.Vanda 
Janová, Dr. Bedřich Koenig, Dr. Emil Mastný, Dr. Karel 
Roessler, Dr. Antonín Srb, Dr. Josef Simek, Antonín Tu-

ť láček, Rudolf Zelinka 
Přeložila: Anna Klimanová 
Recenzovali: Anton Dubec, Dr. Ján Horečky 

Schválilo Povereníctvo školstva, vied a umění výnosom zo dňa 3. apríla 
1952, číslo 7542/51-II/2, ako učebnicu pre I. tr. gymnázií v prvom vydaní. 



Ú V O D N Ě P O Z N Á M K Y 

V prvej triode gymnázia buduje sa sústava geometrie na základe 
poznatkov zo strcdnej školy. Látka geometrie je tu v podstatných 
rysoch zopakovaná a užitím pojmu shodnosti postavená na jednot-
ný základ. Zvláštnu pozornost venujeme pojmu mnohouholníka 
s ohladom na budúcu látku, k presnejšiemu vysvetleniu pojmu rovno-
bežnosti; ako příklad shodnosti študujeme osovú súmernosť, posu-
novanie a otácanie. leh užitím odvodzujeme mnohé vlastnosti ú-
tvarov. 

Z podobnosti odvodíme nicktoré vlastnosti stráň trojuholníka 
pravoúhlého a přejdeme k studiu ich pomerov (goniometrické funk-
010 ostrého uhla). Gcometria v pitvej triede sa končí rovnolah-
lowťou, ako zvláštnym prípadom . podobnosti, a štúdiom vlastností 
kružnice. V goniometrii prizeráme na možnosti přesného praktického 
merania. 

Celkom novej látky nie je mnoho. Úlohou je sceliť doterajšie vě-
domosti, přeliíbiť ich a dat žiakom zdravý základ k ďalšiemu kri-
tickému štúdiu matematiky. 

V aritmetike a v geometrii Madame stále ich styčné body, ako je 
to úlohou každého vedeckého studia. Pri vyučovaní hladáme pří-
ležitost k logickému uvažovaniu a usudzovaniu. Nejde nám len 
o získanie zásob vědomostí, ale i o sústavnú výchovu k samostat-
nému mysleniu. Proto venujeme dotazovým úlohám omnoho vačšiu 
pozornost ako prv. V učebnici sa im venuje značná pozornosť. 
Každý dókaz metodicky pripravíme, rozdelíme na jednotlivé kroky 
a vykonáme s úcasťou všetkých žiako v. V geometrii sú konštruktívne 
úlohy v omnoho menšom měřítku ako prv. Ušetřený čas venujeme 
na preberanie základov geometrie, na dókazové úlohy. Ak majů 
cvičenia splnit svoju úlohu, majů byť připravované v škole. Třeba, 
aby učitel zamieril svoj výklad k vybraným úlohám. 

Žiak má poznat úlohu matematiky, ktorá nespočívá len v teórii 
a v zásobě vědomostí, ale vo výchove k rozvaživosti, kritike, a tak 
sa stává aparátom na štňdium javov materiálneho světa. Postupné 
odhalujeme materialistický základ geometrie, ktorá je vybudovaná 
na skúsenostiach našich smyslov o hmotě, ktorá nás obklopuje, 
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a tým sa nám ozřejmuje příčina, preco sa dajú výsledky geometrie 
použit na riešenie konkrétných, praktických úloh. 

0 matematiku opiera sa mnoho disciplín a matematika tak pri-
spieva ku štúdiu mnohých odborov, ktoré sú dóležité k budovaniu 
nášho štátu. 

Pěstováním úsudku a kritičnosti vediemc žiakov k pochopeniu 
zákonitostí vývoja ludskej spolocnosti k socializmu. 
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I. ZÁKLADNÉ VLASTNOSTI POLOHY 

1. Usporiadanie bodov na priamke. Predmetom geometrie je 
štúdinm pricstoru. Priestor sa skládá z bodov, ktoré označujeme 
velkými písmenami i?, O atď; ktýmto připojujeme niekedy indexy 
(dolu) alebo čiarky a hviezdičky (hore), napr.: Sv S2y K' K", P* atď. 

Najdóležitejšími časťami priestoru sú priamky. Základná vlast-
nost priamky je: Dvoma roznymi bodmi A, B prcchádza len jedna 
priamka, ktorú nazývame priamkou AB alebo BA. Priamky a ich 
časti označujeme tiež malými písmenami, najčastejšie písmenami 
p, q, r. Zo základnej vlastnosti plynie, že dve rozličné priamky majů 
najviac jeden spoločný bod. Dve rozličné priamky p, q, ktoré majů 
spoločný bod (7, nazývajú sa rOznobežnými priamkami, krátko 
rdznobežkami; bod O je ich pricsočík. Hovoříme tiež, že sa priamky 
p, q prctínajú v bode O. 

Bod móže prebiehať po priamke 
dvoma spósobmi, z nich jeden je ~JL_ f . 
v obr. 1 vyznačený šípkom;hovo- A g D L 
ríme, že bod prebieha po priamke 
v dvoch smysloch. Niekedy volíme Obr. 1. 
jeden smysel za kladný a druhý 
za záporný. Pri vodorovných priamkach za kladný smysel považu-
jeme obyčajne smysel odfava doprava, pri svislých priamkach 
zdola nahor. Smj^sel vyznačený šípkom v obr. 1 móžeme nazvat 
smysel AB (t. j. smysel, v ktorom je A pred B) alebo smysel AD 
alebo smysel BC atď. Bez ohladu na smysel móžeme povedať, že 
v obr. 1 máme na priamke štyri. body v usporiadaní ABDG alebo 
v usporiadaní CDBA; každé z oboch usporiadaní zodpovedá jednej 
volbě smyslu. 

Bod A, zvolený na danej priam-
ke (obr. 2), rozdělí túto priamku ' 
na dve polpriamky pv p2, [ktoré P i A 

sú navzájom opačného smyslu. 
Bod A patří do obidvoch polpria- Obr. 2. 
mok a je ich začiatkom. Každý iný 
bod priamky leží buď vnútri polpriamky"^, alebo~vnútri polpriamky 
p2. Pri jednej volbě smyslu body vnútri px sú pred bodom A a bo-
dy vnútri p% za bodom A; pri opačnom smysle je to obrátene. 
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Ak sů A, B dva rózne body na priamke p (obr. 3), potom pol-
priamka AB má začiatok A a prechádza bodom B\ polpriamka BA 
má začiatok B a prechádza bodom^á. Ticto dve polpriamky m rózne, 

_ bodv obidvom společné tvoria ú-
" A B p sečku AB alobo úsečku BA. Body 

A, B sú krajné body úsečkyAB;o-
statné body úsečky ABWLVA vnútri 

Obr. 3. tcjto úsečky. V smysle AB vnútro 
úsečky A B sa skládá z tých bodo v, 

ktoré sú súčasne za bodom A a pred bodom B: v smysle BA je to 
naopak. Bez ohladu na smysel možeme povedať, že vnútro úsečky 
AB sa skládá z tých bodóv, ktoré ležia medzi A a B. Celá priamka p 
sa skládá z troch častí; sú to: 

1. úsečka AB, 
2. predíženie úsečky AB za bod A, t. j. polpriamka, opačná k pol-

priamke AB; 
3. predíženie úsečky AB za bod B, t . j. polpriamka, opačná k pol-

priamke BA. 
Každá polpriamka, obsialinutá v priamke ;), určuje smvsel priamky 

p, totiž ten smysel, pri ktorom začiatok je pred ostatnými bodmi 
polpriamky. Dve polpriamky, obsi.almutc v tej istej priamke p, sú 
súhlasné, ak určujú obe ten istý smysel; inak sú nestíhlasné. Opačné 
polpriamky sú dve nesúhlasné polpriamky s tým istým začiatkom; 
dve súhlasné polpriamky s tým istým začiatkom splynú. 

Ovičenie. 

1. Priamku ABDO v obr. 1 vyznačte iným sposobom, a to tak, že v zápise 
budú označenia a) vaetkých štyroch bodov, b) Ion troch, c) len dvoch 
z bodov A, B>C, Ď. Rozhodnite, koTkými spósobmi sa to móže určit, ak 
prihliadneme i k smyslu priamky, kfcorý udává takýto zápis. 

2. Dané je n róznych priamok, každá jo s každou róznobežná a v žiadnom 
bode nestretá sa viac ako dve priamky. KoTko priesečíkov majů celkom? 
Kolko priesečíkov má jedna z daných priamok so všetkými ostatnými? 
KoTko ráz bol počítaný každý priesečík ? 

3. Na priamke AB v obr. 3 zvolte bod C tak, aby: a) ležai na úsečko AB; 
b) na predlžení úsečky AB za bodom B; c) na predfžení úsečky AB za 
bodom A. V každej úlohe vyznačte dvojakým sposobom poradie bodov 
A, C. 

4. Naznačte priamku MABNl Co vyplnia body, ktoré sú apoločné: 
a) polpriamkam BA a AN? 
b) polpriamkam AM a ANI 
c) polpriamkam AM a BA7? 
d) úsečke NA a polpriamke BN1 
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e) úsečko AN a polpriamke BM t 
f) úsečkám MN a ÁB1 

5. Ktoré polpriamky z obr. 1 móžete zapísať užitím pomenovania bodov, 
v obrázku vyznačených? Ktoré z nich sú a) opačné, b) súhlasné, c) ne-
súhlasné, ale přitom nie sú opačné? 

6. Čo poviete o smysle dvoch polpriamok, ak viete, Že jedna je častou 
druhej ? 

7. Móžu dve súhlasné polpriamky vyplnit spolu celú priamku? 
8. Na priamko zvolte si dve polpriamky nesúhlasného smyslu! Ktoré body 

sú obom polpriamkam spoločné? (3 možnosti.) 
9. Musia dve nesúhlasné polpriamky vyplnit celú priamku? 

' K, 

2. Roviny a polroviny. Připomeňme si teraz známy pojem roviny. 
Základná vlastnost roviny je: Ak dva rózne body A, B ležia v rovině, 
leží v nej celá priamka AB. Dve rózne priamky p9 q, ktoré ležia 
v jednej rovině a nemajú spoločný bod, menujú sa rovnoběžnými 
priamkami (rovnoběžkami). Dve rózne priamky p9 qy ktoré neležia 
v jednej rovině a nemajú spoločný bod, menujú sa mimobežnými 
priamkami (mimobežkami). Avšak aj dve splývajúce priamky pova-
žujeme za rovnoběžky. Tá část. geometrie, v ktorej študujeme len 
útvary, ktoré ležia v určitej rovině, menuje sa planimetriou. V tomto 
roku budeme preberat skoro výlučné planimetriu. Mimobežky sa, 
pravda, v planimetrii nevyskytujú. 

Každá priamka p rozdělí rovinu 
na dve polroviny a tvoří hranicu 
oboch polrovín; každý bod roviny 
mimo p leží vnútri jednej z oboch 
polrovín. Hovoříme, že tieto dve 
polroviny sú oddelené priamkou p 
a že sú navzájom opačné. Ak sú A, 
B dva rózne body, priamky p, bod 
O leží vnútri jednej z oboch polro-
vín, nazývame ju polrovinou pG 
alebo aj polrovinou ABC (alebo ^ N 

BAC). Niekedy je lepšie označit 
polrovinu jediným písmenom; po-
užíváme na to grécke písmená Q, Obr. 4. 
<r, r . . . 

Pojem polroviny velmi úzko súvisí s nasledujúcim pojmom. 
Nech je daná v rovině priamka p a mimo nej dva rózne body H, K 
(obr. 4). JPlatí výrok, že priamka p oddeluje bod H od bodu K, ak 
úsečka HK přetne priamku p (pozři body H, Kx v obr. 4); priamka 
p neoddeluje bod H od bodu K, ak úsečka HK nepretína priamku p 
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Bude dobré už tcraz sa zmienit o pojme trojuholníka, ktorý po-
drobnejšie preberieme v článku 4. Tri rózne body A, B, C, ktoré 
neležia v jednej priamke, určujú trojuholník ABC, krátko A ABC. 
Body A, B, C sú jeho vrcholy, úsečky ÁB, ÁC, BC sú jeho strany. 
Vrchol A a strana BC sú navzájom protirahlé, rovnako vrchol B 
a strana AC\ vrchol C a strana AB. Všetky tri strany dohromady 
tvoria obvod trojuholníka; pod názvom trojuholník rozumieme oby-
čajne plochu, složenu z obvodu a vnútra (pozři článok 4). 

Tcraz vyslovíme dóležitú vetu: Ak priamka p neprechádza vrcho-
lom trojuholníka, tak p bud nepretne žiadnu stranu (obr. 5a), bud 
přetne právě dve strany (obr. 5b). Hoci táto veta bola velmi dóležitá, 
vyslovil ju po prvý raz až r. 1882 nemecký matematik Moritz Pasch; 

menu je sa větou Pasekovou. Jej správnost plynie z vlastností 
polrovín. Ak všetkv tri vrcholy A, B, C sú vnútri jedinej polroviny, 
vyťatej priamkou p, máme případ obrazu 5a; ak to nie je tak, sú dva 
z nich vnútri jednej a třetí vnútri druhej polroviny, vyťatej priam-
kou p a máme případ obr. 5b. 

3. Uhly. Všetky polpriamky s daným začiatkom V tvoria svázok 
polpriamok, ktorý sa vytvoří, ak otáčame polpriamku okolo jej 
začiatku. Toto otáčanie móže sa diať v dvojakom smysle; alebo 
v smysle kladnom, t. j. dolava, proti pohybu hodinových ručičiek, 
alebo v smysle zápornom, t . j. doprava. 

Dve rozličné polpriamky V A, VB toho istého svazku rozdelia 
svázok na dve časti, ktoré menujeme uhlami. Bod V je vrchol oboch 
uhlov, polpriamky FA, VB sú ich ramená. Bod, ktorý neleží ani na 

A 

Obr. 5a, Obr. 5b. 
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jednom z oboeh ramien, leží vnútri jedného uhla a zároveň mimo 
druhého. Uhol v obrázkoch vyznačujeme oblůčkom, a smysel uhlu 
oblůkom zakončeným šípkom. Uhly označujeme často písmenami 
malej gréckej abecedy, najeastejšie písmenami a, (i, y, <?, co. Ak le-
žia obe ramená V A, VB na tej istej 
priamke, ale na jej opačných pol-
priamkach, vyplní každý z oboch 
uhlov jednu polrovinu, vyťatu 
pr iamkou^; takéto uhly menujú 
sa priamymi uhlami. Ak ramená 
V A, VB neležia obe na tej istej 
priamke (obr. 6), jeden z oboch uh-
lov menuje sa dutým a druhý vy-
puklým. Ak označíme V A' opačnů 
polpriamku ramena V A a VB' o-
pačnú polpriamku ramena VB, pol-
priamky VA'£ VB' ležia obe vnútri Obr. 0. 
vypuklého uhla s ramenami V A, 
VB. V obr. 6 je a uhol dutý, co vypuklý. Duté uhly, ktoré sa vy-
skytujú omnoho častejšie než priame alebo vypuklé uhly, označujú 
sa ^C; napr. <£ AVB alebo BVA je uhol a v obr. 6; značka vr-
cholu sa píše doprostřed. Ak nie je obava z nedorozumenia, móže-
me písať stručné V miesto AVB. 
Značku <£ používáme len pre duté uhly. 

OviČenie. 

10. Viete, že dve róznobežky AM,AN ležia vždy v jednej rovině Q. 
a) Prečo a j priamka MN leží v tejto rovině? 
b) Ak P je Tubovolný bod priamky MN, prečo i priamka AP leží 

v rovině g? 
11. Každé dve priamky, ktoré majů spoločný bod, ležia v tej istej rovině. 

Móžeme túto vetu obrátit? Čo z nej plynie pre dve priamky, ktoré 
neležia v žiadnej spoločnej rovině? Ako sa menujú takéto priamky? 

12. Móžu dve a) rovnoběžky, b) róznobežky splývať? Ako to naznačíte? 
13. V rovině leží priamka p a štyri rózne body mimo nej; kolko úsečiek 

spojujúcich dva z nich přetne priamka p a kolko ich priamka p ne-
pretne? (Sú tri rózne možnosti.) 

14. Predchádzajúce cvič. 13 opakujte pre páť bodov! (Opat sú tri mož-
nosti.) 

15. Priamka p oddeluje opačné polroviny gv g2; vo vnútri ležia body 
H19 K19 VO vnútri Q2 body H2, K2. Na priamke HlK1 zvolte bod Vlf na 
priamke H.JK.a bod V2\ 
a) Udajte, ako musíte volitf body Vx a Fa , aby úsečka VXV2 celkom 

iste přeťala hranicu p í 
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b) Udajte, akú polohu rnusia mať priamky HxK l 9 vzhradom na 
hranicu p, aby každá úsečka VXV2 přetínala priamku p\ 

c) Co vyplní bod F x ačo bod F2 ,ak celá úsečka \ \ f7
2leží v polrovine ga T 

(Akú polohu musí mať priamka HK vzhladom na hranicu pí) 

Dve róznobežky (obr. 7) s prie-
/ P sečíkom V rozdelia rovinu na štyri 

duté uhly so spoločným vrcholom 
/ V. Dva z nich sa menujů uhlami 

vedlajšími, ak majů spoločné ra-
meno, a uhlami vrcholovými, ak 
nemajú spoločné rameno. K dané-
mu A VB patří jediný vrcholový 

/ uhol <£ A' V'B'; ale k A VB pa-
tria dva vedrajšie uhly: <£ AVB', 

7 <£ A'VB, ktoré sú navzájom vr-
cholové. 

Vysvetlenie nového pojmu pomocou známých pojmov menuje sa 
deflníciou nového pojmu; definovat pojem znamená vyslovit jeho 
drfiníciu. Najjednoduchšia deíinícia dutého ulila je: <£ A VB sa 
skládá z tých bodov, ktoré patria do polroviny A VB (v obr. 8 ozna-
čenej Qx) a zároveň do polroviny B V A (v obr. 8 označen ej g2). Přitom 

q tie body <£AVB, ktoré ležia na hra-
nici polroviny gv t . j. na priamke 
V A, tvoria polpriamku V A a tie 

/Q? body <£ A VB, ktoré ležia na hrani-
ci polroviny t. j. na priamke 
VB, tvoria polpriamku VB. Teda: 

/ Ynútro AVBm skládá z tých 
7 <?f bodov, ktoré ležia vnútri polroviny * 

- ¿ y a a zároveň vnútri polroviny 
BVA. Doteraz sme opisovah len 

Obr. 8. známe skutočnosti na základe ná-
zoru. Teraz už si móžeme urobit 

na podklade známých skutočnosti niektoré jednoduché d ó k a z y . 

Bod X leží vnútri <£ A VB, ak polpriamka VX obsahuje bod Z, 
ležiaci medzi A a B. 

Dókaz (obr. 9). Označme qx polrovinu AVB, g2polro vinu iíF-4. 
Bod B leží vnútri ^ a úsečka BZ nepretne priamku V A; preto aj Z 
leží vnútri Bcd A leží vnútri q2 a úsečka AZ nepretne priamku 
VB; preto aj Z leží vnútri g2. Bod X alebo splynie s bodom Z, alebó 
úsečka XZ nepretne ani priamku V A, ani priamku VB; preto sú-
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časné s bodom 7J aj bod X leží vnútri oboeh polrovín Qv G2, t. j. X 
leží vnútri A VB. Teraz si dokážeme obrátenň vetu: 

Ak bod X loží vmítri ^ AVB, 
potom polpriamka VX obsahuje 
bod Z9 ležiaci medzi A a B. 

Dokaž (obr. 10). Opat označ-
me polrovinu A FZ>\ o2polro vinu 
B V A. Bod X leží vnútri oboeli 
polrovín Q2. Zvolme bod A' tak, 
aby V ležal medzi A a A'. Vznik-
ne nám trojuholník A A'B; ani 
jeden vrchol neleží na priamke VX, 
ale táto priamka přetíná stranu 
A A'v bode V. Podia Paseho ve j ve- Obr. 9. 
ty musí priamka VX přeťat alebo 
stranu-4.Balebo stranu A'B. Priamka FXsa skládá z polpriamkv VX 
a z opačnej polpriamky VX', ktorá leží v polrovine opačnej k g v 
kým úsečky AB, A'B ležia v polrovine Preto musí p o l p r i a m k a 
VX preťať alebo stradu AB alebo stranu A'B a my máme dokázat, 
že přetne strmin ÁB. Teda ostává dokázat, že polpriamka VX ne-
pretne stranu A'B. To je jasné, lebo polpriamka VX leží v polrovine 
Q2, ale úsečka A'B leží v opačnej polrovine. 

/ — 

/ 
/ 

Obr. 10. 

Obe právě dokázané vety móžeme spojit v jednu vetu: 
Vnútro <£ A VB sa skládá z tých bodov X, pre ktoré platí, že 

polpriamka VX obsahuje bod Z, ležiaci medzi i a f i . 
<£ A VB vznikne zo svojho vnútra připojením obochramien. Teda: 

» 



<£ A VB sa skládá z tých bodov X, pre ktoré platí, že polpriamka 
VX obsahuje bod úsečky AB. 

Styčné uhly sú také uhly <X AVB,<£ AVC, ktoró majů spoločné 
rameno V A (teda i spoločný vrchol), ale druhé (lve ramena ležia 
každé v inej polrovine, oddelenej priamkou V A, takže oba uhly 

/ C 

Obr. 11a. Obr. 11b. 

nemajú mimo spoločného ramena spoločný bod. Oba styčné uhly 
dohromady tvoria uhol s ramenami VB, VC, ktorý móže byť dutý 
(obr. 11a), priamy (obr. 11b) alebo vypuklý (obr. lle). V případe 
obr. 11b máme dva uhly vedlajšie. 

Ak polpriamka V A leží (okrem bodu V) vnútri <£ BVC, potom 
oba uhly <£ AVB,<£ AVC sú styčné a dohromady tvoria BVC. 

Dókaz (obr. 12). Bod A leží vnútri <£ BVC, a preto polpriamka 
V A přetne úsečku BC v bode A'. Pretože úsečka BC přetne priamku 
V A v bode A', ležia body B, C, a teda aj polpriamky VB, VC, v opač-
ných polro vinách, oddelených priamkou V A. Preto oba uhly 
<£ AVBy AVC sú styčné. Teraz <£ BVC sa skládá zo všetkých 
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polpriamok VX, kde X prebieha úsečku BC. Podobné AVB 
alebo A1 VB sa skládá zo všetkýeh polpriamok VX, kde X prebieha 
po úsečke A'B\ rovnako <£ A VC alebo A'VC sa skládá zo všetkýeh 
polpriamok VX, kde X prebieha po úsečke A'C. Pretože úsečky 
AJB, AJC dohromady tvoria úsečku BC, tvoria <£ AVB, <£ AVC 
dohromady <£ BVC. 

CviÓenie. 

16. Kolko uhlov určuj ú dve polpriamky so spoločným začiatkom? 
a) Kedy sú tieto uhly priame a ako ich potom rozlíšime? 
b) Kedy je jeden z týclito uhlov nulový? Aký další je ešte určený? 
c) Kedy je jeden z týchto uhlov dutý? Ako sa menu je potom druhý 

uhol? 
17. a) Vyslovte defíníciu dutého uhla! 

b) Zvolte 3 body V, A, B, ktoré neležia v jednej priamke. Polrovinu 
VAB zafarbite na červeno a polrovinu VB A na modro; akú farbu 
má uhol <£ AVB1 

c) Co vyplývá zo-zápisu uhla AVB pře vzájomnú polohu polpria-
mok A V, BV1 

18. Narýsujte vypuklý uhol s ramenami V A, VB. Polrovinu opaČnú k pol-
rovine VAB zafarbite na modro a polrovinu opačnú k polrovine VB A 
na červeno. Ak dutý uhol je spoloČnou častou dvoch polrovín, čo po-
viete o uhle vypuklom? 

19. Vysvetlite, čo znamená, že bod X leží a) vo vnútri uhla<£AVB, b) vo 
vnútri ramena V A, c)vo vnútri dutého uhla, určeného polpriamkami 
A V, BV! 

20. Folpriamka VX' v obr. 10 neobsahuje ani jeden bod úsečky AB. Do-
kážte, že úsečka VX' okrem bodu V leží vo vnútri vypuklého uhla 
s ramenami V A, VB\ 

21. Vo vnútri dvoch úsečiek V A, VB, ktoré neležia v jednej priamke, 
zvolte po jednom bode AB'. Dokážte: 
a) Úsečky AB, A'B' nemajú ani jeden spoločný bod. 
b) Úsečky AB', A'B majů spoločný bod X, ktorý leží vo vnútri <£ A VB. 

22. Odóvodnite: a) Ak zvolíte dva rdzne body P , Q vo vnútri MVN, 
potom celá úsečka PQ leží vo vnútri uhla <£ MVN. 
b) Platí výsledok predchádzajúceho cvič. 21a a j pre uhol priamy? 

Prečo? 
c) Ako zvolíte dva rózne body P, Q vo vnútri vypuklého uhla aft aby 

časť úsečky PQ ležala mimo uhla a'? 
23. Narýsujte vypuklý uhol o s ramenami VH, VK. Ako zvolíte bod Z, 

aby při každej volbě bodov X, Y vo vnútri uhla co boly obe úsečky 
ŽX7ŽTcelé vo vnútri uhla co? Odóvodnite! (Ak sú VH', VK' opačné 
polpriamky k polpriamkam VH, VK, zvolte Z vo vnútri uhla H ' VK'.) 

13 



U^IJL 

Obr. 13. 

4. Trojuholníky. Už na straně 3 sme hovořili o trojuholníku^BC, 
ale definíciu trojuholníka ako plochy vyslovíme iba teraz takto: 
Í^ABG sa skládá z bodov, ktoré ležia súcasne vo všetkých troch 

A polrovinách BCA (oj v obr. 
U),ACB(Q2 v o b r . H),ABC 
(í?3 v 13). Přitom tie bo-
dy, ktoré su na hranici jed-
nej z troch polrovín Qv Q2% Q 
tvoria jednu stranu &ABC. 
Napr. liranicou polroviny 
je priamka BC. Tie body 
priamky BC, ktoré ležia 
v polrovine Q2% tvoria pol-
priamku CB\tie body priam-
ky BC, ktoré ležia v polrovi-
ne tvoria polpriamku 
BC. Spoločnou častou oboch 
polpriamolc CB, BC je však 

úsečka BC, t. j. jedna strana A ABC. Ak odstránime z /\ABC jeho 
strany, zostane jeho vnútro. Teda: Vnútro &ABC sa skládá z tých 
bodov, ktoré ležia súcasne vnútri všetkých troch polrovín BCA^ACB^ 

ABC. Spoločná časť oboch polro-
vín ABC (o3 v obr. 13) a ACB 
(G2 obr. 13) je uhol BAC, kto-
rý sa menuje uhlom trojuholníka 
ABC pri vrchole A; podobné má-
me ABC pri vrchole B, <£ ABC 
pri vrchole C. Z definíeie trojuhol-
níka plynie, že A ABC sa skládá 
z tých bcdov ulila <£ BAC, ktoré 
ležia v polrovine BCA. Z 3. článku 
však vieme, že <£ BAC sa skládá 
zo všetkých polpriamok AX, kde 

X prebieha po úsečko BC. Z každej takej polpriamky AX leží v pol-
rovine BCA len úsečka AX. Teda: A ABC sa skládá zo všetkých 
úsečiek AX, kde X leží na úsečko BC (obr. 14). Podobné: 

Vnútro A ABC sa skládá zo všetkých úsečiek AX, kde X leží 
vo vnútri úsečky BC. 

Geometrický útvar K menuje sa konvexným, ak pre každé dva 
rózne body X, Y xitvaru K platí, že celá úsečka XY je častou 
útvaru K. Konvexná je napr. každá úsečka, vnútro každej úsečky, 
každá polro vina, vnútro každej polro viny. Ak společnou časťou nie-

Obr. 14. 
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koTkých konvexných útvarov KT, K2 atd. je útvar K, potom tiež 
útvar K je konvexný. Lebo ak dva rózne body X, Y patria do K9 
potom body X, Y patria do každého z útvarov KV K2 atd. Pretože 
všetky tieto útvary sú konvexné, patří celá úsečka XY do každého 
z ú t v a r o v ý , K2 atd., t . j. úsečka XY patří do útvaru K. Pretože 
trojuholník je spoločnou častou troch polrovín a pretože polrovina 
je konvexná, je každý trojuholník konvexný útvar. Podobné aj 
vnútro trojuholníka je konvexný útvar. 

Gvičenie. 
24. Naiysujte dost velký A ABC. Polrovinu ABC zafarbite na žito, pol-

rovijiu BCA na červeno a polrovinu CAB na modro. 
a) Akú farbu má vnútro A ABC1 
b) Ktorá čast roviny má farbu: 1. oranžová, 2. zelenu, 3. fialovú? 
c) Ktorá časť roviny má farbu: 1. žltú, 2. červenú, 3. modrú? 

25. Zvolte A ABC; vo vnútri strany BC zvolte bod X, vnútri strany CA 
bod Y. Dokážte, že úsečky ÁX, BÝ majů spoločný bod U, ktorý leží 
v trojuholníku ABC. 

26. Ktoró uhly sú konvexné? Odóvodnite! 
27. Narýsujte róznobežky AOC, BOD. Oba trojuholníky ABC, CDA ur-

čuj ú štvoruholník ABCD, ktorý je konvexným útvarom. Dokážte! 
27a. Zvolte dve róznobežnó úsečky AOC, BDO. Oba trojuholníky ABD, 

BCD určujú štvoruholník ABCD, ktorý nie je konvexný. 
1) Dokážte, že priamka, ktorá přetíná strany AD, DC trojuholníka 

ADC vo vnútorných bodoeh M, N přetne i strany AB, BC vo vnú-
torných bodoch P, Q. Úsečka"JÍÍA7 leží mimo štvoruholníka. 

2) Zvoíte vnútri úsečky PM bod U a vnútri úsečky NQ bod V. Do-
kážte, že U, V sú vnútornó body štvoruholníka A BCD a že úsečka UV 
obsahuje body, ktoró ležia mimo tohoto štvoruholníka. 

&• Mnohouholníky. 

Pojem trojuholníka je zvláštny 
případ pojmu mnohouholníka. 
Podia počtu vrcholov rozoznáva-
me trojuholníky, štvoruholníky, 
páťuholníky atd. Všeobecne ho-
voříme o n-uholníku, ak je počet 
vrcholov 7i;kde n je prirodzené čís-
lo váčšie než 2. Pre n = 3 nezáleží 
na poradí vrcholov, ale pre n > 3 
je poradie vrcholov určené tak, že 
ku každému vrcholu máme dva vr-
eholy s ním susediace, pričom ani 

A 3 

Obr. 15. 
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jeden vrchol nesmie ležať v tej istej priamke ako jeho susedné 
vrcholy. Vrcholy mnohouholníka píšeme za sebou podTa nasledu-
júciclr pravidiel: Začneme celkom 1'ubovolným vrcholom. Potom 
napíšeme jeden z oboch susedných vrcholov a ďalej píšeme tak, aby 
každý naslcdujúci vrchol susedil s predchádzajúcim; okrem toho 
susedí posledný vrchol s prvým. Pii páťuholníku v obr. 16 máme 
pre vrcholy 10 rozličných poradí: ABC DE, BCDEA, CDEABy 
AEDCB9 BAEDC, CBAED, DCBAE, EDCBA. Všeobecné vrcholy 
n-uholníka móžeme písať za sebou 2n rozličnými spósobmi: Začne-
me ktorýmkolvek z n vrcholov a po volbě prvého vrcholu sú ešte 
dve možnosti pre druhý vrchol. 

Strana mnohouholníka je úseč-
ka, ktorej krajné body sú dva su-
sedné vrcholy. Z každého vrcho-
lu vychádzajú dve strany, ktoré 
nazývame s u s e d n ý m i s t r a n a -
mi . Počet stráň sa rovná vždy poč-
tu vrcholov. Dve susedné strany 
majů spoločný krajný bod (vr-
chol). O dvoch nesusedných stra-
nách předpokládáme, že nemajú 
ani jeden spoločný bod. Tým vy-
lučujeme z našich úvah napr.'tzv. 
hviezdicové mnohouholníky (pozři 
hviezdicový páťuholník ABCDE 
v obr. 16). 

Uhlopriečka mnohouholníka je úsečka, ktorej krajné body sú dva 
nesusedné vrcholy. Trojuholník nemá uhlopriečky. Z jedného vrcholu 
vychádza n—3 uhlopriečok, z n vrcholov to by dalo celkom n(n—3) 
uhlopriečok, ale přitom sa každá počítá dvakrát. Teda: w-uholník 
má celkom \n(n—3) uhlopriečok. Všetky strany mnohouholníka do-

hromady tvoria obvod mnohouhol-
níka. Výraz mnohouholník zna-
mená obyčajne p lochu , ktorá sa 
skládá z obvodu a z vnútra mno-
houholníka. Člo tvoří vnútro mno-
houholníka, to sa v jednoduchých 
prípadoch pozná na prvý pohlad, 
ale už v nevelmi složitom obr. 17 
třeba chvílu rozmýšlať, aby sme 
poznali, ktorý z oboch bodov, vy-
značených krížikmi, leží vnútri 

06r. 17. mnohouholníka. Preto v ďaláom sa 

Obr. 16. 

4 
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Obr. 18. 

obmedzíme na zvlášť jednoduchý, ale velmi dóležitý případ vypuk-
lého mnohouholníka. Vypuklým mnohouliolníkom sa nazýva ten, 
pře ktorého každú stranu AB platí, že všetky vrcholy okrem A,B 
ležia vniítri jednej polroviny, oddelenej priamkou^42?, ktorú nazveme 
opornou polrovinou strany AB. Počet všetkých oporných polrovín 
sa rovná počtu stráň, teda počtu vrcholov. Každý trojuholník je 
vypuklý, ale štvoruholník v obr. 18 nie je vypuklý. Je zvykom, že 
výrazom mnohouholník rozumieme jeho plo-
chur takže vypuklý mnohouholník sa sklá-
dá z tých bodov, ktoré ležia vo všetkých 
oporných polrovinách. Strana ABleží na hra-
nici svojej opornej polroviny, ale, okremdvoch 
vrcholov A, B, leží vnútri všetkých ostatných 
oporných polrovín. Vnútro vypuklého mnoho-
uholníka sa skládá z tých bodov, ktoré ležia 
vnútri vSetkých oporných polrovín. Protože 
polrovina a vnútro polroviny sú konvexné, 
vypuklý mnohouholník a jeho vnútro sú kon-
vexné útvary. To znamená, že ak dva rózne 
body X, Y patria do vypuklého mnohouholníka M, celá úsečka XY 
je častou M, a ak sú X, Y vnútri, leží aj úsečkaXYvnútri . Eahko 
poznáme, že vnútro úsečky YX leží, okrem jednej výnimky, vnútri 
M. Výnimka nastane, ak oba body X, Y ležia na jednej straně M. 
Najma každá uhlopricčka vypuklého mnohouholníka leží, okrem svo-
jich krajných bodov, vnútri mnohouholníka. 

Bod A (obr. 19) je vrchol vy-
puklého mnohouholníka &H,K sú 
jeho susedné vrcholy. Polroviny 
HAK, KAH sú oporné polroviny; 
ich spoločná část je <£ HAK, u-
hol v y p u k l é h o m n o h o u h o l -
n í k a p r i v r c h o l e A. Tento 
uhol je len častou priameho uhla, 
preto je dutý. Teda vypuklý mno? 
houholník má pri každom vrchole 
A dutý uhol <£ -4 a celý mnohou-
holník jě častou <$lA; okrem dvoch 
stráň AH, AK leží mnohouholník 
úplné v n ú t r i A. 

V obr. 20 sú vyznačené všetky uhlopriečky vypuklého sedem-
uholníka A1A2A3A4A5AeA7, vychádzajúce z vrcholu ^JVšimnime si 
napr. uhlopriečku AXA4. Oba body Av A4 ležia na obvode mnoho-

Obr. 19. 
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uholníka; vnútro uhlopriečky AXA4 leží vnútri mnohouholníka. Ale 
iné body priamky AXA4 nemóžú patřit do mnohouholníka, lebo napr. 
predíženie úsečky AXA4 za bod AX leží mimo A^A^A^ ktorého 
časfou je mnohouholník. Z toho usudzujeme, že priamka AXA4 

přetne obvod len v bodoch AV A4. Bod A4 leží vnútri <£ A2AXA7, 
a preto polpriamka AXA4 přetne úsečku A2A7. Body A2, A7 sú teda 

oddelené priamkou AXA4. Napro-
ti tomu úsečky A2Az,sA7A^ A^Ab 
nepretnú priamku AXA4. Priamka 
AXA4 oddeluje teda body A2, AZ 

od bodov ASI A& A7. Podobné 
priamka AXAH oddeluje body A2, 
A& A4od bodov A6, A7. Pretožepol-

A3 priamka AXA4 leží vnútri <£ ÁTA1 

A7, rozdeluje tento uhol na dva 
styčné uhly <£ A2AXA4, ^.A4AXA2Y 

Vnútri A2A1A4 leží bod A3; 
vnútri A4AXA7 ležia body A^ A^. 
Podobné usudzujeme dalej: Pol-
priamka AXA8 rozdělí <£ A2AXA4 

Obr. 20. na dva styčné uhly <£ A^AXA89 
A3AXA4; polpriamka AXAS rozdělí 

A4AXA7 na dva styčné uhly <£ A4AXA5J A5AXA7 a vnútri dru-
hého z nich leží bod AE, takže polpriamka AXAE rozdělí <£ABAXA7 

na dva styčné uhly <£ A6AJA6I <$:A6AXA7. Celkove pozorujeme, že 
uhol A%AXA7 je rozdelený na uhly: 

7> ( i) 
dva susedné z týchto uhlov sú styčné a dva nesusedné nemajú 
okrem vrcholu AX nijaký iný spoločný bod. Častou každého z uhlov 
(1) je příslušný jeden z trojuholníkov 

(2) A A^AXA8Í A AQAXA49 A A4AXA$, A 6-41-̂ -6» A AEAXA. 7» 

A, * Obr. 21. 

dva susedné ž týchto trojuholní-
kov majů spoločnú stranu a dva 
nesusedné majů spoločný len vr-
chol AX. Každý z trojuholníkov (2) 
je častou mnohouholníka; napr. 
ak bod X, ležiaci mimo bodu A v 
patří do Á A4A xAq, potom leží X 
na úsečke AXŽ, kde Z je bodom 
úsečky A4A6, teda bodom mnoho-
uholníka, a preto celá úsečka AXZ 
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i s bodom X je častou mnohouholníka. Obrátene, ak bodX patří do 
mnohouholníka, tak X leží v uhle <£ A2A1A7, a teda X leží v niekto-
rom z ulilo v (1), napr. v <£ A4AXA 5. Potom polpriamka AxX přetne 
úsečku A4A5 v bode Z; bod X patří do polpriamky AXZ a, musí 
patřit i do úsečky AXZ; lebo keby bod X ležal na tejto predlženej 
úsečko za bodom Z, bol by oddelený od bodu Ax priamkou A4AS a 
nepatřil by do opornej polroviny A4A5AV ktorej častou je mnoho-
uholník, ktorého bodom je X. Tým srno dokázali vetu: 

Uhlopriečky, vychádza juce z jed-
ného vrcholu vypuklého w-uliolní-
ka, rozdelia n-uholník na n — 2 
trojuholníkov. Táto veta platí pre 
n > 3. Podobné móžeme dokázat 
nasledujúce dvo vety, ktoré platia 
aj pre n = 3: 

Akbod B leží vnútri stranyAXA2 
vypuklého n-uholníka AXA2...AM 
potom úsečky BA..., ^¿„ roz-
delia n-uholník na n—1 trojuhol-
níkov (obr. 21). 

Ak bod C leží vnútri vypuklého 
?i-uholníka AXA2 ... An, úsečky 
CAV ..., CAn rozdelia n-uholník 
na n trojuholníkov (obr. 22). 0 b r 22. 

Cvičenie. 

28. Vyznačte šesťuholník ABCDEF v každora možnom poradí písmen. 
Rozderte ich do dvoch skupin! 

29. Vysvetlite vznik mnohouholníka! 
a) Čo platí o troch po sebe nasledujúcich bodoch Ajc.l9 A A f c - n ? 
b) Čo předpokládáme o nesusedných stranách? Ktoró mnohouholníky 

teda vylučujeme zo svojicli úvah (naznačte)? 
c) Ktorý mnohouholník menu jo sa vypuklý ? Čo je to oporná polrovina? 
d) Vysvetlite, prečo celé vnútro vypuklého mnohouholníka leží vo 

vnútri ktoréhokolvek jeho uhla! 
30. Plocha každého vypuklého róznobežníka vznikne dvojakým spósobom 

tak, že od plochy jedného trojuliolníka uberie sa plocha iného troj-
uholníka. Ako je to při lichoběžníku, rovnoběžníku a pri nevypuklom 
štvoruholníku v obr. 19? 

31. A1A2-. *An je vypuklý n-uholník. Vo vnútri strany AXA2 zvolte bod 
A\a,vo vnútri strany A PA x bod ^n+i- Potom A\A2.. í e vy* 
puklý (n+1)-uholník. Odóvodnite! 

32. Daný je trojuholník A ABC. Kde musíte zvolit bod D, aby vznikol: 
a) vypuklý štvoruholník ABCD; b) štvoruholník ako v obr. 19 (vy-
dutý)? 
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3á. Dve róznobežné úsečky ~á8G% BOD', kdo A, B, C, D, 0 sú rózno body, 
určuj ú vypuklý štvoruholník ABCD. Od ó vodili te! 

34. Dokážte, že plocha vypuklého štvoruholníka dá sa dvoma spósobmi 
rozložit na dva trojuholníky. Ako je to při štvoruholníku v obr. 19? 

36. Dokážte, že uhloprieoka AC vypuklého stvoruholníka ABCD delí 
uhol <£ DAB na dva styčné uhly! 

36. Dokážte, že vo vypuklom štvoruholníku sa obe uhlopriečky navzájom 
pretínajú vo vnútri štvoruholníka! 

37. a) Ktorý bod vypuklého mnohou!íolníka menujeme vnútorným bo-
dom? 
b) Nech je Y vnútorný bod vypuklého mnohouholníka. Potom každá 
polpriamka so začiatkom Yobsahuje právě jeden bod obvodu mnoho-
uholníka. Dokážte pomocou rozkladu mnohouholníka na trojuholníky! 
V koíkých bodoch přetíná obvod vypuklého mnohouholníka priamka, 
ktorá obsahuje vnútorný bod mnohouholníka? 

38. Podia vzoru textu učebnice v odseku 5. dokážte obe posledné vety, 
vyslovené na konci odseku! 

6. Rovnoběžky. 

Pojem rovnobežiek smo si připomenuli už v článku 2; připomeňme 
si opáť, že splývajňce dve priamky považujeme tie? za rovnoběžné. 
Základná veta o rovnoběžkách znie: Daným bodom možerne viesť 
k danej priamke právě jednu rovnoběžku. Zo základnej vety plynie: 
Ak sú dve priamky pv p2 rovnoběžné s trefou priamkou q, sú priamky 
pv p2 tiež medzi sebou rovnoběžné. 

Táto veta platí i vtedy, ked všetky tri priamky pv p2, q neležia 
v jednej rovině; ale dókaz je dosť složitý a nebudeme ho robit. 
Dókaz pre případ, že pv p2> q ležia v jednej rovině: Ak splynú 
priamky pv p2, sú iste rovnoběžné. Ak nesplynú, třeba len dokázat, 
že priamky pv p2 nemajú spoločný bod. To však jo jasné, lebo keby 
maly spoločný bod C, tak by bodom C prechádzaly dve rózne 
rovnoběžky pv p2 s priamkou q, čo protirečí základnej vete. 

Ak strany AB, CD štvor-
uholníka ABCD sú rovno-
běžné, potom štvoruholník 
ABDC sa menuje lichobež-
níkom; strany AB, CD sú 
jeho základné, strany AC, 
BD sú jeho ramená. 

Dve úsečky alebo pol-
priamky nazývame rovno-
běžnými, ak sú rovnoběžné 
priamky, tieto obsahujúce. 

D C 
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Pretože strany AB, AG lichoběžníka ABDC sú susedné, nemóžu 
všetky tri vrcholy A, B, C ležať na jednej priamke. Inak je však 
poloha bodov A, B, G lubovolná. Štvrtj^ vrchol D musí ležať na 
priamke r, ktorá prechádza bodom G rovnoběžně s priamkou AB. 
Táto rovnoběžka je bodom C rozdelená na dve polpriamky rx, r2 
(obr. 23) tak, že rx leží v polrovine ACB, r2 v polrovine opačnej. 
Vrchol D nemóže ležať na polpriamke r2. Lebo ak si zvolíme bod D 
rózny od C na polpriamke r2, sú body B, D oddelené priamkou AG% 
a preto úsečka BD přetne priamku AG v bode P. Vznikne A ABP, 
ktorého strany AB, BP nepře tmi priamku r; podia Paschovej vety 
ani tretia strana AP nepretne priamku r, t. j. úsečka AP neobsahuje 
bod O, teda P leží na polpriamke CA. Ďalej vznikne A CDP, kto-
rého strany CD, DP nepretnú priamku AB; teda ani tretia strana 
CP nepretne priamku AB, t. j. úsečka CP neobsahuje bod A, teda 
P leží na polpriamke AG. Móžeme teda povedať, že bod P leží na 
oboch polpriamkach CA, AG, t. j. P leží na úsečke AG. Teda úsečky 
AG, BD pretnú sa v bode P, a preto ABDC nie je štvoruholník. 

Ak však zvolíme bod D 
rózny od C na polpriamke rx 
(obr. 24), body B, D nie sú 
od seba oddelené priamkou 
AC, a preto úsečky AG, BD 
sa nepretnú, ABDC je štvor-
uholníkom: lahko sa pre-
svedčíme, že je vypuklý. Je 1 Q 
to, pravda, lichoběžník. Te- Obr. 24. 
da: Každý lichoběžník je 
vypuklý Štvoruholník. Bod D leží vnútri <£ A, a preto polpriamka 
AD přetne úsečku BC v bode P. Okrem toho bod C leží vnútri <£ B, 
a preto polpriamka BC přetne úsečku AD v bode, ktorý musí sply-
núť s P. Teda bod P je priesečík uhlopriečok lichoběžníka ABDC. 

Zvolme si dve rózne rovnoběžky; na prvej zvolme dva rózne body 
A, By na druhej dva rózne body C, D. Nastane jeden z oboch prípa-
dov, naznačených v obr. 24 a v obr. 25. V případe obr. 25 úsečky 
AG, BD sa nepretnú, úsečky AD, BC sa pretnú a vznikne licho-
běžník ABDC. V obr. 24 pretnú sa úsečky AG, BD; avšak úsečky 
AD, BC v tomto případe sa nepretnú, lebo každá z nich leží v inej 
polrovine, vvťatej priamkou AC. Preto v obr. 24 dostaneme licho-
běžník ABCD (v obrazci ne vyznačený). 

Ak sú AB, CD dve rózne rovnoběžky, hovoříme, že sú súhlasne 
rovnoběžné a napíšeme 

AB t t CD alebo BA t t DC, (1) 
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ak ABDG je lichoběžník. Přitom nezáleží na polohe bodov A, B, C, 
D, ale len na smysle oboch rovnobežiek AB, CD. Lebo vzťah (1) dá 
sa popísat tak, že oba body B, D ležia v tej istej polrovine g% oddele-
nej priamkou AC. Ak nahradíme body B, D inými bodmi B', D' tak, 
aby smysly zostaly zachované, zostanú body B', D' v polrovine g 
a máme: 

AB'nCD'. (2) 
Vzťah (2) sa dá opísať aj tak, že oba body A, C ležia v tej istej pol-
rovine a, oddelenej priamkou B'D'. Ak nahradíme body A, C inými 
bodmi A', C' tak, aby smysly zostaly zachované, zostanú body A', C' 
v polrovine a a máme: 

A'B' t t G'D'. 
Lepšie je nevylučovat možnost, že obe rovnoběžky AB, CD 

splynú. V tomto případe vzťah (1) znamená, že smysel AB je ten 
istý ako smysel CD. 

Ak sú dve priamky AB, CD súhlasne rovnoběžné s priamkou 
trefou EF, su aj AB, CD medzi sebou súhlasne rovnoběžné. 

D ó k a z : Eahko si přemyslíme, že veta je správná, ak niektoré 
dve z troch priamok AB, CD, EF splynú. Ak sú tieto tri priamky 
rózne, móžeme body A, C, E volit tak, aby ležaly v jednej priamke 

p p (obr. 25). Potom vztahy 

n AB tt EF, CD tt EF 

Cvičenie. 

znamenajú, že oba body B, D le-
žia v tej istej polrovine, oddelenej 
priamkou p alebo priamkou AC, 
takže 

ABWCD. 
Značku t t p o u ž í v á m e len 

p re s ú h l a s n ú r o v n o b e ž n o s t . 

39. Dané sú dve rovnoběžky a, c, priamka b přetíná priamku a. Potom 
priamka b přetne i priamku c. Dokážte! 

40. Vyslovte definíeiu lichoběžníka! Je to štvoruholník vypuklý? 
41. Ak vedieme vrcholom C v trojuholníku ABC priamku r rovnoběžně 

s A Bt prechádza celá priamka r okrem bodu C mimo trojuholníka<42?(7. 
Odóvodnite! 

42. Načrtnite odruky dve rovnoběžky AB, CD a vysvetlite, ako rozhod-
nete» či sú obe priamky súhlasne alebo nesúhlasne rovnoběžné. 
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43. AB, CD sú dve nesúhlasnó rovnoběžky. Na polpriamke AB zvolte 
vnútorný bod B' a na polpriamke CD vnútorný bod D'. Dokážte, že 
sa obe úsečky AC, B'D' protínajú! 

44. Predchádzajťíce cvič. 43 opakujte pre případ, žo je ABifCD a do-
kážto, že: a) úsečky AC a B D' sa nepretnú, b) úsečky A D',B'G sa pretnú! 

45. Zvolte vo vnútri strany EB trojuholníka EfíC bod A a vedte ním 
rovnoběžku r so stranou BC. Dokážte, že a) priamka r přetne stranu 
EC vo vnútornom bode D, b) štvoruholník ABCD je lichoběžník! 

46. Vo vnútri strany AC trojuholníka ABC zvolte body Ml9 M2 tak, aby 
boly v poradí AMXMZC a vedte nimi priamky r19 r, rovnoběžné so 
stranou AB. Dokážte, že oba priesečíky Nl9 Ň2 týchto priamok 
8 priamkou BC ležia vo vnútri úsečky BC v poradí BN^gC a že je 
M ^ t f M t N r 

II, ZÁKLADNÉ VLASTNOSTI VEEKOSTI 

7. Vdkosť úsečiek, 

Dve dané úsečky AXBV .áaB2-alebo majů velkosť čiže dlžku rov-
nakú, načo hovoříme, že sú sebe rovné a píšeme 

A1B1 = A2B2 alebo A2B2 = AXB± , 
alebo jedna z nich je mcnšia čiže kratšia a druhá v&čšia čiže dlhšia. 
Ak je napr. A1B1 menšia ako A2B2) píšeme 

A1B1 < A2B2 alebo A2B2 > AXBV 

Vzdialenost dvoch bodov A, B je to isté ako velkosť úsečky AB9 ak 
sú body rózne; vzdialenost dvoch splývajúcich bodov sa rovná nule. 
Ak bod <7 leží medzi bodmi A.BJpbr^ 26), je AG< ÁB, CB < AB\ 
úsečka AB je súčet úsečiek^lC, GB, čo píšeme AC + CB == AB9 
a úsečka CJB je rozdiel úsečiek ÁB, ÁC, čo píšeme AB — AČ = CB; 
súčasne je AB — CB = AC. 

Súčet a rozdiel dvoch úsečiek •! —I I 
je určený len čo sa týka velkosti, A C B 
nie polohy. 

Móžeme sčítat tri alebo viac úse- Obr. 26. 
čiek. Zvlášť dóležitý je případ, že 
všetky sčítanc9 sú rovnaké. Sácat CD n úiečiek, rovnajúoich sa 
úsečke AB, menuje sa n-násobkom úsečky AB a píšeme CĎ = n. AB. 
Úsečka AB je potom n-tina úsečky CD & píšeme AB » i - . CD. 
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Všeobecne, ak sú m, n celé kladné čísla, znamená 
m UV == n PQ, ^ 

žeiisečka UV je m-násobok w-tiny úsečky PQ. Zlomok je poměr 

úsečky ÍJV k úsečko PQ a piscem e 

= - 2 L alebo ^ UV :PQ. 
n pq n 

Poměr úsečky PQ k úsečko UV je zlomok 
Poměr dvoch úsečiek móžo byť aj číslo iracionálně. Napr. prc 

uhlopricčku HL štvorca 1IKLM so stranou IíK plynie z Pytagoro-
vej vety 

IIL : ÍÍK = l/T, 
kde číslo | /T = 1,4142136... je číslo i r a c i o n á l n ě . Prakticky mó-
žeme iracionálně číslo nahradit vždy zlomkom, ktorý sa od neho líši 
tak málo, že na tom nezáleží. V našom případe je 

1414213 _ _ 1414214 
1000000 H K < H L < lOOÓOČK) H K > 

kde úsečka nalavo aj úsečka napravo líši sa od úsečky HL o úsečku 
kratšiu ako je milióntina úsečky IIK. 

Obyčajne sa volí určitá dížka PQ za dížkovú jednotku; najčastej-
šie je to 1 cm. Poměr x lubovolnej úsečky D F k dížkovej jednotke 
PQ je memé číslo úsečky PQ. Teda DV = x.PQ; často je dížková 
jednotka známa zo súvislosti a píšeme jednoducho DV = x. 

Ak zvolíme určitú dížkovú jednotku, tak pri sčítaní alebo odčítaní 
sčítáme alebo odčítáme ich měrné čísla; podobné je tomu pri náso-
bení úsečky kladným celým, lomeným alebo iracionálnym číslom. 
Ak bodýu4, -B, C neležia na jednej priamke, jo známe, že každá z troch 
úsečiek AB,AC, BC]e menšia ako súčet a zároveň vačšia ako rozdiel 
ostatných dvoch. Ak však A, B,C ležia na jednej priamke, tak jedna 
z troch úsečiek^jB, AC, BC rovná sa súčtu ostatných; každá iná sa 
rovná rozdielu ostatných. 

Ak sú A, B, C tri rózne body na priamke, označíme (ABG) a na-
zveme deliapiin pomerom bodov A, B, C (v tomto poradí napísa-
ných) číslo 

(ABC) = ± -^L-



so znamienkom plus, ak je smyseMCten istý ako smysel^C, a so 
znamienkom mínus, ak sú smysly opačné. Iste (ABC) <0 , a k d e ž í 
vnútri úsečkyAB, (ABC) > 0, ak C leží mimo úsečky AB. Deliaci 
poměr často sa označuje gréckym písmenom A. 

Ak bod C leží na predíženej úsečkc AB za bodom 1?, je (ABC) > 1. 
Obrátene, ak sú dane dva rdzne body A, B a číslo A > 1, potom na 
predížení úsečky AB za bodom B existu je pravé jeden bod C taký, že 
(ABC) = A. Ale položíme ~AB a, BC = x, bucle Z Č = a + x; 
kladné číslo a poznáme a kladné číslo x mámo určit z rovnice 

O + S 
x 

ktorá má jediný kořeň, a to kladný 
a 

Ak bodCleží na predížení úsečky ABza bodom A, je \>(ABC)>0. 
To je zřejmé. Obrátene, ak sú dané dva rdzne body A, B 
a kladné číslo A < 1, potom na predížení úsečky AB za bodom A 
existuje právě jeden bod C tak, že (ABC) = A. Ak položíme AB = a, 
ÁC = x, bude BC = a + x; kladné číslo a poznáme a kladné číslo 
x máme určit z rovnice 

a + x 
ktorá má jediný kořeň, a to kladný 

a A x = 

Ak leží bod C vo vnútri úsečky AB, je < 0 . To je zřejmé. 
Obrátene, ak sú dané dva rOzne body A, B á záporné číslo A, 
potom vo vnútri úsečky AB existuje právě jeden bod C tak, že 
(ABC) = A. Ak položíme AB ^ a, AC = x, CB = a —x; kladné 
číslo a poznáme a kladné číslo x máme určit z rovnice 

* = ( - A ) , a —x 
ktorá má jediný kořeň, a to kladný 

a A 
T+l 
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Ak bod C leží vo vnútri úsečky AB, je (ABC)<0. To platí podia 
dohody. Obrátene, ak sú d a n é dva rózne bodv A, B a zá-
p o r n é číslo X, existuje vo vnútri úsečky AB právo jeden bod C 
taky, že (ABC) = X. Ak položíme ÁB = a, AC = X, bude CB = 
= a — x\ kladné číslo a poznáme; máme určit x tak, aby bolo x > 0, 
a — x > 0, a aby bola splněná rovniea 

x = A0, kdeA0 = — X je kladné, 
CL X 

z ktorej máme 
a A a 

x = yqpy> a — x = Y+JL' x > ' a ~~ x > 

Z á v ě r : Deliaei poměr (ABC) nemóže sa rovnať 0 ani 1. Obrátene, 
ak sú A, B dva rozličné body a číslo X ^ 0, X ^ 1, potom na priamke 
AB existuje právě jeden bod X tak, že (ABC) = X. Zaujímavý je 
případ (ABC) = —1; potom C je stredom úsečky AB. 

Cvičenie. 

47. Štyri body A, B, C, D na priamke sú v poradí ABGD. Ak AC = x, 
~BĎ = y, AD = z, určte ÁB] BC, ČĎ! 

48. Pre páť bodov na priamke platí 
AB = BC==ČĎ = DE. 
Ktoré z ostatných vzdialeností dvoch bodov z našich piatich musia 
byť sebe rovné ? 

49. Vysvetlite význam rovnic: a) AB= y . CD, b) AB ~ j cm, c) AB = j . 

60. Ktorá rovnosť platí o dížkach úsečick AB, BC, AC, ak lcžia na priamke 
ABC1 

51. Úsečka ~AB má střed S. Dokážte: 
a) Na predížení úsečky AB leží bod C;} ot-om platí = i(CA + CB). 
b) Vo vnútri úsečky B§~le2í bod C; pc tom v*ti_CS == \(ČA — ČB). 

(V náčrte vyznačte bod D tak, aby t Ď = SC.) 
52. Na priamke AB, kde AB = 4 cm, daný j 3 bod C. Určte deliaei poměr 

(ABC), ak viete, žo bod C 
a) leží na predížení úsečky AB za bodí.m B a je AC = 6 cm; 
b) leží na predížení úsečky AB za bodom A a je BC — 5 cm; 
c) leží vo vnútri úsečky AB a je B(7 = 3 cm. 

53. Ktorý bod C na priamke AB nemá deliaei pcmer (ABC) ? 
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54. Narýsujte priamku a na nej zvolte úsečku ÁB tak, aby AB == 4 cm. 
Určte na priamke AB bod G tak, aby platilo: 

a) (ABC) = 3; b) (ABC) = c) (ABC) = ]/ 2 ; (určte úsečku 

CjČT2 = 1 mm, na ktorej bod C leží!); d) (ABC) = —1; e) (ABC) = — 
(Zavedte, ako v texte, pomocnú hodnotu x, a použitím mierkv sostrojte 
bod C.) 

55. Aké hodnoty majů deliace poměry vzhíadom na body A% B týcli bodov, 
ktoré ležia: a) na predfžení úsečky AB za bodom At b) na predlžení 
úsečky AB za bodom c) vo vnútri úsečky AB? 

8. Velkost uhlov. 

Ako úsečky, tak aj uhly triedime podia velkosti. Dva uhly a, 
móžu sa sebe rovnat (a = /?) alebo a je menší než /5 a/? vačSí než a 
(a<p. CK) alebo obrátene (a>/?, fi<a). YSetky priame uhly majů rov-
naku velkost. Každý dutý uliol je menší než priamy, každý vypuklý 
uhol je vačší než priamy. Podobné ako pri úsečkách, tak aj pri 
uhloch, zavádzame pojem siíčtu a+/? (a tiež súčtu viac uhlov), po-
jem rozdielu a — ¡3 a pojem súčinu x . a, kde x je kladné číslo (celé, 
lomené alebo iracionálně). Polovica priameho uhla je uhel pravý; 
teda všetkv pravé uhly sú rovnako veíké. Uhol ostrý je menší než 
pravý, uhol tupý je vačší než pravý, ale menší než priamy. 

V praxi sa odpradávna berie za uhlovú jednotku stupeň, t. j. "90" 
pravého uhla; menšie jednotky sú minúta a sekunda. Tieto jednotky 
sú vám dobré známe; příklad 36°25'34". 

Dóležitá je však aj obltiková micra 
uhlov. Měrné číslo uhla a v oblňkovej 
miere rovná sa měrnému číslu oblúka 
kružnice, obsiahnutého vnútri jej stře-
dového ulila a, pričom polomerom kruž-
nice je dížková jednotka; toto měrné 
číslo označujeme are a (čítáme arkus a; 
obr. 27). O velkosti oblúka kružnice bu-
deme hovořit v druhej triede; ale so-
známte sa už teraz s oblúkovou mierou, 
ktorá je dóležitá vo fyzike. Ak je a° 
velkost uhla a v stupňoch, platí vzorec 

71 . ÍOO 
are a = . a°; a° = — — . o,re a. 
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Pře převod stupňov na arkus a obrátene používáme obyčajne ta-
bulky. Číslo n je známe Ludolfovo číslo 

w = 3,141592653589..., 
o ktorom budeme hovořit v druhej triede. Pre prax stačí obyčajne 
hodnota tt — = 3,142... . V oblňkovej miere velkost priameho 
uhla je TI, velkost pravého ulila je In. Ďalej je napr.: 

are G0° = \n, are 30° = \n, are 45° = \n. 

Velkost jednoduchých uhlov píšeme obyčajne v oblukovej miere. 
Dva uhly a, ¡3 menujeme výplnkovými, ak a + (i --= n. Dóležitým 

príkladom v ý p l n k o v ý c h uh lov sú vcdíajSie uhly. Dve rózno-
bežky p, q (obr. 28) tvoria štyri uhly a, ¡3, y, d. Platí: 

A ¡3 — TI, fi + y = TI, y + D = TI, <5 + a 71 ( 1 ) 

Obr. 28. 

a z toho sa vypočítá a = y; ¡3 = <5. 
Dva vrcholové uhly sa sebe rov-
najú. Z rovnic (1) móžeme vý-
počtom zistit: Ak jeden zo štyroch 
uhlov a, ¡3, y, <5 rovná sa \TC (je pra-

' vý), každý sa rovná \n. O takých 
dvoch priamkach p, q hovoříme, 
že sú navzájom kolmé, že jedna 
z nich je ko lmicou na druhů, že 
s t o j a na seba ko lmo . Viete, 
že d a n ý m bodoin móžeme 
v i e s t na d a n ů p r i a m k u prá-
vě j e d n u ko lmicu . 

Ak sú dve priamky pv p2 kolmé na priamku q, sú pv p2 medzi 
sebou rovnoběžné. Zřejmé je to, ak pv p2 splynú; ak však pv p2 sú 
dve rózne priamky, nemóžu mať spoločný bod C, lebo bodom C 
prechádza jediná kolmica na priamku q. Obrátene platí: Ak sú pv p2 

dve rovnoběžky a ak px stojí kolmo na priam-
ku q, stojí aj p2 kolmo na q. Priamky p2, q nie 
sú rovnoběžné, pretože potom by boly pv q 
rovnoběžné a nie kolmé. Teda p2, q pretnú 
sa v bode G. Bodom C móžeme viest kolmicu 
p3 na priamku q. Kedze obe priamky pv p3 
stoja na g kolmo, sú pv pz medzi sebou rovno-
bežné, t. j. p3 je rovnoběžka s pv vedená bo-
dom G. Preto priamky p2> splynú a p2 sto-

Obr. 29. jí kolmo na q. 
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Dóiežité sú vztahy medzi veíkosťami síran a ulilo v v trojuholníku. 
Viete (obr. 20), že ak sú v t r o j u h o l n í k u cl ve s t r a n y a, b 
r o v n a k c , r ovna ke sú t iež p r o t i l a h l é uh ly a, P; obrátene, 
ak súa, fty t r o j u h o l n í k u dva 
r o v n a k c uh ly , r o v n a k c sú 
a j p r o t i l a h l é s t r a n y a. b. K o-
dóvodneniu sa vrátimc v článku 9. 
Trojuholník, v ktorom a = b ale-
bo, čo je to isté, a - - f>, menu je sa 
rovnoranieimým a strany a, b sú 
ramena, tretia strana menu je sa 
základnou. 

Ak A ABC nie je rovnora-
menný so základnou ABy a p ^ g 
(obr. 31);pre určitost povedzme, Q^ $Q 
že a < p. Vnútri úsečky AC 
existuje potom bod X tak, že ABX = a. Z toho plynie, že l\ABX 
je rovnoramenný so základnou AB; teda AX = BX, takže b = 
= AČ ~ BX + XC. Avšak v trojuholníku A BCX je (BX + XC) 
> BČ. Kedze b = BX + XC, a = BC\ je a < b. Teda: Ak o dvoch 
uhloch a, /? v trojuholníku platí a < p, potom o protilehlých stra-
nách a, b platí a < b. Obrátene, ak o dvoch stranách a, b v troj-
uholníku platí a < 6, platí o protilehlých uhloch a, P vztah a < p. 
Lebo a -=P by znamenalo a ---- 6, čo je nemožné; a < P by dalo 
a < 6, čo je tiež nemožné. 
Gvičenie. 

56. Sostrojt-e euklidovsky uhly a 225°, [i — 75°! Určte graficky uhol o>, 
3 7 3 ak je: a) O = a -f p; b) co = -ýa — 2/?; c) CD = -y/? — -g-a! 

57. Dokažte: a) Oba vedTajšio uhly sú bud pravé, alebo je jeden ostrý 
a druhý tupý. b) Polovica dutého ulila je vždy uhol ostrý, c) Dvoj-
násobok ostrého ulila je vždy dutý. d) Dva styčné uhly, ktoré sú vý-
plnkové, sú vedfajšie. 

58. Vyslovte nejakú poučku, ktorú a) možno obrátit, b) nemožno obrátit! 
59. Nech jo a = 40°. V akých. mecjziach musí ležat uhol ak má byť a 4- 0 

uhol ostrý, ale a + uhol tupý. Určte medze pre ostrý uhol a, ak nie 
je velkost uhla a číselné daná! 

60. Z dvoch výplnkových uhlov jo jeden n-násobok druhého. Ako velké 
sú tie uhly? Pre aké n je velkost oboch uhlov daná celým počtom 
stupňov. (Je 16 takých n, ak počítáme i hodnotu n — 1.) 

61. Určte v oblúkovej miere tieto uhly: 360°, 180°, 90°, 45°, 120°, 60°, 30° 
135°, 225°, 270°, 330°, 124°. 

62. Určte v stupňovej miere velkost ulilo v, daných v oblúkovej miere: 
1 3 2 3 2jt9 7zy

 71 * T T Jr> "f-^í 1 (tzv. radiant, t sa nečita); 2,1. 
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63. Ktorá pdmienka musf platit, aby priamky p, q v obr. 29 stály navzá-
jom kolmo? (4 možnosti.) 

64. V lichoběžníku ABCD jo AB ll DC. 
a) V bode A je vztyčená kolrnica m AB, v bode C jo vztýčená kol-

mica n J_ CD. Dokažte, že priamky m, n sú rovnoběžné! 
b) DAB je kosý. Prečo jo i ADC kosý? 

65. V A AB = AČ'; vo vniítri strany AC leží bod X. Dokážte, že 
BX> CXI 

66. Čo súdite o velkosti stráň trojuholníka ABC, ak o jeho uhloch platí: 
a) 0 < a; p > y; b) a = y; P < a; c) P > a; p > yl 

9. Shodnost trojuholníkov. 

Jeden z najzáklaclnejších pojmov v geometrii je všeobecný pojem 
shodnosti. Dva geometrické útvary menujú sa shodnými, ak je možné 
premiestif prvý bez zmeny velkosti úsečiek a uhlov tak, aby sa kryl 
s druhým. 

Shodnost trojuholníkov je dóležitá. Píšeme 

a>l = ®2> bl = b2> C1 = C2> al = a2> Pl = 02, Yl = Y2« (2) 

Obrátene, ako vieme, nielen že zo vztahu (2) plynie vztah (1), aleaj 
ked vieme, že sú splněné niektoré tri zo vztahu (2), už móžeme v ur-
čitých prípadoch usudzovat, že platí vztah (1), a teda všetky vztahy 
(2). To je predmetom známých viet o shodnosti trojuholníkov. Sú to 
štyri vety: 

A AXBXC! ^ A A2B2C, (1) 

a ; uhlov tak, aby sa kryl 
vrchol Ax s vrcholom 
A2, vrchol Bx s vrcho-
lom B2, vrchol Cx s vr-

f cholom C2, teda aj stra-
2 na ax so stranou a2, 

strana bx so stranou 
b2, strana cx so stranou 
c2, uhol ax s ulilom a2, 
uhol fíx s uhlom /?2, u-
hol yx s uhlom y2. Teda 
zo vztahu (1) plynu 
vztahy 

ak je možné premies-
t i t A A1B1Gl bez zme-
ny velkosti úsečiek a 

Obr. 31. 
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I. Dva trojuholníky sťí shodné, ked sa shodujú iclt dve strany a uhol 
nimi sovrclý, t. j. (1) platí, ak jo napr. 

ax = a.y, l\ = ft2. = ya# 

II. Dva trojúhelníky sú shodne, ked sa shoduje ich jedna strana 
a dva prilahlé uhly, t. j. (1) platí, ak napr. 

III. Dva trojúhelníky sú shodne, ked sa sliodujú ich tri strany, t . j. 
(1) plat í , ak 

<h = hi = 62> c i = c2-
IV. Dva Irojuholníky sú shodné, ked sa shodujú ich dve strany 

a uhol proti dlhsej z nich, t. j. (1) platí, ak je napr. 
ax = a2. = 62, ax = a2, a-x > 

Pre tieto základné vety o shodnosti trojuholníkov sa zavádzajú 
značky: sus i>re vetu T, usu pre vetu II, sss pre vetu III, ssu pre vetu 
IV. 

Ked napr. v A ABC je BC"= ÁViúébo a = 6, je A ABC <a A BAC 
podia sus, a teda <£ BAC = <X ABC alebo a = /S (proti rovnakým 
stranám ležia rovnakó uhly). Ked v trojuholníku A ABC je 
<£ BAC = <ř ABC alebo a = fi9 jo A ABC ¡¿2 A BAC podia usu, 
a teda BC = AČ alebo a — b (proti rovnakým uhlom ležia rovnaké 
strany). O týclito dvoch větách hovořili sme už v článku 8. Pomocou 
shodných trojuholníkov odvodíme si ešte niekolko iných známých 
skutečností. 

Ked jo jeden uhol trojuholníka pravý, sú oba ostatně uhly ostré. 
Ak v A ABC jo <£ C (obr. 33), dokážeme, že 

B Na predíženej úsečke BC za bodom 
Curčíme jBtak, aby bolo BC=B'C. 
Oba trojuholníky A ABC, AAB'C 
majů pri vrchole GYuhol pravý, ma-
jů spoločnú st ranu A C a BČ=B'C. / 
Preto A A BC ca Z\ AB'C a z toho 
súdime, že <£ BAC = < B'AC. 
Ale oba tieto uhly dohromady 
tvoria dutý uhol co = <£ BAB'; 
teda <£ BAC = ha>. Ale co < n, 
teda < BAC < \n. 

Trojuholník, ktorý má jeden uhol pravý (a teda dva ostré), menuje 
sa pravoúhlým trojúhelníkem. Strana proti pravému uhlu menuje 
sa přeponou, strany pri pravom uhle menujú sa odvěsnami. Platí 

Obr. 32, 
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známa veta: Přepona pravoúhlého trojuholníka je viičšia než od-
věsna. Veta je správná, lebo proti prepone leží uhol pravý, proti 
odvěsno uhol menší než pravý a proti vačšiemu uhlu leží dlhšia 
strana. 

Ked je jeden uhol trojuholníka tupý, su oba ostatně uhly ostré 
a strana proti tupému uhlu je dlhšia než ktorákol vek z ostatných stran. 

Nech v A ABC - £ C > -J (obr. 34); dokážeme, že A < 
Q Protože A CB jo vaěwí než pra-

vý, 111 už cm ne vn ňtri úsečky AB 
určit bod P tak, že <X ACP je pra-
vý; potom A ACP má pri vrchole 
C uhol pravý, teda pri vrchole A 
uhol ostrý. Ale oba trojuholníky 
A ACP, A ABC majů pri vrchole 
A ten istý uhol. Že strana AB je 

A C najdlhšia strana v A ABC, plynie 
as opiit z vety, že proti váčšiemu 

uhlu leží dlhšia strana. 
Z predchádzajúceho vidiet, že každý trojuliolník má aspoň dva 

uhly ostré. Ak sú všotky tri uhly ostré, máme trojuliolník ostrouhlý; 
o pravouhlom trojuholníku sme už hovořili; ale je jeden uhol tupý, 
máme trojuliolník tupouhlý. 

Ak leží mimo priamky p bod A, máme na priamke p jediný bod P, 
pre ktorý platí, že úsečka AP stojí kolmo na p; bod P menu je sa 
pátou kolmice, spustenej z bodu A na priamku p. Ked je X ktorý-
kolvek iný bod priamky p, je AP<Á X, pretože AP je odvěsna a AX 

je přepona pravoúhlého A APX. 
^ Preto úsečka ÁP menu je sa vzdia-

- . lenosťou bodu A od priamky p. 
\ Okrem toho platí: Pata P kol-

j \ mice spustenej s bodu A na priam-
1 \ ku p rozdělí p na dve polpriamky; 
! x ked sa bod X na jednej z týchto 
| \ polpriamok vzdaluje od bodu P , 

^ L 1 * vzdialenost ÁX stále sa zvačšuje 
Xi P a uhol <£ AXP sa stále zmengu-

Obr. 34. je. 
Dókaz (obr. 35): Máme dokázat, že je AXx < AXg, <£ AX2P < 

< <£ AXxP. V pravouhlom A AXPx je <£ AXxP ostrý, a preto 
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vedlajší AX1X2 je tupý. Z A AXxX% teda plynie, že AXx < AX2 
(proti tupému uhlu je najdlhšia strana). Aby sme dokázali tvrdenie 
o uhloch, určme na opacnej polpriamke bod XQ tak, aby bolo 
PXx = PX0; trojuholníky A APXL9 A APX0 majů pri_vrchole P 
pravý uhol, majů spoloenú stranu AP a je PXX — PX0; preto 
A APXX &Q A APXQ podia sus. Z toho súdime jednak, že AX\ = 
= AX~0, jednak, že <AXJP = AXQP. Keďžc AX[ < AX~2, je 
AX0 < AX2; avšak AXOI AX2 sú dve strany trojuholníka AXQX%Y 
pretože proti menšej straně je menší uhol, máme <£ AX2XQ < 
< <£ AXQX2 alebo AXJP < AXQP. Avšak <£ AXXP = 
= <£ AXJP; teda ^XjjP < 

Ak leží bod A mimo priamky BC, pata kolmice, spustenej z bodu 
A na priamku BC> padne: 

do bodu BY ak <£ ABC je pravý; 
do vnútra polpriamky BCY ak <£ 

ABC je ostrý; 
do vnútra opačnej polpriamky, 

ak <£ ABC je tupý. 
D ó k a z. Případ pravého ^ABC 

je jasný. Ak nie je ABC pra-
vý (obr. 35), vznikne A ABP 
s pravým uhlom pri vrchole P ; 

Q Q p C1 P rí vrchole B máme ostrý <£ ABP 
a uhol k nemu vedlajší je tupý. 

Obr. 35. ujjQj ^ ABG splyne s jedným 
z tých dvoch uhlov. 

Cvičenie. 
67. a) Kolkými inými, ale správnými zápismi móže sa nahradit zápis 

A ABC <£L A A'B'C"l 
b) Ak je A JKL ¥2 A XYZ, rozhodnite, ktoré z týchto zápisov sú 

iste správné: aa) A LJK Sú A ZYX, bb) A YXZ A KLJ, 
cc) A ZXY <£> A LJK, dd) A JKL cg A XZY. 

Cvičenie 68 a 69 sa vztahuje na obrázok 36, ktorý nie je správné na-
rýsovaný a vysvetluje len označenie. Vieme však, že bod E je střed 
úsečky AD. Zakaždým načrtnite si vlastný obrázok a pomocou určitej 
vety o shodnosti riešte příslušné cvičenie. 

68. Body B, E,Cv obr. (36) ležia v jednej priamke. Přitom je a) EB~= CW; 
b) EA = DE. Ktoré dalšie úsečky a uhly sa v obr. rovnajú? 

69. V obr. (36) je a = d, AB = CD. Dokážte, že body B, E, C ležia v jednej 
priamke a vyhladaj te rovnako velká úsečky a uhly! 

70. V obr. (37) je ~BD = 75(7, AD = DE a body A, D, E ležia v jednej 
priamke. Dokážte, že: a) polpriamka BE leží v uhle CBF; b) A 
ADO A EDB. 
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c) TJhol y < CBF (vonkajší uhol při vr-
cholo />). Vyslovte výsledok! 

71. Z viiít o shodnosti trojuhuhiíkov odvodte ve-
ty shodnosti trojuliolníkov pravoúhlých! 

72. Užitím vlastnost i uhlov v pravouhlom troj-
uholníku dokážtc, že: 
a) z bodu B móžc sa na priamku AC (obr. 

32) spustit najviac jedna kolmica; 
b) přenesením ulila -QBAC v obr. 32 do po-

loh y^rCAB' tak, UAB' =~AB , získáme 
právě jodinú kolmicu BB', spustenú z bo-
du B na priamku AC. 

73. KoTko uhlov v ka/dom trojuliolníku je vždy 
ostrých ? 

74. Ak platí, Ze A ABC VI A ACB cq A C A B , 
čo súdite o stranách a ni i loch tohto troj-
uholníka? 

75. V rovnoramennom trojuholníku ABC je BC 
základňa. Dokažte: 

a) Oba u hly fi. y pri základní sú vždy 
^ * o.<tró; ako teda máme druhy rov-

^ / noramenných trojuliolníkov? 
Prečo ncmóžu byt uhly y pra-
vé alobo tupé ? 

b) Ak jo 1) střed strany BC, je 
AD _L BC a <); BAD = ^ CAD 
(úsečka AD menujo sa os rovno-
ram 011 ucho A ABC). 

c) Z výsledku cvič. 75 b) a z existen-
cie jcdincj kolmice k, spustenej 
z bodu/ l na priamku BC, dokaž-
te, že pa ta kolmiee k je bod D. 

76. V A ABC je <£ ABC tupý alcbo pravý. Ak je X vnútorný bod strany 
BC, potom ])latí A/J < AX < ~Á C. 

77. Ak jo v trojuholníku ABC p < y a ak jo P pata výšky AP J_ BC, 
potom je <£ CÁP < BAP. Dokažte, pre případ ked sú f$ iy uhly 
ostré a tiež, ked je y uhol pravý alebo tupý. 

78. Dokážte: Súčet dvocli stran v trojuholníku je váčší ako strana tretia. 
(Pre y je iste a < b + c. Ak je ¡í < R, y < R, potom výška 
AP JL BC má patu P vnútri BC. Uvažujte A ABP, A AGP a sčí-
ta j t e {AB + AC) a (BP 4 CP).) 

79. Z výsledku evie. 78 odvoďte poučky o rozdieloeh dvoch stran v troj-
uholníku. 

80. Súčet dvoch uhlov v trojuholníku je menší ako 2R. Pre ktoré dva uhly 
je to zřejmé? (Ak jo AXtX2 v ¿\ AX{X2 (obr. 34) tupý, je AXtiXt 
ostrý; ten nahraďte váčším uhlom AXtP.) 

III. SHODNOST 
10. Osová sumernosf. Dóležitý pojem shodnosti srno doteraz pře-

brali len potial, že sme zopakovali známo vety o shodnosti troj-
uliolníkov. Teraz budeme študovat pojem shodnosti všeobecne a 
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ako obyča jne obmedzíme sa na dva útvary, ktoré ležia oba v tej istej 
rovině g. Body prvého útvaru nazveme vzormi, body druhého útvaru 
nazveme obrazmi a označíme ich čiarkou; napr. A' bude obrazom bo 
du A a zároveň A bude vzor bodu A', podobné p' bude obraz priamky 
p a p bude vzor priamky pf. Bod, ktorý splynie »osvojímobrazom, 
jesamodružnýbod; takýtobod splynie, pravda, i so svojím vzorom. 

Našu rovinu q představme si ako stránku sošitu (ktorá v skutoč-
nosti je, pravda, len časťou roviny); na nej jo narýsovaný prvý 
útvar U. Tento útvar prenesieme na priesvitný papier, ktorého 
polohu zmeníme a v novej poloho prenesieme útvar, narýsovaný na 
priesvitnom papieri zpat do sošitu. Tým dostaneme v sošite druhý 
útvar ř/', shodný s útvarom V. Změna polohy priesvitného papiera 
móže byť dvojaká. Buď je pri konečnoj poloho, rovnako ako při za-
čiatočnej, líce priesvitného papiera pod opakom, alebo obrátimo prie-
svitný papier naopak. V prvom případe máme shodnost priauiu, 
v druhom shodnost nepriamu; oba případy sa. jeden od druhého líšia 
co do smyslu otácania (pozři clánok 3). Pri přechode od vzoru U 
k obrazu U' kladný srny sol otácania zostane kladným a záporný 
zostane záporným, ak ide o shodnost súhlasnú; naproti tomu k l a d -
n ý smyse l o t á c a n i a p ř e j d e v z á p o r n ý a z á p o r n ý p ro jde 
v k l a d n ý , ak ide o s h o d n o s t n e p r i a m u . 

Základná vlastnost všeobecného pojmu shodnosti je táto: Ak sú 
A, B dva rOznc body rovinného útvaru U, a ked chceme sostrojif 
jeho shodný obraz Umožcme polohu obrazu A',B' zvolit Tubo volné, 
lenže úsečka AB musí sa rovnat úsečke A'B\ Ak je uskutočnená volba 
obrazov A', B'y zostáva este dvojaká možnost pre polohu útvaru 
U; shodnost je pri prvej možnosti priama, pri druhej nepriama. 

Vsimnimo si najma případ, že 1 ¡, 
dané dva rózne body A} B sú 1 

samodružné. Shodnost je jedno- j 
značné určená, ak vieme, či je pria -
ma alebo nepriama. Pria-ma shod- ^ 
nost je v tomto případe to tož- o 
n o s t ; každý bod je samodruzný, ( 
splynie so svojím obrazom. Tým , 
sme zistili, že pri priamej shodnosti, , 
ktorá nie je totožnostou, existuje i , 
najviac jeden samodružný bod. Ne- r )r\ 
priama shodnost, pri ktorc j oba dané body A, B sú samodružné, menuje 
sa osovou súinernostou; priamka5 AB je os súmernosti; označme ju o. 
Obraz bodu (7, priamky p a podobné pri osovej súmernosti, ktorej o-
sou je daná priamka o, nazvime krátko súmerným obrazom bodu G, 
priamky p a podobné podia osi o. Ked je útvar U narýsovaný na liste 
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papiera a je obsiahnutý v jednej pokovine, vyťatej osou o, dostanemt 
jeho súmerný obraz U' podia osi o složením papiera pozdíž priamky o. 

Každý bod osi o je v osovej aúmernosti samodružný. Ak leží bod 
H (obr. 37a) mimo osi o, leží jeho obraz H' v polrovine opačnej k oH, 
a preto úsečka HH' přetne os v bode 8. Bod S je samodružný, 
a preto obrazom úsečky HS je úsečka H'S't takže H8= H'8', t. j. 
8 je stredom úsečky HH'. Ak je X ktorýkolvek iný bod osi o, je 
aj X samodružný, a preto obrazom HSX je H'SX. Oba tieto 
uhly sú rovnaké, sú to uhly vedlajšie a sú pravé. Ako viete, 
nazývame osou úsečky HH' priamku, vedenú stredom tejto úsečky 
kolmo na priamku HIV. Teda ak bod H leží mimo priamky o a bod 
H' je jeho súmerným obrazom podia osi o, jepriamka o osou úsečky 
HH'. Iste platí aj obrátene: Ak je o os úsečky HH', je každý z oboch 
bodov H, H' súmerným obrazom druhého podia priamky o. Ked X 
je lubovolný bod osi o, obrazom úsečky HX je úsečka H'X, takže 
HX = WX. Teda: Každý bod na osi úsečky HH7 je rovnako vzdia-
lený od II ako od H'. Obrátene: Každý bod, rovnako vzdialený od 
oboch rdznych bodov H, H\ leží na osi úsečky HH'. To by sa lahko 
dokázalo priamo, ale plynie to tiež z nasledujúcej vety. 

Ak bod Yneleží na osi o úsečky HH\ je Y bližšie tomu z bodov H, 
H', od ktorého nie je oddelený osou o. 

D ó k a z . Predpokladajme, že bod Y leží vnútri polroviny oH. 

o 
Máme dokázat, že HY < H'Y. 

I. Aksplyniebod Y s bodomíř, 
je to zřejmé. 

H ' (obr. 38), takže je HY < H89 

II . Ak leží bod Y vnútri úsečky 
HH', musí ležať vnútri úsečky gig 

H Y S 
HS = H'Sy H'S < H'Y, teda 
HY <H'Y. 

Obr. 38. 
III . Ak leží bod Y na priamke 

o 
HH', ale mimo úsečky HH', musí 
Y ležať na predížení úsečky HH' 
za bodom H. Y tomto případe je 
zřejmé (obr. 39), že HY < H'Y. 

Y H 

Obr. 39. 

S 
IV. Zostáva ešte případ, že bod 

Y leží mimo priamky o aj mimo 
priamky HH' (obr. 40). Body H', Y 
sú od seba oddelené priamkou o, 
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a preto úsečka H' Y přetne priamku o v bode X, ktorý musí byť iný 
ako bod S. Platí: WY = Wx + 1 7 , 1ÍX = WX, teda JPY = 
= HX + 1 7 . Naproti tomu plynie z A HXY, že HY <HX + 
+ 1 7 , takže skutočne HY < H'Ý. 

Teraz budeme zisťovať sú-
merný obvaz p' priamky p podra H 
priamky o, pričom začneme prípa- ^ 
dom, že p je rovnoběžná s o. Pří-
pad, že p splynie s o, vylúčime. 

Priamka p teda nepretne priam-
ku o, a preto leží celá vnútri jednej 
polroviny, oddelenej osou o. Obraz 
p' priamky p leží vnútri opačnej 
polroviny, a preto priamky p, 
p\ o nemajú spoločný bod; teda u ' 
priamky py p\ o sú navzájom rov- Obr. 40. 
nobežné. Každý bod na osi o je 
samodružný, a musí teda mať rovnakú vzdialenosť od oboch pria-
mok p, p'. Nijaký iný bod X nemóže byť tak daleko vzdialený od 
p ako od p'. Lebo ak bod X neleží na osi o, leží vnútri jednej z oboch 
polrovín, vyťatých priamkou o, napr. (obr. 41) vnútri tej, v ktorej 
leží priamka p. Kolmica, spustená z bodu X na priamku o, stojí 
kolmo aj na rovnoběžné priamky p, p' a přetne ich v bodoch H, H'. 
Vzdialenosti bodu X od priamok p, p' rovnajú sa HX> H'X, kde o 
je os úsečky HH\ a vieme, že HX < H'X. Bod X je bližšie k priamke 
p ako k priamke p'. 

Ak sú dané dve rózne rovnoběžky p, p\ Iahko určíme priamku 
o, podia ktorej je každá z priamok p, p' súmerným obrazom druhej. 
Stačí v obr. 41 viesť lubovolnú kol- ^ 
micu na p, ktorá je kolmá i naZp' 1 
a přetne p, p' v bodoch H, H H l a - ' 1 

daná priamka o prechádza stre-
dom S úsečky HH' rovnoběžně ( ' p 

s oboma priamkami p, p'. Priamku I 
o nazvime osou rovnobežiek p, p\ i 5 
Napišme si vetu, ktorú sme teraz I 0 

dokázali: Ak sú p, p' dve rOzne 1 

rovnoběžky a o je ich osou, je \ H' 
každý bod priamky o rovnako 1 P' 
vzdialený od oboch priamok p, ' 
p'. Obrátene, každý bod, rovnako obr. 41. 
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vzdialený od p i od / / , leží na osi o. Ak bod X neleží na o, je touto 
priamkou oddelený od jednej z obocli priamok p, p'. Ak priamka o 
oďdeluje napr* bod X od p', je X bližsie k priamke p než k priamke p'. 

Keď priamka p stojí kolmo na 
os súmemosti o (obr. 42), je v oso-
vej sumernosti samodružná, t . j. 
splyiiie so svojím obrazom. Obsa-
huje jediný samodružný bod S, 
ktorý rozdělí p na dve polpriam-

" ky, z ktorýeh každá je v osovej sú-
mernosti obrazom druhej. Všimni-
mesi, žeaksú X, Fdva rózne bo-
dy priamky p a X\ Y' sú ieh 
obrazy, úsečky XY, X'Y' sú se-
be rovné,1 ale m a j ů o p a č n ý 

Obr. 42. smyse l ; budeme to potřebovat 
v článku 12. 

i S 

I 
I 
I 
I 

Ak priamka p přetne os súmernosti o v bode F, ale nestojí kolmo 
na o (obr. 43), tvoria priamky o, p štyri uhly, z ktorýeh dva sú ostré 
a sebe rovné a na obrázku sú označené av a2; druhé dva, na obrázku 
nevyznačené, sú tiež sebe rovné, ále tupé. Súmerné obrazy ostrých 
uhlov av a2 sú ostré uhly a^, a'2 s tým istým vrcholom V; všetky 

štyri uhly av a2, a^, 
a'2 sú rovnaké. Rame-
ná uhlov a\, a'2 ležia 
jednak v priamke o, 
jednak v tej priamke 
p'9 ktorá je súmerným 

} obrazom priamky p. 
Oba ostré uhly av a\ 
tvoria dohromady du-
tý uhol ; podobné oba 

, ostré uhly a2, a'2 tvo-
ria spolu dutý uhol Ẑ -
Uhly (}v jff2 sú navzá-
jom vrcholové a ich ra-
mená ležia v priamkach 

p, p\ Ako viete, osou uhla nazývame polpriamku, ktorej začiatok 
je vo vrchole uhla a ktorá prechádza vnútrom uhla tak, že ho delí 
na dva rovnaké uhly. V našom případe bod V delí priamku o na dve 
polpriamky VAlt VA2, z ktorýeh prvá je os uhla fílt druhá os uhla 

3S 

Obr. 43. 



Osou dvoch róznobežiek p, p' s priesočíkom V nazvime každú 
priamku o, podia ktorej jo jedna z pria mok p, p' súmerným obrazom 
dru hej. Z predchádzajúceho je jasné, že dvc rOznobežky p, p' majů 
dve osi ov o2. Dostaneme ich,'ak sos trojíme osi všetkých štyroeh 
uhlov, tvořených róznobežkami p. p' (obraz 44). Os VC uhla 

Ax VAi spolu s osou 
- - - - - - - o, 

i ' 
D s 

s 

- O, 

Obr. 44. 

VC' uhla A2VA'2 tvoří 
priamku ov os VD uhla 
<£A1FA'2 spolu s osou 
AU uhla <£ V\AV2 
tvoří priamku o2. Podia 
osi ox súmerným obra-
zom polpriamky VAX 
j e polpriamka V A \ 
a súmerným obrazom 
polpriamky VA?i je 
polpriamka VA'2. Pod-
ia osi o2 súmerným 
obrazom polpriamky 
VA1 je polpriamka 
VA'2 a súmerným obrazom polpriamky VA2 je polpriamka VA\; 
uhly <£ AXVA'2, A'2VA2 sú vedlajsie, a proto ich súcet je n\ 
uhly <£ DVA'2, A'2VC' SÚ polovičně z predošlých, a preto ich 
súcet je Teda: obe osi ov o2 dvoch rOznobežiek p, p' stoja na seba 
kolmo. Každá z oboch priamok p, p' je súmerným obrazom druhej, 
ako podia osi ov tak podia osi o2; pretože každý bod osi súmernosti 
je samodružný a pretože osová súmernost je shodnost, máme: Každý 
bod z ktorejkolvek z oboch osí ov o2 dvoch rdznobežiek p, p' je rov-
nako vzdialený od p ako od p\ Obrátene: Každý bod, ktorý má rov-
naké vzdialenosti od oboch rdznobežiek p, p', leží na jednej z oboch 
osí týchto rdznobežiek. Inak povedané, bod X, ktorý neleží ani na 
Oi ani na o2, nemóže byť rovnako vzdialený od p aj od p\ To by sa 
dalo dokázat priamo. 

My však vyšetříme, ku ktorej z oboch priamok je bodXbližšie. To 
je celkom zřejmé, ak bod Jfleží na jednej z oboch priamok p, p\ pre-
tože potom jeho vzdialenosť od,tej priamky, na ktorej leží, rovná sa 
nule; je teda menšia ako vzdialenosť bodu X od priamky druhej. Ak 
X neleží ani na jednej z oboch priamok p, p', leží vnútri niektorého 
zo štyroeh uhlov, ktoré tvoria tieto priamky. Nech bod X leží vnútri 
uhla <£ A1VA\ (obr. 45). Osou tohto uhla je polpriamka VC, ktorá 
je častou priamky ox; preto bod X ňa nej neleží. Polpriamka VC 
delí dutý uhol <£ A1VA\ na dva rovnaké ostré uhly <£ AXVC, 

CVAX\ Bod X musí ležat vnútri jedného z týchto uhlov; nech 



bod X leží vnútri <£AXVC.Z tohoto předpokladu dokážeme, že bod 
X je bližSie k p r i a m k e p> číže k p r i a m k e VAv než 
k p r i a m k e VA'v Uhol <£ AxVX je menší než ostrý <£ A^VG, teda 
<£ AyVX je ostrý; okrem toho lahko dokážeme, že <£ AxVX < 

< 3 : X V A \ . Preto ak 
sostrojíme polpriamku 
VB tak, aby ostré 
uhly ^ . A ^ X ^ X V B 
boly rovnaké a boly 
styčné, bude polpriam-
ka VB ležať vnútri <£ 
A1 V A \y a preto priam-
ka VA\ bude okrem 
bodu V ležať celá mi-
mo <£ AXVB. S bodu 
X spusťme kolmice na 
priamky VAv VB a o-
značme ich paty P, Q. 
Pretože uhly Ĉ AxVX, 

XVB sú ostré, ležia 
body P, Q vnútri pol-
priamok VAv VB. Bod 

X leží na osi ^iA^B, a preto obe vzdialenosti PX, QX sú rovnaké. 
Označme Z patu kolmice s bodu X na priamku VA\. Ak táto padne 
do bodu V, zrejme platí: PX < VX. Ešte máme dokázať, že 
PX < ZX alebo QX < ZX v tom případe, ak je bod Z iný ako 
bod V. To je Tahké, lebo bod Z leží mimo uhla <£ AXVB9 vnútri 
ktorého leží bod X. Uhol AXVB je spoločnou časťou oboch pol-
rovín AXVB, BVAv Preto vnútri úsečky XZ musí byť bod Y, ktorý 
leží na hranici jednej z oboch polrovín, t . j. buď na priamke VAv 
alebo na priamke VB. Préto vzdialenosť XZ je váčšia ako vzdiale-
nosť XY, ktorá sa aspoň rovná (ak nie je váčšia ako) XP. Teda 
XZ>~XP. 

CviČenie. 

81. Narýsujte dost velký A ABC a mimo neho priamku A/B/ tak, aby 
A'B' =~AB. 

a) A ABC premiestite do novej polohy A A'B'C A ABC; dá sa 
to urobit dvoma spósobmi. Ako rozlišíte oba výsledky ? Užité vetu 
o určení trojuholníka (sss). Sledujte smysly <£ ABC, <£ A'B'C'. 

82. Cvič. 81 opakujte s pátuholníkom, ktorý nie je konvexný. Aký bude 
výsledok, ked A' as A, B' s B7 

Obr. 45. 
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83. Daná je os súmernosti o a mimo nej bod H; určte jeho obraz H'\ 
Konštrukciu urobte tak, Že: 
a) určíte priamku HSH'±o použitím dvoch trojuholníkov (pozři obr. 

37); 
b) prenesiete <£ SXH do polohy SXH' (pozři obr. 40); 
c) z dvoch na 09Í zvolených bodov X, X' opište kružnice (X; r = XH), 

(X'; r = XH'). Dokážte, že obo kružnice majů na priamke HSH' 
spoločnó len body H, H'. Pozři vysvetlenie k obr. 35 v odseku 9. 

84. Zvolte pátuholník ABGDE a os súmernosti o, ktorá a) pátuliolník 
nepretína, b) prechádza bodmi A, D, e) přetíná strany AB, DE mimo 
ich vrcholov. Určte obraz pátuholníka! (Pri konštrukcii užité samo-
družných bodov!) 

85. V trojuholníku ABC je AB = AG. Potom priamka o _L BG, prechá-
dzajúca bodom A, je jeho os; čo to znamená? Načrtnite inó útvary, 
ktoré majů os! 

86. Os o úsečky AB = 1 0 0 (rozměry v mm). Rozhodnite úsudkom, akú 
polohu bude mat bod X vzhladom k osi o a vzhladom k úsečke AB 
a bodom A, B; viete, že a )~XA = 3 7 ; X g = 64;b)XA = 32, XB = 68; 
c) XA = 110, XB = 10; d)_XÁ=^23, X B ^ 120;_e) XA = 140, 
XI3 = 139; f) XA = 60 = XB; g) XÁ=50 =XB; h) XB = 30 a bod 
X je na priamke AB. Je možné, aby platilo: AX = 73; XB = 26? 

87. Osi stráň trojuholníka ABG sa pretínajú v jednom bode 09 ktorý je 
stredom kružnice opísanej trojuholníku. Dokážte a vykonajte kon-
štrukciu! 

88. Priamku o zvolte za os súmernosti. Na jednotlivé otázky odpovedzte 
a načrtnite od ruky! 
a) Móže bod splynúť s bodom súmerne sdruženým? Kde ležia také 

body a ako sa menujú? 
b) Akú polohu musí mať úsečka, aby jej obraz bol na jej predlžení ? 

Čo platí o smysloch oboch úsečiek? 
c) Aká úsečka splynie so svojím obrazom? (2 možnosti) 
d) Aká priamka splynie so svojím obrazom? (2 možnosti) 
e) Aká priamka je rovnoběžná so svojím obrazom? Čo viete o tejto 

rovnobežnosti ? 
f) Móže priamka stát kolmo na svoj obraz? Kolko takých priamok 

prechádza daným bodom? 
g) Ak sú priamky súmerne sdružené róznobežné, kde leží ich priesečík? 

89. Narýsujte dve rovnoběžky p, p' a úsečku AB. Určte bod X, ktorý je 
rovnako vzdialený od priamok p, p' a ktorý je tiež rovnako vzdialený 
od daných bodov A, B. Vyšetříte podmienky riešitelnosti! 

90. Určte euklidovsky os vypuklého uhla! 
91. Na priamke p, ktorá přetíná obe ramená daného <£ MUN, nájdite 

bod X, rovnako vzdialený od oboch ramien! 
92. Uhol a' vedTajŠí k vnútornému uhlu a trojuholníka ABG menu je sa 

vonkajší uhol. Dokážte: 
a) Osi vnútorných uhlov uv u2, uz pretínajú sa vo vnútri trojuholníka 

v jednom bode S, ktorý je stredom kružnice vpísanej. 
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b) Dve osi uhlov vonkajších a jedna os uhla vnútorného pretínajú sa 
v střede kružnice, pripísanej troj uholníku(napr. osi u\% u \ y u z pretnú 
sa v bode £3).Vysvctlite, ako obratné sostrojíte os u \ t ak poznáte 
os třl! 

c) Strany a osi tvoria zaujímavé soskupenie bodov a priamok. Čím je 
bod S v A SXS2S^ 

11. Posúvanic. Ak sú dané dve rózne priamky ov o2 (obr. 46), 
móžemo si k lubovolnému bodu A najprv sostrojiť jeho súmerný 
obraz A* podia osi ox a potom sostrojiť súmerný obraz A' bodu A* 
podia osi o2. Tym dostaneme novů shodnost, pri ktorej obrazom 

lubovolného bodu A je právě so-
strojený bod A'. 0 tejto shodnosti 
hovoříme, že je složená z dvoch 
osových sňmcrností s osami ox> o2 
(v tomto poradí) a označíme túto 
shodnost v tomto článku (ox, o2). 
Každá osová sťimernosť jenepria-
ma shodnost; lahko sa dokáže, že 
(°v °2) J e p r i a m a s h o d n o s t , 
ktorň teraz podrobnéjšie preštu-
dujeme. Pri tom musíme rozo-
znávať dva případy podia toho, 
či priamky o1? [o2 sú rovnoběžné 
a či róznobežué. 

Najprv preštudujeme"(o1, o2) za 
předpokladu, že sú obe osi ox a o2 
navzájom rózne -i a rovnoběžné. 
Nech ]e[X lubovolný bod (obr. 47) 
a nech je k kolmica, vedená bo-
dom X na priamku ov ktorá stojí 
kolmo aj na o2. Priamka 1c přetne 
priamky ov o9t v b o d o c h y l ^ ^ ; 
pretože M2 leží na ov splynie Mx* 

Obr. 46. 

Obr. 47. 

s Mx a bod Mx je súmerný obraz 
bodu Mx podia osi o2. Bod X' so-
strojíme, ak sostrojíme najprv sú-
merný obraz X* bodu X podia 
osi ox a potom súmerný obraz X' 

bodu X* podia osi o2. Vieme (pozři str. 38), že úsečky MxX, MxX* 
sú rovnaké, ale majů opačný smysel. Z toho plynie, že úsečky MxX, 
M ^ X ^ ú rovnaké a majů ten istý smysel a z toho lahko poznáme, 
že aj úsečky MXM'X, XX'sú rovnaké a ma jů ten istý smysel. Avšak 
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úsečka M1M'1 je dvojnásobok úsečky 31^)12 a má s ftou_teu i stý 
smysel. Teda tiež úsečka XX' je dvojnásobek úsečky MXM\ a má 
s ňou ten istý smysel. Ak sú tor?/, (obr. 48) !:í} k2 dve priamky, ktoré 
stoja obe kolmo na ov a teda a j kolmo 11a o2, a ak sú MVNX ieh prie 
sečíky spriamkou ov Mv Nt ich 
priesečíky s priamkou o2l vieme. že j 
M ^ M ^ N ^ N ^ a teda Je zřejmé, že , ̂  
J í a NXN% sú súhlasne rovno « 
běžné. Z toho súdime: Ak sú ov j ! 

o2 dve rOzne rovnoběžky, polom | j 
pře vSetky polohy bodu X úsečky , ^ , N 
XX\ kde X' je obraz bodu Ar pri r— ^ 2 

shodnosti (ov o2), sú rovnaké a ma-
jů ten istý smysel. 

Každá úsečka XX' sa rovná 
dvojnásobku vzdialenosti oboch Olrr. 48. 
rovnobežiek ov o2. Ak je k lubo-
volná kolmica na pria niky ov o2 A 
a ak sú Mv M2 priesečíky pri um- — r °1 

ky k s priamkami ov o2, rovná sa ' 
XX' dvojnásobku úsečky M^IL, ' $ 
a obé úsečky XX\ ~M^M2 sú *ú- í 02 

hlasné rovnoběžné. i 
Takáto shodnost menuje sa po- , 

súvaním alebo transláciou. Posú-
vanie je jednoznačne určené, ak si Obr. 49. 
zvolíme lubovolno bod A a lubo-
volne i jeho obraz A', ktorý musí byť rózny od A. Obraz X' Iubo-
volného bodu X je jednoznačne určený tým, že XX' = AA\ 
XX'\\AA'. Obe osi ov o2 možeme zvoliť rodnými spósobmi. Naj-
jednoduchšia je táto volba (obr. 49): Priamku ox vodme bodom 
A kolmo na AA'; priamku oz veďme rovnoběžně s o1 stredom 8 
úsečky AA'. 

Ovičenie. 

93. Narýsujte dve rovnoběžky tak, aby ich vzdialenosť bola 5,5 a zvolte 
si na nich úsečky ÁBf A'B' tak, aby platilo 
AB t t A'B', AB = A'B' 4. 
Potom sostrojte A ABG m A A'B'C\ ak je dané B(7=5,5, AC C,5, 
pričom sú oba trojuholníky'priamo shodné (ako to urobíte?). Do-



kážte: a) A A'3*0' je obrazom trojuholníka ABC při posunutí urče-
nom tým,že j e X X ' || AA\ XX/ = AA'k, kde X' je obraz lubovolného 
bodu X roviny. 
b) Zvolte troma róznymi spósobmi osi súmernosti olf o2 tak, aby 

shodnost o2) bola posunutie, ktoró prevádza A ABC do polohy 
A A'B'C\ I?latí, že (ox, o2) je ta istá shodnost ako (o2, Ktorú 
z osí móžete volit rulxívofno? 

c) Uvažujte o prípado, kedy priamky AB, A'B' navzájom splývajú. 
V cvič. b) sň osi kolmó na AA'. Volte (1) ox lubovolne, (2) ox bodom 
A, (3) o2 bodoin A'. 

94. Dokážte, že v posunutí (o^ o2), a) ktoró nie je totožnosťou, žiaden bod 
X nesplýva so svojím obrazom X'. (Vedte os o1 bodom X.) 
b) Ak priamka a nie je kolmá na o19 potom tiež obraz a' nie je kolmý 

na ox. 
c) Ak priamka b má spoločný bod so svojím obrazom b\ je kolmá nao l f 

a teda splývá so svojím obrazom. (UrČte obraz X' spoločného bodu 
X priamok b> b\) 

d) Priamka c, ktorá nie je kolmá na olt nemá so svojím obrazom spo-
ločný bod. 

e) Každá priamka je rovnoběžná so svojím obrazom. (Pozři 94c, d.) 
95. Daný je A ABC a dva lubovoTnó body Ax, A2. Vykonajte posunutie 

tak, aby bod A presiel do polohy A1 a druhé posunutie, při ktorom 
bod Ax přejde do bodu A2. Dokážte, že ten istý výsledok dostaneme, 
ked bod A posunieme do bodu A2. (Užité výsledok z cvič. 94.) 

96. Zvolte si A ABC a dve róznobežky m, n. Trojuholník ABC prevedte 
do novej polohy A A'B'C tak, aby body A'B' ležaly na priamke m 
a bod C na priamke n. 

12. Středová sumernost; rovnoběžky a ulily. 

Teraz budeme prebcrať priamu shodnost (ov o2), složenú z dvoeh 
osových súmernosti za předpokladu, že o2 sú dve róznobežky 
s priesečíkom S. Začneme.s tým prípadom, že ov o2 stoja na seba 

kolmo (obr. 50). Bod S je samo-
4 družný pri shodnosti (ov o2). Ak 

i máme bod A, ktorý neleží ani na ox 
j ani na o2, utvoříme najprv jeho 
, súmerný obraz A * podia osi ox a po-
i jf tom súmerný obraz A' bodu A* 

-l o, podia osi o2; bod A' je obrazom 
i bodu A pri shodnosti (ov o2). Ak 

Ar T2 

\ 
^ i 

i je ÍZ7! priesečíkom priamky 
\ ! s osou ov T2 priesečík priamky 
~ A*A' s osou o2, potom súmerný 

obraz ASTX podia osi ox je 
A*STV a preto polpriamka STX 

Obr. 60. je os uhla <£ ASAtakže tento 
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uhol je dvojnásobkom uhla <£ T ^ A * ; podobné <£ je dvoj-
násobkom A*ST2. Protože ulily <£ T^A*, A*ST2¡majů súčet 
rovný majů <£ <£ A*SA' súčet rovný rr, t. j. A' leží na 
predížení úsečky AS za bodoni S. Okrem toho jo zrejme = A'S, 
takže S je stredom úsečky AA\ čím je poloha obrazu A' bodu A 
jednoznačne opísaná. K tomu isteinu výsledku prídcme velmi lahko 
aj vtedy, ked bod A leží alebo na oi alebo na o2. Naša shodnost 
menuje sa středovou súmernosfou a bod S menuje sa střed súmcr-
nosti. Obraz bodu A, priamky j) atď. v stredovej súmernosti, ktorej 
stredom je daný bod S, nazvime krátko súmerným obrazom bodu A, 
priamky p atď. podia středu S. Podia predehádzajúeeho platí: Ak 
je bod A iný ako bod S a A' je jeho siímcrným obrazom podia středu 
S, je Sstredom úsečky AA'. Platí to aj obrátene: Ak bod S je stredom 
úsečky AA\ je každý z oboch bodov A> A' sumerným obrazom dru-
hého podia středu S. 

Ak priamka p preehádza stredom súmernosti S, je v stredovej sú-
mernosti samodružná, t . j. splynie so svojím obrazom. Obsahuje 
jediný samodružný bod S, ktorý rozdělí p na dve polpriamky, z kto-
rých každá je v stredovej súmernosti obrazom druhej. Ak sú Xv X2 
dva rózne body priamky p, X\, X'2 ieh obrazy, sú úsečky X1X2t 
X\X'2 sebe rovné, ale majů o p a č n ý smyse l . 

Ked p' je súmerným o-
brazom priamky p podia 
středu S, sú priamky p, p' 
nesúhlasne rovnoběžné. To 
je zřejmé, ak p preehádza 
bodom S. Ak p neprechádza 
bodom S (obr. 51), veďme 
bodom S priamku o, rovno-
bežnú s p\ priamky p, o ne-
majú spoločný bod. Pretože 
priamka o je samodružná, 
znamená to, že p' je rov-
noběžná s p, teda aj s o. 
Ak sú A, B rózne body na 
priamke p, potom úsečky 
AA\ BB' sa pretnú3 a teda ABIjB'A' v smysle vyloženom na str. 22. 
To znamená nesúhlasnú rovnobežnost priamok p, p'. Neeh je H 
pátou kolmice, spustenej z bodu S na priamku p, potom Hf je pátou 
kolmice, spustenej z bodu S na priamku p' a S je stredom úsečky 
HH'. Teda (pozři str. 38): Ak je p' súmerným obrazom priamky p 

Obr. 51. 
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podia atredu S, ktorý neleží na priainke p, potom os rovnobežiek 
p, p' prechádza bodom S. 

Obrátene: Ak sú p9 v' ilve rGzne rovnoběžky a o je ich os, jo každá 
z obocli priamok p, y súmcrným obrazom druliej podia středu 8, 
ležiaeeho kdekolvek na priamke o. 

Dókaz: (obr. 51) Po dra definície (;si dvoch rovnobežiek má bod 
S, lubovofno 7A olený na priamko o, rovnaké vzdialenosti od oboch 
priamok p, p'. Ak sú teda H, IV priescčíky priamok p, p' s priíímkou, 
vedenou bodom 8 kolmo na p a teda i kolmo na p', je bod S stredom 
úsečky / / / / ' , a proto je l ť súmerným obrazom bodu H podia středu 
8. Súmerný obraz pvianiky p ido bodom / / ' rovnoběžně s p, t. j. 
piiamka p'. 

Dvo polpriamky VTAV V2A2 sú súlilasne rovnoběžné, keď 
VLA1 t t V2A2 alebo AXV1 t t A2V2, a sú nesúhlasne rovnoběžně, 
ked \\AX NA?V2 cfcbo ALVIN V2A2 (pozři článok 6). Z pred-
chádzajiíceho plynie: Ak je 8 stredom úsečky FXF3 a ak sú pol-
priamky VLAV V2A2 nesúhlasne rovnoběžné, jo každá z oboch pol-
priamok súmerným obrazem druiu\j podia středu S. 

Dva duto uhly <£ r^ í^ií^ A 2 V2B2 s nesúhlasne rovnoběžnými 
ramenami sú sebe roníc. Ale splynu vrcholy F1F2, je to jasné, lebo 
potom máme dva vrcholové uhly. Inak, ked 8 je stredom úsečky 
F tF2, jo každý z oboch uhlov súmerným obrazom druhého pódia 
středu 8. 

Dva duto uhly AJ VLBV A2V2B2 so súhlasne rovnoběžnými 
ramenami sa sebe rovnají. L tW ak <£ A\V1B\ je vrcholový 
k <£ AX\\BV sú A\\\B'XI A2V2B2 dva duté ulily s nesúhlasne 
rovnoběžnými ramenami. Mohli sme ticž dokázat, žo <£ A2V2B2 

vznikne z <£ A1VLB1 posúvaním. 
Ak polpriamky VXAV V2A2 sú súhlasne rovnoběžné a zároveň pol-

priamky Fj-Bx, V2BO sú nesúhlasne rovnoběžné, sú <£ A^V^^ 
^ A2V2B2 uhly výplňkove. Lobo <£ A ^ V ^ vodlajší k A ^ B ^ 
má ramena nesúhlasne rovnoběžné « ramenami <£ A2V2B2. 

Zvláštnym prípadom tejto vety jo: Oba uhly pri tom istom ramene 
lichoběžníka sú výplňkove. 

Súčet uhlov v trojuholníku sa rovná n. Dókaz: (obr. 52) Vrcho-
lom A v trojuholníku ABC veďme rovnoběžku s priamkou BC a 
zvolme na nej body B\ CF tak, aby bolo 

BC\\AC\ CBTFAB' 

(súhlasná rovnobežnosť). Ak majů uhly a, /?, y, a\ fi', ý ten istý 
význam ako na obrazci, jo a + + ý = n, lebo vfietky tri uhly 
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tvoria spolu priamy uhol. Okrem toho sú /?, /S' uhlami s nesůhlasne 
rovnoběžnými ramenami, a preto je /S = /?'; rovnako je aj y = y', 
a tak a + P + y = 

Súčet všetkýcli ulilo v vypuklé-
ho n-uholníka rovná sa (n—2). 2 ič, 
lebo uhlopriečky, vychádzaj iiee 
z jedného vrehola, rozdelia (obr. 21) 
n-uholník na n—2 trojuholníkov 
a je zřejmé, že súčet ulilo v w-uhol-
níka rovná sa súčtu všetkých uh-
lov v týchto trojuhohiíkoeh. 

Obr. 52a. 
Cvičenie. 

97. Sostrojte útvar súmerne sdružený so štvoruholníkom ABCD podia 
středu S, ktorý leží a) mimo štvoruholníka, b) v jednom vrchole 
štvoruholníka, c) na straně AB tak, že AS = iAB, d) vnútri štvor-
nholníka. 

98. Použitím súmernosti dokažte dalej uvedené poučky o rovnoběžníku: 
Štvoruholník ABCD, v ktorom je AB/jCD, AD//BC, menuje sa rov-
nobožníkom. Označte os rovnobežiek 
AB, DC, ox a os rovnobežiekdD, BC o2. H K 
a) Osi o19 o2 pretínaj ú sa vnútri rovnoběž-

níka v bode S, ktorý je stredom súmor-
nosti rovnoběžníka a bod S je priose-
Číkom uhlopriečok AC, BD. 

b) Odvodte z toho známe pouč-
ky o protilahlýeh stranách, 
protiTahlých uhloch a uhlo-
priečkacli rovnoběžníka. ^ __  

99. Dokažte tieto obrátené poučky ^ 1 „ 
o rovnoběžníku: & 
a) Ak vo štvoruholníku ABCD Obr. 52b. 

je AB/IDC, AB = DC, je to 
rovnoběžník (prieseeík S priai nok AC, BD zvolte za střed súmer-
nosti). 

b) Ak vo štvoruholníku A BCI) sa obe uhlopriečky AC,BD navzájom 
rozpolujú, je to rovnoběžník. 

100. Použitím poučiek o uhloch s rovnoběžnými ramenami a základnéj vety 
o rovnoběžkách (odsek 6) dokažte daláie dóležitó poučky, ktoré ste 
už poznali na strednej škole. "Necli sii A, B dva rôzne body. 
à) Ak ležia polpriamky AB', BC (pozři obr. 52a) v opačných polrovi-

nách, vyťatých priainkou A B, a ak jo <£ BAB' — <£ ABC, sú 
polpriamky AB', BC nesťihlasne rovnoběžné. 

b) Ak ležia polpriamky AC, BC (pozři obr. 52a) v tej istej polrovine 
vyťatej priamkou AB, a ak je <£ C'AB + CBA = 2R, sú pol-
priamky AC', BC súhlasne rovnoběžné. 

c) Ak v tej istej polrovine, oliraničenej priamkou AB (obr. 52b) dané 
súuhly a = <f:BAH,f} = <$.ABK a ak je a + 0 < 2B, potom pol-
priamky AU, BK sa pretnú. To je slávny p i a t y E u k l i d o v 
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p o s t u l á t , ktorý je rovnocenný so základnou větou o rovnoběž-
kách. Vedte BL//AH; je p< <$ÁBL a priamky AH, BK sú nevyh-
nutné róznobežné. Prečo sa musia přeťat v polrovine ABHt 

101. Daný je uhol rovnoramennóho trojuholníka co. UrČte ostatně uhly 
(dve riešenia)! 

102. Oo platí o uhloch v trojuholníku ABC, ak je AB — BG = GA1 Od-
vodte z toho euklidovská konštrukciu uhla 60°. 

103. Vonkajší uhol trojuholníka rovná sa súčtu protilahlých uhlov vnú-
torných. (Pozři cvič. 80.) 

104. Vnútri A ABC leží bod U. Dokážte, že <£ BUG > <£ BAG (pre-
dížte BU, až přetne stranu AG v bode V; uvažujte o uhle <£ UVG). 

105. Uhol a v trojuholníku ABG je pravý, ostrý alebo tupý podia toho, 
- či ťažnica AAX (kde Ax je stredom strany BG) rovná sa \BG, je váčšia 

alebo menšia ako \BG. Dokážte! 
106. Čo platí o a) susedných uhloch,b)protilahlých uhloch rovnoběžníka? 

Kolko uhlov musíme poznat v rovnoběžníku, aby sme mohli určit 
ostatné ? 

107. Dokážte: Ak sa v štvoruholníku každý uhol rovná protilahlému uhlu, 
je to rovnoběžník? 

108. Rovnoběžník, ktorý má jeden uhol pravý, menuje sa obdlžnik. Do-
kážte poučky: 
a) Štvoruholník, ktorý má tri uhly pravé, je obdlžnik. 
b) Obdlžnik má dve osi súmernosti, a preto sú jeho uhlopriečky sebe 
rovné. 
c) Ak sú v rovnoběžníku obe uhlopriečky sebe rovné, je to obdížnik 
(na dókaz použité 1. súmernost, 2. vetu o shodnosti). 

109. Rovnoběžník, ktorý má dve susedné strany rovnaké, je kosoštvorec. 
Dokážte poučky: 
a) Uhlopriečky kosoštvorca sú jeho osi súmernosti a stoja na seba 

kolmo. 
b) Uhlopriečka kosoštvorca rozpoluje uhol pri vrchole, z ktorého vy-

chádza. 

13. Otáčanie. 
Už v článku 3 sme sa zmienili o otáčaní okolo bodu S. Dve rózne 

polpriamky SH, SK s tým istým začiatkom S sú ramená dvoch 
uhlov 9?, y), pričom rameno SK vznikne z ramena SH otočením 

v kladnom smysle o uhol <p, ale-
f "\j> \ bo otočením v zápornom smysle 

r~r!—h o uhol \p. Přitom sú buď oba uhly 
" <p, ip priame (obr. 53a), alebo je 

cp uhol dutý, tp vypuklý (obr. 53b), 
alebo je (p uhol vypuklý, y) dutý. 

Obr. 53a. V každom případe je 
cp -}- \p = 2 n. (1) 

I)alej budeme hovořit o otáčaní okolo bodu S o určitý uhol tak, 
že je daná len v e l k o s t a smyse l uh la , ale nie jeho poloha. Pri 
každom otáčaní okolo bodu S je bod S sám samodružný; ak je A 
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ktorýkolvek iný bod, platí pře jeho obraz A' pri otáčaní okolo 8 
o uhol <p v kladnom smysle vždy SA = SA' a, pravda, polpriamka 
8A' vznikne z polptiamky 8A otočením v kladnom smysle o uhol 
q>. Podobné je to pri otáčaní okolo S v zápornom smysle o uhol xp. 
Ak platí (1), potom obraz lubovolného bodu A pri otáčaní okolo 8 
v kladnom smysle o uhol <p je totožný s obrazom bodu A pri otáčaní 

K » 

Obr. 53b. 

okolo 8 v zápornom smysle o uhol tp. Otáčanie okolo bodu 8 o uhol 
n je teda středová súmernosť so stredom súmernosti 8, či sa otáčanie 
robí v kladnom či v zápornom smysle. Ale pri otáčaní o uhol 
rózny od n musíme starostlivo rozlišovat, či otáčame v kladnom 
alebo zápornom smysle. Nech je už smysel otáčania kladný či zá-
porný, předpokládali sme doteraz velkost otáčania menšiu ako 2 n. 
Třeba sa však zmieniť aj o otáčaní o uhol, ktorý nie je menší ako 
2 TI. Pri otáčaní o ktorýkolvek z uhlov 

2 N, 4 N, 6 N, 8 TI atď. (2) 
je každý bod A samodružný. Napr. pri otáčaní okolo bodu 8 o uhol 
4 n v kladnom smysle prebehne bod A dvakrát za sebou kružnicu 
so stredom 8 a polomerom 8A; ale ak si všímáme len začiatočnú 
polohu A a konečnú polohu A', otáčanie o ktorýkolvek z uhlov (2) 
je totožnost. V tejto triede budeme si všímat pri otáčaní len začia-
točnú a konečnú polohu každého bodu; v tomto případe otáčanie 
okolo 8 v kladnom smysle o uhol (p je totožné s otáčaním okolo 8 
v kladnom smysle o ktorýkolvek z uhlov 

+ 2 TI, 9? + 4 ji, cp -f- 0 71, . . . 

všeobecne o ktorýkolvek z uhlov 
q> + 2nn (n = 1, 2, 3 , . . . ) . 

To isté platí aj o otáčaní v zápornom smysle. 
Teraz je zřejmé, že ak vykonáme najprv otáčanie okolo bodu S 

v kladnom smysle o uhol <px a potom otáčanie okolo toho istého 

K H 

Obr. 53c. 
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bodu S v kladnom smysle o uhol <p2, dostaneme výsledok ten istý, 
ako keby sme miesto toho vykonali jediné otáčanie okolo S v klad-
nom smysle o uhol cp1 -f- <p2. Podobné, ale vykonáme najprv otáčanie 
okolo bodu S v kladnom smysle o uhel (p2 a potom otáčanie okolo 
toho istého bodu 8 v zápornom smysle o uhol <p2, v případe <p± > cp2 
je výsledok ten istý, ako keby sine miesto toho vykonali jediné 
otáčanie okolo S v kladnem smysle o uhol <px— <p2) v případe 
<PI < 7̂2 Í e výsledok ten istý, ako keby sme miesto toho vykonali 
jediné otočenie okolo 8 v zápornom smysle o uhol <p2 — q>v 

< í / u \ 
s T t/ 

A, 

4 

c 

Ci\ A 

\ ÍJ S*J c/ 

AÍ 

Obr. 54a. Obr. 54b. 

Neeh sú dané dve róznobežky ov o2 s priesečíkom 8. Budeme 
studovat shodnost (ov o2). Obe priřMuky ov o2 tvoria styri duté 
uhly: ^ATSA2, <^A\8A2I ^AXSAF

2J ^ Á\SA\ (obr. 54a až e). 

V obrázkoeh sú označené co oba 
sebe rovné uhly, ktorýeh rameno, 
ležiace v priainke ov přejde v ra-
meno, ležiace v priamke o2 otáča-
ním v kladnom smysle: e sú tie 
dva uhly, ktorýeh rameno, ležiace 
v priamke o v přejde v rameno, le-
žiace v priamke o2 otáčaním v zá-
pornom smysle. V každom pří-
pade je 

o> + e = (3) 

Majme bod A, ležiaci vnútri niektorého z obcch uhlov, označených 
o, napr. vo vnútri <£ A18A2 (obr. 55). Polpriamka 8A rozdělí tento 
uhol na dva ulilý, v obrázku označené cov co2; je teda 

+ = (4) 

A j 
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Ak je A* súmerný obraz bodu A podia osi ox a ak je A' súmerný 
obraz bodu A* podia osi o2, je A' obraz bodu A pri shodnosti (ov o2). 
Uhly ASAV <£ AXSA* sú sú měrné obraz}' jeden druhého podia 
osi ox\ majů oba tú istú velkost cox a spolu tvoria uhol, ktorého vel-
kost je 2COV Zpolpriamlcy 
8A vznikne polpriamka 

otočením okolo S 
v kladnom smysle o uhol 
2o)v Z polpriamky SA* 
vznikne polpriamka SA2 
otočením vkladnom smys-
le o uhol 2coi + co2; tým 
istým otočením v klad-
nom smysle projde pol-
priamka SA2v polpriam-
ku&4' ; teda z polpriam-
ky SA* vznilaie pol-
priamka SA' otočením 
okolo S v kladnom smysle 
o uhol Obr. 55. 

2 (2coi + co2) = 4coi + 2co2. 
Celkom teda z polpriamky SA vznilaie polpriamka SA', ked 

otočíme okolo S najprv v zápornom smysle o uhol 2(ox a potom 
v kladnom smysle o uhol 4a)x + 2co2. Miesto oboch otočení móžeme 
vykonat jediné otočenie okolo S v kladnom smysle o uhol 

(4a)i + 2co2) — = 2 (a>i + co2), 

teda podia (4) o uhol 2co. Tým sine dokázali, že ak bod A leží vnútri 
niektorého z oboch uhlov, označených co v obr. 54, vznikne pol-
priamka SA' z polpriamky SA otočením okolo S v kladnom smysle 
o uhol 2co. Celkom rovnako sa dokáže, že ak A leží vnútri niektorého 
z oboch uhlov, označených v obr. 54 e, vznikne polpriamka SA' 
z polpriamky otočením v zápornom smysle o uhol 2s. Podia (3) 
je však 

2a) + 2e = 2 n, 

a preto otočenie okolo S v zápornom smysle o uhol 2e má ten 
istý účinok ako otočenie okolo S v kladnom smysle o uhol 2co. 
Preto, ak bod A leží vnútri ktoréhokolvek zo štyroch uhlov, tvoře-
ných dvoma róznobežkami ov o2, vznikne bod A' otočením bodu A 
okolo S o uhol 2a) v kladnom smysle. Eahko sa presvedčíme, že to 
isté platí, aj ked bod A leží na priamke ox alebo na priamke o2. Závěr: 
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Ak uhol AX8A2 = co, pričom rameno SAX leží v priamke ov 
rameno SA2 leží y priamke o2, z ramena 8AX v znikne rameno &42 
otočením v kladnom smysle o dutý uhol co; shodnost (ov o2) je 
otáčanie okolo 8 v kladnom smysle o uhol 2 co. 

To platí i v tedy, ked priamky ol9 o2 stoj a na seba kolmo; v tomto 
případe je co = \n9 teda 2 co — n a otáčame o uhol priamy. Teda 
středová sumernost je zvláštny případ otáčania okolo bodu. Celkový 
výsledok článku 12 až 14: Ak sú ov o2 dve rOzne priamky, tak shod-
nost (ox, o2) jo bud posúvanie (ak sú priamky ox, o2 rovnoběžné), 
bud otáčanie okolo priesečíka (ox, o2) obocli rGznobežiek ov o2. 

Možno dokázat, že každá priama shodnost je alebo posúvanie, 
alebo otáčanie okolo určitého bodu 8. Dokazovat to nebudeme. 
Rovnako nobudeme študovat podrobnejšie nepriame shodnosti iné 
ako osové súmemosti. 

Ovičenie. 

\10. Daný A ABC otočte o daný uhol ca (v kladnom alebf Eápornom 
smysle), ak střed 8 otáčania leží a) mimo trojuholníka, b) \ nútri troj-
uholníka, c) vnútri strany BC\ Otáčanie polpriamok SX vykonajte 
pomocou jednej vhodné zvolenej kružnice ($, r). 

111. Opakujte cvičenie 110 tak, že výsledok rotácie nahradíte shodnosťou 
(í>i> 02)» pričom jo ol*s:SA. Ktoró uhly tvovia obe osi oí9 o2? Záleží 
na poradí týchto oaí? (Zvolte bod -Y na osi o t a l ifadajte shodnosti 
(ol9 o2), (o2, oA).) 

2JS 

112. Uhol 2ji S vrcholom S je rozdelený 11a n rovnakých uhlov (pn—~\ 
t ak Vzniká n styčných ulilo v, ktorých ramená prětínajú kružnicu 
k — (S9 r) v bodoch Al9 A2, ..., An . Dokažte: 
a) Mnohouholník AXA2.. .An je vypuklý, jeho strany a uhly sú rov-

naké. (Nazýva sa pravidelným mnohouholníkom.) 
b) V pravidelnom mnohouholníku možno kružnicu opísat i vpísat. 

(Bod S nazýva sa stredom mnohouliolníka, uhol 7 n = <C Au SAk-i 
je středový uhol.) 

c) Pravidelný mnohouholník má n osí (súmemosti), ktoró všetky pre-
chádzajú bodoin S; jeden uhol dvoch susedných'osí je \<fn .Pře n 
nepárne je os určená vrcholom A a bodom S. Pre n párne sú dva 
druhy osí (1) p r i a m k y k S, (2) kolmice spustenó z bodu S na strany. 

d) Možno vykonat n róznych rotácií okolo středu S (s kladnými 
ulilami otáčania cok — kyn ; kde k = 0, 1, 2, . . . , n—1), pri kto-
rých sa nová poloha innohouholníka kryje s póvodnou. 

e) Ktorúkolvek rotáciu možno vytvořit shodnosťou (olf o2), kde ol9 o2 
sú dve vhodné zvolené osi mnohouholníka. Rozhodnite, kolkými 
spósobmi možno použitú rotáciu o uliol cok nahradit shodnosťou 
(©i, ot). 

f) Pretože středová súmernost je shodnost (o,, o2) pre ox JL o29 lahko 
rozhodnete, ktoró pravidelné mnohouliolníky ma jů střed súmer-
nosti. 
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113. Dokážte: Ak o dvochjúsečkách AB, A'B' platí: 
a) AB\\Á'B\ÁB = A'B\ možno jednu stotožniť s druhou posunu-

t í m (zavotTto shodnost (olř o2), kde oA prechádza bodom A). 
b) AB = A'B\ ale nie je ABI/A'B'; možno jednu stotožnit s druhou 

vhodnou ro tác ion? Určte velkost uh!a otáčania z ulila oboeli úse-
čiek AB, A'B'. (Zavedte shodnost {ol9 o2), kde o1 jo os úsečky A A'. 
Čo sa stane, keu je ~ A f t Uvažujte i o případe, ked obe úsečky 
ležia v tej istej priamke.) 

114. Narýsujte rovnoramemiý trojúhelník, ak jo daný vrchol A, uhol a, 
a to tak, aby vrcholy 7?, O základno BCJ lézaly v poradí na dvoeli 
róznobežkách b, c. (I I radaný obrazce i s priamkami b, c otopte okolo 
bodu A o uhol a. Kicsenia móžu byt dve, ani j e d n o alebo ieh je nesčí-
selné množstvo. Kedv kiorý případ nastane? Porovnajte uhol a 
s uhlora oboch róznobežiek a sleduj to polohu bodu .4.) 

14. Úvodně úvahy. Pristúpime k štúdiu pojmu podobnosti, jed-
ného z najdóležitejších pojmov v geometrii. Praktický příklad po-
dobnosti poskytujú mapy. Krajina v skutečnosti a jej obraz na 
mape sú dva podobné útvary; majů ten istý tvar, ale róznu 
velkost. Ak je napr. micrka plánu 1:1 000, je každá skutečná dížka 
1 m znázorněná na mape dlžkou 1 mm. Dížky na pláne sú omnoho 
menšie než dížky v skutečnosti. Ale každé dve v skutečnosti sebe 
rovné úsečky sú aj na pláne sebe rovné. Poměr dížky na pláne 
k dlžke v skutočnosti je pre všetky dížky ten istý, v našom případe 
1 : 1 000; zo skutočnej velkosti dížky dostaneme velkost jej obrazu 
na pláne, ak znásobíme skutočnú velkost číslom 10"3. Naproti tomu 
velkost uhlov je tá i stá v skutočnosti ako na pláne. Napr. dve cesty, 
ktoré sa křižuj ú pod uhlom 60°, sú na mape znázorněné čiarami, 
ktoré sa pretínajú tiež pod ulilom 00°. 

Iný příklad dostaneme, ak narýsujeme na tabuli i v sošite troj-
uholník A ABC so stranami AB = 5, AC = 3, BC = 4, pričom 
na tabuli je jednotkou 1 dm, v sošite 1 cm. Velkost každej strany 
v sošite rovná sa 1/10 velkosti rovnako označenej strany na tabuli. 
Ale uhly pri rovnako označených vrcholoch majů tú istú velkost na 
tabuli aj v sočíte; pri vrchole O máme v našom případe pravý uhol. 

Geometrický pojem podobnosti úzko súvisí s aritmetickým po-
jmom úměrnosti, dokladné prebraným na strednej škole. Máme na 
mysli tzv. priamu úměrnost, o nepriamej úměrnosti nebudeme vóbec 
hovořit, a preto budeme hovořit krátko o úměrnosti. Veličiny 

IY. rODOKNOSŤ 

BV • • • > 

(i) 

(2) 
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sú úměrné, ak všetky pomiMy (zlomky) 

JH 
"I ' A2

 AN (3) 
sú rovnaké. Ak označíme k spoločnn hodnotu čísel (3), platia vztahy 

b1 — kav b2 kav. . . J)n = kan. (4) 

Přechod od čísel (I) k číslam (2) vykoná sa tak, že všetky čísla (1) 
znásobíme tým i stým číslom k, kt-oré menujeme koeíicientom úměr-
nosti. V praxi sú oby čaj ne všetky čísla (1), (2) kladné, preto aj 
koeficient úměrnosti k je kladný; ak je k > L, vzniknu čísla (2) 
z čísel (1) zvačšením, ak je k < I, vzniknú zmenšením; ked k = 1, 
rovná sa každé z čísel (2) číslu (1). Noskoršie sa nám však vyskytne 
aj případ záporného k. Stále však předpokládáme, že čísla (1), (2) sú 
iné ako nula; aj k je rozne od nulv. 

Vraťme sa k pojmu podobnosti. 
^ 'Dva geometrické útvary U, U' sú 

s _ podobné, ked 
/ \ 1. sebe odpovedajuce dížky sú 

H / \ k úměrné, 
r -y- -V- 2. sebe odpovedajuce uhly sú 

/ \ rovnaké. 
* / \ Koeficient úměrnosti dlžok menu-

/ \ jeme koeíicientom podobnosti. Je 
Q Q to kladné číslo k; shodnost je 

ten zvláštny příklad podobnosti, 
Obr. 56. v ktorom k = 1. Pre každú dvoji-

cu d, ď sebe odpovedajúcich dížok 
platí vztah: ď = kd. Keď vymeníme poradie odpovedajúcich si 
útvarov U, U', zostanú podobné, ale nový koeficient podobnosti 
bude l/k; miesto zvačšenia budeme mať zmenšenie a naopak. 

Vykonáme ešte niekolko úvah, ktoré použijeme v článku 16 na 
štúdium podobnosti trojuholníka. Majme bod H, ležiaci na straně 
AB v A ABC. Rovnoběžka r so stranou BC, vedená bodom H, ob-
sahuje bod K na straně AC. Ak je H stredom strany AB, je K 
stredom strany AC a úsečku HK menujeme střednou priečkou 
A ABC, příslušnou k straně BC. 

D ó k a z (obr. 56). Priamka k neprechádza nijakým vrcholom a 
podia Paschovej vety (str. 8) přetne ešte jednu stranu; pretože je 
rovnoběžná s BC, musí přeťat AC. Nech je bod H stredom strany 
AB. Súmerný obraz priamky BC podia středu H je priamka s, ve-
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dená bodom A rovnoběžně * ivriamkami BC, r. Teda (pozři str. 37) 
r je os rovnobežiek BC. a. Z toho plyn i e, že * je súmemý obraz 
priamky BC podia středu K, takže bod A je s úměrným obrazom 
bodu C podra středu K, t. j. K je stredom úsečky AC. 
Ak leží bod H na rameno ^ / i lichoběžníka B<7D, tak rovnoběžka 
r, vedená bodom H, přetne rameuo CD v bode K. Ak bod H jo 
stredom ramena A/?, jo K sírodoiu ramana CD a úsečka HK me-
nujc sa střelnou prieSkoa lichoběžníka. 

D ó k a z (obr 57). Pod Fa pre< lchádz aj ú cej vety priamka r pre-
chádza bodom L vnútri strany AC trojuholníka ABC; tá jetiež 
stranou A ADC, a preto r preehád/a bodom K vndtri strany CD 
tohto trojuholníka. Ak je II stredom úsečky AB, plynio z tej istej 
vety najprv, že L je stredom ú-
sečky AC, a z toho dalej, že K je A 
stredom úsečky CD. 

Ak leží bod II vnútri strany AB, r J i / _ _ 2... 
bod K vnútri straiiv-46f trojuhol- 7 L 
nika ABC a BC, HK sú rovno-
běžky, je 

v-

/ 
AH AK B C 

AĚ ~ ~AČ " (5) o h r• 57-

Dókaz vykonáme najprv za předpokladu, že na lávej straně v (5) 
je racionálno číslo které je, pravda, menšie ako 1, takže r < n. 
(V obr. 58 je r = 4, n = 7.) Úsečku AB rozdelíme bodmi Hv 
H2,...»Hn.x na n rovnakých dielov a vedieme nimi rovnoběžky 
s BC, ktoré pretnú úsečku AC v bodoch Kly K2, .. . , Kn.x. (6) 
Bod H splynie s Hr, bod K splynie s Kr; proto stačí dokázat, že body 
(6) delia úsečku AČ na n rovnakých dielov, alebo že Kx je stredom 
úsečky AK2, K2 je stredom KJÍ.^ . . . , Kn.t je stredom Kn.2C. To 
plynie z predchádzajúcich viet, ak ieh použijeme najprv na AH2K2 
a potom na lichoběžníky HJI^K^K^, H2H^K^K2, . . . , Hn.2BCKn.2. 

Všeobecný dókaz: Dokážeme, že nie je možné, aby neplatilo (5). 
Ked rovnost (5) neplatí, je jeden z oboch pomerov menší než druhý, 
napr. 

AII ^ AK 
AB AC 
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V tom případe musí existovat racionálně číslo k také, že 

AH 7 ~AK . 
- W

< k

' - J ď
> k

 » / \ " < 

alebo u Y - W h j Z \ n 3 

AH < k.AB, AK> Jc.AC. (7) H,/ \ A; 

Ak platí (7), je číslo k l a d n é ^ H$A 
menšie ako 1. Preto móžeme určit \ 
vnútri strany AB bod H0 tak, že 

TJT~ & c 

AH0 = k.AB alebo k. (8) Obr. 58. 
AB 

Rovnoběžka s priamkou BC, vedená bodom H0, přetne stranu AG 
v bode K0. Pretože k je racionálně, plynie z predchádzajúceho dó-
kazu, že 

A K . 
= k alebo AK0 = k.AG. (9) 

AG 

Podia (7) a (8) je AH < AH0i a preto bod H leží vnútri strany AH0 
trojuholníka AH0K0. Pretože priamky HK sú rovnoběžné, leží bod 
K vnútri strany AK0 tohoto trojuholníka. To však nie je možné, 
lebo zo (7) a (9) plynie, že AK < AK0. 

Cvičenie. 

115. V akom pomere sú oba obrazy vzdialenosti dvoch miest A, B, zobra-
zených jednak na špeciálnej mape (mierka 1 : 50 000), jednak na 
pláne s mierkou 1 : 20 000. 

116. Veličiny av a2, az, aA,... sú úměrné veličinám 6X = 1,8; b2 = 1,5; 
b3 = 2,4; 64 = 2,7; určité ich hodnoty, ak viete, že: 

2 
a) koeficient úměrnosti je k = (t. j . On = k.bn); 
b) a9 = 3,6. 
Určité hodnoty dalších veličin bs, &6, ak viete, že as = 6,4, a6 = 4,8. 

117. V obr. 57 přetíná středná priečka HK v lichoběžníku ABGD uhlo-
priečku BD v bode J; je BCJ/AD, ~BC > AD. 
a) Dokážte, že HK = i(BG + AD). 
b) Dokážte, že body na strednej priečke HK sú v poradí HJLK a že 
JL = i ( B C + AD); v ktorej polrovine, vyťatej priamkou HK, leží 
priesečík U oboch uhlopriečok AB, O Dl 
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118. Narýsujte úsečku AB = 9 cm a graficky určité: 
a) úsečku AX = -y- . AB; 

b) vnútri úsečky AB body U, V v poradí AU VB tak, aby platilo 
AU : UV : VB = 5 : 4 : 6. Je úloha možná? 

Tul . LM 
119. Určité graficky velkost úsečky AB = = = ,kde HK, LM, 

* Q 
"AB LM v 

PQ sú dané úsečky. (Utvořte poměr = 

120. V A ABC určité vnútri strany AB bod D tak, aby ="§"a v e d t e 

ním priamku DE//AC, kde E je bodom na priamke BC. Bodom D 
vedte priamku DF/fAE a označte F jej priesečík s priamkou BC. Do-
kážte, že body E, F ležia na priamke BC v poradí BFEC a určité 
velkost úsečiek TŽC, FĚ, ak viete, že BF = 6. 

121. Určité poměr rozmerov hárku normalizovaného papiera, ktorý, pře-
ložený napoly, udává polliárok, ktorého rozměry sú opat v tom istom 
pomere. ( y~iT : 1.) 

15. Podobnost trojuholníkov. 
Trojuholníky A A1B1C1, A A2B2C2 so stranami 

ax = B ^ , b± = AXCV cx = AtBv 

a s uhlami 
a % — Bfpi, 62 — A2C2, c2 — A2B2 

Yl = # Cv 

a2 = A2 p2 = B2 y2 = <£ C2 
sú podobné, čo píšeme 

A A^Gy ~ A A2B2G2, (1) 
ak po prvé 

&2 
(2) 

a po druhé 
<*i = <*2> Pi = P* 71 = 72- (3) 

Pri vyznačení podobnosti (1) třeba dbát na poradie vrcholov 
podobné ako pri vyznačovaní shodnosti. Číslo k je koeficientom 
podobnosti. Základným větám o shodnosti trojuholníkov, ktoré sme 
si zopakovali v článku 9, zodpovedajú základné vety o podobnosti 
trojuholníkov, ktoré sú hlavným obsahom tohto článku. Veta, od-
povedajúca vete IV o shodnosti, je menej dóležitá a nebudeme k nej 

$7 



prihliadať. Budeme mať teda len tri základné vety o podobnosti 
trojuholníkov. Přitom případ k = 1 necháme stranou, lebo nám 
dáva shodnost. Pri dókazoch budeme predpokladať, ž e * & < l , 
pretože případ k > 1 sa prevedie na případ k < 1 jednoduchou 
záměnou oboch trojuholníkov. 

I. Dva trojuholníky sú podobné, ked sa shodujú vo dvoch ulil och. 

Dókaz. Nech' je napr. = a2, (¡i = /S2; máme dokázat, že platí (1). 
Pretože a2 + + yx = a2 + p2 + y2 = ny 
musia platit všetky tri vztahy (3) a zo vztahu (2) stačí odóvodniť 

(4) napr. 

Ked označíme pravú stranu v (4) písmenom A, stačí urobit dókaz 
za předpokladu, že k < 1, alebo že c2 < cv t. j. ^42B2 < AtBv Za 
tohto předpokladu móžeme (obr. 59) vnútri strany A1B1 určit bod 

(5) H tak, že A JI = A2B2. 

AF 
Bodom H vedieme rovnoběžku 

s priamkou i?1C1, na ktorej máme 
bod K vnútri strany A-fi^, a (po-
zři str. 64) 

A^K 

¿¿I 

AXH 
(6) 

V A AyHK máme pri vrchole 
Ax uhol av ktorý podia (3) rovná 
sa a2. V tom istom trojuholníku 
máme pri vrchole H uhol <£ H, 

Obr. 59. ktorého ramená sú súhlasne rov-
noběžné s ramenami uhla <£ Bv 

takže = teda <£ H = podia (3). Pretože platí aj (5), 
máme A AXHK A A2B2C2 podia usu, teda AXK == A2G2. Z toho 

A2G2 A2B2 

Í A ¿ A 
a z (5) súdime, že zo (6) plynie 

čo nie je nič iné ako (4). 

• Dósledok: Ak bodom H vnútri strany A1B1 trojuholníka A1B1G1 
vedieme rovnoběžku so stranou BXGV ktorá přetne stranu A1G1 
v bode K, je A ^ A ^ i sa A AXHK, (7) 
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lebo oba trojuholníky majů pri vrchole A1 ten istý uliol a uhly 
A1B1CV <£ AXI1K majů súhlasne rovnoběžné ramena, takže aj 

tieto uhly sú sebe rovné. 
Poznámka. Pri trojuholníkoch móžeme z rovnosti uhlov usudzo-

vať na podobnost, teda úměrnost stráň. Pii štvoruholníkoch už 
nestačí rovnost vrcholových uhlov, lebo napr. každé dva obdížniky 
sa shodujú v uhloch (všetky uhly obdížnika síi pra vé) a predsa dva 
obdížniky nemusia si byť podobné. Dva n-uholníky sií podobné, 
ak sa shodujú -v uhloch trojuholníky, na ktoré tieto rozdelia uhlo-
priečky, vychádzajúce z vrcholov sebe odpovedajúcich. To jest dva 
n-uhobiíky sú podobné, ak sa shodujú v 2n—4 sebe odpovedajúcich, 
od seba nezávislých a neodporujúcich si uhloch. Dva 4-uholníky sú 
podobné, ak sa shodujú v 8 vrcholových uhloch (štvrtý je od nich 
závislý) a v uhle uhlopriečok, t. j. v 4 uhloch. 

II. Dva trojuholníky sú podobné, ked sa shodujú v jednom uhle 
a ked sú tomuto uhlu prilahlé strany jednoho, umerné prilahlým stra-
nám druhého. 

D ó k a z . Nech je ax = a2 (8) 

a okrem t o h o — = - - - — k. (9) 

Máme dokázat, že platí (1). Stačí vykonat dókaz pre případ, že 
k < 1, teda c2 < cv b2 < bv Potom móžeme (obr. 59) vnútri 

= cx určit bod H tak, že A~H = k.A (10) 
Ked vedieme opat bodom H rovnoběžku HK s priamkou B1CV 

ktorá přetne stranu A1C1 v bode iT, tak pod Ta vety I. bude platit 
(7), takže bude 

AJÍ = A ^ 

a teda podia (10) bude 

= k.AJCv Pretozo = cv ¿ ¡ 5 7 = c2, (11) 

podia (10) a (11) je AXH = kcv AL~xK = kbv teda podia (9) Ajl = c2, 
AXK = b2. 

Teda A AXHK, £\A2B2C2 sa shodujú vo dvoch stranách a podia 
(8) sa shodujú aj v uhle nimi sovrenom, takže podia, sus je 

A AXHK ^ A AJBJ3» 

takže AXHK = <£ A^2C2> t. j. <£AXHK » FIR 

SO 



Na druhej straně ^ A X H K má ramená súhlasne rovnoběžné 
s AXBXCX alebo s uhlom px, takže <£ AXHK = Teda (tx = 
Z toho a z (8) súdime podia vety I, že platí (1). 

III. Dva trojuholníky sú podobné, ked sú strany jednoho úměrné 
stranám druhého. 

D ó k a z . Ked platí (2), máme dokázat, že platí (1). Přitom móžeme 
predpokladat, že k < 1. Vnútri strany A1B1 trojuholníka AXBXCX 
určíme (obr. 59) bod H tak, aby bolo AXH = k.AxBx alebo 
A JI = c2. Rovnoběžka s priamkou AXBX> vedená bodom H, přetne 
stranu A1C1 v bode K. Podia vety I platí (7), a pretože bolo AXH = 
= k.AJSv bude aj AJÍ = k.Á^Cv ÍÍK = k.B¿Tv Podia (2) bude 
teda HK = a2, AXK = 62, AXH = c2, takže 

A AXHK A (12) 
podia sss. Zo (7) a (12) plynie (1). 

Cvičenie. 

122. Kolko nezávislých rovnic představujú zápisy vo výrazoch (2), (3), 
ktoró nám vyjadrnjú vztahy medzi základnými prvkami dvoch po-
dobných trojuholníkov ? Kolko týchto rovnic, pravda, vhodné vole-
ných, nám zaistuje podobnost trojuholníkov? 

123. Máme štyri trojuholníky,o ich uhloch platí (1)a = 40°, p = 80°,y= ?; 
(2) <p = 60°, y = 20°, = ?; (3) c^ = 60°, yx =-§" • ft; (4) <5 = 72°, 

ů = -j^- d, e = ? Názvy vrcholov našich trojuholníkov zodpovedajú 
názvom protilalilých uhlov. Rozhodni te, ktoró dva z našich troj-
uholníkov sú podobno; odóvodnite! 

124. Dané sú trojuholníky ABC, A'B'C': 

a = = 70°; a ' = -§", 6' = — / = 70°-

b) a = 6, b = 8, c = 9; a ' = 5 , b'= 6-|- , c' = 7J. 
Rozhodnite, či sú podobné. 

125. Dokážte: 
a) Či sú v rovnoramenných trojuholníkoch uhly proti základniam 

sebe rovné, ked sú trojuholníky podobné. 
b) Každé dva rovnostranné trojuholníky sú podobné. 

126. a) Určité podmienky podobnosti dvoch obdížnikov. 
b) Každé dva štvorce sú podobné. Čo súdite o dvoch pravidelných 

trojuholníkoch ? 
c) Dva podobné obdlžniky majů spoločnú stranu velkosti 15, obvod 

jedného je 36. Určité obvod druhého! 
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117. Daný je trojuholník ABC, kde a = 4,8, b « 6, c * 7,2. Zvolte stra-
nou úsečku A'B' velkosti 0,4 a sostrojte A A'B'C', podobný trojuhol-
níku ABC. Správnost konstrukci o odóvodnite. 

128. O výškách trojuholníka ABC platí: 
L . _L J _ 

• Vg • t'3 ~ a ' b 1 c ' 
(Úvahu vykonajte zvlaŠt pro trojuholník a) ostrouhlý, b) pravoúhlý, 
c) tupouhlý.) 

129. Použitím podobnosti dokážte poučky o strednej priečke trojuholníka. 
130. A19 Blf C1 sú středy stráň ax, b19 cx trojuholníka ABC. 

a) Dokážte, že platí A ABC ^ A A^fix. 
b) Označte T priesečík priamok AAJ9 BBV Tu platí A ^A1Bl to 

A TAB. Konstanta podobnosti A; — £ a deliaci poměr (AXAT) 
rovná sa —J. Dokážte z toho: Tažniee ÁAlf BBlt CCX v trojuhol-
níku ABC pretínajú sa v bode T (ťažisko). 

16. Vety Euklidové a veta Pytagorova. 

V obr. 60 máme pravoúhlý A ABC s pravým uhlom pri vrchole C. 
Zavedieme obyčajné označenie přepony, odvesien a uhlov; 

c = AB, a = BC, b = AC, a = BAC, 0 = <£ ABC. 
Vieme, že oba uhly a, /3 sú ostré. Z toho plynie, že plita P kolmice, 
spustenej z bodu G na priamku AB, padne do vnútra přepony a 
rozdělí přeponu na dve úsečky: 

cx — BP (úsek přepony prilahlý odvěsně a) 
c2 = AP (úsek přepony prilahlý odvěsně b). Je pravda 
cx + c2 = c (1) c 

Úsečka 
v = CP 

je výška pravoúhlého A 
ABC. 

Ak dva pravoúhlé troj-
uholníky sa shodujú v jed-
nom ostrom uhle, sú podob-
né, lebo sa shodujú aj v pra- ' 
vom uhle. Toho použijeme 
na pravoúhlé A AGP, A BCP; prvý z nich má s daným A ABC spo-
ločný uhol a, druhý uhol /?. Oba tieto trojuholníky sú podobné s pó-
vodným a teda aj medzi sebou, t . j. 

A GBP oo A ABC, (2) 
AACPa A ABC, (3) 
ACBPoAAGP. (4) 
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Z podobností (4) a (3) plynie ~ z čoho máme 

ab — cv (5) 
alebo a2 = ccv (6) 

c v b Z podobnosti (4) a (2) plynie y = ^ = — , 

z čoho máme opat (5) alebo b2 = cc2. (7) 

v c 
Z podobnosti (4) plynie cSte — = —- alebo v2 = cxc2. (8) c2 v 
Podia distributívneho zákona je ccx + cc2 = c(cx + c2), čo sa rov-

ná c2 podia (1). Teda zo (6) a (7) plynie sčítáním 
a2 + 62 = c2. (9) 

Vzorec (5) dá sa jednoducho odvodit zo známého vzorca pře 
plochu trojuholníka; obe strany vyjadrujú dvojnásobnú plochu 
A ABC, a preto sa sebe rovna jú. Právě tak vzorce (6) až (7) dajú sa 
vyslovit pomocou plóch obdížnikov a štvorcov; urobte tak! Vzorce 
(6), (7), (8) sú vety Euklidové, vzorec (9) vyjadřuje vetu Pytagorovu. 

Obrátenie vety Pytagorovoj. Ale medzi stranami a, 6, c trojuholníka 
platí vztah (9), je trojuhobiík pravoúhlý 3 přeponou c. Lebo iste 
móžeme sostrojit pravoúhlý trojúhelník, ktorého odvěsny rovnajú 
sa stranám a, b daného trojúhelníka. Pretože (9) platí pře daný troj-
uhohiík i pre pravoúhlý trojuholník, shoduj 11 sa oba trojuholníky 
vo všetkých stranách, sů shodné a daný trojuholník je pravoúhlý. 

Cvičenie. 

131. a) Vyslovte Euklidové vety a vetu Pytagorovu použitím obsahov 
obdížnikov a štvorcov. 

b) Ako premeníto použitím Euklidových viet obdížnik MNPQ 11a 
štvorec s rovnakvm obsahom (levadratúra obdlžnika). 

c) Vo vzorci (8) zvolte: (1) cx 2, c2 = 1 (obr. 60), (2) c t
9 = 3, 

c2 = 1; (3) cx == 5, c2 -- 3 a, určité graíickv hodnoty odmocnin 
VT, VT, Vis. 

d) CviČenie 131 e) riešte použitím vzorca (6). 
e) Narýsujte štvorec HSKL, MNPQ a určité štvorec ABGDf ktorého 

obsah sa rovná súčtu obsahov daných štvorcov. 
132. V akom pomere sú strany trojuholníka ABC, v ktorom je a) a = 45°, 

y = 90°?; b) a — 30°, y = 90°? [1 : VT s 2] 
133. V akom pomere je výška a strana rovnostranného trojuholníka (pozři 

cvič. 132 b)? 
134. Rozhodnite, či trojuholník, určený, troma stranami a) 3, 4, 5; b) 3,5,6; 

c) 5, 12, 13; d) 4n, 4n2—1, 4w2-f-l je pravoúhlý. 
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135. a) Rovnoběžník s uhlopriečkami 5, 12a ao stranou 6,5 je kosoštvorec. 
Dokážte: 

b) Akó podmienky mnsia splňoval' uliloprieěky c, / a strana a v rovno-
běžníku ABCD, aby to hol Uosoštvoroe? 

136. V A ABC j e I 5 - ~A<\ Ak jr 7i7i 13, liC =--- 10, určité poloměr r 
kružnice, opísanej trojuholníku. (Ak je střed kružnice E stredom 
strany BC, je r = J .BC. Piv A A EB použité vzorec (6). Čo viete 
o střede kružnice, opísanej pravoúhlému trojuholníku AEB1) 

137. ABCD je štvorec so stranou a; na polpriamke AB loží bod E tak, že 
AE = AC. Ak je P patou kolmice, spustenej z bodu A na priamku 

_DE9 dokážte, že bod P je v polrovine ACD a že IXĚ = 2 . 5 F . (Určit© 
AĚ, DE a pre trojuholník DEA použita vzorec (6).) 

138. Ak je v trojuholníku A HO <£ C li a v 1, je c2 = - j p Dokážte 

odtial geometricky, že súčet -f — č í s l a cx > 0 a jeho prevrátenej 

hodnoty je vždy váčší než 2 alebo rovný 2; dókaz vykonajte a j 

výpočtom. Kedy je cx + = 21 (Porovnajte výsku s polomerom 
opísanej kružnice. Pozři obr. 60.) 

17* Goniometria ostrého uhla. 
Slovo goniometria je gréckeho póvodu: gony — uhol, metrein — 

merat, teda nauka o meraní uhlov. Keď je daný ostrý uhol a, mó-
žeme sostrojit pravoúhlý A ABC s uhlom a pri vrchole A a s pra-
vým uhlom pri vrchole C (obr. 61). Strany trojuliolníka označme 
ako obyčajne a = BC, b = AC\ c = AB, a utvořme poměry 

a b a b 
c ' c 9 b ' a (1) 

ť 

A 

B' 

Á 

Obr. 61. 
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Ak miesto trojuholníka A ABC vezmeme iný A A'B'C s pravým 
uhlom při C' a uhlom a' = a pri A' (přitom uhly a, a' alebo splynú 
alebo nesplynú, ale rozhodne sa sebe rovnajú), ktorélio strany ozna-
číme ď = WC7, b' = IPČy, c' = AŽW9 budeme miesto (1) mať po-
měry 

a' b' a' b' 
— } — ' — 7 — » — T ~ , — ' 7—• 

c c b a (2) 
Z rovnosti uhlov a = a', G = C" plynie podobnost A ABC cn 
co A A'B'C'. Ak je k koeficient podobnosti, je ď = ka, b'=kb, 
c' = kc, a preto poměry (2) rovnajú sa pomerom (1). Inak povedané, 
poměry (1) sú čísla, ktorých hodnoty sú závislé len od velkosti 
uhla a, alebo sú funkciami velkosti uhla a, krátko funkciami uhla a. 
Slovo funkcia poznáte zo strednej školy. Spoločný názov všetkých 
štyroch funkcií je goniometrické íunkcie. Pre jednotlivé z nich 
máme tieto názvy: 

— t . j. poměr protilahlej odvěsny k prepone menuje sa sinus uhla a, c 

— , t. j. poměr prilahlej odvěsny k prepone menuje sa kosinus uhla a, c 

t. j. poměr protilahlej odvěsny k prilahlej odvěsně menuje sa 

tangens uhla a, 
— , t. j. poměr prilahlej odvěsny k protilahlej odvěsně menuje sa 

d 
kotangens uhla a. 

Obyčajne používáme skratky: 
a . b a ^ b — = sin a, — = cos a, —r- = tg a, — = cotg a. c c o & 

Pre každý ostrý uhol a je sin a, cos a, tg a, cotg a určité kladné 
číslo. Pretože přepona c je vždy dlhšia ako ktorákolvek z odvesien 
a, 6, máme pre každý ostrý uhol a: 

sin a < 1, cos a < 1. (3) 
Pre funkcie tangens a kotangens neplatí nijaká obmedzujúca pod-

/ a\2 i b \2 

mienka.ZPytagorovej vety a2-f&2 = c2plynie í — ) + f — J = 1, 
teda pre každý ostrý uhol a platí dóležitá identita (alebo totožnost) 

(sin a)2 + X005 a)2 = 1, 
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ktorá sa však obyčajne píše bez zátvoriek takto: 
sin2 a + cos2 a = 1. 

cotg a — 

a = 

tga 
sin a 
cos a 

tg a = —-—, cotga 

cotg a = cos a 
sin a 

(4) 

(<r>) 

(0) 

/a 

Obr. 62. 

Správnost týehto identit je jasná. 
PodrobnejSie budeme študovat 
goniometrické funkcie v drubej 
triede, kde jednak rozsírime defi-
níciu goniometrických funkcií li-
hlo v tak, že definovat sa budú 
všetky uhly, nie ako doteraz len 
ulily ostré, a dalej budeme defi-
novat aj goniometrické funkcie 
čísla (nie uhlov), ktoré sú dóleži-
té vo fyzike. 

Kedsú a, /? dva ostré uhly pravoúhlého A ABC (obr. 62), vieme, 
že a + P = -y- alebo a + P = 90°. Hovoříme, že a, /? sú dva doplň-
kové uhly. Odvěsna, protilahlá k jednému z obocb uhlov a, /?, je zá-
roveň prilahlou k druhému. Z toho plynie: Ak sú a, (3 dva doplňkové 
uhly, je 

sin P = cos a, cos P = sin a,tgf} = cotg a, cotg p = tg a. (7) 

Předpona ko- v názvoch kosinus, kotangens pochádza z latinského 
slova complementum — doplnok. 

Ak sa zváčšuje ostrý uhol a, 
zváčšujú sa aj čísla sin a, tg a, ale 
čísla cos a, cotg a sa zmenšujú. , 

Dókaz (obr. 63). Zvolme si lu-
bovolnú úsečku HK a v bode K 
veďme polpriamku KX kolmo na 
HK. Pre každú polohu bodu X 
nech je <x=uhol KHX, takže cos a= 

a 
r v 

\ 

\ 
\ 

HK 
HX 

, cotg a — HK 
KX 

K 

Obr. 63. 
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Ák sa zváčšuje uhol a, zváčšuje sa KX, takže cotg a sa zmenšuje. 
Súčasne (pozři str. 31) zváčšuje sa aj HK, takže cos a sa zmenšuje. 
Pri zmenšovaní a naopak zváčšuje sa cos a i cotg a. Nech je teraz /? 
doplňkový uhol k a. Kcd sa zváčšuje a, ¡3 sa zmenšuje, teda sa 
zváčšuje cos (}, cotg $ a podia (7) zváčšuje sa sin a, tg a. 

CviČenie. 

139. Čo súdite o troju hol níkoch ABC, AXBXCX, o ktorých platí: c = 10, 
P -•= 35°, y — 90 '; cx 12, aiL 55°, yx = 90°? 
a) Je nějaká súvislost nioclzi stranami oboeh trojuholníkov ? 
b) Vypoeítajte bod noty goniometrických funkci! nhlov a, a v Akú 

súvislost očakávatc mcdzi výsledkami? 
140. Narýsujte A A BC, ak jo dané 9, BC « 6 ,y = R. 

a) Úhlomorom zrnerajte uhlv a, p (kontrola!), vypoeítajte přeponu 
AB. 

b) Vypoeítajte hodnoty goniometrických funkci! oboch uhlov a, p. 
Koíko jo to róziiycli čísel V K toró z vypočítaných fiuikčných hod-
nót sú navzájom rovné? 

141. V obr. 63 jo <£ HKX_~~ li, av < a2 a proto fix > p2; zvolte UK = 1 
dm. Viete, že je KX x < KX2 a ÍlXx < HX2. Dokažte opat ako 
v texte, že platí tg a t < tg a2, sin ax < sin aa, cotg ax > cotg a%, 
cos a t > cos «2. Vyslovte větou! 

142. Graficky móžemo sos tavit tabulky hodnóťgoniornetrických funkcií po-
užitím pravoúhlých trojuholníko\r. ktorýeh jednu stranu zvolíme tak, 
aby sa rovnala jednotko merania (na jlepsie 1 dm). Na obr. 64a a obr. 64b 
sú takéto troj uhol niky naznačené; vysvětlíte a graficky určité tabulky 
hodnot funkcií uhlov a 10°, 20°, . . . , 80' (merajte na mm presne; 
pro uhly a < 60° narýsujte obr. 64a tak, že AC=2 cm a za jednotku 
merania voTte 2 cm). 

6 

143. Pomocou obr. 64a dokážte, že funkcie tg a, cotg a ostrého uhla a móžu 
nadobudnúť ktorúkoívek kladnú hodnotu. Podobné pomocou obr. 64b 
dokážte, že funkcie sin a, cos a ostrého ulila a móžu nadobúdať ktořú-
kolvek kladnu hodnotu menšiu než jedna, t . j . 0 < sin a < 1, 
0 < cos a < 1. Dokážte! 
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144. Určité graficky veTkosť ulila co, ak je: a) sin co «= 0,46; b) ty a> « 

= 2,5; 0,52; c) cos a> = 0 , 7 ; I J ; d) cotg co = 2 ]/T, 0,29. 
3 

145. Srovnajte podia velkosti uhly e, y, pre ktoré platí: (Použité výsle-
dkov cvič. 141, velkost uhlov neurčujte.) 
a) tg e = 1,75, tg <p = 0,36, tg y> - 2; 
b) co« v = 0,3, cos c = 0,58, cos cp 0,99$; 
c ) tg e = 0,36, cotg ip = ty 9 )« \ f2 ' . 

146. a) Na základe výsledkov cvič. 132 vyjádříte presno hodnoty gonio-
metrických funkcií uhla 30 , 45°, G0C a v y p o č í t a j í ieli přibližné 
hodnoty na tri desatinné miesta.. 

b) Na základe výsledkov cvič. 143 o verte si správuost vzoreov (4—7), 
ktoré platia identicky pre 0° < a < 90°. 

147. Odhadnite velkost uhla to v cvič. 145 použitím hodnot* funkcií uhla 
30°, 45°, 60°. 

148. Udaj te pomocou hodnót funkcií uhlov 30°, 45°, 60° medze, v ktorých 
ležia hodnoty goniometrických funkcií uhlov 20 \ 40°, 50°, 70°. 

149. Pre každý ostrý uhol a platí: 
a) sin a + cos a > 1; 
b) (sin a — cos a)2 < 1; 
c) ty a + cotg a ^ 2 (kedy platí rovnost?). 
(V cvičení a), b) použité obr. 64a, v cvič. c) použité výsledok cvič. 138.) 

150. Viete, že danej hodnotě goniornetrickej funkcio prisl lícha jediný 
03trý uhol. Čo z toho súdite o ostrých uhloch <p, co, o ktorých platí 
a) sin co — cos <p; b) tg(R— co)= cotg <p\ v) cotg (45°— o) ty(45°-f <p)i 

4 5 1 
d)tg co^—jr-; tg tp —g~;e) cotg co i ]/T;cotg ]/~5?>;f) sin co== 

3 2 3 1/Y 5 VT = -j-; sin q> = -3-; g) cos co = —» i_; cos <p « 

151. Upravte výrazy s použitím vlastností funkcií a) sin 72° -f tg 75° — 
— cos 18° — cotg 15°; b) sin2 15° + sina 75°; c) tg 560.cotg 34°; 
d) cos (30° — a) + tg 60°. tg 30° — $m(60° -}- a) (pre ktoré a má tento 
výraz význam ?). 

152. Bez počítania velkosti uhla a určité hodnoty ostatných funkcií tohoto 
3 V F 12 3 y~2~ 

uhla, ak viete, že je: a) sin a = —j-;—-jj-;b)co«sa ="13"; 5—5 

w u v— * 5 3 VT c) tg a = — ; V 3 ; d) cotg a ; — 

18. Tabulky goniometrických fúnkcií. 

Hodnoty goniometrických funkcií sú vypočítané a sostavené do 
tabuliek. Stručné opíšeme tabulku na štyri desatinné miesta za-
okrúhlených hodnót goniometrických funkcií tých ostrých uhlov, 
ktoré sa rovnajú celému počtu stupňov alebo sú o 10, 20, 30, 40, 50 
mírnit. váčSie. Tabulka je na dvoch stranách. Eavá strana udává 
sinus pře ostré uhly menšie ako 45°. Každý riadok odpovedá urči-
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tétaU počtu stupňov. V prvom riadku udává sa počet minút. Žá-
hlavie (prvý ríadok) a riadky odpovedajůce 25, 26, 27, 28, 29, 30 
stupftom sú: 

sin 0° x 45° 
0' 10' 20' 30' 40' 60' 60' 

25° 0,4226 0,4253 0,4279 0,4305 0,4331 0,4358 0,4384 
26° 0,4384 0,4410 0,4436 0,4462 0,4488 0,4514 0,4540 
27° 0,4540 0,4566 0,4592 0,4617 0,4643 0,4669 0,4695 
28° 0,4695 0,4720 0,4746 0,4772 0,4797 0,4823 0,4848 
29° 0,4848 0,4874 0,4899 0,4924 0,4950 0,4975 0,5000 
30° 0,5000 0,5025 0,5050 0,5075 0,5100 0,5125 0,5150 

Podia toho napi. sin 27°40' = 0,4643. Pretože sin a je pre každý 
ostrý uliol menší než 1, máme vo všetkýeh prípadoch pred desatin-
nou čiarkou nulu. (Táto nula sa pre stručnost v niektorých tabul-
kách uvádza len pri tých uhlocli, ktoré sú násobkami 5°, napr. 
sin 25° = 0,4226; sin 30° = 0,5000; ak je nad poslednou číshcou 
vodorovná čiarka, znamená to, že zaokrúhlenie je vzostupné, že 
skutočná hodnota je oniečo menšia.) 

Vieme, že ked zváčšíme a, zváčší sa aj sin a. Dá sa dokázat, že pri 
malých zváčšeniach je zváčšenie čísla sin a přibližné úměrné zváč-
šeniu ulila a. Toto móžeme použit na tzv. interpoláciu (to je latinské 
slovo, ktoré znamená vsunutie). Pomocou interpolácie určíme napr. 
sin 27°12' takto: 

Podia tabuliek je sin 27°10' = 0,4566; sin 27°20' = 0,5492; na 
zváčšenie uhla a o 10' připadá zváčšenie čísla sin a o rozdiel 
0,4592 — 0,4566 alebo 26.10"4, z toho připadá na zváčšenie o 1' 
přibližné 2,6.10-4, teda na zváčšenie o 2' přibližné 5,2.10"4, za-
okrúhlene 5.10"4 alebo 0,0005. Pretože 0,4566 + 0,0005 = 0,4571, 
je sin 27° 12' = 0,4571. Podobné určíme napr. sin 27°17/. Pre po-
hodlnú interpoláciu sa v tabulkách udává okrem hodnoty sin 26°50' = 
= 0,4514 ešte hodnota sin 26°60' = 0,4540, která sa opakuje v na-
sledujúcom riadku, lebo 26°60' = 27°. 

Na následujúcich stranách tabuliek sú hodnoty tg a pre ostré 
uhly, a to na lávej pre menšie než 45°. Aj tieto hodnoty sú menšie 
než 1; lebo k uhlu a < 45° máme doplňkový uhol ¡3 > 45°; proti a 
je odvěsna a, proti je odvěsna b; ale proti váčšiemu uhlu leží 
váčšia strana, takže 6 > a; pretože tg a = a : b, je tg a < 1. Ob-
dobné usúdime, že hodnoty tg a ulilo v a > 45° sú váčšie akó 1; 
tieto sú na právej straně tabuliek. Interpolácia deje sa podia tých 
zásad, ako pri funkcii sinus a netřeba ju tu preto uvádzat; pomocou 
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interpolácie určíme napr. tg 35°14' = 0,7063. Právě tak pri popise 
druhej stránky tabuliek nebudeme hovořit o interpolácii. 

Tabulky hodnot sin a sú zároveň tabulkami hodnot cos a a po-
dobné tabulky hodnot tg a su zároveň tabulkami hodnot cotg a. Ale 
pre tieto hodnoty platí záhlavie dolu a příslušný počet stupňov 
udává pravý krajný štipec. Hodnoty čísla cos a pre uhly a > 45° 
sú zase menšie než 1; rozdiel proti predchádzajňcim prípadom je len 
v tom, že pri zváčšení ulila a číslo cos a sa zmenšuje. Hodnoty 
cotg a pre uhly a < 45° sú váešie než 1 a pred desatinnou čiarkou už 
nie je nula. Záhlavie (posledný riadok) a riadky, odpovedajúce 
počtu stupňov 12, 13, 14, 15, sú tu: 

3,4874 | ! 3,5261 3,5656 3,6059 3,6470 3,6891 3,7321 15° 
3,7321 3,7760 3,8208 3,8667 3,9136 3,9617 4,0108 14° 
4,0108 4,0611 4,1126 4,1653 4,2193 4,2747 4,3315 13° 
4,3315 4,3897 4,4494 4,5107 4,5736 4.63S2 4,7046 12° 

60' 50' 40' 30' 20' 10' 0' r 

cotg 0° x 45° 

Podia toho je napr. cotg 13°20' = 4,2193. 
Hodnoty cos a, cotg a uhlov a > 45° sú na lávej straně a uhlov 

a < 45° na právej straně; lebo, ak je ostrý uhol a váčší než 45°, je 
doplňkový uhol a menší než 45° a hodnoty goniometrických funkcií 
uhla a vyjadrujú sa pomocou hodnot goniometrických funkcií uhla 
a menšieho než 45° na základe vzorca (7) článku 18. Posledný riadok 
a posledný štipec na oboeh stranách tabulky ulahčujú praktický 
postup. 

Viete, že podia tabulky druhých mocnin móžeme počítat nielen 
druhé mocniny, ale aj druhé odmocniny. Podobné podia tabulky 
goniometrických uhlov móžeme nielen počítat hodnoty gonio-
metrických funkcií daného ostrého uhla, ale aj počítat, čomu sa 
rovná ostrý uhol a, ak je známa hodnota niektorej eho gonio-
metrickej funkcie. Přitom třeba najprv uvážit, či uhol a bude menší 
alebo váčší než 45° podia toho, že: pre uhol a < 45° je sina < 0,7071; 
cosa> 0,7071; tg a < 1; cotg a > 1; pre uhol a > 45° je to naopak. 

Daná hodnota goniometrickej funkcie obyčajne nebude priamo 
v tabulke, ale bude medzi dvoma hodnotami, vyskytujúcimi sa 
v tabulke. Ak vezmeme z nich tú, ktorá je bližšie danej hodnotě, 
dostaneme hodnotu uhla a, zaokrúhlenú na 10'; v praxi to postačí. 
Móžeme však určit aj hodnotu uhla a, zaokrúhlenú na minúty po-
mocou interpolácie. Vysvetlíme si to na příklade: 
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Určité ostrý uhol a, ak je dané tg a = 2. V tabulke nájdeme 
k číslu 2 najbližšie hodnoty tangenty: tg63°20' = 1,9912, tg 63°30' = 
= 2,0057. Druhá hodnota je bližšie číslu 2, preto a' = 63°30', presne 
na desiatky minut. Ak chceme zistit uhol a s presnostou minút, 
vyjdeme od najbližšej nižšej hodnoty: tg 63°20' = 1,9912. Rozdiel 
medzi touto a nasledujúcou tabulkovou hodnotou tangenty je 
145.10'4. Z toho připadá na jednu minútu rozdiel 14,5.10'4; rozdiel 
medzi číslami tg 63°30' = 1,9912, tg a = 2 je 88.10'4; je teda při-
bližné šestkrát váčší, čo zodpovedá 0 minutám; teda uhol a je asi 
o 6' váčší ako 63°20\ t. j. a = 63°2(>' presne na minúty. 

Cvitenie. 

153. Určité hodnoty goniometrických funkcií uhla: a) a = 18°36/; 
b) f} = 73°48'; c) y = 58°7'. Správnost výsledkov si aspoň zhruba 
overte použitím vzorcov (4)—(7) z odseku 18. 

154. Určité ostrý uhol a, ak je dané: a) tg a = 0,6; 1,70; b) sin a == 0,32; 
5 7 0,7999; c) cotg a — 1,6; — ; d) cos a = 0,81; 

155. K danej hodnotě funkcie určité příslušný ostrý uhol a: a) tg 2a = 1,44; 
b) tg (2a + 10°) = 2,66; c) cotg (49° — a) = 1,542; 
d) sin (3a + 12°) = 0,7; e) sin (2a — 5°18') = 0,533. 
Vykonajte najprv odhad uhlov a na základe danej hodnoty gonio-
metrickej funkcie; napr. z rovnice tg (3a — 15°) = 1,84 plynie, že 
60° < 3a — 15° < 90°, 15° < a < 35°. 

19. Použitie goniometrických funkcií. 
Goniometrické funkcie vyjadrujú vztah medzi uhlamiadlžkami; 

preto sa používajú vo všetkých úlohách, v ktorých sa má vypočítat 
velkost nejakej vzdialenosti na základe velkosti nějakého uhla alebo 
obrátene, velkost nějakého uhla na základe velkosti nejakej vzdia-

lenosti. Takéto uhly sa vyskytujú 
v teórii i v praxi. V tejto triede 
obmedzíme sa na také úlohy, 
v ktorých sa lahko nájde pomocný 
pravoúhlý trojuholník, potřebný 
na riešenie úlohy. 

P ř í k l a d : Z okna, ktoré je 8m 
nad zemou, vidíme vrchol veže 
vo výškovom uhle 50°, pátu v hlb-
kovom uhle 14°. 

a) Aká vysoká je veža? b) Ako 
daleko je dom od veže? c) Ako by 

Obr. 65. sa změnil híbkový a výškový uhol, 
keby bolo okno 20 m nad zemou? 
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Riešenie (obr. 65): Označíme: O okno, V vrchol veže, P patu veže, 
H to miesto veže,fetoré je v takej vvske ako okno, takže HP = 8 m. 
Ďalej označíme a = 50°, ft — 14° oba namerané uhlv, a predpokla-
dajme, že boly odmerané presne na stupně. ÍXilej predpokladajme, 
že výška okna 8 m (presnejšie toho micsta v okno, z ktorého boly 
merané uhlv a, ft) bola určená presne na decimetre. V pravouhlom 
A HPO poznáme odvěsnu flP = 8 m (volím? 1 m za jednotku 
dlžky) a protilahlý uhol ft. Na riešenie úlohy li) máme nájst druhů 
odvěsnu 7/0. Použijeme tii funkciu, ktorá vvjndruje vztah medzi 
hladanou dížkou HO a danými veličinami IIP, ft: 

JJQ 
= HO = 8 cotg ft. 

Z tabuliek nájdem?, cotg ft = 4,0108, teda //flT== 32,0864. Pretože 
však uhol ft bol presne zmeranv na stupně, viem? o jeho velkosti len 
tolko, že ft < 14°30', ft > 13°30' a preto o čísle cotg ft vieme vlastně 
len tolko, že cotg ft < 4,1653, cotg ft > 3,8667 a okrem toho v rov-
nici HO — 8 cotg ft prvý činitel' r a la voj strano nemusí sa v sku-
točnosti presne rovnat 8, ale vieme o ňom h n tolko, že je: 

váčší než 8 ; menší než 8 + 1 
20 ' 1 20 

Preto o čísle HO vieme len tolko, že je: 

váčšie než ^8 — - ^ . 3 , 9 6 6 7 ; menšiencž^ 8 + . 4,1653, 

alebo že je zaokrúhlene: menšie než 33,53, vačšie než 30,74. Preto 
z vypočítanej hodnoty použijeme len nespomťi prvú číslicu a pri-
bližnú hodnotu nasledujueej číslice TÍÓ ~ 32. Odpověď na otázku 
b) teda bude: Vzdialenost od domu k věži je 32 m. Odpoved na 
otázku a) vyžaduje výpočet dížky VH. V pravouhlom A V HO 
poznáme odvěsnu HO = 32 a prilahlý uhol ft. Je teda 

VH = = tg a, VH = 32'.fgr a, 
HU 

pričom nemá smysel počítat VH presnejšie ako na metre. V tabul-
kách nájdeme tg a = 1,1918, teda VH = 38. Pretože 38 + 8 = 46, 
odpoved! na otázku a) bude: Výška veže je asi 46 m. 

Na špeciálnej mape s miorkou 1 : 75 000 vrstevnice svahu s kó-
tami 200 m a 400 m sú vzdialené 8 mm; kolko stupňové stúpanie 
má svah? Na špeciálnej mape 8 mm je v skutočnosti 600 m. Táto 
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vzdialenost — označme ju d — je vodorovnou odvěsnou v pravo-
uhlom trojuholníku, ktorého přepona c je spádnieou svahu a rozdiel 
kót vrstevnic b = 100 m je druhou odvěsnou. Ak označíme uhol 
stúpania a, je ty a = 0,3333. Z tabuhekvyhladáme a = 18°26'. 

a 
Ako sme už povedali, podobné úlohy budeme preberať až v třetej 

triede. Už teraz však bude užitočná poznámka, týkajúca sa ryso-
vania uhlov danej velkosti. Také-

& to uhly rýsovali sme doteraz po-
mocou uhlomerov. Omnoho pres-
nejšie narýsujeme uhol danej vel-
kosti pomocou tabulky funkcie 
tangenty. Ak máme narýsovat 
napr. uhol a = 27°,nájdemev ta-
bulkách, že tg 27° = 0,5095. Ak je 
polpriamka VA jedno rameno 
hTadaného uhla a, zvolíme si (obr. 

Obr. 66. 66) bod A tak, ž e T Z = 5 cm. Na 
kolmici, vztýčenej na priamku VA 

v bode A, určíme bod B tak, aby bol a = AVB. Na to je třeba, 

aby bolo tg a = —^eda = 5.tg a v centrimetroch, to jest 

BA — 2,5475 cm. Túto dížku nanesieme pomocou lineára čo naj-
presnejšie; tým určíme polohu bodu B a dostaneme a = <£ BVA 
omnoho presnejšie, než pomocou uhlomera. Volili sme VA = 5 cm, 
čo, pravda, nie je podstatné; ale volba malej úsečky VA viedla by 
k nepresncj konštrukcii a volba privelkej úsečky VA viedla by 
k tomu, že by sa bod B nenachodil v sošite. Pri velkom uhle a vo-
líme V A o niečo menšie než 5 cm; napr. pre a = 80° volíme VA = 1 
cm; pretože podia tabuliek je tg 80° = 5,0713, bude AB = 6,07 cm. 
Ak máme narýsovat uhol tupý, narýsujeme najprv ostrý uhol, 
ktorý je k nemu vedlajší. 

GviČenie. 

156. V A ABO je C = ič. Určité ostatné strany a uhly, ak je dané: 
a) a = 48 cm; c = 60 cm; b) — 15 m, 6 = 20m; c) c = 2,7 m 
a = 63°17'; d) a = 6,1 dm; a = 39°45'; e) b = 7,6; 0 = 73°26'. 

157. V kvádri o rozmeroch a = 6,5 cm, b — 3,7 cm, c = 12,6 cm určité: 
a) velkost všetkých stěnových uhlopriečok a telesovó uhlopriečky, 
b) ulily, ktoré tvoří telesová uhlopriečka so stěnovými ulílopriečkami, 

ktoré majů s ňou spoločný krajný bod; 

72 



o) uhly, ktoré tvoří jedna telesová uhloprieoka s troina ostatnymi tě-
lesovými uhlopriečkami; 

d) obsali obdížnika, v ktorom rovina q, položená hranou a, pret ína 
povrch kvádra, ak jej uhol s podstavnou rovinou (a, b) je co = 36 

158. Určité polovičný obvod pravidelného n-uholníka, ktorý je kružnici 
(S, r = 1) a) opísaný, b) vpísaný. Číselné výpočty vykonajte pre 
n = 6, 12, 24, 48, usporiadajte výsledky podía velkosti a povedzte 
výsledek svojho pozorovania. 

159. Pozorovací balón B vznáŠa sa nad vodorovnou krajinou právě nad 
miestom P. Balón je ožiarený lúčmi světlometu S, ktoré s vodorovnou 
(horizontálnou) rovinou tvoria výškový uhol <7 — <£ PSB = 47°. 
Horizontálna vzdialenost SP svetlometu a balóna je 3,5 lan. Určité 
výšku balóna nad krajinou a jeho vzdialenost od svetlometu. (Výš-
kový uhol a balóna B v pozorovacom mieste S má jedno rameno SB 
a druhé rameno SP je vždy vodorovné a leží vo svislej (vertikálnej) 
rovino, položenej ramenom ŠB.) 

160. Pod ktorým hlbkovým uldom (jedno jeho rameno je vždy vodorovné) 
vidieť s vrcholu veže 60 m vysokoj predmet, ktorý leží na zemi v ho-
rizontálnej rovině paty veže, ak je od veže vzdialený 96 m? 

161. S vrcholu kopea, ktorý jo 75 m nad vodnou hladinou, vidieť presne 
za sebou dve loďky. HÍbkový uhol jednej je a = 64°, híbkový uhol 
druhej je P = 48°. Určité vzdialenost oboch lorliek. 

162. Lietadlo letí k východu vo výške 800 m. Pozorovatel vidí nádrž na 
plyn smerom k juhu pod hlbkovým uhlom 29°; o 15 sekund neskoršie 
vidi t ú istú nádrž na plyn smerom k juhozápadu. Určité rýchlost 
hetadla! 

163. Na kra j och letišť a sú sig- M 

vo smere J 40° Z. Ako 
bude daleko lietadlo od ... 
A a od B. ked sa dosta- ° b r • Ď 7 ' 
ne medzi oba stožiare? 

164. a) Stúpanie a klesáni© železnjčnej t ratě alebo cesty udává sa v pro-
milách (alebo v percentách); ak stúpne t ra t ^4B(pozri obr. 67) na 1 km 
o 12m, je stúpanie 12%o«Aké je stúpanie t ratě AB na obr. 67, ak 
v skutočnosti AB = t metrov &BB' = v metrov; o ktorú funkční 
uhla a = <£ BAB' vlastně ide? 

BB' 
b) Spádom priamky AB (obr. 67) rozumieme p o m e r - = r - , ktorého 

číselná hodnota udává sa obyčajne v tvare 1/n, napr. 1 : 25. 
O ktorú funkciu uhla a = BAB' t u ide? Usporiadajte podia 
velkosti uhly al9 a „ a8, ku ktorým patria spády 1:1 , 1 : 0,9, 1 : 1,5. 

nalizačné stožiare A, B. 
A je 800 m západně od 
B. Lietadlo le t ipr iamo 
vo smere J 30° Z (t. j . 
smerom, ktorý je medzi 
juhom a západom a tvo-
ří 30° so smerom juž-
ným). Pozorovatel v lie-
tadlo vidí stožiar B vo 
smere J 10° Z, stožiar A 
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c) V strojníctve užívá sa názov úkos klina ABBje to opáť poměr 
BB' 
- - - . Narýsujte prierez klina ABB\ ak je AB' = 85 m a úkos 
JRXÍÍ 

je 1 : 0,5. 
165. Pomocou hodnoty tg a narýsujte ostrý uhol a, ak je: a) o = 45°; 

b) a = 4°37'; c) a = 76°34'. 
166. Narýsujte Tubo volný uhol a = <£ MAN (pozři obr. 67) a určité jeho 

tangentu a pomocou tabuliek udajte jeho velkost v miere a) stupňo-
vej, b) oblúkovej. 
(Na A N zvolte B' a vztýčte kolmicu BB' JL AN; ak je AB' = 1 dm, 
číselná hodnota velkosti BB' v dm je tg oc; z tabuliek určíte a.) 

20. RovnoTahlosf. 
Doteraz sme preberali len podobnost trojuholníkov. Teraz si prebe-

rieme jeden dóležitý případ podobnosti lubovolných útvarov; to je 
tzv. rovnolahlosf. Zvofme si lubovolný bod 8 a Tubovolné číslo k, klad-
né alebo záporné, ale iné ako nula; bod S je strcdom rovnolablosti, číslo 
k koeflcientom rovnoTahlosti. Teraz přiřadíme každému bodu roviny 
určitý bod ako obraz takto: Bod S je samodružný, t . j. splynie so 
svojím obrazom. Ak je bod A iný než bod S, leží jeho obraz A' na 
priamke 8A vo vzdialenosti SA' = oď bodu S, a to pri 
kladnom k na polpriamke SA, pri zápornom k na polpriamke opač-
nej k SA. Pozři obr. 68a (k = -§-), obr. 68b (fc= — -§-), obr. 67c 
(k = J), obr. 68d (k = —J); v každom obrázku sú vyznačené obrazy 
dvoch bodov Av A2 na rovnakej polpriamke so začiatkom 8, bodu 
A3 na opačnej polpriamke a bodu B, ležiaceho mimo priamky 8AV 

Pře k = 1 rovnolahlost je totožnost; pre k = —1 rovnoTahlost je 
středová súmernost, teda shodnost. Ak je k 1, k —1, rovno-
lahlost nie je shodnost, ale, ako uvidíme, je to podobnost. 

A4 A< A\ A, A; 

Obr. 68a. Obr. 68b, 
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Ak je A' obrazom bodu A pri rovnolahlosti (8, k), t. j. při rovno-
lahlosti so stredom S a koeficientom k, nazvime A vzorom bodu A' 
pri tej istej rovnolahlosti. Bod A je potom obrazom bodu A' pri 
rovnolahlosti (S, 1/fc), ktorá má ten istý střed, ale iný koeficient. 
Dve rovnorahlosti (S, kt), (8, k2) s tým istým stredom móžeme slo-
žit, t. j. k lubovolnému bodu A móžeme určit najprv jeho obraz 
.4* pri rovnolahlosti (8, kx) a potom obraz A' bodu A pri rovno-

Obr. 68c. Obr. 68d. 

lahlosti (8, k2)• Eahko uvážime, že bod A' je obrazom bodu A 
pri rovnolahlosti (8, kxk2) s tým istým stredom 8, ktorej koefi-
cient je súčinom póvodných koeficientov. Najma rovnolahlosť 
(S, —k) dostane sa složením rovnolahlosti (8, k) so středovou sú-
mernostou, ktorej vlastnosti poznáme. Preto sa móžeme pri dókaze 
vlastností rovnolahlosti obmedzit na případ kladného k; dokonca 
sa móžeme obmedzit na případ k > 1, lebo případ k = 1 je totož-
nost a případ kladného k < 1 přejde v případ k > 1 zaměněním 
vzoru s obrazom. 

Ak sů A' B' obrazy dvoch bodov A, B v rovnolahlosti (8f ife), je 
Al? = \k\.AB. (1) 

Dókaz. To je jasné, keď A alebo B splynie s bodom 8. Ak splynú 
polpriamky SA, SB a ak napr.'&4 < SB, je 

~AB = SA—~SB l^B' =~8A' — SB' 

a z toho plynie (1). Ak sú SA, SB dve opaéné polpriamky, je 
~lB = SA+~ŠB; AW =ŠA' + SB' 

SA' = lkl~ŠA SW=\k\W 
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a z toho plynie (1). Ked body S, B neležia v jednej priamke, je 
A ASB io' A SA'B' (2) 

podia vety I I na str. 59, lebo je 

|Jfc|.5J SBr=\k\:ŠB (3) 
a okrem toho ^ASB== -$:A'8B' (oba uhly splynu v rovnolahlosti 
s kladným k a sú vrcholové v rovnolahlosti so záporným z (2) 
a (3) plynie (1). 

Obraz p' priamky p v rovnolahlosti (S, k) je priamka rovnoběžná 
s priarnkou p\rovnobežnosí je sňlilasná při kladnom k, nesúhlasná pri 
zápornom k. 

D ó k a z : O případe stredovej súmernosti k = —1 je nám to 
známe (str. 45). Stačí, ako prvšie, vykonat dókaz pre kladné k > 1. 

Nech je teda k > l a nech sú na priamke p tri body A, B> G; 
mámo dokázat, že ich obrazy A\ B\ G' ležia na priamke p\ súhlasne 
rovnobežncj s p. To je všetko jasné, ak priamka p prechádza bodom 
8. Ak priamka p neprecliádza bodom S a ak z bodov A, B, G napr. 
bod G leží medzi ostatnými dvoma (obr. 70), postupujeme takto: 
Nech je A' obrazom bodu A; pretože k > 1, leží bod A vnútri 

úsečky SArovnoběžka s priarn-
kou AB, vedená bodom A', přetne 
priamku SB v bode B* a priamku 
SC v bode O*. Eahko zistíme, že 
body S, A' sú od seba oddelené 
priarnkou p, ale body A', BG* 
nie sú od seba oddelené priarnkou 
p; z toho plynie, že body S, B* sú 
od seba oddelené priarnkou p a že 

- to isté platí o bodoch S9 O*. To 
znamená, že bod B leží vnútri ú-
sečky SB* a podobné bod G vnútri 

Obr. 70. úsečky SC*. Úsečky BB* sa 
nepretnú, takže AB\\AfB* (sú-

hlasná rovnobežnost!); okrem toho leží bod A vnútri strany SA\ 
bod B vnútri strany SB* trojuholníka SA'B*. Podia (5), (6) je teda 
A SABcn A SA'B* a pretože SA' = \k\.SA, musí byt aj SB* = 
= |k| .SB. Z toho plynie, že B* splynie s obrazom B' bodu B v na" 
sej rovnolahlosti a rovnako sa zistí, že bod C* splynie s obrazom G 
bodu G. Teda body A'y B\ C' ležia na priamke a je ABIJAfB\ čím 
je všetko dokázané. 
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Obraz < AkB'C uhía < v rovnolahlosti jo uholjemn rovný. 
Podia predehádzajúceho sú ramena oboch ulilov súhlasne rovno-
běžné pre h > o, nesúhlasne rovnoběžné pre i < o, takže oba ulily 
sú sebe rovné podia viet na str. 46. 

Dokázali sme, že velkost uhlov sa pri rovnolablosti nemění. Na 
str. 75 sme si dokázali, že v rovnolahlosti odpovedajúce si úsečky 
sú úměrné. Teda rovnolablost je podobnost; ak je h koefieientom 
rovnolahlosti, je kladné číslo h koefieientom podobnosti. 

CviČenie. 

167. K danému (dost velkému) štvoruholníku ABCD sostrojte rovno-
lahlé štvoruholníky il1B1(71Z>1, A2B2C2D2 pre koeficienty rovnolah-
losti kx = —g-, k2 = — — S t ř e d rovnolahlosti S zvolte: a) vnútri 
štvoruholníka, b) mimo štvoruholníka, c) vnútri strany AB, d) vo 
vrchole C daného štvoruholníka. V akom vztahu sú štvoruholníky 

A2B2C2D2I 
168. Narýsujte priamku ABC 1)E tak, aby bolo AB = 3, ~BC = 3,6, 

CD = 4,2, DE = 1,2 a priamku A'B'C'D'E' s ňou rovnobežnú vo 
vzdialenosti 5,5 tak, aby bolo A'B' « 2,5, B'C' = 3, C I T = 3,5, 
D'E' = 1. Dokážte, že body A', B', C', D\ E' sú obrazy bodov 
A B9 C, D, E V určitej rovnolahlosti (S, k). Vyšotrite vzdialenost 
středu S od oboch daných priamok! (Sú dve možnosti: ABI/A'B'; 
AB\\B'A'.) 

169. Ak je A ABC oo A A'B'C' a AB\\A'B\ BC\\B'C' je a j CAI/CA'. 
Trojuholníky sú potom bud rovnolahlé, alebo, ak sú shodné, vznikne 
jeden z druhého posunutím. Ak je ABI/B'A', BC/ICBje a j CAi\A'V. 
Trojuholníky sú potom rovnolahlé; v případe, že sú shodné, sú sú-
merné podia středu. Dokážte! 

170. A A2B2C% v z n i k o l z A A1B1C1 r o v n o T a h l o s t o u (S, k). A AZBZCZ 
vznikol z A A1B1CÍ rovnoTahlostou (S, k'). V akom vztahu sú troj-
uholníky A2B2C29 AZB3C3 a v ktorom pomere sú ich příslušné strany? 

171. Obrazom trojuholníka-ájB^i v rovnolahlosti (S12,k) je A A2B2C29 
ale v rovnolahlosti (SlZ9 k') je A AZBZCS; body ¿>f

ia, Slz sú rózne. 
Oba trojuholníky A2B2C29A9B3CzBÚbud rovnolahlé v rovnolahlosti 
(S23, k'/k), pričom střed S23 leží na priamke alebo dajú sa sto-
tožnit posunutím. Dokážte! (Použité výsledok cvič. 174. Pre k = k' 
je Si tS^/AsAt. Pre k^k* hladajte obrazy X19 X3 bodu X2 —- S12.) 

172. Ak je A AB co AA'B'C' a ak sú oba toho istého smyslu, možno určiť 
rovnolahlost a otočenie tak, že jeden přejde v druhý. 

173. Každým vrcholom A ABC vedte rovnoběžku s protilahlou stranou, 
tým vznikne A A'B'Q\ Dokážte: 
a) Oba trojuholníky ABC, A'B'C' sú rovnoTahlé; stredom rovnolah-

losti s koefieientom k = —2 je ich spoločné tažisko T, ktoré je 
priesečíkom tažníc AA', BB\ CC v trojuholníku ABC. 

b) Střed S' kružnice opísanej trojuholníku A'B'C je zároveň prie-
sečíkom V výšok trojuholníka ABC. 
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c) Střed S kružnice opísanej v trojuholníku ABC leží na priamke TV 
(tzv. Eulerova priamka*) tak, že deliaci poměr (SVT) = —J. 
d) Střed kružnice A A'B'C' opísanej leží (1) vnútri, (2) na jednej 

straně, (3) mimo A A'B'C' podia toho, či je to trojuholník (1) 
ostrouhlý, (2) pravoúhlý, (3) tupouhlý. (Na dókaz použité prie-
sečík V výsok v A ABC.) 

174. Dané sú dve róznobežky MSM\ NSN' a mimo nich bod A. Bodom A 
vedte priamku, ktorá přetne prvú priamku v bode U, druhů v bode 

tíTT 2 
7 , a to tak, že —— = Kolko riešení má úloha? 

SV 6 

175. Dve róznobežky o, b pretínajú sa v bode S, ktorý leží mimo nákresňu. 
Daný bod H spojte s bodom S. (Na priamke a zvolte dva rózne body 
A, A' (inó ako S), na priamke b bod B; sostrojte A A'B'H' rovno -
lahlý s A ABH vzhladom na střed S rovnolahlosti!) 

176. Čo vyplňuj ú všetky body, ktorých vzdialenosti od dvoch róznych 
m 

priamok a, b sú v danompomere (Dva případy.) 

177. Pomocou rovnolahlosti sostrojte A ABC, ak je dané: 
a) výška v3 = 4, a : b : c = 4 : 5 : 7, 
b) poloměr vpísanej kružnice Q = 1,5, a = JT9 p = "j^pr. 

178. Majme dva geometrické útvary (napr. mnohouholníky) a premies-
time ich tak, že sú v novej polohe shodné s póvodnými; ak sa podaří 
vykonat toto premiestenie tak, že oba útvary sa stanů v novej po-
lohe rovnolahlými vzhradom na určitý střed S, potom hovoříme, že 
póvodnó útvary sú navzájom podobné. Dokážte: 
a) Příslušné uhly dvoch podobných útvarov sú rovnaké. 
b) Příslušné úsečky dvoch podobných útvarov sú v stálom pomere. 

. A / V 
^ A Ák ' 

/ / ^ ^ 
/ \ / / / A ' \ / 

^ ' r z - ř r 
0 / \ / 

/A / B 

Obr. 70. Obr. 71 
\ 

\ 

179. Dokážte: 
a) Každé dva štvorce sú podobné. 
b) Každé dva pravidelné n-uholníky sú podobné. 
c) Dva kosoštvorce sú podobné, ak sa shodujú v jednom uhle. 

* Slávny matematik Leonhard Euler (1707—1783), póvodom švajčiarsky 
Nemec, bol profesorom vtedy právě založenej Akadémie vied v Petrohrade, 
kde tiež umřel. 
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d) Dva rovnoběžníky sú podobné, ak sa shodujú v pomere uhloprie-
čok a v uhle oboch uhlopriečok alebo v pomere dvoch stráň, ktoré 
vychádzajú z toho istého vrchola, a v jednom uhle. 

180. a) Úlohu určit bod C na priamke AB tak, aby platilo (ABC) = 
kde m # 0 , n > 0 sú dané celé čísla, možno riešit graficky. Dokážte 
správnost konštrukcie bodu C, vykonanú na obr. 70. 
a )Prem > Ovobr. 70 ,b)prem< Ovobr. 71,ak ]q AA'=\m\rBB'=n 

a ak sú priamky AA \ BB' rovnoběžné. (Berte do úvahy rovno-
fahlé trojuholníky AA'C, BB'C.) 

181. Určité bod C tak, aby platilo: 
a) (ABC) = 3,5; b) (ABC) = - f - ; c) (ABC) = — 3 - í 

d) (ABC) = — -§-; e) (ABC) = —1; f)(ABC)=—f-• 

V. KRUŽNICA 

21. Opakovanic o kružnici. V predchádzajúcich odsekoch zopako-
vali sme část geometrických poznatkov, získaných na strcdnej škole, 
a na ne sme nadviazali rad nových poznatkov. Opakovali sme preto, 
aby sa čo najviac uplatnila súvislost s novými poznatkami, tvoria-
cimi vlastný program tejto triedv a aby sme čo najlepšie pripravili 
látku určenu pre vyššie triedy. 

Preto rózne pojmy, známe zo strednej školy, nenašly v tomto 
opakovaní doteraz miesta. Niektoré z týchto pojmov, najma pojem 
plochy a objemu, zopakujeme v následujúcej triede. V tejto triede 
obrátime sa teraz k podrobnejšiemu štúdiu dóležitého pojmu, ktorý 
doteraz zostal stranou, totiž pojmu kružnice. Ako viete, kružnica je 
určená bodom S> zvaným stredom kružnice, a dížkou r, zvanou polo-
mcrom kružnice. Kružnica sa skládá z tých bodov Xy pre ktoré 
úsečka SX má velkost r\ slovom poloměr sa označuje často každá 
z týchto úsečiek SX. Tie body X, pre ktoré je SX < r, ležia vnútri 
kružnice; tie body X, pre ktoré je SX > r, ležia mimo kružnice. 
Kružnicu so stredom S a polomerom r móžeme krátko označit 
kružnicou (S, r). 

Poloha priamky p vzhladom ná kružnicu (S, r) závisí od vzdiale-
nosti v priamky p od středu S. Ak priamka prechádza stredom S, 
přetne kružnicu vo dvoch bodoch A, B tak, že S je stredom úsečky 
AB; taká úsečka menuje sa pricmerom kružnice a body A, B menujú 
sa protilahlými bodmi kružnice; všetky priemery sú rovnako dlhé 
a rovnajú sa 2r. Úsečka AB\e častou vnútra kružnice; naproti tomu 
tie body priamky p, ktoré nepatria do úsečky ABt ležia mimo kruž-
nice. 
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Podobné to platí pře každú priamku p, ktorej vzdialenosť v od 
bodu S je menšia než r, aj ked p nepreehádza stredom (obr. 72). 
Ak je P pata kolmice, spustenej zo středu S na priamku p, je 8P = v, 

takže P leží vnútri kružnice. Ak 
je X ktorýkolvek bod priamky pt 
máme A SPX s pravým uhJom 
pri P. Podra Pytagorovej vety je 

Podmicnka, aby X ležal na kružni-
ci, j e S Z = r alebo PX = 
Takéto body X sú dva, v obr. 72 
označené A, B; bod P je střed 

Obr. 72. úsečky AB. Ked sa bod X vzdalu-
je od bodu P po niektorej z oboch 

polpriamok PA, PB, vieme (pozři str. 32), že vzdialenosť SX sa 
stále zváčšuje; prcto body na úsečke AB lcžia vnútri kružnice a body 
priamky p mimo úsečky AB ležia mimo kružnice. 

Přejdeme k takej priamke p, ktorej vzdialenosť od S sa rovná r 
(obr. 73). Ak je P p á t a kolmice, spustenej z bodu 8 na priamku p, 
opat je SP = r a bod P leží na kružnici; pre každý iný bod X 
priamky p je však SX > SP, t . j. SX > r a X leží mimo kružnice. 

Takáto priamka menuje sa dotyč-
nicou kružnice (S, r) v bode P tejto 
kružnice. Zrejmo v každom bode 
kružnice (S, r) máme právě len 
jednu dotyčnicu; je to kolmica na 
poloměr SP, vedená bodom P. Bod 
P menuje sa bodom dotyku dotyč-
nice p. 

Ked vzdialenosť priamky p je od 
Obr. 73. bodu S váčšia ako r, je aj vzdia-

lenosť ktoréhokolvek bodu priam-
ky od bodu S váčšia ako r a celá priamka p leží mimo kružnice. 

Vcelku teda vzhladom na kružnicu (S, r) máme v rovině trojaké 
priamky; priamky, ktoré lcžia celé mimo kružnice, tzv. ncsečnice, 
ktorých vzdialenosť od S je váčšia než r; dalej priamky, ktoré majů 
na kružnici jediný bod (bod dotyku), tzv. dotyčnice, majúce od S 
vzdialenosť rovnú r; potom máme priamky zvané scčnice, ktorých 
vzdialenosť od S je menšia než r, pričom sečnica móže prechádzať 
aj stredom S. Každá sečnica p přetne kružnicu vo dvoch bodoch 
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A, B; úsečka AB menuje sa tětivou; tětiva leží vnútri kružnice, ale 
tie body seěnice, ktoré neležia na tetive, ležia mimo kružnice. Ked 
sečnica prechádza bodom S, prechádza ním aj tětiva: tětiva je 
priemer a jej velkost je 2r. Ked však sečnica p neprechádza bodom 
8, je bod P stredom tětivy a SP stojí kolmo na p\ dížka tětivy jo 
menšia než 2r, lebo v obr. 72 tětiva AB je jednou stranou /\ ABSy 
je teda menšia ako súčet ostatnýcb dvoch stráň, ktorý sa rovná 2/\ 

Z predchádzajúceho plynie rad dósledkov. Ak bod II leží vnútri 
a bod K mimo kružnice, úsečka HK přetne kružnicu v jednom bode 
(7, ktorý rozdělí úsečku HK na dve úsečky, z ktorýoli jedna loží 
(okrem bodu C) vnútri kružnice a druliá mimo. Ked ležia dva roz-
ličné body H, K vnútri kružnice, leží celá úsečka IIK vnútri kruž-
nice; teda vnútro kružnice je konvexný útvar. Rovnako kon vexným 
útvarom je a j kruh, t . j. plocha, ktorá vznikne z kružnice připoje-
ním jej vnútra. 

Ak je p nesečnica kružnice a II, K sú dva lubovoTné body kruhu, 
je celá úsečka HK častou kruhu a neobsahuje teda ani jeden bod 
mimo kružnice, najma ani jeden bod nesečnice p. To znamená, že 
body H, K nie sú od seba oddelené priamkou p. Teda ak p je ne-
sečnica kružnice, leží celá kružnica v jednej polrovine, vyťatoj 
priamkou p. Ak p jedotyčnica kružnice, platí ten istý výsledok,iba 
s jedným rozdielom, že bod doty-
ku neleží v polrovine, ale na jej / 
hranici, totiž na priamke p. x ^ y l 

Ak je p sečnica kružnice (8, r), /" ' '^X8 
ktorá přetne kružnicu vo dvoch -A- R — - P 
bodoch A, B, priamka p rozdělí / x . / ' \ 
kružnicu na dve časti, z ktorých í ^ P j 
každá leží v jednej polrovine, od- \ S ) 
delenej priamkou p. Tieto dve časti ^ \ / 
menujú sa oblúkmi kružnice; bo- 2 y / 
dy A, B sú spoločné krajné body ^ ^ 
oboch oblúkov; každý iný bod Obr. 71. 
kružnice patří do jedného z oboch 
oblúkov a je jeho vnútorným bodom. Oblúky označujeme A B a ked 
chceme vyznačit určitý z nich, píšeme ACB, kde C je niektorý vnú-
torný bod oblúka. Ak sečnica p prechádza stredom 8, oba oblúky 
sa menujú polkružnicami, ktorých krajné body A, B sú dva proti -
lahlé body kružnice. Ak sú H, K iné dva proti Tahle body. leží ll 
vnútri jednej a K vnútri druhej polkružnice AB. 
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Ak sečnica p neprechádza stredom S (obr. 73), označme k2, oblúk 
AB, ktorý leží v polrovine pS, oblůk v polrovine opačnej kv Keď leží 
bod X na oblúku kv body S, X sú od seba oddelené priamkou p, 
a preto úsečka SX přetne priamku p v bode T. Přitom je SI7 < ¿SJř 
alebo /S?7 < r, t. j. bod T leží vnútri kružnice, a pretože leží súčasne 
na priamke p, J7 leží na úsečke AB, takže celá polpriamka SX i s bo-
dom X leží vnútri dutého <£ ASB. Obrátene dokážeme, že bod X, 
ktorý leží vnútri <£ ASB, nachádza sa na oblúku kx. Lebo ak X leží 
v uhle <£ .á&B, polpriamka SX přetne úsečku AB v bode T. Pre-
tože T leží na tetive 4̂1?, leží T vnútri kružnice, t. j. ST < r alebo 
ST < SX. Pretože T leží na polpriamke SX, musí ležat na úsečke 
SX. Teda úsečka SX přetne priamku p v bode T, body S, X sú od 
seba oddelené priamkou p, bod X leží na oblúku Dokázané mó-
žeme shrnút takto: Keď tětiva AB neprechádza stredom, jeden 
z oboch oblúkov AB (kx v obr. 74) je tá istá část kružnice, ktorá leží 
v dutom ASB] druhý oblúk k2 leží vo vypuklom uhle s tými 
istými ramenami SA, SB. Z dvoch protilahlých bodov H, K móže 
najviac jeden patřit do oblúka kv pretože dutý uhol ASB ne-
móže obsahovat obe opačné polpriamky SH, SK. Oblúk kx nazvime 
menším oblúkom AB; k2 je váčší oblúk AB. 

Z predchádzajúceho plynie: Ak je k oblúk kružnice (Sf r) s kraj-
nými bodmi A, B, všetky polpriamky SX so začiatkom v střede S, 
ktoré prechádzajú jednotlivými bodmi oblúka k, tvoria uhol s ra-
menami SA, SB, ktorý sa menuje středovým uhlom nad oblúkom k. 
Keď sú A, B protilahlé body kružnice, je k polkružnica a středový 
uhol je priamy. Keď A, B nie sú protilahlé body kružnice, středový 
uhol nad menším oblúkom je dutý a nad váčším oblúkom je vy-
puklý. 

CviČenie. 

182. čo viete o osi tětivy kružnice? 
183. Priemer je najdlhšia tětiva kružnice. Odóvodnite! 
184. Pomocou Pytagorovej vety dokážte: 

a) K dvom rovnakým tětivám kružnice patria rovnaké vzdialenosti 
od středu kružnice i rovnaké středové uhly. 

b) K menšej tetive patři váčšia vzdialenost od středu kružnice a 
menší dutý středový uhol. 

c) Vyslovte obrátené poučky. 
185. Akú čiaru vyplnia středy rovnoběžných tetív kružnice? 
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186. Daná je kružnica k =s (S, r) a bod T, iný ako bod S. Bod T leží a) na 
kružnici, b) mimo kružnice, c) vnútri kružnice. Určité na kružnici k 
bod A, ktorý je bodu T najbližšie, a bod Bt ktorý jc od bodu T naj-
dalej. Odóvodnite svoje tvrdenie. (Body A> B ležia na priamke ST; 
uvažujte o rozdiele stráň ST, SX v A STX9 kde X je iný bod kruž-
nice ako A alebo B.) 

187. Vysvetlite, akým spósobom rozlíšite menší a vačší oblúk AB na tej 
istej kružnici. Aké středové uhly k nim patria? 

188. V uhle trojuholníka ASB kružnice k (S, r) zvolte mimo kružnice 
bod Y. Dokážte, že polpriamka SY přetne menší oblúk kx v bode X 
a priamku AB v bode T, pričom body ležia v poradí STXY. Odóvod-
nite! Kde leží bod T vzhíadom na body A, B1 ltozhodnite, ako je to 
v případe, ked bod Y leží mimo kružnice k a vnú* vypuklého uhla 
s ramenami SAt SB (3 možnosti). 

189. Narýsujte kružnicu lx == (O^rJ a sostrojte jej obraz l2 v rovnolah-
losti (S, k). Dokážte, že l2 jo kružnica so stredom02, ktorý je obrazom 
bodu 0X a poloměru r2 = Co nastane, ked je S z=- 0X1 

190. Dokážte: Dve kružnice lx = (Ox, r,) J 2 ss, (02, r2)ležiace v tej istej 
rovině, kde rx ^ r2, sú dvoma spósobmi navzájom rovnoTahlé. Ak je 

Ox = 02 , ide o rovnolahlost (S =r Ox, k = ± -y ). Ak Ox =r/=s 02. ležia 

středy Sx, S2 rovnolalilostí (Sx> k=— )f(S2, k=—na priamke OxO%\ 
rx rx 

ak jer! # ra (O/^Sj) = — (O ̂ 0^2). Ako je to v případe, ked rx=r2T 
(K lubovolnému poloměru SxXx kružnice lx určíte poloměry S2XJ/ 
IISxXvS2Xf

2l/XXSXkružnice 12; dvojice bodov Ov 02; Xx, X2 a Ox, 0%9 
Xx, X2 určujú obe rovňolahlosti.) 
b) Spoločná dotýčnica kružnic l l t l2 z predchádzajúceho cvičenia 190 a) 
prechádza jedným z oboch stredov rovno Milosti. Odvodte z toho 
konštrukciu spoločných dotýčnic dvoch kružnic! 
c) Z výsledkov predchádzajúcich cvičení 190 a,b) rozhodnite, pri 
ktorých vzájomných polohách majů dve kružnice spoločné dotýčnice. 
(Je 6 možností, ktoré závisia od veličin OxO2, rx + r2, rx — r t.) 

191. Použitím výsledkov z cvič. 190 riešte úlohu: Vnútri uhla MSN 
daný je bod AX. Sostrojte kružnicu kl9 ktorá prechádza bodom AX 
a dotýká sa oboch ramien daného uhla. (Do uhla vpíšte lubobolnú 
kružnicu k2t určité jej priesečíky A2A \ s polpriamkou SAX a v rovno-
Tahlosti so stredom S hladajte obraz kx kružnice k2 tak, aby si body 
A2, AX alebo A\, AX navzájom odpovedaly.) 

22. Obvodové a úsekové uhly.' 

Majme oblúk k kružnice (S> r) s krajnými bodmi"^, B a na kruž-
nici ležiaci bod F, ktorý však nepatří do oblúka k\ v tomto případe 

AVB menujo sa obvodovým uhlom nad oblúkom k. Teda obvo-
dový uhol je vždy dutý. Nad každým oblúkom k máme, čo sa týka 
polohy, nekonečno mnoho obvodových uhlov. Ale čo sa týka velkosti 
je len jediný, lebo: Obvodové uhly nad tým istým oblúkom sú rov-

6* 8 3 



Obr. 75. 

nahé. To je dósledok nasledujúcej vety: Obvodový uhol rovná sa 
polovici středového uhla nad tým istým oblúkom. 

D ó k a z : Nech je k oblúk kružnice (S, r), A, B jeho krajné body, 
co středový uhol nad oblúkom k, a = A VB obvodový uhol nad 
tým istým oblúkom. Máme dokázat, že co = 2a. Budeme rozoznávat 
tri případy podra toho, kde leží střed S vzhladom na obvodový 
uhol a. 

I. S leží na jednom ramene 
uhla a, povedzme na ramene V A 
(obr. 75). Podia definície obvodo-
vého uhla jeho vrchol V nepatří 
do oblúka k, teda ani do středo-
vého uhla co; ale polpriamka SV je 
opačná k ramenu SA uhla co, co 
je uhol dutý, teda co = <£ ASB. 
V A VBS máme proti straně BS 
uhol a; pretože BS = VS, máme 
proti straně VS tiež uhol a; pro-
ti straně BV máme uhol n — co. 
Súčet uhlov v A VBS rovná sa ny 
j e a + ct + — co) = TI a z toho 
plynie: 2a = co. 

II. S leží vnútri uhla a (obr.76 ). 
Ak je bod G na kružnici proti-
lahlý s bodom F, leží aj bod G 
vnútri uhla a, takže a = ax + a2> 
kde = < A VG, a2 = Vfc BVG. 
Pretože polpriamka VG leží v u-
hle a = A VB, přetne táto pol-
priamka úsečku AB a priesečík 
musí ležať v kružnici (pretože je na 
teti ve AB)y a teda na úsečke VC. 

Z toho plynie, že body V, C sú od seba oddelené priamkou AB, a 
preto každý z íiich patří do iného oblúka s krajnými bodmi A, B. 
Pretože V ako vrchol obvodového uhla nad oblúkom k nepatří "do 
k, musí bod C patřit do k. Teda bod C leží v uhle co (ktorý v tomto 
případe móže byť dutý, priamy alebo vypuklý);naproti tomu bod V9 
a teda celá polpriamka SV, opačná k polpriamke SG, leží mimo 
uhla co. Z toho^plynie, že 

<o = o>i + co2, kde ASG, co2 = BSG. 

" 1 C 
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Podia časti I nášho dókazu je coj 2av co2 = 2a2. 
Pretože co = cuj + co2; a ax + a2, je co = 2a. 

III. S leží mimo ulila a (obr. 77); to isté, pravda, platí (okrem 
bodu V) o celej úsečke VG, na ktorej leží bod ¿8, ak C je bod na 
kružnici protilahlý s bodom V. Naproti tomu úsečka AB leží (okrem 
svojich krajných bodov) v uhle a; preto úsečky AB, FO nemajú 
nijaký spoločný bod a z toho Fahko plynie, že úsečka FČ (ktorá je 
častou kruhu) nepretne priamku AB. To znamená, že body F, G 
nie sú od seba oddelené priamkou AB, teda oba patria do toho 
istého oblúka s krajnými bodmi A, B. To nie je oblúk k, lebo ten 
neobsahuje bod F. Teda body F, G patria oba do toho istého oblúka 
AB, iného ako oblúk kt kde AB je váčší oblúk, k je menší oblúk. 
Preto co je uhol dutý, co = <£ ASB. 

ho plynie, že uhol a2 = <£ BVG 
je častou uhla a± = <£ A VG, takže a = <£ A VB a je a = <xx — a2. 
Podia I časti nášho dókazu je CJOX = 2ax, co2 = 2a2. Pretože 
co = cot — co2, A = a2 — a2, je OJ = 2a. 

Najdóležitejší případ dokázanej vety je případ obvodového uhla 
nad polkružnicou, ktorý menujeme obyčajne obvodovým uhlom nad 
priemerom. Středový uhol v tomto případe je priamy a jeho polovica 
je pravý uhol. Teda: Obvodový uhol nad priemerom je pravý. To 
je známa Táletova veta, ktorá'sa dá jednoduchšie dokázat priamo, 
ale nebudeme tu opakovat dókaz, známy zo strednej školy. 

Úsekový uhol nad oblúkom k =AB má vrchol v jednom z bodov 
A, B, napr. v bode A. Je to potom dutý uhol <£ BAT, kde T leží na 
dotyčnici kružnice v bode A, a to v tej polrovine, ktorej častou je 
oblúk k. Nad oblúkom k sú dva úsekové uhly, jeden s vrcholom A, 
druhý s vrcholom B. Čo do velkosti je však nad oblúkom k jediný 
úsekový uhol, ktorý sa rovná obvodovému uhlu, lebo platí veta: 

Zrejme jeden z oboch uhlov 
cot = <£ A8G, ct>2 = ^C BSG je 
častou druhého. Pre určitost nech 
uhol co8 je častou uhla cov potom 
je co = COÍ — tt>2. Pretože B leží 
v uhle o)! = <í A8G9 body Bf G 
nie sú od seba oddelené priamkou 

ale body V, G sú oddelené, 
a preto to isté platí aj o bodoch5, 
V. Teda úsečka B F přetne priam-
ku AS a lahkó zistíme, že potom 
úsečka B F přetne úsečku AS. Z to- Obr. 77. 

A 

C 
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Obr. 78. 

Úsekový uliol rovná sa polovici středového 
ulila nad tým islým oblúkom. 

D ó k a z I . Ak je Jc polkružnica, body A, 
B sú prot i lahle a je AT J_ AB. Úsekový 
uliol je p r avý a s t ředový je pr iamy. 

I I . Neeh je k = AB menší obluk kružnice 
(obr. 78) a T priesečík dotyčnice v bode A 
s osou úsečky AB, k to rá prechádza s t redom 
úsečky AB. Po tom jc ST osou s t ředového 
ulila <£ ASB, k to rý je teda dvojnásobkom 
<£AST. Z pravoúhlého t ro juholn íka AST 
vidíme, že <£ AST = ATS\ podobné 
v pravouhlom A APT je <£ PAT = \n — 
— <£ ATP alebo < BAT = \n—^ATS, t ak -
že <£ BAT = <£ AST. 

I I I . Nech je /cváčší oblúk AB a k' menší oblúk AB, úsekové 
uhly a, a' nad oblúkmi k, k' a s t ředové uhly co, co' n a d tými is tými 
oblúkmi, t a k je a + a = n, co + co' = 2n a podia I I je co' = 2a', 
t akže co = 2a. 

Cvičenie. 

192. a) Ak je AB priemer kružnice k === (S, r) a X bod kružnice k iný ako A 
alebo B, jo <£ AXB = R. Dokážtc! (Prečo jé štvoruholník AXBY 
(kdo XSY je priemer kružnice k) obdížnikom? Použité stredovú 
s úměrnost alebo určité súčet ulilo v při vrchole X v rovnoramen-
ných trojuholníkoch AXS, BXS pomocou <£ A, <£ B.) 

b) Ak je v A ABX uliol X = R, bod X leží na kružnici k. opísanej 
nad priemerom AB. Odóvodnite! 
Z oboch výsledkov cvič. 192 a,b) vyslovte známu Táletovu vetu. 

193. Uhol a rovnoramenného A ABC je 32°. Určité středové uhly nad 
oblúkmi, na ktoré rozdelia vrcholy trojuholníka kružnicu opísanú. 
(Ktorákolvek strana móže byt základňou.) 

194. Dve kružnice kx ^ {Sl9 rj), k2 =£2. (S2, r2) pretínajú sa v bodoch A, B. 
Dokažte! 
a) Ak sú AO, AD priemery kružnic, ležia body B, G, D na priamke, 

rovnobežnej s priamkou a platí OD = 2.SXS2* (Spojte AB\) 
b) Vedte v cvič. 194 a) bodom B priamku inú ako CBD a označte U, 

V jej pricsečíky s kružnicami kX9 k2. Potom je CD > UV. 
(a) Je AB J_ BG, AB J_ BD; Š^Š2 je středná priečka v A AOD. 
b) Ak sú Ulf Vx středy tetív UB, VB, je SXS9 > UXVX.) 
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195. Štvoruholník ABCD, ktorého vrcholy lež i«, nft kružnici, menuj© sa 
tětivovým. O ňom platí: ProtiTahlé uhly sú výplnkové. Dokážte! 

196. Ak v tetivovom štvoruholníku je 7fS --- CD, je < ABC = <£ 
Ktoré případy móžu nastat a aký jo to štvoruholník? 
(Čo súdite o velkosti obvodových uhlov nad dvoma rovnakýrni toti-
vami v tej istej kružnici? Sledujte ACB, ADB, <£ CBD.) 

197. V obr. 79 sú tx, t2 dotyčnice ku 
kružnici k v bodoch A, B. Urči-
té uhly štvoruholníka ABCDl 

198. V obr. 80 súACtAD dotycnice 
kružnic kx, k2 v bode A. Dokaž-
te, že ~AĚ = AFl 

199. Vysvetlite, ako na obr. 81 so-
strojíte dotycnice ATlf AT2 ku 
kružnici k s (S, r). 

200. Použitím výsledku predchá-
dzajúceho cvič. 199 riešte úlo-
hu: Daná je kružnica (Sy r) 
a mimo kružnice bod P. Bodom 
P vedte takú sečnicu kružnice, 
aby příslušná tětiva mala danů 
dížku. 

201. Kružnica (S, r) je rozdelená bodmi A, B na oblúky 7c0, k0\ ktoré ležia 
v polrovinách Q, Q' S hranicou AB. Y jo TubovoTný bod, ležiaci vnútri 
kružnice a vnútri polroviny Q'. Z je TubovoTný bod, ležiaci mimo 
kružnice a vnútri polrovinyg'. Ďalej C jo TubovoTný vnútorný bod 
úsečky AB. Dokážte, že v obr. 82 je ip > cpx a v obr. 83 e < (p2; spo-
jením výsledkov s poučkou o obvodovom uhle odvocíte poučku. 
Všetky body X, z ktorých vidiet úsečku AB pod daným uhlom <p 
(t. j. AXB = <p), ležia na dvoch oblúkoeh bez bodov AB; tieto 
oblúky sú súmerne položené pod Ta priamky AB (obr. 84a—84c). 

Obr. 80. Obr. 81. 
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202. Z obr. 84a—c vysvetlite, ako pomocou úsekového ulila bol sostrojený 
jeden z obocli oblúkov AB, z ktorého vnútornýeh bodov vidiet danó 
úsečku AB pod danýin uhlom <p (BT je poldotyčnica príslušnej kruž-
nice). 

Obr. 82. Obr. 83. 

Obr. 84c. Obr. 85a. 

203. Narýsujte róznobežné úsečky MN, NP a určité bod X tak, aby 
< MXN = a, ^C MXP = kde a, fi sú dané uhly duté (Snelliova 

úloha). 
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204. Střed S kružnice opísauej A ABC leží a) vnútri, b) mimo A ABCt 
podia toho, či jo ostrouhlý alebo tupouhlý. Kdo leží bod S, ak je 
A ABC pravoúhlý? (Na dókaz použité obvodový uhol.) 

\0 

Obr. 85b. Obr. 85c. 

23. Mocnost bodu ku kružnici. 
Ak bod P leží mimo kružnice ($, r) a A, B sú priesečíky lubovoí-

nej sečnice s kružnicou, prechádzajúcou bodom P, je PA.PB — 
= d2 — r\d = PS. 

Dókaz: I. Ak sečnica prechádza stredom S (obr. 78) a napr. bod 
B leží bližsie k bodu P než bod A, je P Z = d + r, BP = d — r, 
teda P 4 . P P = (d + r).{d — r) = d2 —r2 . 

II. Ak sečnica neprechádza stredom S (obr. 87), nech je M stre-
dom tětivy AB, takže 8M stojí kolmo na sečnicu. Bod B leží opat 
bližsie k_bodu P než bod_^ a TM = BM = e, PM = /, je P X = 
f + c, P £ = / — teda P J . P P = (/ + e). (/ — e) = /2 — e2. 

Z pravoúhlých A A plynie podia Pytagorovej vety, 
že r2 = "Šiř2 + e2, d2 - &M2 + /2, teda d2 — r2 = f2 — e2, takže 
P j . P P = d2 —r2 . 
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Ked bod P leží vnútri kružnice (£, r) a A, B sú priesečíky kruž-
nice slubovolnou scčnicou, prechádzajúcou bodom P, je PA.PB = 
= r2 — d2, kde d = ~Š~P. 

Dókaz: I. Ale bod P splynie so stredom S, je d = 0, PA = r, 
P f í = r a veta je jasná. Nech je teda bod P iný ako S. 

II . Secnica prechádza stredom S (obr. 88) a bod B leží bližšie 
k bodu P než bod A; tak je PA = r + d, PB = r — d, teda 
PA.PB = ( r + d ) . ( r — d) = r2 — d2 . 

III. Secnica neprechádza stredom S (obr. 88) a bod M je stredom 
tětivy ÁB, takže SM stojí kolmo na sečnicu. Azasa, ak bod B leží 
bližšie k bodu_P než bod A a_ak AM = BM = e, PM = /, je 
PA = e + /, PB = e — f , teda P 4 . P J 3 = (e + /)-(« — /) = e2 — 

Avšak z pravoúhlých A A P-M"^ plynie podia Pytagorovej 
vety, že 

r2 = SJÍ2"-f e2, ď2 = ŠJf 2 + /2, teda r2 — d2 = e2 — /2, takže 
P Z . P 5 = r2 — d2. 

Mocnostou bodu P ku kružnici r) rozumieme číslo 
±PA.PB, 

pričom A, B sú priesečíky kružnice s Tubo volnou seěnicou, prechá-
dzajúcou bodom P ; znamienko plus platí, ked bod P leží mimo kruž-
nice, a znamienko mínus, ked leží vnútri kružnice. Ak leží bod P 
na kružnici, musí jeden z bodov A, B splynut s bodom P a výraz (1) 
sa rovná nule. Mocnost bodu P vzhladom na kružnicu je teda kladná, 
ak bod P leží mimo kružnice; záporná, ak leží P vnútri kružnice, 
rovná sa nule, ak P leží na kružnici. 
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Vo všetkých troch prípadoch je mocnost nezávislá od volby 
sečnice (je závislá len od kružnice a od bodu P) a rovná sa d2 — r2, 
kde d — SP. Ak bod P leží mimo kružnice (obr. 90) a ak je T bodom 
dotyku jednej z oboch dotvčníc, prechádzajúcich bodom P, rovná 
sa mocnost PŤ.PT alebo PT2, pretože z Pytagorovej vety plynie, že 
PT2 = d2 — r2. 

U 

Aby sme aspoň na jednom příklade ukázali užitočnost výsledkov 
tohto článku, dokážeme si pomocou nich novým spósobom známu 
vetu, že dva obvodové uhly nad tým istým oblúkom AB sú rovnaké 
(obr. 91). Dané uhly sú: y = AUB, tp = <£ A VB. Pretože oba 
uhly sú obvodové nad tým istým oblúkom AB, ležia oba vrcholy 
U, V v tej istej polrovine, vytatej priamkou AB, a preto jeden 
z oboch uhlov ¿fiBATJ, BAV je častou druhého. Napr. ak je 
<$.BAV častou < £ B A V , leží polpriamka A V v uhle <£ BAU, a 
preto (pozři str. 11) úsečka BU přetne priamku AV v bode P. 
Pretože úsečka BU je častou kruhu a z priamky A V len úsečka A V 
je častou kruhu, je P priesečíkom úsečiek A F, BU. Bod P leží vnútri 
kružnice a priamky A F, BU sú dve sečnice, prechádzajúce bodomP. 

Z toho plynie, že AP.VP = BP.UP alebo 

AP = UP 
BP ~ FP 

Teda v trojuholníkoch A APU, A BPV strany, vychádzajúce 
z vrcholu P, sú úměrné; okrem toho ich uhly pri vrchole P sú rov-
naké (vrcholové uhly); teda oba trojuholníky sú podobné, t. j. 

A APU A BPV, alebo y = y. 
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Ciričenie. 

205. Bod P má od středu kružnice (S, r) vzdialenost 5. Vypočítajte moc-
nost bodu P vzhladom na danů kružnicu, ak je: a) r = 7, b) r = 5, 
c) r = 3! 

206. Ktoré body v rovině kružnice (S, r) majů vzhladom na túto kružnicu 
mocnost, ktorá sa rovná danému číslu m? Rozoznávajte: a) m = q2, 
b) m = 0, c) m = — q2, kdo číslo q> 0; čo poviete o velkosti čísla q 
v případe c? 

207. Mocnost bodu P vzhladom na kružnicu (S, r = 4) rovná sa 9; určité 
vzdialenost PS, 

208. Mocnosti bodov Pl9 P2 vzhladom na kružnicu (S, r = 4) sú 9 a 20 
Určité medze pre vzdialenost PXP2 ' 

209. Každý bod na spoločnej dotyčnici dvoch kružnic so spoločným bo-
dom dotyku má vzhladom na obe kružnice rovnakó mocnosti; prečo? 
Ako je to s bodmi na priamke, ktorá prechádza priesečíkmi A, B 
dvoch kružnic ? 

210. Z obr. 92 vysvetlite, že Euklidovu vetu s odvěsnou AG pravoúhlého 
trojuholníka ABG (kde G = R) dostaneme pri zvláštnej polohe 
sečnice ADB v kružnici k, sostrojenej nad odvěsnou BG ako prieme-
rom. 
Právě tak Euldidovu vetu o výške (obr. 93) v A BDG (kde < G = 
= R) dostaneme ako zvláštny případ mocnosti bodu A vzhladom na 
kružnicu k' nad přeponou BD. 

211. Dané sú úsečky a — 4, b = 9. Použitím mocnosti sostrojte úsečku 
x = ]/a.b. Vyšetrite súvislost s Euklidovými větami. 

212. a) Sostrojte kružnicu, ktorá sa dotýká danej priamky t a ktorá pre-
chádza danými bodmi A, B, ktoré ležia v tej istej polrovine, vy-
tatej priamkou t. (Sú dve možné polohy priamok AB a t. Ak 
existuje priesečík O priamok AB a t, aká je vzdialenost OT doty-
kového bodu T hladanej kružnice?) 

b) Na predchádzajúcu úlohu 212 a) možno previest úlohu: Daný je 
uliol <£ MSN a vnútri uhla bod A. Sostrojte kružnicu, ktorá pre-
chádza bodom A a dotýká sa priamok SM, SN (porovnáj a j 
s cvič. 191). 

B 

B 

Obr. 92. Obr. 93. 
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