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MATEMATIKA
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Uvodni poznimky.

Latka antmetlky tieti tiidy je rozdélena na &tyfi samostatné oddily:
posloupnosti, limity, kombinatorika a podet pravdépodobnosti. Pojetim
i zpracovanim jsou téméF viecky stati odli¥né od dfivéjsich uéebnic a maji
tedy na methodické podani v&étsi naroky. ’

Tak posloupnosti jsou definovany rekurentn&, podstatny diraz je
kladen na porozuméni pojmu posloupnost a vyvozeni n-tého ¢lenu a &as-
teénych souétu posloupnosti, p¥i ¢emZ bylo upu$téno od umélych dloh,
které byly jenom formalistické. Také v uZiti se upousti od umélych pri-
kladd. Finanéni matematika je v souhlase s dne$nim pojetim velmi ome-
zena a duraz je kladen na tlohy jednajici o vzriistu nebo o poklesu néjaké
Veliéiny v daném poméru. Methoda matematické indukce je probrina
samostatné a podrobné. '

V oddilu ,,Limity® se dopliiuji véty o nerovnostech, jsou probrény
ohrani¢ené a nulové posloupnosti, k‘g,nvergentm posloupnosti a jejich -
limity a uvahy orealnych éislech jako lirftitéch Tato ¢ast je svym zpraco-
vanim nova a dava pevné ziklady pro studlum vyssi matematiky i nové
moznosti vychovy k logickému my§Sleni.

Vzorce v kombinatorice jsou dokazovany pfimo tsudkem, takZe se
vzorec objevi piimo ve své definitivni formé. Upousti se zde od formalis-
tickych tloh a zmechanisovéni celé partie, jak tomu byvalo dfive, a klade
se diraz na usuzovani.

Pocet pravdépodobnosti zatina krltlckym rozborem pojmu pravdé—
podobnosti, je zaloZen na skutecnych pokusech, zpracovani je ukazkou
jednoty theorie s praxi.

V celé aritmetické ¢asti je kladeh diiraz na uvahy.

Latka analytické geometrie, kterou se zaéina geometrie ITI. tiidy,
je proti pfedchozim udebnicim restringovana. Zpracovani uéiva je v sou-
hlase s modernim pojetim védeckym na podkladé vektorovém, i kdy% se
vyslovné o vektorech nemluvi. Zv1asté si v§imame téch vztahu, které
jsou nezavislé na poloze os soufadnic a na volbé polatku soufadnic. Pfi
vyvozeni je uZito také komplexnich ¢isel a geometrickych piibuznosti.
Geometrické ivahy se nevaZou na pevny systém soufadnic, ale naopak
soustava se voli vhodné k pfisluSnému atvaru. Pfitom se nemluvi o trans-
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formaci soufadnic proto, aby byl Zak spiSe ptipoutavan k studiu geomet-
rickych vlastnosti zkoumaného ttvaru.

Vyklady jsou zvla§té zevrubné p¥i smérovych tuhlech ptimek v ro-
viné nebo pfi vypocltu velikosti thla. Je nutné, aby si Zaci uvédomili, Ze
jde o uhel dvou polopiimek, aby se tthly nemétily bez zduraznéni, o ktery
z uhly, jeZ sviraji dvé ptimky, jde. Tvary rovnic pfimek byly omezeny
v podstaté na dva, coZ piispé&je rovnéz k soustfedéni 2akii na jadro tlohy.
Pii studiu nékterych kvadratickych funkei je pfipravovana puda pro
odvozeni pojmu derivace. U kvadratické funkce je uvadén také rozbor
kvadratické funkce.

Trigonometrie je proti dfivéj$im ucebnicim znaéné zestruénéna; fe-
$eni trojtihelnika se omezuje na reSeni uloh odpovidajicich vétam o ur-
¢enosti trojuhelnika.

Vyucovani analytické geometrii ma byt vedeno tak, aby si Zaci osvo-
jili jeji methodu. Ve vech ¢astech uéiva ma vyklad smétovat k tomu, aby
%4ci pochopili principy .a pevné si je osvojili: m4 byt kladen diraz na
. pojmové porozuméni latce, pii em% nezanedbavame ani numerické po-
éitani, kterému viak nevénujeme jiZ tolik dasu jako difive.

-~Toto pojeti aritmetiky i geometrie ptispéje k tomu, aby Zaci rozuméli
pfirodnimu, hospodaiskému a spbleéenskému déni takeé po strance kvan-
titativnich vztahu a aby poznévali vyznam matematiky pro rozvoj véd a
pro technicky pokrok ve sluzbach socialismu.
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Rozvrh uéiva.

Zari: Uvod do posloupnostf-
Aritmetické posloupnosti
Rijen: Geometrické posloupnosti
UZiti geometrickych posloupnosti
Listopad: | Matematicka indukce
Nerovnosti
Prosinec: Absolutni hodnoty
Ohraniéené a nulové posloupnosti
Leden: Konvergentni posloupnosti
Unor: Realna é&isla jako limity
Variace a permutace
Biezen: Kombinace
Binomicka véta
Duben: Uvod do pottu pravdépodobnosti
Vypoéet pravdépodobnosti
Kvéten: Pravdépodobnost thrnn4 a sloZena
Cerven: Opakovéni.




I. Posloupnosti.

1. Uvod.

Jestlize kaZzdému pfirozenému é&islu n prifadime podle jakkoli zvo-
leného pravidla é&islo a, (nemusi to byti piirozené &islo), fikame, Ze
a, az, Az, Azy «... 1)
je posloupnost &isel; &islo a, je n-ty ¢len posloupnosti (1); pfirozené n je
index ¢lenu a,; misto (1) piSeme nékdy strué¢né {a,}.

Priklady
11 1,2 3, 4, ...; obecn& {n}.
[21 0,0, O, O, ...; obecné {0}.
[B] 1,4, .9, 16, ...; obecné {n2}.
[4] —1, 2, —3, 4, ...; obecné {(—1).n}.
11 11 1
[5] TR T obecné {n T 1}.
11 11 ) { 1 } o
(6] T eI obecné o neb9 {2-n}.
[71 0,1, 0, 1, ...; obecns {I—“L—(‘—'ﬂ}

Posloupnosti [1], [3] maji tu vlastnost, Ze pro r <s je a» < as; to jsou
rostouci posloupnosti. Posloupnosti [5], [6] maji tu vlastnost, Ze pro
r < s je a; > as; to jsou klesajici posloupnosti. Posloupnosti [2], [4], [7]
nejsou ani rostouci, ani klesajici.

V predchéazejicich p¥ikladech bylo moiné udat jednoduchy vzorec pro
ssobecny élen‘ posloupnosti, t. j. udat poéetni vyraz, ktery slouZf k vypocétu
¢lenu a, na zdkladé indexu n. DuleZité jsou v8ak také jiné mnohem nepra-
videlné&ji budované posloupnosti, u kterych takovy vzorec neumime udat.
V tomto sméru je zejména pozoruhodné rostouci posloupnost {p,}, jejimiZ
¢leny jsou vsecka prvoéisla:

) 2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,43, .... .

Posloupnost {pp} je nesmirng sloZita a jejf studium pat#{ mezi nejkrasn&jsf
a pfitom nejobtiZné&j$i oddily matematiky. Na zakladé zkouméani tabulek
prvoéisel byly o posloupnosti {pn} vysloveny rozmanité domnénky, z nichZ
mnohé byly pozdé&ji s neobyéejnym dimyslem dokazany, jiné vSak pies
. usilovnou préci nejlep§ich matematiki dosud nejsou dokdzany. Dosud je
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nedokézana na p¥. Goldbachova domnénka vyslovena r. 1742, Ze kazdé sudé
¢&fslo vétsf neZ 3 se da napsat jako soucet dvou prvocdisel; na zdkladé tabulek
bylo zjiiténo, Ze je tomu tak pro vSechna éisla aZ po 10 milionti, ale obecny
dikaz dosud nebyl proveden. Velky pokrok v tomto sméru uéinil sovétsky
matematik I. M. Vinogradov, ktery 1. 1937 dokéazal, Ze kaZzdé dosti velké
liché ¢islo se d4 napsat jako soudet tif prvoéisel a Ze kazdé sudé éislo je
soulet nejvys étyr prvodisel; tento dikaz se povaZuje za jeden z nejskvé-
lej§ich vykont moderni matematiky.

Velmi éasty a dilezity je pfipad, Ze je pfimo dan prvni &len nebo
nékolik prvnich ¢&lent posloupnosti a Ze pro nésledujici ¢leny je dan
obecny predpis, jak se ma pocitati ¢len an4+1 na zakladé znalosti pied-
‘chazejicich &lent

al, a2, eeos ey an.

V takovém pripadé fikame, Ze posloupnost {a,} je definovana rekurentné
(latinsky recurrere = bézeti zpét). Priklad rekurentné definované posloup-
nosti dostaneme, zvolime-li prvé dva &leny ai, a; zcela libovolné a kazdy
nasledujici ¢len uréime podle pfedpisu

Apny1 = dp + ap—1.
Volime-li na pf. a;, = 1, a, = 1, je zatatek nasi posloupnosti

1,1,2,3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,
a snadno lze tedy poéitat libovolné mnoZstvi dal§ich é&leni.

Poznamka. Casto je Gidelné zatit indexem 0 misto indexem 1, psétl
tedy posloupnost ve tvaru

o, 44, Az, A3, ... (2)

misto ve tvaru (1). Ve tvaru (2) n-ty ¢len je ap—4, kdeZto a, je (n + 1)-ni
¢len.

Cviéent.

1. Napiste prvnich deset ¢lenit posloupnosti: a) {1}; b) {1 — n}; c) {__n__I}’
Q) {n(n + D}; ) {3 + 3 (— D} D {1 + 1), n

2, Napiste prvnich deset élenu posloupnosti dané rekurentné: a) aq; = 1,
Gnyy=0an+1; b) ey =a, anyy =a-ap; ¢) a3 =0, apy; = k- ap;
d)a, =1,an4y =i-ap; €)aqy =a,an4; =an +d; f)a;, = a,ap44 =
=an-q; g)a =1, @y =2, Gpy; =an—an-y; h) a; =0, a3 =1,
anty = 2ay + ap-;.

3. Vyjadrete obecny ¢len posloupnosti a) a, 2a, 3a, 4a, 5a, 6a...;
b) a, a2’ a3, a49 a5: as . o c) %’ 3 45 %) 6 gs d) %9 %’ %9 %9 %; %1- . e) +1’
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—-—1,+1—-1 +1,—1, ; £)1,4,7,10,13,16, ...; 8) 1,2, 4,8,
16, 32, ...; h) — 54, 18, ——62—--3,9,...

4. Napiste obecny ¢len posloupnosti dané rekurentnd: a) a; =1, ap44 =
=—apb)ay=1, a1 =an+1;¢)aq, =—1, @Gpt1 = ay; d) q, =
=a,any1 =0+ d;e)a,=1,ap41 =0an-q;f) a; =1, an41 =1—an.

5. Vyjadfete ¢len ap+1 Pomoci ¢lenu a, v posloupnosti: a) {1}; b) {1 — n};
O (= 1% & (s ©) g 0 {1 g) (1 + (— 1)

6. Vyjadiete €len an+4g pomoci ¢lenu a, v posloupnosti: a) {1 + (— 1)"},
b) {1— 2n}; c) {a"}; d) {1 + in}.

7. Pro kter4 x je posloupnost a) {nx}, b) {x"} rostouci a pro ktera z je kle-
sajici?

8. Posloupnost, jeZ je dana rekurentnim vzorcem an4, = (n + 1) ap +

+ (— 1)n+1, yvyhovuje také rekurentnimu vzorei an4; = n(ap + an—y).
DokaZte.

9. Vyj4adiete ¢len anyq pomoci ¢lenit a, a ap—; v posloupnosti

{1/5 [(1 +2 l/5> (1 ——2]/—) "]} . Kter4 je to posloupnost?

10. Obecny ¢len posloupnosti dané rekurentnimi podminkami @, =1,
ay=1, ap4, = an + ap_, ma tvar a, = k(z"—yn). Urcete Cisla k, x, y,

11. Posloupnost dana rekurentn& podminkami @, =1, a3 =1, ap4, =
= ap — ap—; M4 tyto vlastnosti: a) ap43 = — an; b) any¢ = an. Do-
kaZte.

12. Obecny ¢len posloupnosti ¢; =1, a3 = 1, an.H = @n — ap—, ma tvar
an = k(xn —yn). Uréete k, z, ¥

2. Aritmetické posloupnosti.

BudiZ dano libovolné &islo d. Potom miZeme rekurentné definovati
posloupnost {a,} tak, Ze prvy ¢len zvolime libovolné a viecky nésledujici
¢leny uréime predpisem

niy = ap + d. ay

Takto vznikl4a posloupnost se nazyva aritmeticka posloupnost. Cislo d se
jmenuje jeji diference (latinsky vyraz pro rozdil), protoZe je rovné rozdilu
@n+1 — anp kterychkoli dvou sousednich élentt posloupnosti. Zfejmé
aritmeticka posloupnost je pfi kladné diferenci rostouci po-
sloupnost; pfi zaporné diferenci je to klesajici posloupnost;
je-li d = 0, jsou vSecky ¢leny posloupnosti sobé rovny.



%
Jsou-li r, s dva indexy a je-li na pf. r <s, je podle rekurentniho
predpisu (1)
G=a+@d+d+ ... +4d),
kde podet séitanci v zévorce je roven rozdilu s —r obou indexii. Tedy
as = a, + (s —r)d. (#))
Vztah (2) byl odvozen za piedpokladu r < s, ale snadno z ného vypoéteme,
%e za téhoz predpokladu musi byti té% a, = as — (s — r)d neboli
a =as + (r —s)d,
co% neznamen4 nic jiného, nezli Ze vztah(2) musi zistat spravny i pro
r > s; ziejmé je, Ze (2) plati téZ pro r = s. Tedy (2) plati pro kterékoli
dva indexy r, s.
Zvlastnim pripadem vzorce (2) je vzorec

an=a + (n —1)d ‘ ®3)

pro vypocet obecného &lenu ay, na zékladé prvniho élenu a, a diference d.
Jako ptiklad vezméme licha pfirozena &isla; ta tvoii zfejmé aritmetickou
posloupnost s prvnim élenem 1 a s diferenci 2, takZe n-té liché &islo podlé
(3) jerovné ap =1 + (n —1) - 2 neboli :

ap=2n—1. . )
Jestlize podle poznamky na konci ¢&lanku 1 poééteénimu ¢lenu dame
index 0, mame misto (3) jednodu$si vzorec

an = Q + nd; (5)

Na zéklad& vzorce (2) miZeme jednoznaéhé uréit aritmetickou po-
sloupnost, jsou-li dany kterékoli dva jeji éleny (s riiznymi indexy), a vy-
podisti kterykoli jiny €len posloupnosti. M4-li byti na pf. ajp = 15

azg = — 15, dosadime r = 10, s = 20 do (2) a dostaneme
—15 =15 + 10d,
z ¢ehoZ najdeme diferenci d = — 3. Chceme-li vypocitat prvni €len a,,

dosadime r = 10, s =1 do (2) a dostaneme a, = 15 —9d = 15 + 27,
tedy a; = 42. Chceme-li vypotitat na pf. aso, je zbyteéné potitati pfedem
ay; dosadime r = 20 (nebo r = 10), s = 50 do (2) a dostaneme a5o = azp +
+ 30d neboli a0 = —15 —90, aso = — 105.
Je-li
qh az, ag, Az, - - - . . (6)
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libovolna posloupnost, mitzeme pomoci ji definovati rekurentné& novou po-
sloupnost {sp} takto. Prvni ¢len je s; = a;; kaZdy nasledujici ¢len je uréen
rekurentnim piedpisem ’

Sn+1 = Sn + An41, ‘ @
takZe zfejmeé

Sh=a; +dz + ... + an. )

Cisla sp se jmenuji &4steéné souéty posloupnosti (6). )
Nauéime se, jak lze poditati ¢astedné soudty aritmetické po-
sloupnosti. Po¢neme pfikladem. O slavném matematiku K. F. Gaus-

sovi se vypravuje tato anekdota. Kdyz byl na narodni $kole, dostali Zaci
za domaci cviceni vypodisti soudet

1+24+3+ ... 4+99 + 100 )

se sto sGitanci. Zak Gauss okamzit¢ prohlasil: ,,Vyjde 5050.“ Ze se to
opravdu ve Skole stalo, neni nikterak zaruceno, ale neni na tom nic ne-
moZného. Nebot soucet (9) je roven souétu

100 +99 +98 + ... +2 +1
a tedy dvojnasobek souétu (9) je roven souctu
(1+100) + @2 +99) +@ +98) + ...+ (99 +2) + (100 + 1)

se 100 s¢itanci vesmés rovnymi 101. Tedy ¢islo (9) je rovné poloviné sou-
¢inu 101.100, t. j. 5050.
Pocitame-li touz methodou obecné soucet (8), dostaneme nejprve

2sn = (a1 + an) + (a2 + @n-1) + ... + (an + @). (10)
Dva sousedni s¢itanci napravo v (10) maji tvar
_ ar + s, Aryq1 + As—1.
Podle definice aritmetické‘posloupnosti je viak -

ary1 = ar + d, as—1 = as —d,
a proto
ar + s = Ar41 + As—1,

t. j. v souttu napravo‘v (10) vsichni s¢itanci si jsou rovni. ProtoZe podet
s¢itanci je roven n, mame 2s, = n(a; + a,) neboli

1
sn = 5n(a1 + an), (1)

coZ je ¥adany vzorec pro ¢astééné soulty aritmetické posloupnosti.
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Vzorec (11) miZeme je$té trochu zobecniti, uvazime-li, e je-li (6)
aritmeticka posloupnost, je pti libovolném r také
dry, ar4-1, Ar4-2, Qr4-3; - -
aritmeticka posloupnost s prvnim élenem a; je-li s >r,je as (s —r + 1)-ni
¢len této posloupnosti, takze

1
ar + dr41 + ... +a.,=—2—(s—r+l)(a,+as)

neboli slovy: Soucet libovolného poétu za sebou nasledujicich
tlenit aritmetické posloupnosti je roven polovin& souéinu
jejich pottu se souétem prvniho a posledniho z nich. Na pt.
v hof'ej§im ptikladé (viz str. 10) aritmetické posloupnosti se dvéma da-
nymi éleny a;0 = 15, agp = — 15 je

Ao + a1 + @2 + ... + ax = 0.
Zajimavy je ptipad posloupnosti lichych &isel (4). Podle (4) a (11) je

1'+34+5+ ... 4+@n—1)=n

t. j. soudet prvych n lichych éisel je
roven n2. Viz pro n = 5 obr. 1, ktery
jasné ukazuje, 26 52 =1 +3 +5
+749.

Jestlize do vzorce (11) dosadime
za ap ze vzorce (3), dostaneme po
snadné Gpraveé vzorec

i 1
Sp = na; + -§n(n —1)d. 12)
Neni v3ak tfeba si pamatovat vzo-

Obr. 1. rec (12).
Cviéent.

13. Napiste prvnich deset &lenu aritmetické posloupnosti, je-li a) a, = 3,
d=2;b)a =2,d=—1%;¢)aq =—3,d =04;d)a; = 0,d =—1.
14. NapiSte prvnich deset ¢lend aritmetické posloupnosti, je-li a) a; = 5,
d=3; byag=1,d =—17; ¢) alo—-5 d=08; d) a = 3, a,—-7,

e)a, =9, a; = 6.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21

22.

23.

24,

25.

26.

27,

28.

29

Je-li v aritmetické posloupnosti dano a, a d, vypoététe as v pfipadech:

a) =12, d =7, s =5; b) aqg =8, d =—3, s =12; ¢) a5 = 4,
d=—1%,5=1;d) g =7, d =—0,01, s = 1000.
Napiste obecny ¢len aritmetické posloupnosti, je-li a) @, = 4, d = 3;

bya, =—2, d=—2, ¢)as =17, d=12; d) a =10, d = — 3;
€) ajp =1, d = 0,1.

Je-li v aritmetické posloupnosti dano a, a as, vypoététe d a udejte
obecny ¢len v pfipadech: a) a5 = 7, @y = 9; b) @g = — 2, a;; = —5;
C) g =1,a9 =2;d)aqy =5, a9 =2;€)a, =2,a5 =y, T 5.
Urcete soucet prvnich deseti ¢lentt aritmetické posloupnosti, je-li
a)ay = 3,a,0=30;b)ay =10, d =—2;¢c)a, =5,d =—1%;d) a5 =
= ——4, a, = 2,4.

Kolik aspori élent pfirozené fady &iselné treba seéisti, aby soudet pre-
sahl a) 100, b) 1000; c) 1 000 000?

Soudet prvych n c¢lent aritmetické posloupnosti je dan vyrazem
4n%? — 3n. Urdlete prvych pét &lenu této posloupnosti a vyraz pro
obecny ¢len,

Aritmetickd posloupnost 'je uréena t&€mito podminkami: a) a; = 3,

d=—1; b)a; =8,d = 1; ¢) q4 = 3, @y, = 12. Urcete vyraz pro an
a pro Sp.
Kdy je posloupnost éastednych soudttt aritmetické posloupnosti

a) rostouci, b) klesajici?

V aritmetické posloupnosti r-ty ¢élen ma hodnotu =z, diference je d.
Kolikaty ¢len je y? Kdy ma tiloha fe$eni?

V aritmetické posloupnosti je a; = a, a, = z, s, = s. Urcete r. Kdy
ma uloha FeSeni?

'V aritmetické posloupnosti je @ = 3, d = 2. Kolik ¢lenti dava soudet
sp = 120?

V aritmetické posloupnosti je dan r-ty ¢len x a soucet prvych r ¢lend
s. Uréete prvy ¢len a diferenci. M4 uloha vZdy feSeni?

.

V aritmetické posloupnosti je soudet prvych r ¢lent roven x a soudet
prvych s ¢leniit roven y. Urlete prvy clen, diferenci, r-ty a s-ty ¢len.
Je-li soucet prvych r ¢lend aritmetické posloupnosti roven nule, je
ar = — a;. Dokafte.

n pfimek v roviné, z nichZ Z4dné dv& nejsou rovnobé&Zné a Zadné tii
neprochizeji tymZ bodem, déli rovinu v A, ¢asti. DokaZte, Ze pro ¢islo
A, plati rekurentni vzorec Ap4y = Ap 4+ n + 1, a udejte vzorec pro
obecny ¢len této posloupnosti.
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3. Geometrické posloupnosti.

BudiZ dano libovolné ¢islo ¢. Potom miiZzeme rekurentné definovati
posloupnost {an} tak, Ze prvy élen zvolime libovolné a vSecky nasledujicf
¢leny uréime predpisem

‘ an+1 =0anq. (1)
Takto vznikl4 posloupnost se nazyva geometricka posloupnost. Cislo ¢
se jmenuje jeji kvocient (latinsky nazev pro podil), protoZe v piipadé
an == 0 je rovné podilu @41 : a; dvou sousednich ¢&lent posloupnosti.

Je-li @y =0, jsou ziejmé viecky ¢leny a, rovny nule a kvocient ¢
je naprosto neuréity. Je-li ¢ =0, jsou vSecky ¢&leny a% na prvni rovny |
nule. Je-li v8ak a; 5= 0, ¢ == 0, neni 2adny élen rovny nule, nebot’ podle
(1) by ¢len an41 mohl byt rovny nule pouze v tom piipadé, Ze by uz
pfedchozi €élen a, byl roven nule. Tedy v piipadé a; =0, q =0 je
Qn41:dq = q pro viecky indexy n. Vytknéme si je§té¢ piipad ¢ =1;
v tomto pfipadé v§ecky Cleny posloupnosti jsou si rovny.

Z (1) plyne — a to i v tom piipads, Ze bereme v uvahu disla kom—
plexni — Ze

|'1n+1| = @
Tedy: Je-li {an} geometrickd posloupnost s kvocientem q, je
{|an|} geometricka posloupnost s kvocientem|q|.

Jestlize prvni élen a; i kvocient ¢ jsou ¢isla kladna, plyne z (1), Ze
viecky ¢leny jsou éisla kladna. Jestlize mimo to je ¢ >1, plyne z (1), Ze
@n41 > dp, takZe v tomto ptipadé {an} je rostouci posloupnost. Jest-
lize ¢&isla ay, ¢ jsou kladn4, ale ¢ <1, plyne z (1), Ze ap+1 < an, takZe
v tomto piipadé {an} je klesajici posloupnost. Je-li ¢ zaporné (a je-li
a; = 0 redlné), maji ¢leny posloupnosti {a,} stiidava znameni, a proto
pusloupnost neni ani rostouci, ani klesajici.

V piipade a; > 0, ¢ > 0 jsou viecky ¢leny geometrické posloupnosti
kladna ¢isla, ktera mizeme logaritmovat. Podle (1) je

logan+1 = logan + logg,
takze logaritmbvénim vznikne aritmetickd posloupnost s diferenct
d = logg.
Vratme se k libovolné geometrické posloupnosti! Jsou-li r, s dva
indexy a je-li na pf. r < s, je podle rekurentniho pfedpisu (1)

as =0ar-(q+q+...*9Q),
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kde pocet &initeli v z4vorce je roven s —r, Tedy
’ as = dar * qs—r’ (3)
Vztah (3) byl odvozen za predpokladu r <'s, ale je zfejmé, Ze plati i Pro
r=s.Jeliqg=0,je
Fregt =g =1,

takZe ze (3) plyne ¢

as ° q"‘ = dr, .
coZ znamen4, e vzorec (3) plati i pro r >>s. Tedy (je-li ¢ &= 0) vzorec (3)
plati pro kterékoli dva indexy r, s.

Zvlastnim piipadem vzorce (3) je vzorec S

an = a - q*~! @

pro vypodet obecného &lenu geometrické posloupnosti na zakladé prvniho

¢lenu q, a kvocientu ¢. Jestlize jako v poznamce na konci ¢lanku 1 po~
¢ateéni ¢len oznaéime a, mame pohodInéjsi vzorec

an = aoq™. )

Je-li prvni ¢len geometrické posloupnosti roven jedné, je soudet
prvych n ¢élenti roven

. Sh=14+q+ ... + g1,
Z toho vSak plyne, Ze
Snd=q+ ¢+ ... +q° -
a odedtenim vyjde
' sn(g —1) =g —1,
nebot vSecky ostatni &leny se zrusi. Tedy pro g &= 1:

n—1
1+q+...+qn‘1=‘;_1, (6)
coz miuzZeme také psati ve tvaru
‘ _ { g
gt kgt =0 ®)

Je-li ¢ zaporné anebo kladné a mensi neZ 1, mame ve tvaru (6”) kladného
jmenovatele; je-li ¢ > 1, méme kladného jmenovatele ve tvaru (6).
Je-li ¢ =1, nemaji vzorce (6), (6') smyslu; leva strana je potom rovna n.
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Pro geometrickou posloupnost s libovolnym prvnim ¢lenem a, mame

ovSem
_ _ qn. .._1 1 J— qn
sn—a1+a2+...+an—'aiq_1 l—q
Stadi si viak pamatovati vzorce (6) a (6°).
’ *
Cviéent.
30. Napiste prvych deset ¢leni geometrické posloupnosti, je-li a) a, = 3,
gq=2;b)ay =1, ¢g=—1;¢c)a =—4374, ¢=14; d) g =—1,

31

32.

33

34.

- 35.

36.

37.

38,

39.

40.
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g=12;e)a;, =3,g=1+1i.

Napiste prvych deset ¢lenti geometrické posloupnosti, je-li a) a; = 3§,
g=2;b)ag=25¢g=—0,2; ¢) g1p=—1, ¢=1%; d) a; = 512,
a, =1768;¢)a; =30,a5 =—3;f)aqy =1 +i,a5 =1—1.

Je-li v geometrické posloupnosti ddno a,. a g, vypodtéte as; v piipa-
dech:a)a;g = 243,q =3,s = 5;b)ag = 7,9 =1, s = 12;¢) ag = 2500,
g=—25,s5s=1; d)as =5, ¢ =131+ i))/2, s = 13.

Napiste obecny ¢len geometrické posloupnosti, je-li a) a; = 3, ¢ = 5;
byay =—2,9g=—2; ¢)as=96,¢g=—3; d)ay=1,¢=—1
Je-li v geometrické posloupnosti dano a, a as, vypoététe ¢ a udejte
obecny ¢&len v pripadech: a) ag =2, a; =4; b) qy =1, ag = —1;

c)a; =1, a5 = 16.

Uréete soucet prvych deseti ¢lentt geometrické posloupnosti, je-li
a)a =1, ¢=2; b) a,=19683, g =—1; ¢) a5=9, ¢ =|3;
d) a4 = 5, ag = 5.

Urdete (s uZitim logaritmu) éasteéné souéty sz, Syq, Sgg, S50 geometrické
posloupnosti, vniZa; =1, ¢ = .

Strany rovnostranného trojuhelnika o strané a jsou rozdéleny na tfi
stejné dily. Nad st¥ednim dilem kazdé strany je sestrojen vné obrazce:
novy rovnostranny trojihelnfk. Viecky strany vzniklého obrazce jsou
opét rozdéleny na tii stejné dily a nad stfednim dflem kaZdé strany
je opét sestrojen vné obrazce novy rovnostranny trojthelnfk. Postup
se opakuje celkem n-krat. Urdete a) podet stran, b) obvod, c) obsah
vzniklého obrazce.

\
Geometricka posloupnost je dana témito podminkami: a) q = 2,
q=$%;b)a, =10,¢ = —1;¢) a3 = 10, aq; = 9; urcete obecny vyraz
Pro Sr.

Kdy je posloupnost &asteénych soudtii geometrické posloupnostl

a) rostouci, b) klesajic{? .

V geometrické posloupnosti je r-ty ¢len x, kvocient je ¢q. Kolikaty
¢len je y? Kdy ma tiloha fefenfi?



41. V geometrické posloupnosti je kvocient 2, r-ty &len 51 3» soucet prvych
r élent 10}; uréete r.

42, V geometrické posloupnosti s kvocientem ¢ = — } je soudet prvych
osmi ¢lent roven 14 760. Urcete ty ¢leny.

43. V geometrické posloupnosti je prvy ¢len %4, r-ty ¢len §}, soucet
prvych r éleni 8395 ; uréete r.

44. Urcéete hodnoty soudti:
a) ¢, = cosa 4 cos2a + cos3a + ... + cosra,
b) s, =sina + sin2a + sin3a + ... + sinra.
[Navod: pofitejte ¢, + is, a uvédomte si, Ze coska + isinka =
= (cos a + isin a)k,]

45. Uréete hodnotu souétu:

a) cosa + cos 3a + cosba + ... + cos(2n— 1)a;
b) sina + sin3a + sinba 4 ... + sin(2n — 1)a.

4. UzZiti geometrickych posloupnosti.

S geometrickymi posloupnostmi se setkavame v ulohach, v kterych
jde o vzrist (nebo pokles) néjaké veli¢iny v stalém poméru. Predpoklad,
Ze zména velitiny se dé&je v stdlém poméru a Ze proto postupné hodnoty
zkoumané veliéiny tvoii geometrickou posloupnost, nebyva ve skuteé-
nosti splnén presnd, ale je &asto splnén priblizné a vypoéty na tomto pod-
kladé provedené mohou vésti k cennym zavéram, i kdyZ jsou tyto zavéry
pouze zhruba spravné.

Prakticky byva vzrist nejéastéji udan v.procentech, pfi éemz vzrust
o p procent znamena ovSem vzrist v poméru

7=1+ 355" W
V nésledujicim textu vzriistem o p procent se mini vzrist za jeden
rok, ackoli u nékterych uloh pijde o jind obdobi neZ roéni. JestliZe
podateéni hodnota veliiny je a, je zvétSend hodnota po n letech dana
vzorcem '

an = aq + q". @
Jsou-li ze &tyf hodnot
ag, an, p (nebo q), n

dany kterékoli tii, miZeme vypodisti étvrtou na zakladé vzorce (2). Vy-
polet a, je pfimo dan vzorcem (2); pro vypocet a, mame

Gy = n - q-". (3)

2 ¢km. G 355-1IL 17



Pro nejéast&ji se vyskytujici hodnoty procentové miry p jsou &isla ¢n,
g—n udéna v tabulkach. Pro jiné hodnoty p pecitame logaritmicky; ze (2)
a (3) plyne

logan, = loga, + n - logg, “)

loga, = logan — n - logg. ' ()
Pracujeme-li se étyrmistnymi logaritmy a je-li n <C 100, je tfeba k étyr-
mistnému vypoétu soudinu znati logg na 6 mist. Sedmimistné hodnoty
logg jsou pro fadu hodnot p udany v nasledujici tabulce.

0; 1: 2: 3, 4,
0 ]0,0000000 0,0043214 | 0,0086002 | 0,0128372 | 0,0170333
1 04341 47512 90257 32587 74507
2 08677 51805 94509 36797 78677
3 13009 56094 98756 41003 82843
4 17337 60380 | 0,0103000 45205 87005
5 21661 64660 07239 49403 | .° 91163
6 25980 68937 11474 53598 95317
7 30295 73210 15704 57788 - 99467
8 34605 77478 19931 61974 | 0,020361 3
9 38912 81742 24154 66155 07755

100
tinnych mist pro p = 0,1; 0,2; 0,3; ... aZ po 4,9. Cela ¢ast procent je
udana v zahlavi sloupcii, desetiny procenta jsou udany v zalilavi radku.
Nasledujici hodnota p by byla p = 5; ptislu$na hodnota logg = 0,0211893.

Ve finanénich tabulkach je zvykem misto _P_ psati i (angl. inte-

100
rest = arok), misto ¢ psati r (angl. rate = pomér).

Logaritmovéani je nezbytné, jestlize neznama je n nebo p. Neznama
n je dana vyrazem

Tabulka udava hodnoty logg = log(l + p ) zaokrouhlené na 7 dese-

_ logan —loga, | '
n= Togg ; ©)

neznama p se uréi takto:
loga, —loga,
n

logg = ; p=100(g —1). @)
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Miuzeme ovSem p urdit také tak, Ze k vypoétené hodnoté logg najdeme
ji nejbliz8i tabulkovou hodnotu logq a z tabulky vy¢teme piimo p.

Neni treba si pamatovat vzorce (3) aZz (7); pamatujeme si pouze
vzorec (2), jehoZ upravu provedeme ve vySetfovaném numerickém pii-
kladé&.

Priklad. Hodnota vyroby dilny za rok ¢&ini 870 000 K¢é&s. Za kazdy
rok zvy$i se hodnota vyroby o 1,39%,. a) Jakou hodnotu bude mit v{roba
za 10 let? b) Za kolik let vzroste hodnota vyroby o 25%,?

Ve vzorci (2) je ay =870000, ¢ = 1,013. Na 6 des. mist je
logg = 0,005609. V dloze a) je n = 10, tedy

an = a, - q'%, log an, = loga, + 10 logg,

tedy log an == 5,9956; a, == 990000. Tedy za 10 let bude hodnota vyroby
skoro 1 000 000 Kés. V dloze b) je an : a5 = 1,25, tedy

qgn =125, n= M ==17,3.
logg
Hodnota vyroby vzroste za 17 let skoro o 259,.

Nejéastéji se vyskytujici alohy tohoto druhu jsou ulohy penéZni.
Je-li néjaka jistina a, uloZena na p9%,, vynese za kazdy rok urok, ktery,
neni-li vyzvednut, se pripoc¢ita k jistiné, a za druhy rok uz mame vedle
uroku z puvodni jistiny také jeSté urok z uroku. Po n letech koneén4 jis-
tina a, méa hodnotu (2), kde ¢islo ¢" je dano vzorcem (1). Celkovy drok je
ovSem roven an — d,.

Vzhledem k tomuto uZiti geometrické posloupnosti na vypocet tiroku
se ¢isla g nazyvaji urocltele a jejich pfevracené hodnoty se jmenuji od-
drocitelé.

Priklad. UloZim-li potatkem kazdého roku 1000 K¢&s, kolik budu
miti pfi 29%,nim Grokovani po 20 letech? Jest ¢ = 1,02, a = 1000. Vklad
a vzroste po n letech na a- ¢qn; takovych vkladi mame celkem 20;.prvni je
uloien 20 let, druhy 19, ..., posledni jeden rok. Po 20 letech budu miti

ag® +a¢"® + ... +aq = aq(1 +a+ ... +¢v),
tedy podle vzorce (6) ¢lanku 3:

a1 1020 =1 _ 51000 (g0 —1y.
qg—1 70,02 02

Z tabulky urogitelt vy&teme ¢20 = 1,4859, Tedy po 20 letech budu miti
24781 Kés.

19



Poznamka. Jestlize &islo b vznikne z &isla a zmen3enim o p pro-
cent, vznikne éislo a z ¢isla b zvét§enim. O kolik procent?
Oznaéime-li z hledany pocet procent, jest

_ __p — x
b_a(l 100)’“‘b(1+100)'

JestliZze z prvni podminky dosadime b do druhé, dostaneme po kriceni
¢islem a:

(1___P AN 100-—p( x)
1—(1 100)(1+100)— 100 \! * 100/’

z 100 _ P
1+ 10 = T0—p ~ ' * 00 =5
tedy
100p
T=700—p °
ProtoZe 100 — p je men$i nez 100, je
100p 100p

100—p — 100

t. j. ¢islo x je vidycky o néco vétsi nez p. Je-li v§ak p malé, je rozdil mezi
p a x nepatrny.

Cviéenl.

46, a) Zvys$ime-li vyrobu kaZdoroin& o 10%, o kolik procent ji zvy-
§ime b&hem pétiletky? b) O kolik procent t¥eba zvy$iti vyrobu kaZdo-
roéng, aby se b&hem pétiletky zdvojnésobila?

'47. Ptiroste-li dfevo v lese kazdym rokem o 2%, za jak dlouho se zdvoj-
nasobi?

48. Podet obyvatelstva jistého mésta vzrostl za 10 roki o 109%. Kolika-
procentnimu roénfmu pirastku to odpovid4?

49, Jakou dne$nf cenu m4 pohled4vka 10 000 Ké&s splatn4 a) za rok, b) za
tfi roky pfi 2 % celoroénfm sloZeném tirokovan{?

50, JZD si vypujéilo 100 000 Kés a zavazalo se, %e je zaplatf dv&ma
stejnymi splatkami, z nichZ prva je splatn4 za 2 roky a druhi za 4
roky ode dne vypujéeni. Jak velké budou ty splatky pfi 2 % sloZeném
trokovani?

51. Svételny paprsek ztracf pfi prichodu sklen&nou deskou uréité tloustky
59, své intensity. a) O kolik procent se zeslab{ intensita svétla pfi pra-
chodu péti takovymi deskami? b) Kolika deskami se zeslabi piibliZng&
na polovinu? .
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52,

53.

54.

55.

56.

57.

58.

39.

Tlaku vzduchu ubyva se stoupajici vyskou (pfi stalé teplotd) asi
0 1,29% na 100 m. a) Je-li normaln{ tlak vzduchu na hladiné moiské
760 mm Hg, jak velky je normaln{ tlak vzduchu na vrcholu SnéZky?
b) Udejte vzorec, podle néhoZ lze z tlaku naméfeného ve dvou riznych
vys$kach uréiti vy$kovou odlehlost obou pozorovacich mist. ¢) O kolik
procent klesne tlak vzduchu, vystoupime-li o 1000 m vyse?

Rozdilem vysek dvou téni rozumime pomér jejich kmitoéta. Predpo-
kliadame-li, Ze kaZdé dva sousednf pultény maji stejny rozdil vysek
a je-li kmitodet ténu a, 435 kmita za vtef., naleznéte kmitoéty viech
celych ténit od ténu ¢; do ténu cg (t. zv. temperované ladénf).

Tlumeny pohyb kyvadla se dé&je tak, Ze kaZdé dvé po sobé& nésledujici
krajnfvychylky od rovnovaZné polohy (zvané rozkyv) jsou vestalém po-
méru. a) O kolik procent se zmens$i vidy kaZdy nasledujicf rozkyv,
jestliZe se po 100 kyvech rozkyv zmensf na 0,01 pavodniho rozkyvu?
b) Po kolika kyvech klesne rozkyv na polovinu ptvodnfho rozkyvu?

Je-li n&€jaky obnos uloZen ve spofitelné pouze po ¢ast roku, pocita se
urok jen za tu ¢ast roku, po kterou byl obnos uloZen (a to zaokrouhle-
nou sestupné na poloviny mésictt). UloZim-li kapitdl K na p % upro-
stfed roku, poéita se tirok do konce roku za zbyvajicich m mésfct
takto: Nejprve vypoéteme, jaky kapitdl x tfeba uloZiti podatkem
roku, aby za 12 — m mésfctt od podatku roku vzrostl (jednoduchym
urokovanim) na hodnotu K. Potom vypocéteme hodnotu y, na kterou
vzroste kapital x za jeden rok. Rozdil y — K je hledany trok. Pro-
vedte vypocdet a stanovte vzorec, podle n&hoZz se vypoéte trok
z vkladu vloZeného uprostfed roku do konce roku za zbyvajicich m
mésict.*)

Kolik musim ukladati poc¢atkem kaZdého roku po 10 let, chci-li mit
koncem 10. roku nastfad4ano 10 000 K¢&s pii 2 % sloZeném trokovanf{?
Hodnota zlep$ovaciho navrhu, jehoZ bude tovarna pouZivat po dobu
10 let, propoétena k pocatku této doby je 1 000 000 Kés. O kolik Kés
ro¢né (poéitano vZdy ke konci kazdého roku) se zlevnf provoz tovarny?
(Pocita se 39 urok.)

Jakym obnosem, vloZenym poéatkem prvniho roku, se zajisti fond
ro¢nfch 1000 Kés splatnych vidy na konci kaZdého roku po dobu
10 let? (Urokovéni 29%,.)

Mam-li ve spofitelné na poéatku prvniho roku 10 000 K¢és, kolik mohu
odtud ro¢né po 10 let koncem kaZdého roku vybfirati, neZ tento vklad
vyéerpAm? (Urokovani 2%.)

*) Kdyby nebylo tohoto opatienf, mohl bych zvysit drok nad zdkonem stano-

venou miru. Kdybych totiZ uloZil na po¢dtku roku tfeba 10 000 Kés na 2%, a vklad
vyzvedl koncem pololeti, dostal bych i s irokem 10 100 Ké¢s Kdybych vyzvednuté
penize ihned zase vloZil jako novy vklad, dostal bych do konce roku 101 Kés aroki.
Uroky by tedy &inily celkem 100 + 101 = 201 K¢, t.j. o 1 Kés vice nez stanovena 2%,
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

Zapujéka mi byti zaplacena stejnymi splatkami placenymi vidy
koncem roku béhem 20 let. Prvn{ splatka se plati rok po vypujéeni.
Kolik procent z vypujéené &astky tfeba platiti roéné&, poéita-li se 39, -
uroku?

MnoZstvi dfeva v lese se odhaduje na 50 000 m3. Roénf pfirustek &inf
2,5 %/,. Kolik m3 dfeva zbude v lese-po 10 letech, bude-li se kaceti
4000 m3 ro¢n&? — [Navod: Poéitejte, jako by veskeré dfevo bylo
kaceno kazdym rokem najednou, a to vZdy pfesn& za cely podet let
po provedeném odhadu.]

Vyrobn{ druZstvo si vypujéilo 1 000 000 Ké&s na roziffenf svého pro-
vozniho zaffzeni a splaci je kaZdoroéné& obnosem 50 000 Ké&s (prvni
splatka za rok po vypijéenf). Za kolik let bude dluh zaplacen? Jak
velk4 bude poslednf splatka? (2,5°/, uroku).

Vyménkar pobiral starobnfho pojisténf po 10 let mésién& 950 Kés
poc¢atkem kazdého mésice. Kolik Kés roén& by musel ukladat poéat-
kem kaZdého roku po dobu 20 let, aby si nastfadal takovy obnos,
ktery by mu zarucdil hodnotu tohoto pojisténi? (29 trok.) — [Navod:
Mésiéni duchod pievedte nejprve (jednoduchym tGrokovanim) na roénf
diichod splatny poéatkem roku.)

Manzelé si koupili ndbytek za 80 000 Ké&s a splaceji tento obnos roé-
nimi splatkami 10 000 K¢és, z nichZ prvni je splatnd v den koupé
a kaZda nasledujici o rok pozdéji. Cena néAbytku se v3ak kaidym
rokem opotfebovanim sniZuje o 109 té ceny, kterou mél nibytek
vidy na poéatku roku. Kdyby se koncem péatého roku rozhodli na-
bytek prodat a strZenymi penézi zaplatit zbytek dluhu, kolik by jim
piebylo nebo kolik by se jim nedostavalo? (Po¢itejte 39, tiroku.)
Objem valce vyvévy je roven 0,1 objemu recipientu, objem $kodlivého
prostoru ¢inf 0,01 objemu valce. Je-li tlak vzduchu pod recipientem
pied n-tym tahem pistu p,—; a po n-tém tahu pp, platf rekurentnf
vzorec

(R + V + P)pn = Rpn—y + Ppy,
kde R je objem recipientu, V objem véalce, P objem $kodlivého pro-
storu a p, tlak atmosférického vzduchu. a) Vyjadiete p, pomoci p,.
b) Stanovte, jaky tlak je pod recipientem po 10, 50 tazich pistu, je-li

Po = 740 mm Hg. c) Uréete maximalnf zfedéni, jehoZ se muZe vy-
vévou dosahnouti pfi p, = 740 mm Hg.

5. Matematicka indukce.

S naukou o pdéloupnostech tizce souvisf velmi diileZita methoda ma-

tematickych ditkazu, t. zv. matematickd indukce. Touto methodou do-
kazujeme, Ze pro'kaZdé pfirozené ¢islo n plati néjaka véta V,. Jako pii-
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klad takové véty V, vezméme znamy vzorec
an = al + (n —1)d (I)

pro n-ty ¢len aritmetické posloupnosti s prvnim ¢lenem q, a s diferenci d.
MuzZeme jej dokazovati tak, Ze podle rekurentniho pravidla apyq =
= an + d soudime postupné

ay=a +0neboliay =a; +0-4d,

a2 = a; + dneboliaz =a; +1-4d,

a3 = as + d = (a; + d) + d neboli a3 = a; + 2d,

a; = as + d = (a1 + 2d) + d neboli a; = a; + 3d,

as =a; +d = (ay + 3d) + d neboli a5 = a1 + 4d, -
ag = a3 + d = (a3 + 4d) + d neboli g5 = a; + 5d atd.

JestliZe z takto provedeného vypoétu pro né&kolik prvnich hodnot n sou-
dime na spravnost dokazované véty pro vSecka n, mluvime o netiplné
indukei. Na konci tohoto ¢lanku si ukdZeme na ptikladech, Ze netplna
indukce miZe mnohdy vésti k ukvapenému nesprdvnému zavéru.
Proto neipln4 indukce neni ditkazem spravnosti, ale m4 velkou cenu
heuristickou (t. j. objevitelskou; fecky heuriskein == nalézti, objeviti).
Naproti tomu matematicka indukce, nékdy zvana téZ aplna indukce, je
spravny a duleZity zpisob matematického ditkazu. Diikaz obecné plat-
_ nosti véty V, pro viecka pfirozena &isla n metodou matematické indukce
probiha ve dvou krocich:
[1] dokaZe se, Ze véta Vj je spravné pron = 1;

[2] provede se obecny diikaz, %e jestlize pro né&jaké pf'ii‘ozené ¢islo n
véta V, je spravna, je pro totéZ n spravna také véta V4.

Matematicka indukce je spravna methoda ditkazu. Dejme tedy tomu,
Ze jsme u né&jaké véty V, provedli oba kroky [1], [2] matematické indukce.
Kdyby pies to nebyla véta V, sprévné pro v8ecka n, tu probihajice vze-
stupné p'f‘irozené ¢isla 1, 2, 3, 4, . . ., musili bychom dospéti k nejmensimu
prirozenému éislu k, pro které véta Vi je nespravna. To viak neni moZné,
nebot’ krok [1] zaruduje, Ze nemiiZe byti k = 1, jeZto véta V, je spravna.
Musi proto ptirozené &islo k byti vétsi neZ 1, a proto existuje takové pii-
rozené &islo n, e k = n + 1. ProtoZe n < k, véta V, je spravn4, naproti
tomu véta V, 41 neboli véta Vi spravna neni. To neni moZné, byl-li
spravné proveden krok [2] dukazu.
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V prikladé vzorce (1) dikaz matematickou indukei znf takto:

Prvy krok. Dosadime-li n = 1 do vzorce (1), dostaneme a; = a, +
+ 0-d, coz je zajisté spravné.

Druhy krok. Pro libovolné pfirozené &islo n pfedpokladame, Ze je
vzorec (1) spravny; mame dokézati, Ze je spravny také obdobny vzorec
pro pfirozené ¢&islo n + 1, t. j. mame na zékladé vzorce (1) oduvodniti
vzorec

Gnty = a; + nd. 2
To je snadné, nebot’ podle rekurentni definice aritmetické posloupnosti je
an+‘ = Qan + d. (3)

Jestlize do vzorce (3) dosadime za a, podle (1), dostaneme
o1 =[a; + (n —1)d] + d,

z &ehoZ snadnou upravou vychazi vzorec (2). Tim je obecna platnost
vzorce (1) dokazédna methodou matematické indukce.

DokaZme si matematickou indukci pro aritmetickou posloupnost
s prvnim ¢&lenem a, a s diferenci d vzorec

Sp = nay + %n(n —1)d, @)

ktery jsme méli v élanku 2 pod éislem (12).
Prvy krok. Pro n = 1 vzorec (4) ddva s, = ay, coZ je spravné.
Druhy krok. Ze vzorce (4) mame odvodit obdobny vzorec

1

Snt1 = (n + Da; + -i-(n + 1)nd. ‘ (%)

Podle definice ¢asteénych souéti je »
Snt1 = Sn + Gn+1. ()
Do (6) jednak dosadime za s, hodnotu (4), jednak dosadime za a, 41
hodnotu (2). Dostaneme
Sn41 = na; + —;-n(n —1)d + a1 + nd
neboli
: 1
Sn+1 = (nay + ay) + [—2—n(n — 1)+ n} d,

z ¢ehoZ snadnou Gpravou plyne (5).

Nynf si udame nékolik prikladi na nepostacitelnost netiplné indukce.
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1. Pro kaZdé ptirozené ¢éislo n poloZme

a, = n®—n + 41,
Je tedy
a =41, a; = 43, a; = 47, a, = 53, a; = 61,
ag = 71,a;, = 83, a3 = 97, ag = 113, a;;, = 131.
Viecky vypocétené ¢leny ap jsou prvodisla. Netiplna indukce by vedla k do-

mnénce, %e se nase posloupnost skldda ze samych prvoéisel, a pro viecka n
a% po n = 40 skuteénég a,, je prvodislo. Ale a,, = 412 neni prvoéislo.

I1. Je-li @ = n? — n + 72491, d4 se dok4zati, Ze a, je prvoédislem pro
viecka n a2z po 11 000. Ale pro Z2idné piirozené éislo ¢ nemuZe byti
apn =n*—n+c
prvodislem pro viecka n, nebot pro n = ¢ je a, = c2.
II1. BudiZ {pn} rostouci posloupnost viech prvocisel (viz str. 7). Defi-
nujeme novou posloupnost {M,} takto:
Mn = 2p" -_— 1,
kde p, znaéi n-té prvodislo. Cisla M, se nazyvaji Mersennova &fsla. Jest
M, =22—1=3 M;=23—1=7 M3 =25—1 =31,
M, =2"—1 =127,
coZ jsou prvodfsla. Ale jiZ nasledujici Mersennovo ¢&islo My = 211 —1 =
= 2047 = 23 .89 nen{ prvocfslem. Tento ptiklad je historicky velmi zajf-
mavy. Pfedevifm je snadné dokazati, Ze jestliZe p nenf prvoéfslo, ani 2p — 1
nemuZe byti prvodislo. Nebot je-li p rovné souéinu rs dvou ptirozenych &isel
r >1,s > 1 a poloZime-li ¢ = 27, je 2P = 2's = ¢% a tudiZ podle ¢lanku 3
éislo
2P —1 g —1
2r—1  g¢g—1
je ¢&fslo celé, t. j. Cislo 2P — 1 je délitelné mens$fm ¢&islem 27 — 1, které je
vétsf neZ jedna; tedy 2P— 1 nenf prvodislo. Naproti tomu pro mnoh4 prvo-

éisla p je 2P — 1 prvoéislem. R. 1644 tvrdil Mersenne, Ze pro n < 258 é&islo
2n — 1 je prvocislem piesné v téchto ptipadech:

n=23,5,1713,17,19, 31, 67, 127, 257.

Od té doby bylo viak dokazano, jednak Zze pro n = 67 a pro n = 257 ¢islo
27 —1 neni prvoéislem, jednak Ze 2n — 1 je prvodislem také pro n = 61,
89, 107. Ze ¢éislo

2127 _ 1 = 170 141 183 460 469 231 731 687 303 715 884 105 727

skuteéné je prvocislem, dokazal Lucas r, 1877, Je to nejvétsi z ¢isel, o kte-
rych je znamo, Ze jsou prvocisla.

=14q+ ... +¢1
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“Cvicent.
Pomoci matematické indukce dokaZte spravnost vét:

1
T pokud

n
66. Je-li an.H=a,.vq,jea)a,,=al-q"—1;b)s,,=a1-q
g+ 1. =
67.a)1-2-|-2-3+3-4+...+n(n+1)=—§—n(n+1)(n+2);
1 1 1 1 n
b)) m—+-—+——+... = .
)1-2+2-3+3-4+ + n(n + 1) n+1

68. a) 12 + 22 + 32 4 ... +n’=%n(n+1)(2n+1);

b)13 423 433 4 .., +n3=%n2(n+1)2;
)12 432 4+ 524 ... +(2n — 1) = in(2n + 1)(2n —1).

69. a) Cislo n® — n je d&litelné $esti pro kaidé ptirozené ¢&islo n. b) Cislo
n® — n je d&litelné tficeti pro ka%dé ptirozené é&islo n. ¢) Cislo n? — n
je délitelné &tyficeti dvéma pro kazdé prirozené &fslo n.

70. a) Cfslo a® — b je pro kaZdé ptirozené &islo n délitelné &islem a — b.
b) Cislo an + bn je pro ka%dé liché kladné n délitelné &islem a + b.

71. a) Soudet Ghli vypuklého n-thelnfka je (n— 2)-180°. b) Vypukly
n-thelnfk m4 $n(n — 3) tihloptidek.

72. a) n pftimek v roving, z nichZ 24dné dvé& nejsou rovnob&zné a 24dné tfi
se neprotinajf v jednom bod&, mé& %n(n'— 1) pruseéikd. b) n body
v prostoru, z nichZ Zadné tf#i neleZf na jedné p¥imce, je uréeno
4n(n — 1) ptimek.

73. n body v prostoru, z nichZ Zadné tfi neleZi na jedné pf¥fmce a Zadné.
étyfi na jedné roving, je uréeno in(n — 1)(n — 2) rovin.

74. a) V posloupnosti a; = 1,a3 = 1, ap4q = ap + ap—, plati a, an42 —
— @p4q3 = (—1)n+1, b) V téZe posloupnosti je n-ty Eastedny soudet
dén vzorcem s, = ap4g3— ‘

75. a) x 4+ 222 4 323 4 ... + nzn =x——(n + Dant? + nont?

Y »
pokud z == 1. (slmén?sm%(n N l)a
b) sina + sin2a + sin3a + ... + sinna = sint

pokud sin}a 5= 0.

II. Limity.
1. Nerovnosti.

V aritmetice se po staleti klad]l velky duraz pfedev$im na nauku
o rovnicich. Ale v moderni matematice jsou velmi dilezité také nerov-
nosti. Zakladni pravidla o nerovnostech jsme poznali v prvni tfidé a nynf{
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si je zopakujeme. KdeZto skoro viecky vysledky piedchézejicich &lankid
jsou spravné nejen pro €isla redlna, nybrz také pro éisla komplexni, je
v tomto élanku podstatné, Ze viecka éisla jsou redlna. Pravidla, ktera si
chceme pfipomenout, znéji takto (v. uéebnici pro 1. tfidu, ¢lanek 4 v ka-
pitole III.)

I. JestliZe v nerovnosti na obou stranidch zménime zna-
meni, plati obracena nerovnost. (Je-lia <b, je —a> —0».)

II. V nerovnosti je dovoleno na obou stranach priéisti
totéz ¢&islo (kladné, zaporné nebo nulu).

ITII. V nerovnosti je dovoleno obé& strany znasobit tymi
kladnym &islem.

IV, JestliZe obé& strany nerovnosti znidsobime tymzZ za-
pornym &islem, plati obracena nerovnost.

Dvé& nerovnosti nazveme souhlasné, mame-li v obou znameni
,,mensi‘“ nebo v obou znameni ,,vét§i“. Jiz v 1. tridé jsme si vSimli, Ze
z pravidla ITI. plyne nasledujici pravidlo V. a z pravidla IV. nasledujici
pravidlo VI.

V.Dvé souhlasné nerovnosti je dovoleno seéist.

VI. Dvé souhlasné nerovnosti mezi kladnymi ¢isly je do-
voleno znésobit.

Z pravidla I1. nasleduje, Ze pro nerovnosti plati pravidlo, které zname
urovnic: Kterykoli ¢len nerovnosti miZeme pfevést s jedné
strany nerovnosti na druhou s opaédnym znamenim. Pievésti
¢len a s jedné strany na druhou s opaénym znamenim znamena totiZ
totéz jako na obou stranach pfiéist éislo —a.

Piiklad 1. Uréiti, pro ktera z plati nerovnost:

3x4—5+x+2< +x—é—8 )
Obé strany zné4sobime kladnym ¢islem 60:
153z —5) + 20(x + 2) < 30z + 12(z 4 8) )
neboli ’
452z —75 + 20z 4 40 < 30x + 12z + 96. 2"
Cleny obsahujici x pfevedeme nalevo, znamé éleny prevedeme napravo:
45z + 20x — 30x — 122 << 75 — 40 + 96 3)
neboli
23z < 131, 3"
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Ob¢ strany znasobime kladnym d&islem J5:

131 '

o @
Dokazali jsme, Ze kaZdé x, které spliiuje nerovnost (1), spliuje také ne-
rovnost (4). Obracené kazdé z, které splituje nerovnost (4), spliiuje také
nerovnost (1), nebot’ jestlize ob& strany nerovnosti (4) znasobime klad-
nym &slem 23, dostaneme nerovnost (3'), kterou muZeme upravit na
tvar (3). Z nerovnosti (3) dostaneme pfevodem né&kterych ¢lent s jedné
strany na druhou nerovnost (2'), kterou mizeme upravit na tvar (2).

@, do-

staneme nerovnost (1). Tedy reSeni nerovnosti (1) je dano nerovnosti (4);
viimnéme si, Ze (4) plati, je-li x rovné nule nebo zaporné.

Jestlize obé strany nerovnosti (2) znasobime kladnym ¢&islem

Piiklad 2. Uréiti, pro ktera z plati nerovnost:

z+1 x+5
z+3<x+6'

)

Zde nemuZeme na obou stranich znasobit souéinem (x + 3)(z + 6),
protoZe tento soutin je pro néktera z kladny, pro néktera = zdporny, pro
néktera z rovny nule. Pfevedeme pravou stranu nalevo: '

z+1 x+5

z+3 236 <0 | ©)
neboli po upravé
—r ) <o 0
(x + 3)(x + 6) )
Podle I. plyne ze (7)
z+9
>0 &)

(x + 3)(x + 6)
ProtoZe podil dvou éisel ma stejné znameni jako jejich soudin, plyne z (8)
(x + 9)(x + 3)(x + 6) >0. (9)

Obracené se lehko presvédéime, Ze kaZzdé x, které spliiuje nerovnost (9),
spliluje také nerovnost (5). Zbyva roziesiti nerovnost (9); za tim Géelem
si vytkneme na &iselné ose ty body, které anuluji mnohotlen

@+9(@+3)(x+6), (10

-9 -6 -3 t.j. body odpovidajici ¢islam —9,
Obr. 2. —6, —3. Tyto tfi body rozdéli &i-



selnou osu na étyti ¢asti a zkoumame postupné ¢&isla x odpovidajici bo-
dim jednotlivych &asti:

[1]x << —9; vSichni tfi Cinitelé jsou &isla zaporn4, soudin (10) je
zaporny a nerovnost (9) neni splnéna.

[2] —9 <z << —6 (takto piSeme struéné, abychom naznaéili, Ze
plati zdroven obé& nerovnosti — 9 <z, x < — 6); ¢initel x + 9 je kladny,
¢initelé x + 6, x + 3 jsou zaporni a nerovnost (9) je splnéna.

[8] —6 <x << —3; ¢initelé z+9, = + 6 jsou kladni, &initel
x 4+ 3 je zaporny, soudin (10) je zaporny a nerovnost (9) neni splnéna.

[4] x > —3; vSichni t#i &initelé jsou kladni, souéin (10) je kladny a
nerovnost (9) je splnéna.

Vcelku tedy nerovnost (5) ma feSeni dvojiho druhu

—9<x<<—6,x>—3. V obr. 2. jsou vyznaleny &arkovanim
ty body na ¢&iselné ose, které jsou obrazy reSeni nerovnosti (5).

V nésledujicim bude uZiteéné také toto pravidlo:

VII. Jestlize pro dvé kladna ¢&isla a, b plati nerovnost
1
a < b, potom pro jejich pfevridcené hodnoty L %— plati obra-

cena nerovnost’%>—11)—, nebot nerovnost a << b je dovoleno zna-

sobit kladnym ¢&islem %—; vznikne nerovnost—},— <—l—-, kterd znamena
totéz jako 1 > 1
] a b*

Cviclent.

76. Jak tfeba voliti éislo x, aby byly spln&ény nerovnosti:
x 4r —3 3x—1_ 1 2r —3

— >___.
a)12+3x<3,b) 7 + 5 =3,c) +
3r—4 9x—5 4r—1 2z + 1 r— 2
+ 8 < 10 ; d) 31 > — I

77. Ktera z vyhovuji sou¢asng nerovnostem:
a)b—Tr<3x +2, 7T—5x>3 + 2z;
bz +2>2x 4+ 3> 3z + 5;
¢)2r +6>3x+2, 52—3>3r—4, x—1> 5z + 2,
78. Pro kterA x plati: a) 6x2—7x +2 >0; b) 222—3x 1 <0;
c)x2—zx +1>0; d)222—3x +2<0,

79. Ktera z splituji nerovnosti: a) :_: > 0; b) —53;——3:— > 3;



z—1 z+1 . r—4 z—2 zz+3 z4+4
c)a:+1+x—1>0’d)1+x——3<x—— ; )x—-—3 422

80. Cisla a, b jsou kladna. DokaZte, Ze (a + b) (7 + —b-) =4.Kdy na-

stane rovnost?

81. Je-li |z]< 1, je a)

1
21+ b)———x>1——x Dokazte.

b —
82. Jsou-li &isla a, b kladn4 a takov4, ¥e a = b, pak a = —;-;— 2 Jab 2
b ¢
= :_T_ 3 = b. DokaZte. Kdy nastav4 n&ktera rovnost?

83. Matematickou indukcf dokaZte: a) je-li a > 1, pak také an> 1 pro
kaZdé pfirozené n, b) je-li 0 < a < 1, pak také 0 < a® < 1 pro kazdé
pfirozené n.

84. Matematickou indukecf dokazte, e (1 + z)" 2 1 4 nx pro > — 1
a n celé kladné. Kdy muiZe nastati rovnost?

85. Matematickou indukcf dokaZte: a) 2" > n pro kaidé pfirozené n;
b) 27> n? pro kaZzdé celé n = 5; ¢) 27> n3 pro kazdé celé n = 10.

2. Absolutni hodnoty.

Ze stiedni $koly znate pojem absolutni hodnoty | a [ realného éisla a.
Poznamenejme, Ze )

|0] = 0; |a] > 0 pro kazdé a < 0. | %)
Podle zndmych pravidel o nasobeni relativnich &isel je
|ab] = |a] - ]b] ' @
pro kterékoli dvé realna &isla a, b. JelikoZ | —1 | =1, plyne ze (2) '
|—a| =]al. - N )|
Podle pravidel o s¢itani relativnich éisel je ' .
" la+b[Zlaf+fo] . @

pro kterdkoli dv& reln4 &isla a, b, pti ¢em¥ znameni rovnosti plati, je-li
nékteré z &isel @, b (nebo obg) rovné nule, dale jestliZe jsou obé ¢&isla a, b
kladné nebo ob& z4porn4; znament men§i plati ve @), jeliz éisel a b
Jedno kladné'a ]edno zéporné

A% pfedchézejicf t¥idé jste se seznémlli (v. uéebnicx pro 2. tfidu, élének
3 v kapitole I1.) s pojmem absolutni hodnoty komplexniho &fsla

X =z +izg, (%)
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ktera je rovna
|X] = Va? + 2 (6)
neboli je rovna VXX, jestlize jako obvykle X = x; —ir, je komplexni
¢islo sdruZené s X. Na prfipomenutém misté jste poznali, Ze i pro komplexnf{
¢isla plati pravidlo (2). tudiZ i pravidlo (3), které je disledkem pravidia (2).
Je zfejmé, Ze i pravidlo (1) je spravné i pro ¢isla komplexni. Nag cil nynf je
dokézati spravnost pravidla (4) pro ¢&isla komplexni. Za tim dcelem si nej-
prve dokaZme, Ze pro kaZdé komplexnf éislo X plati nerovnost
11+ X <1+ |X]. 7
Je-li X sdruZen{ komplexn{ éfslo k éislu X, je k €&islu 1 + X sdruZené éfslo
1 + X a tedy _
1+ X2 =1+ X)(1 + X)

neboli

1+ XP2=1+(X +X) + XX.
Aviak

X + X =2z, XX =|X2
Tedy '

1+ XPP=1+20 +]1X2 ®)
Podle (6) je viak zfejmé, Ze r; < |X]|, tedy také 2z, < 2| X|. JestliZe v této
nerovnosti na obou stranach pfi¢teme éislo 1 + | X |2, dostaneme
1422 + X214 2IX|+H[XP =@ + | X)2
Z toho plyne podle (8), Ze |1 + X[ < (1 + | X|)? a tudiZ platf i (7).
Nynf snadno dokéZeme, Ze nerovnost (4) je spravni, jestliZe obé& pfs-

mena a, b znamenaji ¢isla komplexni. Nerovnost (4) je zfejma, jestlize
a = 0. Je-li v8ak a == 0, 1ze urciti komplexnf ¢éfslo X tak, aby bylo

b = aX.
Potom je '
a+b=al + X),
takZe podle pravidla (2) je : o
la +b| =|a]-|1 + X|. : : N C))

Mimo to je podie téhoZ pravidla také [b| = |a] - | X|, takZe _
‘ la] +[b] = |a] (1 + |X]). (10)

Aviak dokizanou nerovnost (7) je dovoleno na obou stranich znésobxt
kladnym éislem |a|; provedeme-li to, dostaneme :

la] |1 + X| < |a| (1 + | X]),
z ¢ehoZ podle (9) a (10) plyne (4).
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Matematickou induket se snadno dokéaZe, Ze pro libovolna komplexni
&isla ay, ay, ..., a, plati jednak ' .
lay + a3 + ... +an| <lay| + @] + ... +|anl, a1
jednak
layag. . .ag =]|a)«|ay|«...|aq. (12)
Jestlize v dokdzaném vzorci (4) misto b napiSeme — b, dostaneme
podle (3), Ze pro libovolna komplexni éisla a, b jest
la—b] <lal| + |b]. (13)
Pri obvyklém geometrickém znéazorn&nf ¢&isel (na éiselné ose pro éfsla
realn4, v roviné pro ¢isla komplexnf) znamena é&islo | a | vzdalenost poéatku
od bodu znéazoriiujiciho ¢islo a; ¢islo | a — b | znamena vzdalenost bodi

znazorfujicich éisla a, b, Pro reilna cisla je to jasné; pro komplexni ¢isla viz
udebnici pro 2. tfidu, kapitola II., ¢lanck 5.

Cviéent.
Ve cvié. 86—92 jde vesmés o realn4 &fsla.

86. Kterd x spliiuji nerovnosti: a) |z +1]>=z; b) |x + 1] < z;
orxti<izl;d)yx+1>|x|?

87. Pro kter4 z plati: a) |z| < |z + 1]; b) |2z — 3] 2 |3z — 2|;
o) Izl +lz—1[>1; d) 2|+ [2—z|<2; e) [z] +[2—z| =27

88. Ktera x vyhovujf nerovnostem: a) 1<|x 4+ 2|<3; b) 3x—1 <
<lz]<3z +1; ¢) |Bx—1|<|x|< |3z + 1]?

89. Reste rovnice: a) |2z + 1| 4+ |2x—1} =3; b) |2¢ + 1| —|2z] +
+1 = 2x.

90. Reste soustavu rovnic: |z + y|=1, |z| + |y]| = 2.

91. Ktera x spliiujf nerovnost |2x% 4 5x|> 3?

92. Je-li |x — a| < b, kde b > 0, zna¢di to piesné totéZ jakoa—b <z <
< a + b. DokaZte.

93. Matematickou indukci odvodte, Ze
a)lay + a3+ ... +ag| <|a| +lag| + ... + |aqnl;
b)laya; ... an| = |ay| +|ag| ... |an].
94. Ze vztahu |a + b| < |a| + |b| dokaite, Ze |z — y| 2 ||z| — |y]||.
95. Je-li |xt— a| < b, kde b > 0, dokaite, %e a)|z|<|a| + b; b)|zx| >
> |a| — b.
96. Co znamena v oboru komplexnich &fsel podminka; a) |x| < 1;
b)lz—2| > 135 91 <lz—4| <2 d)|z| = |z + 1]}
r—1 -
e) 1
97. Reste rovnice: a) [t] —x =1+ 2i; b) || + 2 =2 +1i.
98. Je-li |z| < 4, pak |[(1 + i)2® + ix| < &. Dokaite.

’ = 1? Znéazornéte graficky.
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3. Ohrani¢ené a nulové posloupnosti.

Posloupnost {an}, jejiZ €leny jsou &isla realna nebo komplexni, se
jmenuje ohraniéend, jestliZe existuje takové kladné ¢&islo K, Ze

lan| < K
pro viecky indexy n. O ohranienych posloupnostech snadno dokaZeme
dvé véty.
I. Jsou-li ob& posloupnosti {a,}, {b,} ohraniéené, je také
posloupnost {an + by} ohraniéenA.
Dukaz. JelikoZ {a,} je ohranifen4, existuje takové kladné &islo K, Ze

lan| <K @

pro viecky indexy n. JelikoZ {bn} je ohranigen4, existuje takové kladné
éislo H, Ze
|ba| < H @

pro viecky indexy n. Nerovnosti (1), (2) je dovoleno seéist; proto

|aa| + |ba] <K + H
pro viecky indexy n. Ale podle pfedchéazejiciho ¢lanku je

lan + bnl élanl + Ibnl;

tedy

lan + ba| <K + H
pro viecky indexy n. ProtoZe souéet K + H dvou kladnych &isel K, H
je kladné éislo, je véta dokazéana,

II. Jsou-li ob& posloupnosti {aa}, {bn} ohranidené, je také
posloupnost {anbs} ohraniéené.

Dukaz. Podle pifedpokladu existuji takova kladné ¢isla K, H, Ze
plati (1), (2). Je-li an == 0, bp &= 0, jsou (1), (2) nerovnosti mezi klad-
nymi ¢&isly, které je dovoleno znasobit, coZ d& nerovnost

|anbn| < KH; 3)
protoZze KH je kladné éislo, plati (3), i kdyZ a, = 0 nebo b, =0, t. j. (3)
plati vidy, a tedy {aa bn} je ohrani¢ena posloupnost.

Jestlize vSecky €éleny posloupnosti {bn} jsou rovny témuz &islu ¢, je
{ba} zfejmé ohrani¢ena posloupnost. Proto z véty II. plyne:

ITT. Je-li {an} ohrani¢en4 posloupnost a je-li ¢ libovolné
¢islo, je takeé {can} ohraniéena posloupnost.
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O posloupnosti {an} pravime, %e skoro viecky cleny maji n&jakou
vlastnost V, jestliZe lze udati index r tak, Ze vlastnost V maji viecky ty
tleny posloupnosti {a,}, jejichz index n je vét$i nez r. Na pi. skoro
viecky ¢leny posloupnosti {100 — n} jsou zaporné; pro r = 100 plati,
Ze 100 — n je zaporné pro vSecka n >r. Také skoro vsecky ¢leny po-
sloupnosti 100 — 0,001 - n jsou zaporné, ale zde musime volit r mnohem
vétsi nez 100; 100 — 0,001 - n je zaporné teprve pro n > 100 000.

Ptfiklad. BudiZ ¢ > 1. At jakkoli zvolime kladné ¢islo K,
skoro v3ecky ¢&leny geometrické posloupnosti {g"} jsou
vétsi nez K. Je-li ¢ na pf. Cislo celé, je to jasné. Je-li viak ¢Cislo ¢ jen
o malo vétsi nez 1, je-li na pf ¢ = 1,000001, neni to tak jasné, ale da se to
snadno dokazat logaritmovanim, nebot’ jeZto ¢ > 1, je logg > 0. Mimo
to je logg" = n - logq. Zvolime index r tak, Ze

r> logK

: logg ~
Pro v8ecka n > r je tim spiSe
n>

logK
logg
Tuto nerovnost je dovoleno znasobit kladnym ¢islem logg.

Dostaneme . -
n - logg > logK neboli logg" > logK;
ponévadZ ze dvou kladnych ¢&isel je to v&tsi, které ma vétsi logaritmus,
je také gn > K. Tedy q" > K pro vSecka n>r, t. j. pro skoro vSechna n.

Nynisizavedeme diilezitou definici. Posloupnost {an}, jejiz ¢leny jsou
ibovolna ¢isla realnd nebo komplexni, se nazyva nulova posloupnost,
jestlize, at’ jakkoli zvolime kladné ¢&islo k, vidycky plati, Ze nerovnost

' lan| < k (4)

je splnéna pro skoro v§ecka n. Od kterého indexu n po¢ne platit nerovnost
(1), to zalezi na tom, jak malé bude kladné ¢islo k. Cim mensi bude k, tim
pozdé&ji zaéne platit nerovnost (4). Zvolime-li k velmi malé, zacne (4)
platit velmi pozdé; jak pozdé, to zalezi jednak na volbé kladného ¢isla k,
jednak na volbé posloupnosti {a.}.

Je skoro samoziejmé, Ze posloupnosti {0} a '—Il;} jsounulové.Pro

)

nés je dulezita tato véta:
IV. Je-li|g| <1, je {¢g"} nulova posloupnost.
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Dikaz. To je zi'ejmé pro g =0. Jestlize ¢ = 0, je |¢| >0; mimo to je
lq[ < 1, takie pro pfevracenou hodnotu Q =1:|q| plati Q > 1.
Zvolme nyni libovolné kladné &islo k; také K = 1: k je kladné ¢éislo, a
protoZe Q > 1, nerovnost

">K ®)
plati pro skoro vSecka n. AvSak z nerovnosti (5) nasleduje (v. vétu VII-
na str. 29) nerovnost
1
g
Aviak |g|n = |q|; tedy nerovnost |gn| <k plati pro viecka n, pro n&z
plati (5), t. j. |gq"| < k pro skoro viecka n.
Ziejma je tato véta: V. Kazd4a nulovéa posloupnost je ohra-
ni¢ena.
O nulovych posloupnostech snadno dok4dZeme nasledujici dvé véty:
VI. Jsou-li {a,}, {ba} dvé& nulové posloupnosti, je také
{an + bn} nulova posloupnost.
Dikaz. Zvolme kladné ¢islo k. Potom je také }k kladné ¢islo, a
jezto {a,} je nulova posloupnost, mizeme udat index r, tak, Ze

1 .
< 5 neboli lg|n < k.

lan| < 3k (©)
pro viecka n > r;. Podobné muzZeme udat index r, tak, Ze
[ba| < 3k Q)

pro viecka n > r,. Zvolme nyni index r tak, aby bylo zaroveii r >r,,
r>r,. JestliZe n > r, plati obé nerovnosti (6), (7), které je dovoleno se-
Cist, coz da

|an| + |ba| < ks

av$ak |an + bn| < |an | + |ba|, takze
|an + ba| < k

pro v8ecka n > r. Véta je dokazana.

VIL Je-li {a;} nulovi posloupnost a je-li {by} ohranidené
posloupnost, je {a;bs} nulova posloupnost.

Dukaz. Podle definice ohrani¢ené posloupnosti existuje takové
kladné éislo K, e |bn| << K pro vSecky indexy n. Zvolime-li nyni libo-
volné kladné ¢islo k, je také k: K kladné ¢islo. JeZto posloupnost {a,} je
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nulova, miizeme udat index r tak, 7e |a,| < k : K pro viecka n > r. Tedy
pro viecka n > r plati ob& nerovnosti :

o] < 35 [bn] <.

Snadno uvazime, Ze tyto dvé nerovnosti je dovoleno znasobit. JelikoZ
|@n| « |bn| = |anbn|, vyjde |anba| < k pro viecka n >r.

Dusledek dokazané véty VIIL. Je-li {an} nulova posloupnost
a je-li ¢ libovolné ¢&islo, je také {ca,} nulova posloupnost,
nebot’ posloupnost {c} je zfejmé& ohranidena.

Cviclen{.
99. DokaZte v&tu: Je-li {ap} ohranideni posloupnost, je i posloupnost

{|an|} ohraniéena.

100. DokaZte vétu: Jsou-li {an}, {bn} ohranidené posloupnosti, je ohrani-
¢en4 i posloupnost {rap + sbn}, kde r, s jsou libovoln4 é&fsla.

101. Je-li|g| <1, je posloupnost {g"} ohranidens. DokaZte.

102. Doka%te v&tu: Je-li {an} posloupnost ohranidens a je-li |bp| < |ap]
pro skoro viecka n, pak je {b,} také posloupnost ohraniéena.

103. JestliZe v posloupnosti {an} zm&nime koneény podet €leni, dostaneme
posloupnost {b,}. Pak je ap, = b, pro skoro viecka n. DokaZte.

1 ,
104. DokaZte, Ze posloupnost 3 je nulova.

105. Dokazte v&tu: Je-li {a,} nulova posloupnost, je i posloupnost {|a,|}
nulova. '

106. Dokazte v&tu: Jsou-li {an}, {bn} nulové posloupnosti, je nulova i po-
sloupnost a) {ran + sbp}, kde r, s jsou libovolna &fsla; b) {a,b,}.

107. Dokazte, Ze kazda nulova posloupnost je ohraniena.

108. Je-li {a,} posloupnost nulova, je i {a;}, kde r je libovolné pfirozené
¢islo, nulovA. DokaZte matematickou indukecf.

109, Utvofite vyrok, ktery ptesné popira to, co tvrdi vyrok:
a) Existuje takové kladné ¢&islo K, Ze |ap| < K pro viecka n. b) At
zvolime kladné ¢&islo k jakkoli, vZdycky je splnéna nerovnost |a,| < &
pro skoro vsecka n.

110, Dokazte vétu: Je-li posloupnost {ap} ohranidena a je-li ap &= 0 pro

1
vSecka n, pak posloupnost N nen{ nulova.
n

111. DokaZte vétu: Je-li posloupnost {a,} nulova a je-li a, 3= 0 pro viecka

n, pak posloupnost {—al-—} nen{ ohranidenA.
n
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112. Dokazte v&tu: Je-li {an} Posloupnost nulova a je-li |by] < lan| pro
skoro viecka n, pak je {bn} také posloupnost nulova.

4. Konvergentni posloupnosti.

Nyni se seznamime s jednim pojmem, ktery je snad nejdileZitéj$im
matematickym pojmem viibec, kolem n&hoZ se soustfeduje cela t. zv.
vy$§i matematika. Je to pojem limity. Slovo limita je latinského puvodu
a znameni mez nebo hranici. V matematice se velmi ¢asto setkdvame
s Cisly, kterd nedovedeme spoéitati pfesné, nybrZ pouze pfiblizné. Jestlize
zpuisob piiblizného poditani je tak pruiny, Ze jej lze upraviti tak, aby
stupeii pfibliZznosti byl tak velky, jak si piejeme, neboli tak, aby se piesné
hodnota a pfiblizna hodnota liSily tak malo, jak je libovolnym zpiisobem
predepsano, fikdme, Ze pfesn4 hodnota hledaného &isla je limitou pocita-
nych piibliznych hodnot. S takovymi éisly, kterd ve vyloZeném smyslu
miZeme poditati pouze piibliznég, jsme se jiZ setkali. Takto se poéitaji mimo
jiné druhé odmocniny ]/5, V§atd., Ludolfovo é&islo a, ale také logaritmy,
goniometrické funkce a j.

Zskladni druh limity je limita posloupnosti. O posloupnosti {a,} iika-
me, Ze ma za limitu ¢&islo a, jestlize {a,— a} je nulova posloupnost. To
pravé znamen4, e pfi velkych hodnot4ch indexu n &islo |an —a | je
velmi malé neboli Ze pro vSecka velka n je €islo a, dobrym pfibliZenim
k &fslu a.

KaZd4 posloupnost nema limitu. Ziejmé& na pi. ani posloupnost {n},
ani posloupnost {(— 1)7} nema limitu. JestliZze v8ak posloupnost {an} ma
limitu, je tato limita jedind, nebot dejme tomu, Ze by posloupnost {an}
méla dvé rizné limity a, b. Potom by byly {an—a}, {an—b} nulové po-
sloupnosti. Pro kazdé ¢islo ¢ by také {c(a,—b)} byla nulova posloupnost.
Pro ¢ = —1 dostaneme, Ze {b — an} je nulova posloupnost. Z nulovych
posloupnosti {a,—a}, {b—an} bychom dostali se¢tenim novou nulovou
posloupnost ’

{(an — a) + (b — an)} neboli {b —a}.

Jeito v8ak a = b, neni {b — a} zfejmé& nulova posloupnost.
JestliZe posloupnost {a,} mé limitu a, piSeme

lim a, = a. )

O posloupnosti, ktera m4 limitu, ¥ikame, Ze je konvergentni (t. j. sbihava);
o posloupnosti, ktera nemé limitu, fikame, Ze je divergentni (t. j. rozbi-
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hava). Také uZivame sloves konverguje, diverguje. Plati-li (1), tik4me, %e
posloupnost {a,} konverguje k éislu a. Ziejmé

lim a, =0
znamené totéZ, jako Ze posloupnost {a,} je nulova. Tedy podle véty IV,
¢lanku 3 této kapitoly:
limgn=0,jeli|¢g]| <1. R )
Z vét Elanku 3 snadno odvodime zadkladni véty o konvergentnich
posloupnostech.

I. Kazd4 konvergentni posloupnost je ohranidena.

Duakaz. Plati-li (1), je {an—a} ohraniend posloupnost podle véty
V. élanku 3. Ziejmé také {a} je ohraniend posloupnost. Jeito a, =
= (@, — a) + a, je {an} ohrani¢ena posloupnost podle véty 1. &lanku 3.

II. Jestlize lim a, =@, lim b, = b, je také lim (a, + bn) =
" =a +b. . ,

Dukaz. Jeito posloupnosti {a,—a}, {bn—>b} jsou nulové a jeito

(an + bn) —(a + b) = (an —a) + (b, —Db),

je {(an + bp) —(a + b)} nulova posloupnost podle véty I. &lanku 3.

IIl. Jestlize lim a, = a, je lim ca, = ca pro kazdé ¢&islo ¢

Dikaz. Jezto posloupnost {a, —a} je nulova a jezto cap —ca =
= c¢(ap, —a), je {cap — ca} nulova posloupnost podle véty VIII. ¢&l. 3,

IV. JestliZe lim a, =q, lim b, = b, je také lim (a, —bp) =
=a—b>b.

Diukaz. Z pfedchazejici véty soudime pro ¢ = —1, Ze lim (—b,) =
= — b, takZe nase véta plyne z véty II. tohoto &lanku.

V. Jestlize lim a, =a, lim b, = b, je také lim ab, = ab.

Dukaz. Podle véty I. tohoto ¢lanku je {a,} ohranifena posloupnost,
takZe {an(bn—>b)} je nulova posloupnost podle véty VII. ¢lanku 3. Podle
véty VIIi. téhoZ ¢lanku je také {b(a, —a)} nulova posloupnost. Aviak

anbn —ab = an(bn —b) + b(a, —a),

takZe {anbn — ab} je nulova posloupnost podle véty VI. ¢lanku 3.

VI. Je-li lim a;, =a a je-li a, *_0 pro vSecka n, a % 0, je
take

.1 1
lim —‘;n—' = —‘—1—. (3)
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- Dukaz. Jeito a = 0, je |a| kladné &islo, tedy také }|a| je kladné
¢éislo. Jezto {a, — a} je nulova posloupnost, existuje takovy index r, Ze
|@n — a| < %|a| pro viecka n >r.

Kdyby pro n&jaké n > r bylo |a,| < }|a| neboli |—an| < }|qa|, pak-
by pro toto n bylo
lal = [(@n —a) + (— )| < [n —a| + |—aa| <}]a]| + }[a] =]a],
t. j. |a| <la|, coZ je nemozné. Tedy la,,] > %|a| pro n>r, takZe

R |<TWm">’ )

an
podle véty VII. ¢élanku 1. Ze (4) soudime snadno, Ze {71—} je ohrani¢ena
n

]a

posloupnost. Podle véty III. ¢lanku 3 je tedy takeé {-— 5(11_} ohranitena -
n

posloupnost. Jezto {a, — a} je nulova posloupnost a jest

1 1 1
@ T T T
je {?1- - l} nulova posloupnost podle véty VII. élanku 3.
n

VII. Budi? lima, = a, limb, = b. Jestlize b, &= 0 pro
vSecka n a také b+ 0, je téz

Dukaz. Podle predchazejici véty jelim — 1 _1 .Jezto = Qn -

1
ba b b,. b’

plyne nale véta z véty V.

Podle (2) je posloupnost {g"} konvergentni pro ¢ <1. Mize byti po-
sloupnost {g"} konvergentni i v piipadé || = 1? Prog =1jeq" =1 pro
viecka n, tedy lim g = 1. Av§ak

VIIL Jestlize |q| =2 1, ¢ & 1, pak posloupnost {g"} je di-
vergentni.

Dukaz. Predpokladejme, Ze |[¢| = 1 a Ze lim ¢ = ¢. Mame doka~
zati, Ze ¢ = 1. JeZto |g| = 1 a jezto |¢"| = |q|", je |gq®| = 1 pro vSecka
n; proto je ¢ = 1, tedy ¢ == 0. Jestlize z nulové posloupnosti {g* — ¢} vy-
nechame prvni ¢len, dostaneme posloupnost {g+! —c}, které je zfejmé
také nulova, Tedy

limgn =¢, limgntl =g,
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takZe podle véty IV. je
lim (gn+1 —¢n) = 0.
Na druhé strané je gn+! —gn = gn(q — 1), takZe podle véty III. je
lim (gt —¢q") = (g —1)ec.
TudiZ (g — 1)c = 0, a jezto &initel ¢ je razny od nuly, musibytiq —1 =
=0,t.j.¢g=1
IX. Jestlize [q| <1, pak

. 1
llm(l+q+q2+...+q""i)=-—-l___q. (6)]

Dikaz. Podle vzorce (6") ¢lanku 3 v kapitole I. je

{ —gqn

1+g+@+ ... gt = 1-—3 ,

takze
1 1
2 -1 = — .
14+q¢g+¢+ ... +¢n T—¢ T—¢ qn.

Méame tedy dokézat; Ze {-—— T—¢

z vét IV. a VIIIL. ¢lanku 3 této kapitoly.
Vzorec (5) se oby&ejn& pise ve tvaru

. qn}j e nulové posloupnost. To plyne

1 ,
1+q+q2+q3+...=l__q. ')

Telky na levé stran& naznaduji, Ze se ma ve séitani pokradovati bez ja-
kéhokoli omezeni. S¢itati nekoneéné mnoho &isel nema oviem Zadny vy-
znam; lev4 strana neznamena viibec souéet, nybrZ limitu souétu. Piesto
se prakticky (z historickych divodu) &asto mluvi o nekoneénych Fadéch,
o jejich konvergenci nebo divergenci a v piipadé konvergence o jejich
sou¢tu. Nekonedna fada

a +a +a + ... (6)
nenf nic jiného neZli posloupnost &asteénych souéti sp=a; +as +...+
+ an posloupnosti {a,}; konvergence nebo divergence nekone¢né rady (6)
neni nic jiného neZ konvergence posloupnosti {sn}; v piipadé konvergence
soutet nekoneéné fady (6) neni nic jiného neZ lim s,.

Cviéent.

113. Je-li lim a, = a, pak lim |a,| = |a]. DokaZte.

114. Je-li lim a, = a a lim b, = b, pak lim (ra, + sby) = ra + sb, kder, s
jsou libovolna ¢&fsla. DokaZte.
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115.
116.

117.

118.
119.

120.

121.

122,
123.

124,
125,

126.

Je-li lim a, = a, pak lim a," = a’, kde r je pfirozené &islo. DokaZte
matematickou indukei.

Ze cvig, 115. odvodte, Zelim a," = a" i pror <0 celé oviem za pred-
pokladu, 2e a &= 0, a, 3= 0 pro v3ecka n.

DokaZte, Ze lxm-’l-l- = 0.

Je-li a, = r pro skoro v3ecka n, pak lim a, = r. DokaZte.

Jestlize v posloupnosti {a,} zam&nime koneény pocet ¢lenil, dostaneme
posloupnost {b,}. Je-li lim a, = a, pak také lim b, = a. DokaZte.
Bud lim a,= a &= 0 a necht a, = 0 nejvyse pro koneény pocet ¢leni.

Utvofme posloupnost {b,} tak, Ze poloZime b, = —;11—- je-li ap == 0;
n

1
je-li a, = 0, zvolime b, libovoln&. DokaZte, Ze lim b, = i

Na z4kladg vét II.-VII. vypoététe: a) lim L, b) lim an + b pro
: n+1 n +d
. n \’ n? + 2n2 + 3n—1
¢ =+ 0; c)lxm(——j_—l) r celé; d)hm ,e)l —-—-—zn——+—~1—,
2n
1) hm Eri

DokaZ%te v&tu: Je-li lim a, > lim by, je a, > b, pro skoro viecka n.
Je-li lim ap = a, lim b, = b a ap < by, pro skoro viecka n, pak a < b.
DokaZte. — [Navod: Co by se stalo, kdyby bylo a > b?)

Pro ktera z je posloupnost {x"} konvergentn{?

Rozhodnéte, ktera z nasledujicich fad je konvergentni, a je-li konver-
gentni, napiste, jaky ma soudet:

a) 1+3+4+%+

b)1—3%432—% 4.

) —3+i—Hth— "'3

) A—12) +a =12+ =128 +a—12¢ +
(1 +)2)—+ 122+ +1/2)3——(1 + 12 +
1) 1+1th+ (lv-gl) +(1 +1) o

g 1 +—- + (1"2'") + (1%'3)8+

h1—@Q +i)+@Q +i2—1+1i)P+
Udejte, pro ktera z jsou konvergentni nésledujici fady a jaky je jejich
1 1 1
soudet: a) x a2 +ad3 4 at 4 ...; b) 1__::— +?-—;3— + .03
x x

’ T
c)x—2r +4x—8x + ...; d) -—x——z——--4——--§-—-—...
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127, Pro kter4 re4ln4 z jsou konvergentn{ nasledujicf Fady a.jaky je jejich
soudet:

a) 1 4 sinx + sin%c + sinx 4 ...;
b) tgx — tg¥x + tgdc — tgie + ...;
c) 1 + (cosx + isinx) + (cosx + isinx)? + (cosz hisinr)® 4 ...;

1—iz (1 —iz\? [1—izx\®
h1——7 +( 3 )_( 3 )+

5. Redln4 &isla jako limity posloupnosti desetinnych zlomkii.

Pri praktickém pocitani nahrazujeme realna éisla skoro vZdy dese-
tinnymi zlomky tak jim blizkymi, Ze chyba nema prakticky vyznam.
Historicky je zajimavé, Ze a¢ desetinné zlomky byly zndmy mnohem
diive, uZiva se jich soustavné teprve od 17. stoleti. Zasluha o to patii
piedevim holandskému matematikovi Simonu Stevinovi (1584—1620).
NaSe generace, kterd se s desetinnymi zlomky seznamuje jiz na narodni
§kole, nema naleZité pfedstavy o tom, jak nepohodlné byly vypoéty
v dobg, ktera jesté neznala desetinné zlomky. Ostatné plné vyuziti vSech
vyhod, které poskytuji desetinné zlomky, mohlo nastati aZ po zavedeni
desitkové soustavy mér a vah, jejiZ nezbytnosti pro pokrok védy si byl
dobfe védom uZ Stevin, ale kterou prosadila teprve velka revoluce fran-
couzska.

Theoreticky je dileZité presné odiivodnit, Ze veSkeré poéitani s real-
nymi éisly se da pievést na poéitani s desetinnymi zlomky. Nebudeme
se zabyvati viemi podrobnostmi tohoto odivodnéni. Za zakladni vétu
v této souvislosti Ize povaZzovat vétu, Zze ke kazdému realnému ¢islu a 1ze
udat takovou posloupnost {a,} desetinnych zlomki, %e a = lim a,. Po-
moci vét II., IV, V. a VII. ¢lanku 4 se potom oduvodni, Ze zdkladni po-
¢etni vykony s realnymi &isly se daji nahradit zdkladnimi poéetnimi vy-
kony s kone¢nymi desetinnymi zlomky tak, Ze chyba, které se pfi tom
dopustime, je tak mal4, jak je pfedem pfedepsano. Tim se nebudeme po-
drobnéji zabyvati. Zato si stru¢né promluvime o nejjednodus$im zpisobu,
jak napsati libovolné redlné ¢&islo a ve tvaru a = lim a,, kde kazdé aj, je
desetinné &islo. Tento nejjednodussi zpiisob pozistava v tom, Ze za an
...volime nejvétsi n-mistny desetinny zlomek, ktery je budto rovny anebo
ﬁi‘e;\léi nez a. Je-li na pf. a = =, je

21; = 3,1; az = 3,14; a3 = 3,141; a; = 3,1415; a5 = 3,14139; ...
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V3ecky rozdily # — a1, # —az, @ —a;, ... jsou kladné a jest
W—G1<-1-16;7!—02<i.;n —_—ay < 3
102 103 ’
takZe skute¢né lim a, = 7. Strudné piSeme
| 7 = 3,141502653589793 . . ., )

kde teCky znamenaji, Ze se ma napravo bez omezeni pokraéovati dal a
dal; prava strana v (1) je tedy struéné oznadeni pro limitu posloupnosti
{an}, jejiz n-ty ¢len a, dostaneme, podrzime-li napravo pouze n prvych
desetinnych mist. V témZ smyslu mame pro kazdé realné éislo a:

a = C,C102C3C4Cs . . ., (2)
kde c je libovolné celé éislo (kladné, zaporné nebo rovné nule), kdeZto cy,
C2, C3, Cs, Cs, - . . jSOu éislice, (t. j. &isla, z nichZ kazdé ma jednu z hodnot
0,1,23,4,5,6, 7, 8, 9). Tedy (2) znamena, Ze

= lim ap,
kde

@ =c+30+ g + e g ©)

Vyraz (2) se jmenuje desetinny rozvoj éisla a.
JestliZe éislo a samo je r-mistny desetinny zlomek, t. j. jestliZe

Cr
a= C+—-+102+ +‘1‘&’

kde opét c je celé &islo a ¢;, €3, . . ., ¢, jsou éislice, pak rozvoj (2) ma tvar
a = ¢,ci¢3 ... ¢,00000 ...,
t. j. v8ecky ¢&islice ¢, pro n > r jsou rovny nule.
Pristupme k p¥ipadu, Ze a je kladné racionalnf ¢&islo, tedy a = —71—1-, kde

m, n jsou pfirozen4 ¢&fsla, ktera miZeme predpokladati nesoudélna. JestliZe

13 13
250 2.5
$ifenfm uvésti a na tvar zlomku se jmenovatelem 10”7, na pf.

¢islo n nema jiné prvocinitelenez2a5, na pf.a = W ‘miZeme roz-

.92 .
13 _13.22 13 4_2_0052_005200000
2.5 .58 105 108
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l a je v tomto pifpad€ r-mistny desetinny zlomek. Jestlie vSak n m4 jiné

prvodinitele neZ 2 a 5, jestliZe na pf. a =
obydejnym délenim.

1’ miZeme rozvoj (2) urdit

50 : 14 = 0,3571428571
80
100
20
60
40
120
80
100
20

Viecky zbytky 8, 10, 2, 6, 4, 12 atd. pfi tomto délenf jsou men3f neZ 14 a
neziporné, je tedy pouze 14 moinYch zbytku:

0,1,23,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13,

Z toho plyne, Ze mus{ jednou nastat okamzik, e se vyskytne znovu zbytek,
ktery se vyskytl uZ diive; v daném piipadé takovy po prvé se opakujici
zbytek je 8. Jakmile se jednou opakuje zbytek, musi se opakovat také
viecky nésledujici zbytky a musi se také opakovat ¢islice podilu; v daném
piipadé jest ;

i%— = 0,3571428571428571428571428.. ., “)

t. j. skupina &fslic 571428 se stle opakuje. Rikame, %e desetinny rozvoj (4)
je periodicky (perioda je slovo feckého piivodu znamenajfcf cesta kolem
dokola); &islice 571428 tvoli periodu rozvoje, &fslice 3 tvoii pfedperiodi.
Je patrné, Ze takovy periodicky rozvoj musfme dostat, kdykoli é&islo a je
racionalni, i kdyZ a je zaporné. Je-li vSak a irracionalni, pak desetinny
rozvoj (2) neni periodicky, nebot jestliZe desetinny rozvoj

P —— pr——— p———— p——
a@a=0¢py...Pkq1 -++ Qugy --- Qngs ++- Gh
je periodicky, ¢islo a musi byti racionélni.
Vskutku ziejmé
a =limax.4nn,
kde

— mre—  pr——  p———

Qc4+nh =6Py -+ PkQy «»+ Gh +++ 1 -+« Gy



pti ¢
Zime

jest

nebo

Podl

tedy

emZ skupina ¢&fslic g, ... gn se n-krat za sebou opakuje. JestliZe polo-
Py P2 Pk
10 T T TR =
LY an _
0 Tt T =Y
_ v v v
“k+nh—c+u+m+i-0‘m+ +m

li

v 1 1
Qg4nh = ¢ + U +’1—6i((1 +m + ...+ 1————0(n_1)h)-

e véty IX. ¢lanku 4 je viak
lim(1+1+ + ! )*— ! = 10°
10n "7 T 10(-1r) 1 10h—1’
10h
a = lim aq =c+4u+ v 1on +u+v.10h—k-
= UM Qktnh = 10k 10h—1 ¢ 10h—1°'

z toho je patrné, Ze ¢&fslo a je racionalni.

Periodiénost desetinného rozvoje raciondlniho éfsla a je zajimavy du-

sledek véty IX. ¢lanku 4; ma vSak nepatrny prakticky vyznam.

128.

129,

130.

Cvicent.

KaZdé realné &islo a 1ze psati ve tvaru a = ¢ + u, kde ¢ je celé ¢islo a
u vyhovuje nerovnostem 0 < u < 1. Podobné ¢islo 10u = ¢; 4+ uy,
kde ¢, je celé a u; vyhovuje nerovnostem 0 <u < 1. Dale
10u; = ¢y + uy, kde c; je celé a 0 < u, < 1. Pokracujeme-li takto
bez omezenf, dostaneme postupné dalsi éisla cg, ¢4 ..., Us, Uy, ...
tychz vlastnosti. DokaZte, Ze c, c,cycqc, - . . je desetinny rozvoj éisla a.
KaZdé realné &islo a 1ze psati ve tvaru a = d + v, kde d je celé ¢islo a
v vyhovuje nerovnostem 0 < v < 1. Podobng& &islo 100 = d; + v,
kde d, je celé a v; vyhovuje nerovnostem 0 < »; < 1. Déle 10 v; =
= d, + vy, kde d, je celé a0 < v, < 1. Pokradujeme-li takto bez ome-
zen{, dostaneme postupné dalsi disla dg, dy, . .., Vg, Uy, . .. tychZ vlast-
nosti. DokaZte, Ze d,d,dydsd, . .. je desetinny rozvoj éisla a.

Pokud Zadné z éfsel u, uy, uy, ug, ... ve cvié. 128 nenf rovno 0, nenf
%4dné z ¢isel v, vy, vy, Vg, ... Ve cvi€. 129 rovno 1 a oba rozvoje jsou
totoZné. DokaZte.
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131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

Je-li ve cvié. 128 éfslo ug—; == 0 a ux =0, je ve cvié. 129 &islo vg—; = 1
avg =1, pticemZcex =dx + 1, cp, =0, d = 9 pro véecka n > k. Pak
je éislo a vyjadieno dvéma rtiznymi rozvoji

a = ¢,c;Cq3 ... k000 ... = c,cicq¢3 ... (cp-—1)999 ...
Cp—— L —
samé nuly samé devitky
DokaZte.

Nepripustime-li, Ze ¢, = 9 pro skoro viecka n, pak kaZdé re4lné éislo
a ma pravé jeden desetinny rozvoj. DokaZte. — [N4avod: Ze méa asport
jeden desetinny rozvoj, plyne ze cv.128. Ze ma nejvyse jeden, dokaZeme
matematickou indukei takto: [1] Necht a = c¢,c,c5¢3 ... = d,d\dody . ..
jsou dva rozvoje ¢islaa,t.j.c +u=d +v,kde0 <u <1,0<v < 1.
Pak ¢ —d = v —u je celé &slo. Ale —1 <v—u <1, proto v —
—u = 0. [2] Je-li¢c = d, ¢ = dj pro viecka k < n, music,-10—" 4
+u, =dp-10772 4+ pp, kde 0 < u, < 10—n, 0 <p,< 10—n, Pak ¢, —
—dp = (0 — uy) - 107 je celé &islo. Ale —1 < (on—up) - 10" < 1,
proto v, — u, = 0.]

Pomocf sou¢tu nekoneéné rady prevedte na zlomky obydejné:

a) 0,583; b) 0,227; c) 0,259.

Jestlize v periodickém rozvoji neni pfedperiodi, fikame, Ze rozvoj je
ryze periodicky; je-li vném piedperiodi, je rozvoj neryze perio-
dicky. Které zlomky v zakladnim tvaru vedou k rozvojim ryze pe-
riodickym a které k rozvojim neryze periodickym?

Které zlomky v zdkladnim tvaru vedou k ryze periodickym rozvojim
s periodou a) jednocifernou, b) dvojcifernou, c¢) trojcifernou, d) h-ci-
fernou?

Které zlomky v zakladnim tvaru vedou k neryze periodickym roz-
vojim s predperiodim k-cifernym?

DokaZte spravnost vét: a) Ryze periodicky rozvoj je roven zlomku,
jehoZ citatelem je perioda a jmenovatelem ¢islo majici tolik devitek,
kolik mé perioda ¢islic. b) Neryze periodicky rozvoj je roven zlomku,
jehoZ ditatele utvorime tak, Ze napiSeme ptedperiodi, za né piipiSeme
periodu a od vzniklého ¢isla odeéteme predperiodi; jmenovatele pak
utvoiime tak, Ze napiSeme tolik devitek, kolik ¢islic m4 perioda, a
k nim piipiSeme tolik nul, kolik éislic ma predperiodi.

ITI. Kombinatorika.

1. Variace a permutace.

Na zadatku 1. tfidy jsme podrobné mluvili o ¢itani pfedméti néja-

kého souboru. V tomto oddile pojednavame stru¢né o &itani skupin pied-
méti. Je-li dan soubor skladajici se z r libovolnych pfedmétt a je-lin
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piirozené &islo, potom utvofime skupinu n-té tfidy z danych r predméta,
jestliZe si z nich jakymkoli zplisobem vybereme n riiznjch pfedméti, coz
je oviem moZné pouze tehdy, jestliZe n <r, nebot z r pfedméti nelze
vybrat vice neZ r riznych pfedmétu. Pfitom muZeme vybirané predméty
volit v uréitém poradku a viimat si tohoto poraddku; takové skupiny,
u kterych zilezi na pofiadku vybranych pfedmétl, nazyvaji se variace.
Ale také si miizeme myslit celou skupinu vybranu najednou a viibec ne-
pfihlizet k pofadku vybiranych piedmétii; takové skupiny se jmenuji
kombinace. V tomto ¢lanku si budeme v§imat pouze variaci; kombina-
cemi se budeme zabyvat ve ¢lanku 2. Variace a kombinace jsou slova
latinského puivodu; variace = zména, kombinace = spojovani, skladani.

Budiz dan libovolny soubor r pfedméti; jednotlivé pfedméty sou-
boru miizeme oznad¢it libovolnymi zna¢kami; nejpohodInéjsi jsou znadky

1); s G ...5 () )

Kazdy jednotlivy pfedmét tvoifi sim o sobé& variaci prvni tiéidy; je tedy
zfejmé, Ze polet variaci prvni tfidy souboru r pfedméta je roven r.
Na pf. pro r = 5 mame 5 variaci 1. tfidy:

(1; () 3); (s () @

Pri variacich 2. tfidy mame postupné zvolit 2 rizné prvky z daného sou-
boru, pfi éemz si v§imame pofadku vybiranych pifedméti. Je-li uz uréi-
tym zpusobem zvolen prvni piedmét, potom druhy piedmét variace 2.
tiidy je kterykoli z danych r pfedméti, vyjma uz zvoleny prvni predmét,
t. j. je-li prvni pfedmét né&jak zvolen, mame pro druhy pfedmét jesté r—1
moznosti; na pf. pro r =5 mame pii uréité volbé prvniho pfedmétu jesté
r—1 =4 moznosti pro volbu druhého predmétu, t.j. z kazdé z péti
variaci (2) prvni tfidy vzniknou 4 variace druhé tfidy a celkovy podet
variaci druhé tfidy je pro r = 5roven 5 -4 = 20; vSecky tyto variace jsou

M @ex @@ @06
@, @ @06 @,@; 2,0
@), M )@  Gh@: GO (6)
@, 1 @@ @.06; @ .06s
&M 6@ GE; 6@

Obecné mame pro ka?dé r > 1 celkem r(r —1) variaci 2. tridy r
predméta.
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Stejné jako jsme zkaZdé variace 1. t¥idy utvofili uréity podet (obecné
r —1; tedy 4 pro r = 5) variaci druhé tfidy, utvoiime z kazdé variace 2.
tidy uréity poéet variaci tfeti t¥idy. Pri variaci 2. tfidy jsme uz zvolili
dva z danych r pfedmétu; abychom utvofili variaci 3. tiidy, musime
k ob&ma zvolenym piedmétiim piidat tfeti pfedmét, ktery se musi liit
od obou pfedmétu jiZz zvolenych, takZe vkazdém piipadé mame pro tieti
predmét volbu zr —2 je$té nevybranych pfredméty, t. j. z kazdé variace
2. tfidy vznikne pridanim tietiho predmétur—2 variaci 3. tridy. Podet
viech variaci 3. tfidy tedy vznikne, jestlize polet vSech variaci 2. t¥idy
znasobime ¢&islemr —2. Pro r = 5 jsme méli celkem 20 variaci 2. ttidy;
z ka?dé z nich dostaneme 3 variace 3. tfidy, na pf. z variace 2. tfidy
(4), (2) dostaneme variace 3. tridy.

), (2), (1); (4), (2), B); (4), @), ©);
celkovy podet variaci 3. tfidy 5 pfedmétu je tedy 3 - 20, t. j. 60.
Pocet variaci n-té tridy r pfedmétd oznalme Vi (r). Je zfejmé, Ze

Va(r) =0, jestliZe n >, @)

nebot z r pfedméti nemiiZeme vybrat viibec Zadnou skupinu vice nez r
predméti. Jiz jsme si vimli, Ze

Vl(l‘) =T, ’ (5)
Va(r) = r(r —1); - ®)

(6) plati i pro r = 1. DA4le plati rekurentni vzorec _
Vat1(r) = (r —n) V(7). ™

Dikaz vzorce (7). Jestlize n >>r, je také n 4+ 1 > r a tedy podle (4)
Va(r) =0, Va41(r) = 0, takZe v tomto pfipadé (7) plati.

JestliZe n =r, je Vp41(r) =0, ale také r —n = 0, takZe i v tomto
ptipadé plati (7). BudiZ posléze n <r. Z kazdé variace n-té tfidy dosta-
neme variaci (n 4+ 1)-ni t¥idy pfidanim takového z n predmétd, ktery
jesté nebyl vybrén do variace n-té tfidy. Takovych pfedmétu je r —n,
a proto z kaZdé variace n-té tfidy vznikne celkem r — n variaci (n 41)-ni
tridy, z ¢ehoZ plyne (7).

Poéet variaci n-té t¥idy r pfedmétd je roven soulinu n
¢initeld, z nichZ prvni je rovenrakaZdy nasledujici je o jed-
ni¢ku mensi nez pfedchazejici. (To plati i pron =1, jestliZe sou-
tinem o jediném ¢initeli rovném r rozumime ¢&islor.) Dfive neZ si tuto vétu
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dokazeme, vyslovme si ji vzorcem. Za tim Géelem uvaZme, Ze &initelé na-
$eho souéinu tvoii aritmetickou posloupnost s prvnim ¢lenem ra s dife-
renci rovnou — 1, takZe podle vzorce (3) ¢lanku 2 v kapitole 1. r-ty (po-
sledni) ¢initel je roven r— (n— 1) ncholi r— n + 1, takze véta je vy-
jadrena vzorcem
Va() =r(r —1) ... (¢ —n + 1), ®)
ktery pro n =1 znamena (5), pro n = 2 znamené (6). Pro n = 1 vime,
Ze vzorec je spravny. Abychom jej dokazali matematickou indukei, staéi
dokazati, Ze jestlize pro né&jaké n plati vzorec (8), potom plati také vzorec,
ktery ma nalevo n + 1 misto n, a napravo ma o jednoho &initele vice, pfi
¢emz tento novy éinitel je o jedni¢ku mensi nezZ r —n + 1, neboli novy
tinitel je roven r — n. To je v8ak zfejmé podle (7).
Pozoruhodny zvlastni pfipad variaci mame pro r = n. Zde mame
z n ruznych piredmétu postupné vyhrat n ruznych piedméta, véimajice
si pofddku vybiranych predméti. V tomto pfipadé vybereme postupné
viecky dané pfedméty v néjakém souboru, t. j. v daném piipadé va-
riace znamen4 prosté jakékoli uspofadani vSech danych piedmétu. Misto
slova variace se v tomto pfipadé obyéejné uZiva slova permutace; je to
zase slovo latinského pivodu, které znamena pi‘eméiiovani. Podle obecné
véty o pottu variaci poéet vS8ech permutaci n pfedméti je roven nl,
pfi ¢emZ n! (¢teme n faktorialné, z latinského nézvu faktor slova ¢&initel)
znamena souéin vSech pfirozenych ¢&isel od jedni¢ky aZ po n véetné, tedy

11 =1; 21 = 2; 3! = 6; 4] = 24; 5! = 120 atd. -
Je tedy pro kazdé pfirozené éfslo n:
n+NDl=(@m+1)-nl 9)

0l =1.- (10)

Vzorec (9) plati potom také pro n = 0. Pro jina ¢&isla n neZ pfirozena ¢&isla
a nulu zna¢ku n! nedefinujeme. .

Pomoci. faktoriald miZeme vyjadfit pocet variaci V,(r) také pro
n <r. Potom je r —n ptirozené &islo, a jestlize obé strany vzorce (8)
znasobime ¢islem (r — n)!, dostaneiue (r — n)! Vu(r) = rl, takZe

Je ulelné poloZiti

r! '
(r—n)! an

pro n < r. Podle (10) plati (11) také pro n =r. Pro n >r je v (11) leva
strana rovna nule a prava neni definovana.

Va(r) =

4 Ckm, G 358-11L : 49



138.

139.

140

141.

142,

143

144,

145,

146.

147,

148.

50

Cuidenl.

DokaZ%te, Ze r pfedmétu lze umistiti na n mist (ptedpokladejte, Ze
r > n, takZe r — n pfedmé&tu zustane neumfisténych) pravé tolikrat,
kolikrat 1ze umistiti n pfedmétu na r mfst (pfi ¢emZ r — n mist za-
stane volnych).

Kolik ruznych (jedno aZ péticifernych) pfirozenych &isel 1ze napsati ¢i-
slicemi 0, 1, 2, 5, 4, nema-li se v 2ddném ¢isle Zadna ¢islice opakovati?
V roving je dano n bodi, z nichZ Z2adné tfi neleZi v pfimce. Kolik je
jimi uréeno raznych uzavienych lomenych éar, jejichZ vrcholy jsou
ve viech danych bodech? (n = 3.)

Zvitsi-li se podet predméta o dva, zvEt$f se podet permutacf dvanict-
krat. Kolik je pfedmétu?

Dokaite, %e a) n[al 4+ (n—1)I] = (n + 1)}; b) nl + n¥n— 1)1 =
=(n+ 1D c)(n+1)!—nl=n-.nl
@+ nl (a4 2 (n + 1
Vypodtéte: a) == — s D) o — 2 (T,
n!
ta=a"

Znagi-li Vu(r) podet variaci n-té t¥idy r predmétu, dokaZte, Ze plati
rekurentni vzorce: a) Vo(r) =r- Vo 1(r—1); b) Vua(r + 1) = Vi (r) +
+ n. Vp—,(r). — [Navod: a) Poéitejte, kolik variacf mé urédity pevné
zvoleny pfedmét na prvém mist&. b) Poéitejte, o kolik se zv&t3i polet
variacf, ptidame-li k r pfedmé&tum je$t& dalsi pfedmaét.}
DokaZte, Ze a) Vp(r) = Vip(r) « Vae (r — m);

b) Vp(r) = Vip(r —n + m) « Vy_py (1).
[Navod: a) Pocitejte, kolik variacf ma m uréitych pevné zvolenych
pfedmétt v urcitém pevné zvoleném poradi na prvnich m mistech.
b) Poéitejte, kolik variacf vznikné, kdyZ k uréité pevné zvolené variaci
(n — m)-té tridy ptidame dalSich m predmétu.]

Znaédi-li P(r) pocet permutacf r pfedmé&tu, dokaZte, Ze platf rekurentnf

vzorec P(r 4 1) = (r 4+ 1) - P(r). Odvodte odtud (matematickou

indukcf), Ze P(r) =rl.

Je-li mezi r pfedméty k pfedméta stejnych (k < r), l1ze z nich utvo-
I .

riti T permutaci; je-li mimo to jes$t& dal$ich h pfedmétu stejnych

(k + h <r), ale riznych od pfedchazejicfch k predmétu, lze z nich

r!
utvotiti *Rl permutacf. DokaZte.

Tvofime-li z r pfedmé&tu skupiny po n pfedmétech, ale tak, Ze se kaZdy
pifedmét muZe v kaZdé skupiné libovolné mnohokrat opakovati, a
ptihliZime-li pti tom k pof4ddku predmétu, vznikajf t. zv. variace



s opakovanim. Jejich pocet oznaéme V’y(r). DokaZle, Ze platf reku-
rentnf vzorec V'p(r) =r- V/p—;(r). Odtud odvodte (matematickou
indukci), Ze V'p(r) = rn.

149. Kolik &tyicifernych éisel 1ze sestaviti z &islic 0, 1, 27

150. Kolik riiznych vrhit mozno uéiniti a) dvéma, b) t¥emi kostkami?

151. KaZda znacka slepeckého pisma se sklada z jednoho aZ $esti hmata-
telnych bodu, které se sestavujf nejvy$e ve dva sloupce, z nichZ
v kaZzdém je nejvySe po tifech bodech. Kolik je raznych moZnych
znacek? ’

152. Kolik znadek je moZno utvofiti, sestavujeme-li body a &arky ve sku-
piny po 1 aZ n prvcich? Propoététe pro n = 4.

2. Kombinace.

Z ¢lanku 1 vime, Ze utvotit z r pfedméti kombinaci n-té tridy zna-
men4 z danych r pfedméti vybrat néjakym zpiisobem n predméti, pii
¢emZ nezaleZi na pofadku vybiranych piedméti. Podet v§ech kombinaci
n-té tfidy r pfedmétu je zvykem znadit

(0)

coZ &teme r nad n. Cisla (1) se jmenuji kombina&ni &isla; z divodu,
ktery pozname v &lanku 3, jmenujf se také binomické koeficienty.
Pro n = 1 neni rozdflu mezi kombinacemi a variacemi; jest

()

pro kazdé piirozené &islo r. Ziejmé

(;) =0proln >r; 3)

(1)-

H

Tovnéz tak je ziejmé, Ze

pro kazdé piirozené ¢islo r.
" Jestlize 1 <n<r, je potet kombinaci mensi ne% polet variaci;
abychom dostali viecky kombinace n-té tfidy pfedmétu oznaenych

1, @, @), ..., () ' ®)
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stadi népsat viecky takové variace n-té tiidy tychZ pfedméty, v kterych
vybirané pfedméty jdou za sebou na pi. pfi vzestupném uspofadani pii-
slu$nych ¢isel. Na pi. pro r = 5 viecky kombinace druhé tfidy jsou:

M @; @06 @) @); 1, 5);
2,6; @@ @), 0
@), @;  (3) )
4), 4);
celkem je jich 10. Kombinace tieti t¥idy tych pfedméti jsou:

(1), @), 3); (1): ), 4); 1), @), );

1M, 03),@; @MEG)6); )@, EO)

2,3 @), @),0) 06

@, @, 6 3@, O
je jich zase deset. :

Z kazdé kombinace r pfedméti dostaneme viecky ty variace, jeZ
obsahuji pravé pfedméty obsaZené v dané kombinaci, jestlize usporadame
predméty obsazené v této kombinaci vSemi moZnymi zpusoby. Na pf.
z kombinace (2), (3), (5) dostaneme celkem 6 variaci:

@,6),0; @, 06)06);
3, @, G);  G)06) 2

Obecné z kazdé kombinace n-té tiidy r prvkd vznikne celkem n!
variaci téze tfidy tychz prvki, takZe pocet Va(r) vSech variaci je roven

soudinu ¢fsla nl s poétem (;) viech kombinaci, t. j.

Va () =nl (;)
Podle vzorce (8) ¢lanku 1 je tedy
(r) =r(r—-—l) ce.(r—n+1)

n nl

) (6)
kde v titateli je soucin n postupné o jednitku se zmen’o‘ﬁjicich tiniteld.

Pro n >r, jsou obé strany v (6) rovny nule; viz (3); pro n < r miZeme
podle vzorce (11) ¢lanku 1 také psati

(2)*:«?”:;)?- @
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Je-li pfirozené &islo n mensf ne% ptirozené &islo r, je také r — n piirozené
&islo mensi neZ r; jezto
r—(r—n)=n,

(1) =(20) ®

O spravnosti vzorce (8) se miizeme snadno presvédéit bez jakéhokoli po-
titani, jestliZe si uvédomime vyznam obou stran vzorce (8). Mysleme si
napsany viecky kombinace n-té tiidy predméta (5) vedle sebe do Fadku.
Pod kaZdou napsanou kombinaci miZeme napsati do druhého fadku
pravé ty z piedmétu (5), které se nevyskyluji v kombinaci napsané viadku
prvnim. Potom mame v druhém fadku zapsany vSecky kombinace
(r — n)-té tridy pfedmétu (5) a vidime, Ze pocet kombinaci (r — n)-té
tfidy je roven poétu kombinaci n-té tfidy, coz je pravé vyjadieno vzor-
cem (8). ;

Vyznam znaéky (n) jsme definovali pro pfirozend éisla r, n; je-li

plyne ze (7), Ze

r pfirozené ¢&islo, je Gelné definovati také

(5)- 0

jezto 0! =1, je to v souhlase se vzorcem (7). Vzorec (8) odvozeny za pied-
pokladu, ze 0 << n <r, plati podle (4) a (9) také pron = Oapron =r.
Je-li v8ak r = 0 a n pfirozené &islo, definujeme
0 r
(n) =0 @
apror = 0, n = 0 poloZime je§t&

0 r
(0) =1 @
opét v souhlase se vzorcem (7). .
Vedle vzorce (8) plati o kombina&nich &islech jiné vzorce, o jejichZ
spravnosti se rovnéZ miZeme snadno piesvédeiti bez jakéhokoli pocitani.
Nejvyznamnéjsi ze vzorci tohoto druhu je vzorec

nii)= () + G5
<n+l =\n/ T\as1 (10)
platny pro libovolna pfirozena &isla n, r, Je-li n >r, zni vzorec (10):

0 =0 + 0, coz je spravné, Je-li n = r, vzorec (10) podle (3) a (4) iika,
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el =1 + 0, coZ je také spravné, V piipadé n < r se o spravnosti vzorce
(10) presvédéime takto. Leva strana znamena pelet kombinaci (n + 1)-ni
tfidy r + 1 predmétu

0), (1), ..., (©. (11)
Tyto kombinace rozdélime na dva druhy tak, Ze potet kombinaci kazdého
druhu je roven jednomu séitanci napravo v (10), ¢imZ bude vzorec (10)
odvozen. V kombinacich (n + 1)-ni tfidy prvniho druhu se vyskytuje
piedmét (0); tyto kombinace dostaneme, jestlize pripojime pfedmét (0)
ke kazdé kombinaci n-té ttidy r pfedméti (5); proto polet kombinaci

prvniho druhu je roven poétu ( ; ) vSech kombinaci n-té tfidy rpfedmétu,

t. j. je roven prvnimu sé¢itanci napravo v (10). V kombinacich (n + 1)-ni
ttidy druhého druhu piedméti (11) se nevyskytuje pfedmét (0); jsou to
tedy prosté kombinace (n + 1)-ni tfidy pfedméta (5) a jejich polet je

roven (n ; l)’ t. j..je roven druhému séitanci napravo v (10).

Vzorec (10) jsme odvodili pro pfirozena &isla r, n. Je spravny pro
kaZdé prirozené &islo r i pro n = 0, coZ plyne okamZité ze (2) a (9).

Vzorec (10) je viak podle (2), (3) a (9') spravny ipror =0,n =0.

Kombinaéni ¢&isla miiZzeme sestavit v trojihelnikovou tabulku, jejiz
kazdy fadek odpovida uréitému r a obsahuje za sebou r + 1 &islo:

(o) (1) (5)--- (7).

Prvnich jedenact fadku tabulky, ktera se nazyva Pascaluv trojahel-
nik, jest:

r=20 1

r=1 1 1

r=2 1 21

r=3 o1 3 3 1

r=4 1 4 6 4 1

r=25 1 5 10 10 5 1

r==6 1 6 15 20 15 6 1
r=17 1 7 21 35 35 21 7 1
r=_8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

T=9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
r=101 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
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Podle (4) a (9) kazdy fadek Pascalova trojuhelnfka zadin4 a konéf
tislem 1. Podle (8) kazdy fadek zistane nezménén, napi§eme-li jeho &isla
v obriaceném pofadku. Posléze podle (10) mizZeme z &isel r-tého Fadku vy-
potisti &isla (r 4+ 1)-niho fadku; aZ na jednitky na pocatku a na konci
dostaneme kazdé éislo (r 4 1)-niho fadku seétenim obou §ikmo nad nim
stojicich &isel r-tého fadku.

Pascaliv trojihelnik ma né&kolik zajimavych vlastnosti, z nichZ si
uvedeme pouze jednu. Zvolme pfirozena éfsla n, r(n < r) a v kaZdém
fadku, poéinaje n-tym, ktery je oznaden éislem n—1, a konée (r+1)-nim,
ktery je oznaden ¢&islem r, vybereme n-té ¢&islo fadku. Seéteme-li viecka
vybrana é&isla, dostaneme ¢&islo, které je v Pascalové trojuhelniku $ikmo
vpravo pod poslednfim z nich.

Pifklad (n = 4, r = 9): 1 +4 + 10 4+ 20 + 35 4 56 + 84 = 210.

Obecng

n n+1 ry (r+1

(n)+( n )+"'+(n)_(n+1)' 12)
Vzorec (12) dokéZeme takto. Pravd strana znameni polet kombinacf

(n + 1)-nf t¥idy pfedméta
1), @), ..., (@, +1). (13)

Tyto kombinace si rozdélime na druhy tak, Ze kaZdy scéitanec nalevo ve
(12) bude znamenat podet kombinaci jednoho z téch druhu; tim bude vzo-
rec (12) odvozen. Rozdé&lenf se provede podle nejvét§tho ¢éfsla obsaZeného
v kombinaci (n + 1)-nf t¥idy prvk (13). Toto nejvétsf éislo ma tvark + 1,
kde n < k < r. PtfikaZdém k ostatnf ¢isla ptislu$né kombinace (n + 1)-ni
tiidy zfejmé& tvofi zcela libovolnou kombinaci n-té t¥idy pfedmétu

1), @), ..., (k),

a proto pocdet viech kombinacf p¥islu§ného druhu je roven ( i ) . Vzorec(12)
plati ztejmé& i pro n =0. :

Cvident.

153. a) V kolika bodech se protina n p¥fmek roviny, z nich% ¥4dné dv& ne-
jsou spolu rovnob&Zné a %idné tii neprochazejf jednim bodem?
b) Kolik pi{fmek je uréeno n body v roving, z nichZ %4dné tfi ne-
le#{ v jedné pi{mce?

154, a) V kolika bodech se protin4 n rovin prostoru, z nich¥ %4dné dvé
nejsou spolu rovnobéZné, Z4dné tfi neprochizejf jednou primkou ani
nejsou s jednou p¥i»~kou rovnobéZn: a 2adné &tyli nepro h zej jed-
nim bodem? b) Kolik rovin je uréeno n body v prostoru, neleZi-li 2idné
tfi z nich v pfimce a Zadné étyfi v roviné&?
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155.

156.

157.

158,

159.

160.

161.

162.

56

Je dano n pfimek roviny, z nichZ 24dné dvé& nejsou spolu rovnobé&Zné;
k téchto ptimek (k < n) se protinid v jednom bodé& a jinak se 24dné

“tfi neprotinaji v jednom bod&. Kolik priseéika je t&€mi primkami

uréeno?
Je dano n bodi v rovin&, z nichZ Zadné tfi neleZf na jedné pfimce.

Jimi je uréeno ( Z ) pitimek. Mohou tyto pfimky kromé& danych boda

miti je3t& dal¥f priased¢iky? Mohou-li, kolik nejvyse?

Je dana 5 bodu v roving, z nichZ 2adné tfi neleZi v pfimce a Z4dné
étyfi na kruZnici. a) Kolik kruZnic je jimi uréeno? b) Kolik ze zming-
nych kruZnic prochazi kazdym z danych bodu? ¢) Mohou tyto kruZ-
nice vedle danych bodu mit je§t& jiné pruseéiky a kolik nejvyse?
Vyraz (a + b)", kde r je ptirozené &fslo, muZete vypodlitati tak, Ze
utvofite sov&n (a + b))(a + bg)(a + b;) ... (a 4+ b)) a do vysledku
dosadite by = by = by = ... = b, = b. Provedte to. Jaky koeficient
bude u ¢lenu, ktery obsahuje vyraz af—nbn (0 < n <r)?

Dokatte, Ze a) (;—1) =—':—(;);b) (,:) - (n i 1)'
_ —1/7

[Navod: a) Poéitejte, kolik je kombinacif n-té tfidy, které obsahuj_
uréity pevné zvoleny predmét. b) Poéitejte, kolik vznikne kombi_
nacf, kdyZ k uréité pevné& zvolené kombinaci (n — 1)-nf tridy pfi
dame dal$i predmét.]
()em () -m ()
n/’ n ny = \n—m/"’
(m)

DokaZte, Ze
n
2) (r-—m) _ (m)
n—m/ r
(m)
[Névod: a) Poéftejte, kolik je kombinacf n-té t¥dy, které obsahujf ur-
¢itou pevné zvolenou skupinum ptedméti. b) Poéitejte, kolik vznikne
kombinaci, kdyZ k uréité pevné zvolené kombinaci (n — m)-té tiidy
pridame dal$ich m predmétii.]

a) Dokaite, Ze ,
(2 =GIE) + I + L))+

(DG ) ()
b) Z ptedchézejictho odvodte, 2e

2n\ _ (n\? n\%* n\? , n \3 n\?
(n)-(O) +(1) +(2) +"'+(n—1) +(n)'
Podel kombinaci (n + 1)-nf tkidy r + 1 predmétn (0), (1), (2), ...,(r)
muzemne spocitati takto: Nejprve vezmeme vSecky kombinace, které

r—n-+m




163.

164.

165.
166.

167,

168.

obsahuji pfedmégt (0), potom ty, které neobsahuji pfedmét (0), ale
obsahuji pfedmét (1), dale ty, které neobsahuji predméty (0) a (1),
ale obsahujf predmét (2) atd., az nakonec ty, které neobsahuji pired-
méty (0), (1), (2), ..., (r—n—1), ale obsahuji ptedmét (r — n).
Provedte to. (r 2 n.)

Tvotime-li z r predmétl skupiny po nptedmétech, ale tak, Ze se kazdy
predmét v kazdé skupiné muZe vyskytovati libovolné mnohokrat, pfi
¢emZ neptihliZime k pofaddku pfedmétd, vznikajf t. zv. kombinace
s opakovanim. Jejich poéet oznad¢ime C’,(r). DokaZte, Ze plati reku-
rentn{ vzorec

. C'y
i_r_(i = C'n—y(r) +

(n—1) - C'n_y(r)
T .

[Navod: Zkoumejte, kolikrat se vyskytne urdity pfedmét, treba pfed-
mét (1), v schematu, v némZ jsou vypsany vsechny kombinace n-té

.C’
tridy. Dostanete é&islo ﬁ—;—"ﬂ Vynechame-li v kaZdé kombinaci,

ktera obsahuje pfedmét (1), tento predmét, zbudou vSecky kombi-
nace s opakovanim (n — 1)-nf tiidy, jichz je C’p_,(r) a v nichZ se
podle piedchéazejicfho prvek (1) vyskytne jesté
(n—1):C'h_y(r)
r

krat.]

Z rekurentnfho vzorce odvozeného v ptedchizejicim cviéenf dokaZte
matematickou indukci, Ze podet kombinaci s opakovanim n-té tiidy

r pledmét je C'n(r) = (’ + n— 1) )

Kolik podstatné ruznych podetnich spoji obsahuje mala nésobilka?

Kolik kameni obsahuje hra domina, jestlize pocet bodi na kaZzdém
poli je roven nékterému z ¢&isel od 0 do a) 7, b) 8, c) 9?

Nazvem Apolloniovy tlohy se oznadujf ulohy, v nichZ se %ada sestro-
jiti kruZnici, jez vyhovuje danym tfem podminkam, z nichZ kaZda
muZe zniti: kruZnice prochizi danym bodem nebo kruZnice se dotyka
dané pfimky nebo kruZnice se dotyka dané kruZnice. Kolik je téch
dloh?

Mnoho¢len, t. j. vyraz vznikly seétenim nékolika ¢lenti tvaru Axkylzm. .,
se nazyva homogennim, kdyZ sou¢et mocnitelik +{+ m+4 ...=n
je u viech ¢lenu ty2; éfsla x, y, z, ... se jmenujif proménné a ¢islo n
jestupen homogenniho mnoho¢lenu. Ma-li mnohoc¢len nejvéts$i mozny
pocet ¢lend, z nichZ ZAdné dva nemajf tytéz proménné s tymiZ moc-
niteli, nazveme jej uplnym. Kolik ¢lentt méa Gplny homogenni mnoho-
¢len n-tého stupné v r proménnych?
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169. Nenf-li mnohoé&len homogenn{, je jeho stupefi roven nejvét$imu ze
souéttt k + I + m + ... a) Kolik ¢leni ma tiplny nehomogenni mno-
hoélen n-tého stupné v r proménnych? b) DokaZte vétu: tipIny mno-
hoélen n-tého stupnd v r prom&nnych ma pravé tolik &lent jako
uplny mnohoélen r-tého stupné v n prom&nnych.

170. Rovnice #; + x, + 23 + ... + x, = n, kde n je pfirozené &islo, ma
celkem (r + ::_ 1) felenf celymi nezédpornymi ¢isly. DokaZte.

3. Binomicka véta.

Binomicka véta dava vyraz pro r-tou mocninu (a + b)" dvojélenu
a + b, kde r je &islo ptirozené. Pro nejniZzsich pét hodnotr =1, 2, 3,4, 5
mocnitele r zni binomicka véta

(a+bd)t=a +5b,

(a + b)? = a2 + 2ab + b2,

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab? + b3,

(a + b)t = a* + 4a3b + 6a2b% + 4ab3 + b4,

(a + b)5 = a5 + 5a%b + 10a3b? + 10a2b3 + 5ab* + bS.

Na pravé stran& obecného vzorce pro (a + b)" je r + 1 €lenti, znichZ prvy
obsahuje a” (neboli a™), druhy obsahuje a™~1b (neboli a”~1bt), tieti obsa-
huje a’-2h2 atd.; mocnitel pii a po kazdé klesne o jednitku a zéroveii moc-
nitel p¥i b vzroste o jednitku. Koeficienty jednotlivgjch &lenit tvoff ten Fddek
Pascalova trojithelnika, kterj je oznaéen ¢fslem r, takZe obecnad binomicka
véta zni:

(@a+dyF=a + (;)a'-lb + (;)a'—%'2 + ...+

r

Ditkaz spravnosti binomické véty muZeme provésti matematickou in-
dukei. Spravnost véty pro r = 1 je zfejma. Je tedy tieba pouze pfi libo-
voln& daném pfirozeném &isle r ze vzorce (1) odvoditi vzorec

(a + by+1 = a™+1 + (T-Il- l)a,.b + (l‘ ;‘ l)ar—ibz + ...+
+ (" '*r" l)abr 4 b, @
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Abychom to provedli, uvazme, Ze (a + b)'t! = (a + b)'(a + b) neboli
(@ +by+1 =(a +by-a+ (a+by-b Podle (1) tedy je (a + byr+t
rovné vyrazu

a+ 4 (;)afb + (;)ar—ibﬂ + oo F (r_’_l)aﬁbf-l + abr +

A
-}—ab+(1 ar-1p2 4 2(1r b+ ... + r—1 ab® + b+,

ktery je roven

art 4 [(5) +(5)Jer + [(5) + ()]0 + -+
G oo o [() 0 (2w

coZ se podle vzorce (10) ¢lanku 2 rovna pravé strané ve (2).

Potitame-li koeficienty v (1) postupng pro fadu hodnot r, ]é nejkratsi
uziti vlastnosti Pascalova trojahelnika zaloZené na vzorci (10) ¢lanku 2.
Mame-li viak potitati (@ + b)" pro jedinou hodnotu r, uZijeme k vypottu

koeficientu (;) vzorce (6) &lanku 2. Podle tohoto vzorce potitame

( :; ) postupnépron = 1,2, 3, ...; pfejdeme-li od n k n + 1, pfipoji se

v tomto vzorci napravo v &itateli éinitel r —n, ve jmenovateli ¢&initel
n + 1, takZe mame rekurentni vzorec

r r—n (r .
(n+l)=n+l(n)' @
ktery je k vypoétu nejvhodnéjsi. Pomoci vzorce (3) v8ak poditdme pouze

polovinu koeficient (; ); druha polovina je uréena vzorcem (8) &l. 2.

Jiz v élénku 2 jsme fekli, Ze kombinaéni &isla ( ’rl ) se také jmenuji

binomické koeficienty; diived je nyni jasny.
V druhé tfidé jsme poznali vzorec

(cosa + isina)® = cosna + isinna. C))

(V. udebnici pro 2. tiidu kapitola III., &lanek 3, vzorec (10).) Na zakladé to-
hoto vzorce miZeme najit pomoci binomické véty pro kaZdé pfirozené
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&islo n vyjadfenf cosna, sinna pomoci cosa, sina. Na pf. pron = 4 jest
podle binomické véty
cos4a + isin4a = cos*a + 4icos3asina —6 cos2a sin2a —
— 4icosasinda + sinta.

Porovname-li na obou stranach nejprve realné a potom imaginarni ¢asti,
dostaneme jednak

cos4a = costa — 6 cos?a sin2a + sinta,
jednak

sin4a = sina(4 cos3a — 4 cosa sin2a).
Jak znamo, je

sin?a = 1 — cos?a,
tedy
sinta = (1 — cos2a)? = 1 —2cos?a + costa.

Proto z pfedchazejicich vzorci dostaneme po snadné upravé

cos4a = 8 costa — 8cos2a + 1,
sin4a = sina (8 cos®a — 4 cosa).
Podobné se daji odvodit vzorce tvaru
cosna = Tp, sinna =sina- Sy,
kde Tp, Sn jsou vyrazy obsahujici pouze cosa.
V praxi se asto uzivéa pfibliznych vzorcd
Ql+xy=1+rx )
nebo
A+2y=1+rx+tr(r—1) ©)
pro ten piipad, Ze &islo |z| je malé. Vzorec (5) je jednodudsi neZli (6);
vzorec (6) je piesnéjsi nezli (5).
Priklad. Podle binomické véty je

3 5 2 4
5 = —— —
1,03 (1 + 102) 14+5- 102 +10- 104 +10- 106 +5- i +
3
+ 1?)10 1 + 0,15 + 0,009 + 0,00027 + 0,00000405 + 0, 0000000243

Setéteme-li pouze prvni dva ¢leny, mame 1,035 ==1,15 s chybou men3i ne%
10-2; se¢teme-li prvni tfi ¢leny, mame 1,035 == 1,159 s chybou mensi nez
4-10-83,
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Abychom odhadli chybu ve vzorcich (5), (6), uvazme nejprve, zez (1) ‘
plyneproa=1,b =1:

r r r .
1+(1)+(2>+...+(r_1)+l==2". @)
Presna hodnota (1 + z)" je podle binomické véty

A+2y=1+rx+ 3r(r—1)22 + (g)xf* + ... 4+

+ (rf_l)xr—i + 2t

Ve vzorci (5) se tedy dopoustime chyby

2 (G)e s (1)
(2)x+ 3:::+...+ r—1 -1 4 72,

jejiz absolutni hodnota je podle vzorce (11) ¢lanku 2 v kapitole II. nejvys
rovna '

L O L (Y [ T R L
Jestlize |z | <1, je
, [z]2>|z3> [zt > ..,
takZe absolutni hodnota chyby v (5) je mensi nez

e [(3)+(5) =0 () +1].

a tedy podle (7) je mensi ne% 2.| z |2. Podobng absolutni hodnota chyby
ve vzorci (6) je pro |z | <1 men3inez2r- |z |3,

Cuicenti.

171. Uréete a) absolutn{ &len ve vyrazu (2:::2 —_ -z—) 12; b) nejvétsf koeficient
ve vyrazu (5a + 3b)9,

172, Vypoététe na 5 desetinnych mist: a) 1,025!5; b) 0,9919,

173. S pouzitim binomické vty vyjadiete cos 7a, sin 7a.

174. Oznaéime-li cosa + isina = S, cosa —isina = S, je cosa = (S + S).
Odtud lze vyjadfiti mocninu vyrazu cosa jako linedrnf funkeci kosint
nasobki tihlu a. Provedte to pro a) costa; b) cos®a; c) cos’a, kde r
je prirozené ¢&fslo.

175. Dokatte: o) () + 2(]) + 22(}) + 2(5) + ...+ 2(7) 3,
D ()= () + ()= () + o+ o) =
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176. DokaZte: a) (6
r

3
177, Dokaite: a) (6

r r r
v (1) — )+ G)—
[Navod: Poéitejte vyraz (1 + i)}
178. Oznaéime-li sp = 1k 4 2k 4 3k 4 .. + nk, miZeme ze vzorce pro

(h + 1), ktery napfSeme pro h =1,2,3, ..., n a viecky takto vzniklé
rovnice seéteme, odvoditi rekurentnf vzorec

(n+1)y=1+ (;)sr—l + (;)Sr—z + (g)sr—a + ...+

r
+ (’__1)3l -4+ n.
Provedte a vypodtéte odtud a) s;; b) sq; ) s5.
179. Vyhovuje-li éfslo x podmince 0 < }(n—1)r <gq <1, kde ¢ je

vhodné &islo, pak (1 + 21 <1 + - e .
toho chybu, jiZ se dopustﬁne, kdyZ misto (1 4 x)" ptibliZné poloZime
1 +-nx.

DokaZte a odhadnéte podle

IV. Poéet pravdépodobnosti.
1. ﬁVOd.

Predmétem pottu pravdépodobnosti je sfudium zdkonilostt, jimZ jsou
podrobeny jevy zdvislé na ndhodé. Na prvni pohled se zd4, e zakonitost
a ndhodovost se navzijem zcela vylucuji, ale ve skute¢nosti tomu je
naopak, a poéet pravdépodobnosti se ukazal velmi duleZitym ve fysice,
v biologii, ve vyrob& zemédélské i prumyslové a jinde. Poéatky poétu
pravdépodobnosti naproti tomu, jak se o tom zminime v dalsim, jsou v ma-
tematickém rozboru pravidelnosti, jez byly konstatovany pfi kdysi obli-
benych hrach.

Poéneme jednoduchym ptikladem, abychom si objasnili, jakou pra-
videlnost lze otekavati pii jevech zavislych na nihodg. Prikladem jevu
zavislého na nahodé, ktery si nejdiive rozebereme, je hazeni kostkou.
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Hézime-li kostkou, vyjde pfi ka¥dém vrhu jedno z éisel 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Které z téchto &isel vyjde pii jediném vrhu, neda se vibec piedvidat.
Provedeme-li nékolik vrhii za sebou a zapisujeme-li ¢isla, ktera vychazeji,
2da se na prvni pohled, Ze jednotliva éisla nasleduji za sebou bez ladu a
skladu. Je-ii podet vrhii maly, nepozorujeme ani pfi podrobnéj$im studiu
Zadnou pravidelnost. Zcela jinak tomu vSak je, zkoumame-li vysledky
dlouhé fady vrhii. Tu pozorujeme mimo jiné, Ze viecka ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6
vychazeji pFiblizné stejnékrat; stupeii pribliznosti je p¥i nepftili§ velkém
poctu vrhi malo uspokojivy, ale pfi velmi znaéném poétu vrhi je pozoru-
hodné& presny. V§imnéme si nékterého z moZnych vysledku vrhu, na pf.
zkoumejme ten nihodny jev, e padne $estka. Provedeme-li r vrhu, tu
pfi kaZzdém z nich budto padne $estka nebo nepadne. Pocet n téch vrhi,
pfi kterych zkoumany jev nastane (pii kterych padne $estka), nazveme
absolutni etnost zkoumaného nahodného jevu. DileZit&jsi je relativni

etnost. To je zlomek %, ktery vyjadfuje pomér poétu piipadi, v kterych

zkoumany jev nastane, k celkovému po&tu viech provedenych pokusi
(v naSem piipadé vrhi kostkou). Kdyby se v celkovém poétu kazdé ze
§esti ¢isel 1, 2, 3,4, 5, 6 vyskytovalo stejnékrat, byla by relativni ¢etnost
rovna i. Toto &islo } nazveme pravdépodobnost zkoumaného nahod-
ného jevu. ZkuSenost ukazuje, Ze i pfi velmi velkém poétu pokusii pouze
zcela vyjimeéné je relativni Eetnost piesné rovna pravdépodobnosti, Ze
viak i pfi velkém poétu pokusi je relativni ¢etnost skoro vidy velmi pfi-
blizné rovna pravdépodobnosti. Odchylku relativni éetnosti ¢ od pravdé-
podobnosti p je udelné vyjadriti v procentech pravdépodobnostl p; polet
procent je roven

100.‘1'__1"_, 1
P _ @)

Pottu pravdépodobnosti nejlépe porozumime, provedeme-li si sami po-
kusy a zjitujeme-li velikost odchylky relativni &etnosti od pravdépo-
dobnosti.

R. 1938 provedl jeden z autori této uéebnice 1800 vrhu kost-
kou. V nasledujici tabulce 1 jsou seskupeny do 20 fimskymi éislicemi
oznadenych skupin po 90 vrzich. Pro kaZdou skupinu je v tabulce zazna-
menana absolutnif &etnost jednitky, dvojky, ..., Sestky.
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Tabulka 1.

Tabulka 1 jasné prokazuje, Ze pii 90 pokusech odchylky relativni éetnosti
od pravdépodobnosti jsou ¢asto jeSté znac¢né. Relativni ¢etnosti rovné
pravdépodobnosti by odpovidala absolutni ¢etnost rovna &islu 15. V ta-
bulce se v8ak vyskytuji také absolutni ¢etnosti rovné 7 nebo 23, pro které
procentni odchylka-(1) je asi 53,3%, tedy velmi zna&na. Tyto nejnepfiz-
nivéjsi piipady jsou arci zcela fidké (ze 120 piipada popsanych v tabulce
1 se vyskytuje absolutni ¢etnost 7 pouze jednou, absolutni €etnost 23
pouze tfikrat). Aleikdyz v tabulce 1 zanedbame 259, v§ech 120 piipadu,
budou se jesté v tabulce 1 vyskytovat absolutni éetnosti rovné &ishim 11
a 19, pro které procentniodchylka (1) je asi 26,79%, tedy stale jes§té znaéna.
Vétsi pravidelnost se uz jevi, jestlize pro-
Lol v vedenych 1800 vrhit rozdélime jen na &tyfi
skupiny po 450 vrzich, t. j. jestlize kazdych
5 pifedchozich malych skupin shrneme v jednu
vétsi skupinu. Misto tabulky 1 mame nyni ta-
bulku 2. Kdyby byly relativni &etnosti rovny
pravdépodobnosti, byly by absolutni €etnosti
zaznamenané v tabulce 2 vesmés rovné é&islu
75. Tomu tak neni; dokonce se éislo 75 v ta-
_ Tabulka 2. bulce 2 viibec nevyskytuje. Ale pomérné od-
chylkyrelativnich etnostiod pravdépodobnosti
jsou uZ mensi neZ v predchozim ptipadé. Diive nejvétsi odchylka piesaho-
vala 509, nyni ¢ini 22,79%,. Velikost jednotlivych odchylek v tabulce 2 a
poéet piipadd, kolikrat ktera odchylka nastane, uvadi tabulka 3; v prvnim
‘Tadku jsou tu uvedeny jednotlivé odchylky v procentech, v druhém pocet
pfipadu, kolikrat se ktera odchylka vyskytuje v tabulce 2.

85|82 | 85| 88
82|76 | 82| 72
61 | 58 | 70 | 65
65 | 69 | 66 | 69
78 {73170 | 78
79 192 |77 |78

DWW N =
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22,7118,71173|13,3] 12 {1 93| 8 |67 |53 4 |27]|13

Tabulka 3.

Shrneme-li posléze vSech 1800 pokusi, dostavame pro procentni odchylky
relativni cetnosti od pravdépodobnostipro ¢isla 1, 2,3, 4, 5, 6 tyto hodnoty:
13,3%:; 4%:; 15,3%; 10,3%; 0,3%; 8,7%. Abychom dostali podstatné
mensi procentni odchylky, musili bychom poget pokusii znaéné zvétsit.
Da se dokazati, Ze pii stonadsobném zvét§eni poétu pokusi se procentni
odchylky asi desetkrat zmensSi.

Cvicent.

180. Bylo provedeno 257 pokusi, pfi nich% nastal jev o pravdépodobnosti
1 celkem 92krat. Vypocltéte relativni &etnost a jeji procentni od-
chylku od pravdépodobnosti.

181. Pokus o pravdépodobnosti 0,426 byl proveden celkem stokrat, pti
¢em% procentni odchylka relativni éetnosti od pravdépodobnosti ¢&i-
nila 12,9 %. Kolikrat se pokus zdafil?

182. Jev, jeho% pravdpodobnost je 2, ma byti opakovan stokrat. V ko-
lika asi pfipadech jev nastane, ofekadvame-li, Ze procentni odchylka
relativni ¢etnosti od pravdépodobnosti nepiesahne 10 %?

183. Pravdépodobnost, %e n&jaky d&j nastane, je 0,328. Kolikrat asi mu-

sime dé&j opakovati, chceme-li, aby nastal stokrat, a oéekavame-li, Ze

procentnf odchylka relativni ¢etnosti od pravdépodobnosti nepie-

sdhne 10 9%?

Urcity dé&j byl opakovan celkem tisfckrat, pfi ¢emZ mél kladny vy-

sledek celkem v 346 ptipadech. Co 1ze ¥ici o pravdépodobnosti toho

dé&je, necinf-li procentnf odchylka relativnf éetnosti od pravdépodob-

nosti vice neZ 12%?

184

2. Vypodet pravdépodobnosti v jednoduchych pripadech.

Nejjednodussi partie pottu pravdépodobnosti, na kterou se v pod-
staté omezime, d4 se popsati takto. Provadime opétovné néjaky pokus,
jehoZ vysledek zavisi na nahodé. Je vcelku moZno k raznych vysledku
pokusu a mame divody k predpokladu, Ze pii provadéni velmi velké fady
pokusti kaZzdy z moZnych k ptipadu se uskuteéni stejnékrat. Tento pied-
poklad vyjadiujeme slovy, Ze viecky moZné piipady jsou stejné pravdé-
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podobné. Nyni si viimame uréitého ndhodného jevu, ktery v nékterych
z k moznych pfipadd nastane, v jinych nenastane. Ty pfipady, v kterych
zkoumany jev nastane, nazveme p¥iznivé pfipady. Je-li h potet piizni-
vych ptipadi a je-li, jak uz Feeno, k polet viech moZnych pfipadi, na-
zyvame ¢Eislo R

k

pravdépodobnosti zkoumaného nahodného jevu. Ofekédvame potom, Ze
pfi velkém poétu provedenych pokusi relativni etnost zkoumaného jevu
bude ptiblizné& rovna p; v tom je pravé vyznam ¢&isla p. Ze toto oéekavéni
je opravnéné, to bylo historicky prokazano po prvé na hazardnich hrach.
Vypodet &isla p neni vidy zcela jednoduchy a t. zv. kombinatorika, pfed-
mét predchézejiciho oddilu této ucebnice, vznikla z potieb podtu pravdé-
podobnosti.

JestliZe na pf. hazime kostkou, médme 6 moZnych vysledkii pokusu,
t. j. mame k = 6. Ndhodny jev, ktery zkoumame, muZe byti v tom, Ze
padne uréité z &isel 1, 2, 3, 4, 5, 6, na pt. Ze padne Sestka. Ze 6 moZnych
pfipadi je jediny ptiznivy, t.j. mame h = 1 a pravdépodobnost je rovna
1. MiZeme v8ak pii hazeni kostkou zkoumat také jiné jevy. Jako priklad
vezméme ten nihodny jev, Ze pifi hazeni kostkou vyjde &islo liché; zde
je k =6, h =3 a tedy pravdépodobnost p = 4. Smysl rovnice p =}
je v tom, Ze pii velkém podtu vrhiu asi v poloviné viech pfipadu vyjde
liché ¢&islo. V pfikladé znazornéném v tabulce 1 ¢lanku1 v jednotlivych
20 skupinach I aZ XX mame tyto absolutni ¢etnosti zkoumaného jevu
ve 2. fadku nasledujici tabulky; ve 3. fadku téZe tabulky jsou udany
v procentech odchylky relativni éetnosti od pravdépodobnosti p = $:

- - e ==l ]| (OB I-%
wEIE|R|S[BIFIB|E % |R|R|R[%] %% |%|%|%]|%

37 50| 51({47] 39|42{42(45]44| 40| 5146|4142 |45|54 (49| 434639
17,8(11,1(13,3(4,4 |13,3/6,7 |6,7 | 0 (2,2 ]11,1]13,3(2,2(8,9 (6,7 | O |20 (8,9 4,4 (2,2 (13,3

Tabulka 4.
Pozorujeme, Ze odchylky jsou ponékud mensi neZ odchylky zkoumané

v ¢lanku 1 pro vyskyt uréitého z &isel 1, 2, 3, 4, 5, 6; di se dokazati, Ze
pfi velkém poétu pokusii odchylky relativnich ¢etnosti od pravdépodob-



nosti jsou pro p = ¢ mensi nez v kterémkoli jiném pifpadé. Jestlize po-
dobné jako v tabulce 2 shrneme 1800 pokusi jen v &tyfi skupiny po 450
pokusech, dostaneme misto tabulky 4 tabulku 5. Odchylky v tabulce 5
opét jsou mens$i neZ ty, které mame zaznamenany v tabulce 3.

Hézime-li dvéma kostkami, muZeme vysledek ka¥dého pokusu zazna-
menati ve tvaru (a, b), kde a znamena &islo, které padne na prvni kostce,
b znamena ¢islo, které padne na druhé kostce. Cislo a miize nabyti které-
koli ze 6 hodnot 1, 2, 3, 4, 5, 6; totéz plati o ¢isle b. Mame tedy celkem
k = 6 - 6 = 36 moZnych pfipadi, které pra-
vem povaZujeme za stejné pravdépodobné.
Zkoumejme ten n&hodny jev, Ze soudlet

I 11 I v

a + b nabude uréité hodnoty s. Cislo s 24 | 218 | 225 | 231
musi byti aspoli rovné 1 4+ 1 = 2 a nejvys 04 | 53 | 0 | 27
je rovné 6 + 6 = 12. Pfichazi tedy v vahu Tabulka 5.

11 hodnot ¢&isla s; pro kazdou z t&chto 11

hodnot je v nésledujici tabulce uvedeno v prvnim fadku ¢&islo s, v dru-
hém prislu$ny pocet h moZnych piipadi, v tfetim na setiny zaokrouhlena
pravdépodobnost p = h : 36.

s 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

h 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

p 10,03 0,06 0,08|0,11 | 0,14 | 0,17 | 0,14 | 0,11 | 0,08 | 0,06 | 0,03

Tabulka 6.

Podobné pti hazeni tfemi kostkami miZeme vysledek kazdého pokusu
zapsati ve tvaru (a, b, c), kde a znamena ¢éislo, které padne na prvni kostce,
b &islo, které padne na druhé kostce, ¢ &slo, které padne na tieti kostce.
Viech moZznych ptipadiije k = 6-6-6 = 216 a viecky tyto pfipady jsou
stejné pravdépodobné. Opét zkoumejme ten nahodny jev, ktery je v tom,
Ze soulet a + b + ¢ nabude uréité hodnoty s, ktera musi byti aspoii rovna
1 +1 41 =3 a nanejvys je rovna 6 + 6 + 6 = 18. Abychom pti da-
ném s uréili podet h v8ech ptiznivych pripadd, sestavime si viecky roz-
klady ¢isla s na tii s¢itance, pii ¢emz kazdy séitanec je roven jednomu
z &isel 1, 2, 3, 4, 5, 6. Zkusmo snadno najdeme:
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3=14+1+41;

4=2414+1;

5=34+141=24+2+1;

6=44+14+1=34+2+1=2+2+2;
7=54+14+1=44+24+1=3+4+34+1=3+2+2;
8=6+14+1=5+2+1=4+3+1=4+2+4+2=3+3+2;
9=64+24+1=54+3+1=54+24+2=44+44+1=44+3+2=3+4+3+3;
10=6+4+34+1=6+2+2=54+4+4+1=5+3+2=4+4+4+2=4+4+3+43;
11=064+44+1=64+3+2=5+5+1=54+44+2=54+3+3=4+4+43;
12=6+54+1=6+4+44+2=64+3+3=5+54+2=5+4+3=4+4+4;
13=6+6+1=6+4+54+2=0644+3=5+5+3=5+4+4;
14=6+64+2=6+4+54+3=6+4+44+4=5+5+4;
15=6+6+3=6+54+4=5+5+5;

16=6+6+4=6+4+ 5+ 5;

17 =6 + 6 + 5;

18 =64 6 + 6.

Pii tom ovSem na pi. souéet 2 + 1 + 1 vznika ze t¥i pfipadu (2, 1, 1);
(1, 2, 1); (1, 1, 2); soutet 3 + 2 + 1 vznika ze $esti pfipada atd. V nésle-
dujici tabulce je udan jednak poéet h piiznivych piipadd, jednak na tisi-
ciny zaokrouhlenid pravdépodobnost p =.h:216. V poslednim Fadku
¢isla p* znamenaji na tisiciny zaokrouhlené relativni Cetnosti pii 1000
vrzich tfemi kostkami provedenych jednim ze spisovateli této uéebnice.

s| 3|4l 5| 6| 7] 8] 910

1| 3| 61015 |21 |25 |27

h
p 10,005/0,014/0,028!0,046/0,069,0,097;0,116/0,125

p*|0,009/0,019/0,028/0,054,0,673/0,116,0,101,0,109

sj11 12 (13 |14 |15 |16 |17 | 18

h127 {25 21 |15 | 10 6 3 1

p |0,125/0,116/0,097|0,06910,046/0,028!0,014/0,005

p*[0,148,0,114/0,096,0,049/0,036,0,029/0,013/0,006

Tabulka 7.

Cisla h v tabulce 6 i v tabulce 7 (a tudi? také pravd&podobnosti p)
maji tu zajimavou vlastnost, Ze zistanou beze zmény, napiSeme-li je

68



v obraceném pofadku. Pro¢ tomu tak je, miZeme si snadno vysvétliti
takto: Na hraci kostce mame proti ¢&islu 1 &islo 6, proti &islu 2 &islo 5, proti
¢islu 3 &islo 4; obecné soudet dvou protéjsich &isel je vidy roven 7. Jestlize
na pi. na tfech kostkach padnou ¢isla a, b, ¢ se soué¢tem s, mame na pro-
t&jsich sténach &islaa’, b, ¢’ se souétem s’, piidemz a +a’'=7,b + b’ =7,
¢ +c" =17 a proto s + s" = 21. Potet piiznivych pfipadi pro soucet s
je tudi? tyZ jako pro soudet s’.Velmi oblibena byla kdysi hra passedix
(francouzsky; znamena pirekrolenf desitky). Sazelo se na to, Ze pfi vrhu
tiemi kostkami vyjde soutets = a + b + ¢ v&tsi neZ 10. Je to t. zv. spra-
vedlivd hra; to znamen4, Ze pravdépodobnost vyhry je 4 neboli, Ze podet
pfipadu pfiznivych je roven poétu piipadi nepiiznivych. Spravedlivost
plyne ze soumérnosti tabulky 7, o nfZ jsme pravé mluvili.

Cvitenl.

185. Kter4 je pravd&podobnost, Ze pti hazen{ kostkou vyjde &islo a) d&li-
telné t¥emi, b) nedélitelné tfemi?

186. Ktera je pravdépodobnost, e pti hazenf dvéma kostkami vyjde sou-
éet a) délitelny tiemi, b) nedé&litelny tfemi?

187. Ktera je pravd&podobnost, Ze pii hizen{ tfemi kostkami vyjde soudet
a) délitelny ¢tyfmi, b) nedélitelny éLyfmi?

188. Ktera je pravd&podobnost, Ze namatkou napsané n-cifcrné ¢&fslo celé
je a) sudé, b) liché?

189. Kterd je pravdépodobnost, Ze namatkou napsané dvojciferné éfslo
celé je a) délitelné tremi, b) délitelné &tyfmi, c) délitelné sedmi?

190. Ktera je pravdépodobnost, Ze péticiferné éislo namatkou sestavené
z &islic 1, 2, 3, 4, 5 tak, Ze kaZd4a se v ném vyskytuje pravé jednou,
bude délitelné étyimi?

191. Pi#ihazenitiemikostkami miZekaZdy ze soudti 11 a 12 padnout celkem
Sesti zplisoby. Presto je pravd&podobnost kaZdého z téchto dvou
soudtt jina. Vysvétlete proé.

192. Ktera je pravd&podobnost, Ze a) pti vrhu mincf padne lic, b) pfi vrhu
dv&ma mincemi padne na obou mincich lic, ¢) pfi vrhu tfemi mincemi
padne na dvou mincich lic? ’

193. Ktera je pravdépodobnost, %e pti vrhanf dvéma kostkami padne
a) pravé jedna $estka, b) aspori jedna $estka, c) nejvyde jedna $estka,
d) Zadn4 Sestka, e) obé& Sestky?

194, Ktera je pravdépodobnost, Ze pfi vrhu t¥femi mincemi padne a) pravé

jeden lic, b) aspofi jeden lic, ¢) nejvyse jeden lic, d) Zadny lic?

V saéku je 12 kuli¢ek ¢ervenych a 8 modrych. Ktera je pravdépodob-

nost, Ze z péti vytaZenych kuli¢ek jsou a) 3 ¢ervené a 2 modré, b) 2

¢ervené a 3 modré, c) viechny &ervené, d) viechny modré?

- 195
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196. Z 32 34kt zaéinajf jména 4 24kt pismenem R. Jaka je pravdépodob-
nost, Ze ze 4 vyvolanych % ki budou ¢) jeden Zik, b) dva ZAci, c) tf
%'ci d) Ctyfi 2Aaci, e) 2adny 21k, jehoZ jméno z ¢ina p’smenem R?

197. Ze hry 32 karet bylo rozd4no 5 karet. Jaka je pravd&podobnost, Ze
jsou mezi nimi a) étyti esa, b) t¥i esa, c) dvé& esa, d) jedno eso, ) Zadné
eso?

198, Je-li pfedem zarudeno, Ze n&jaky jev nastane (jev je jisty), je jeho
pravdépodobnost 1, je-li zaruéeno, Ze jev nenastane (jev jenemony),
je jeho pravdépodobnost 0. DokaZte.

199, Je-li podet piiznivych ptipada roven poétu neptiznivych pfipadi, ma
jev pravd&podobnost 4. Dokaite.

200, Je-li p pravd&podobnost, Ze n&jaky jev nastane, je pravdépodobnost,
Ze tento jev nenastane, rovna 1 — p. Dokaite.

3. Pravdépodobnost vihrnni a sloZena.

Vypolet pravdépodobnosti ndhodného jevu se da nékdy usnadnit
pomoci obecnych vét, které si odvodime v tomto ¢lanku. K témto vétam
dospdjeme, jestlize p¥i jednom a tém# druhu pokusti zkouméame né&kolik
nahodnych jevi souéasné. O dvou nadhodnych jevech Jy, J, fikame, Ze se
navzijem vyluéuji, jestlize je nemozné, aby p#i néjakém pokuse nastaly
oba jevy J,, J, soutasné, Potom plati nasledujici véta o thrnné pravdé-
podobnosti:

I. Jestlize nahodnéjevy Jy, Jg, které se navzajem vyluduji,
maji pravdépodobnostip,, ps, ajestliZendhodny jevJjevtom,
%e nastane jeden z obou jevi J,, J;, potom pravdépodobnost
jevuJjerovnap, + p,. '

Dukaz. Je-li k potet viech pripadi moZnych a je-li k; podet pripadi
pi‘iznivj'gh pro jev J,, hy polet pfipadd pfiznivych pro jev J,, jest

h h
pl“—;‘" pz”'_k’" (¢))

Ptipady ptiznivé pro jev J jsou jednak ty, které jsou ptfiznivé pro jev
J,, jednak ty, které jsou pfiznivé pro jev J,. JelikoZ Zadny pfipad nemiiZe
byti zaroveii pfiznivy i pro jev J, i pro jev Jy, je podet h ptipadu pizni-
vych pro jev J roven

h = hl + h’. (2)
Jev J mé viak pravdépodobnost
p=1. @
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Z (1), (2); (3) plyne p == p; + p,, co? jsme méli dokazati. Jestlize neni
pravda, Ze jevy J,; a J, se navzajem vyluéuji, nemuZe rovnice (2) platit,
nybrZ plati zfejmeé& nerovnost h << h; + hy, z niZ plyne podle (1) a (3) ne-
rovnost p < p; + p;. Tedy:

II. JestliZe ndhodné jevy J,,J, maji pravdépodobnosti p,,
psajestlize ndhodny jev J je vtom, Ze nastane aspoii jeden
zobou jeviiJy, J,, potom pro pravdépodobnost p jevu J plati nerovnost
P=P1+ Pa

Je-li J; libovolny ndhodny jev, nazveme opaénym jevem ten jev Jg,
ktery jevtom, Ze jev J, nenastane. Oba jevy J,, J, se navzajem vylutujf,
takZe podle I. pro jejich pravdépodobnosti p,, p, plati p, + p; = p, kdep
znamené pravdépodobnost toho jevu J, ktery je v tom, Ze nastane aspoii
jeden z obou jevil Jy, J,. Zitejmé viak je ten jev jisty, jehoZ pravdépo-
dobnost p = 1, Tedy zvla$tnim ptipadem véty I. je nasledujicf véta III.,
v jejimZ znéni pro jednoduchost je vynechan index 1.

III. Je-li ppravdépodobnost ndhodného. jevu J,je pravdé-
podobnost opaéného jevu rovna 1 —p.

Misto dvou nahodnych jevi J,, J, miZeme vyjit od vice neZ dvou a
dostaneme touZ cestou obecnéjsi véty.

I'. Jestlize ndhodné jevyJ,, Jy, ..., Jn,znich% kazdé dva se
navzijem vyluluji, maji pravdépodobnosti py, ps ..., Pn, 2
jestliZze ndhodny jevJjevtom,Ze nastane jedenzjevia Jy, Jy
..., Jn,potom pravdépodobnost jevuJjerovnap, +p,+ ... +
+ Ppa.

IT’. Jestlize ndhodné jevy J,, Jy, ..., Jo maji pravdépodob-
nostip,, py ..., Pn,ajestlize nahodny jevJjevtom, Ze nastane
aspoii jeden z jevu J,, Jy, ..., Jn, potom pro pravdépodobnost
p jevu J plati nerovnost p < py’+ py + ... + Pa. )

Nyni je tfeba, abychom sivysvétlili pojem podmin&né pravdépodob-
nosti. Zkoumejme opét pii témZ druhu,pokusii dva néhodné jevy J,, J,.
Ozna¢me opét k pocet viech piipadii moZnych, h, poéet ptipadi, v nichZ
nastane jev J, h, podet pfipadi, v nichZ nastane jev J,, dale p;, p, pravdé-
podobnosti obou jevii, takZe

P1=‘,}:“v Pz=";'{.£- (1
Oznadme je§t& hya nebo hgy polet t&ch piipadd, v kterych nastanou oba
jevy Jy i Jo. Nyni budeme definovati podminénou pravdépodobnost jevu Ja
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za hypothesy J, tak, Ze odtrhneme vSecky pfipady, v kterych nenastane
jev J; a ponechame pouze ptipady, v kterych nastane J;. Podet vSech
moZnych pfipadi bude tedy pouze h;y a polet piipadu piiznivych pro jev
Jzbude hyo, takZe podminéna pravdépodobnost pa(Jy) jevu J2 za hypothesy
Ji bude rovna:

h
p2(Jy) = # @
1
Podobné bude
h
P2 =37 - ®)
2

podminéna pravdépodobnost jevu J; za hypothesy Jo. Na pf. pii h&zeni
kostkou necht jev J; je v tom, Ze nepadne Sestka, a jev Jz necht’ je v tom,
Ze padne Cislo sudé. Nepodminéné pravdépodobnosti jsou p; =§,
p2 = 4. Podminéna pravdépodobnost jevu Jp za hypothesy J; je
p2(J1) = %; podminéna pravdépodobnost jevu J; za hypothesy Jj
je p(J2) = 4.

Nyni snadno dokaZeme nasledujici vétu o sloZené pravdépodobnosti.

IV.Jsou-liJy, Jolibovolné dva ndhodné jevy a jestliZe né-
hodny jev Ji2 je v tom, Ze nastanou oba jevy J;, Jz zarovel,
je pravdépodobnost jevu Jizarovna souéinu

Pi-pa(J1), (©)
jehoZ prvni &initel je (nepodminéna) pravdépodobnost jevu J;
a druhy dinitel je podminéna pravdépodobnost jevu J; za
‘hypothesy Jj.
Dikaz. Pravdépodobnost jevu Jj2 je rovna

hya . hy hyg
% neboli % By’
coZ je podle (1) a (4) rovné vyrazu (6).
Véta JV. se da zobecnit na libovolny poéet Jy, Js, . . ., Jonadhodnych
jevll. Omezime se na pfipadn =3: Pravdépodobnost, aby nastaly

viecky tfi jevy Jy, Jg, Jgzarovell, je rovna souéinu

p1 + p2(J1) - pa(J1, J2), @)
kde p3(J1, J2) je podminéna pravdépodobnost jevu Jz za hypo-
thesy, Ze nastanou oba ievy Jj, Jo, nebot jev, jehoZ pravdépodob-
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nost hleddme, je v tom, Ze nastanou zéroveti oba jevy Jiza Js, kde Ji3ma
tyZz vyznam jako ve vété I'V. Tedy hledana pravdépodobnost je rovna
souéinu pia + ps(J1, J2), kde pig je pravdépodobnost jevu Jig, ktera je
rovna vyrazu (6). Z toho plyne (7).

Pravime, Ze nahodny jev J: je nezivisly nanahodném jevu Jj, jestlize
podminéna pravdépodobnost jevu J; za hypothesy J; je rovna nepodmf-
néné pravdépodobnosti téhoZ jevu J,. Jestlize k, hy, ha, hi2 maji tyZ vyznam
jako na str. 71, potom podle (1) a (4) nezavislost jevu Jg na jevu J je vy-
jadfena podminkou

hs Mg
kK h’

kterou muZeme napsati také ve tvaru
k- Illz = hl . h.-

Z tohoto tvaru podminky je patrné, Ze jestliZejevJ, je nez4visly na
jevu Jy, je také jev J; nezavisly na jevu Jp; fikame také, Ze oba
jevy Ji, Ja jsou na sobé nezdvisle,

Pro nezavislé jevy zni véta IV, jednoduse takto:

IV'. Jsou-lipy, popravdépodobnosti dvou nezavislych jevu
J1, Ja, je pravdépodobnost,aby oba jevyJ, Jonastaly zarovei,
rovna soudinu p;ps.

S nezavislymi jevy se setkdavame zejména pii opakovanych pokusech.
Budte? pfi uréitém druhu pokusu néjakym zpusobem definovany na-
hodné jevy Jy, J2, J3, . . . abudteZ p1, ps, p3, - . . jejich pravdépodobnosti.
Mysleme si nyni proveden libovolny poéet n pokusi a oznaéme P, prav-
dépodobnost toho, aby pro kaZdé k od jedné aZ po n pii k-tém pokusu
nastal jev Jg. Ziejme

= p1. ®)

Na druhé strang, provedeme-li je§t& (n + 1)-nf pokus, je pravdépodob-
nost toho, aby pfi (n + 1)-nim pokusu nastal jev Jn 41, ziejmeé nezavisla na
vysledcich predchézejicich n pokusi. Z toho soudime podle véty IV’,, ze

Ppyy = Pn -« pn+1. ©
Na zakladé (8) a (9) se snadno dokaZe matematickou indukecf, Ze pro

kazdé n je
Pn=pip2 ... pn. (10)

Zejména si v§imnéme toho ptipadu, Ze viecky jevy Ji, Ji, ... jsou to-
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tozné; potom z (10) plyne: Pravd&podobnost,aby vkazdém z pro-
vedenych pokusi nastal jev J, jehoZ pravdépodobnost je p, .
je rovna p™ Z toho lze odvoditi: Pravdépodobnost, aby pfi Zad-
ném z provedenych n pokust nenastal jev J, jehoZ pravdépo-
dobnost je p,jerovna (1 —p)n. Nebot to, Ze pii Zddném pokuse nena-
stane jev J, znamena totéz jako to, Ze pfi ka’dém pokuse nastane jev
opaény k jevu J, jehoZ pravdépodobnost je 1 — p. Obecnéji plati:

V. Budi% p pravdépodobnost nihodného jevu J. Budiz
0 < k < n (n ptirozené ¢&islo, k pfirozené &fslo nebo nula). Pravdépo-
dobnost, aby pfi provedenych n pokusech jev J nastal pravé

k-krat, je rovna ( : )pk(l — p)n-k,
Diukaz. Pro k = napro k = 0 je véta jiZ dok4zana. Jev, jehoZ prav-
dépodobnost mame poéitat, serozpada na ( n) ¢astednych jevi odpovida-

k
jicich (2) kombinacim k-té tiidy n pokusii; éasteény jev je v tom, Ze jev

J nastane pro kazdy pokus patiici do zvolené kombinace a zaroveii nena-
stane pro 24dny pokus nepatfici do zvolené kombinace. Pravdépodobnost
kaZdého &astedného jevu je rovna soudinu (10), v kterém k initelit (patii-
cich ke zvolené kombinaci) je rovno p, kdeZto ostatni ¢initelé jsou rovni
1 — p, takZe pravdépodobnost &asteéného jevu je p¥(1 — p)n—k. Vsecky
Castedné jevy se navzéjem vyluéuji a proto podle véty I'. hledana pravdé-

podobnost je rovna souétu (;‘) séitanci vesmés rovn}’?ch p*(1 —p)n-k,
t. j. je rovna (:)p’x‘(l —p)n-k

Cvidenl.

201. Ktera je pravd&podobnost, Ze pfi vrhu dv&ma kostkami padne
soudet 5 nebo 67

202, Kter4 je pravdépodobnost, Ze pfi vrhu tfemi kostkami nepadne ani
soucet 10, ani 11?

203. Z 32 figur § ‘chové hry bylo ztraceno 7 figur. Jaka je pravdépodob-
nost, e mezi ziracenymi figur. mi a) neni 2adna véz, b) je aspoil
jedna véZ, c) je nejvys: jedna véZ, d) jsou aspoti dvé véZe?

204. V tombole je 100 lost a 10 vyher. a) Mam 2 losy; jaka je pravdépodob-
nost, %¥e vyhraji aspoli na jeden? b) Jak je tomu, mam-li 3 losy?
c¢) Jakou bych mél pravdépodobnost, Ze vyhraji aspoii na jeden, kdy-
bych mél 10 losu?
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205.

206.

207.

208.

209,

210.

211.

212,

V saéku je 8 kuliéek modrych, 10 &ervenych, 12 zelenych. Jaka je
pravdépodobnost, Ze vytahnu-li odtud 3 kuli¢ky, budou a) téZe barvy,
b) dvou barev, c) tfi barev?

Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi vrhu tiemi kostkami padne soudet
délitelny dvé&ma nebo tremi?

Je-li p; pravdépodobnost, Ze nastane jev J;, ps pravdépodobnost, Ze
nastane jev Jg, p;, pravdépodobnost, %e nastanou oba jevy, pak prav-
dépodobnost p, Ze nastane jev J, nebo jev Jy, jerovna vyrazup = p; +
+ p3 — P12. DokaZte.

Ktera je pravdépodobnost, Ze pti dvou vrzich dvdma kostkami padne
a) nejprve sudé a pak liché &islo, b) jednou sudé a jednou liché éislo?

Ktera je pravdépodobnost, Ze pfi hazeni kostkou padne a) pfi prvém
vrhu éislo 6 a pfi druhém vrhu jiné éislo, b) jednou ¢&islo 6 a jednou
jiné &islo?

Jak4 je pravd&podobnost, Ze pfi dvou vrzich kostkou padne a) aspoti
jedna $estka, b) nejvySe jedna Sestka, c) pravé jedna $estka?

Jsou-li J,, J, dva jevy, které jsou navzajem nezavislé a jejich% pravdé-
podobnosti jsou p,, P2, Pak pravdépodobnost, a) Ze nastane pravé jeden
z obou jevi, je p; + P2 — 2p;ps; b) Ze nastane aspoii jeden z obou
jevil, je p; + ps— PiPs; €) Ze nastane nejvyse jeden, je 1 — p;p,;
d) %e nenastane Z4dny, je 1 — p; — ps + pyp,. DokaZte,

Jsou-li Jq, J,, J5 tii jevy, které jsou navzajem nezavislé a jejichZ prav-
dépodobnosti jsou py, Pa, P3, Pak pravdépodobnost, 2) Ze nastane pravé
jeden z nich, je py + pz + p3 — 2p1Ps — 2p1P3 — 2P2P3 + 3P1P2Ps;
b) Ze nastanou pravé dva, je pyps + PiPs + P2Ps — 3Pp1PePs;
c) Ze nastane aspoii jeden, je p; + ps + Ps— P1P2 — P1Ps — P2Ps +
+ P1P2Ps; d) Ze nastanou aspoli dva, je p1pz + P1Ps + PaP3 — 2P1P2Ps;
€) Ze nenastane Z4dny, je 1 — py — ps— p3 + P1P2 + P1Ps + PaPs —
— P1P2P3; 1) Ze nastane nejvyse jeden, je 1 — p;ps — p1ps — P2P3 +
+ 2p;psps; 8) Ze nastanou nejvyse dva, je 1 — pyp,p;.

213. V prodejné se vysypalo 10 paru stejné obuvi z krabi¢ek. Prodavatka

214.

215.

216.

je namatkou zase narovnala do krabidek. Jak4 je pravd&podobnost,
%e v kaZdé krabicce je jedna prava a jedna leva bota?

5 muzi a 10 Zen ma utvoftit skupiny po tfech. Jaké je pravdépodobnost,
Ze pfi zcela ndhodném seskupenf bude v kaZdé skupiné pravé jeden
muZ?

Dva ptatelé, A a B, si umluvf tuto hru jednou kostkou: vyhraje ten,
komu difve padne Sestka, pfi ¢emZ Hazeti pone A. Jakou pravdé-
podobnost mé kaZdy z obou hraéu, Ze vyhraje a) pfisvém prvém vrhu,
b) pfi svém druhém vrhu, c) pfi n&€kterém ze svych prvych ti{ vrhi,
d) viibec?

Na jedné hromadce je 20 ofechil, z nichZ jsou 2 gervivé; na druhé hro-
médce je 19 ofechi, z nichZ jsou 3 &ervivé., Jeden ofech z prvni hro-
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217.

218.

219

220.

221,

222,

223.

224,

225.

76

in4dky byl pfend4n na druhou. Vezmu-li nynf z druhé hromadky je-
den otfech, jaka je pravdépodobnost, Ze nebude Cervivy?
a) V kapse mam ¢étyfi mince, nenf znidmo jaké; je moZné, Ze mezi nimi
je bud jedina koruna nebo dv¢ nebo tfi nebo étyii nebo také Zidna,
a predpokladame, Ze viecky tyto moZnosti jsou stejné pravdépodobné.
Jaka je pravdépodobnost, Ze namatkou vytaZena mince je koruna?
b) Provedte touZ tivahu pro n minci.
Je-li p; pravdépodobnost jevu J,;, ps pravdépodobnost jevu J,, pig
pravdépodobnost, Ze nastanou oba jevy ziroven, pak podminéni
pravdépodobnost jevu J; za hypothesy J, je p;(J,) = %1—2 a podmi-
2
néna pravdépodobnost jevu Jj; za hypothesy J; je py(J;) = P12 .
DokaZte. P
Hazime-li kostkou, kterid je pravd&podobnost, Ze p¥i deseti vrzich
padne Sestka a) jednou, b) dvakrat, c) tfikrat, d) étyrikrat, e) pétkrat,
f) Sestkrat, g) sedmkrat, h) osmkrat, i) dev&tkrat, j) desetkrat,
k) vibec nepadne?

Pravd&podobnost, %e n¥ktery den bude priet, je 3. Jaka je pravdé-
podobnost, Ze ze sedmi dnii budou aspoti 3 dny bez de$t&?

Kter4 je pravdépodobnost, Ze pifi péti vrzich tfemi kostkami padne
soudet 12 a) aspon dvakrat, b) nejvyse dvakrat?

Kolikrat je t¥eba hodit dv&ma kostkami, aby pravd&podobnost, Ze
padne aspofi jednou soucet 12, byla v&tsi neZ a) 0,5, b) 0,7, c) 0,9?

a) Hazime-li kostkou devadesatkrat, pro ktery podet Sestek dosta-
neme nejvét$i pravdépodobnost? b) Ktera je ta pravd&podobnost?
c) Odhadnéte pravd&podobnost pro piipad, Ze podet, kolikrat padne
$estka, se odchylf od nejpravdépodobnéj$iho poétu nejvyse o 7 %.
a) Pfi 900 vrzich kostkou ma nejvétsf pravd&podobnost piipad, Ze
Sestka padne 150krat. Vypodtéte tuto pravdépodobnost tak, Ze uZi-
jete pribliZného vzorce n! == szn -e—n.nn kden je Ludolfovo éislo a
e=2,71828 je t. zv. zaklad pfirozenychlogaritmu. b) Odhadné&te pravdé-
podobnost pro ptipad, Ze pocet, kolikrat padne $estka, se odchylf od
nejpravdépodobnéj$iho poétu nejvyse o 79% a porovnejte s vysled-
kem piedchazejicfho cvieni.

Opakujeme-li pokus r-krat, je jisté, Ze se podaff bud nulkrat nebo
jednou nebo dvakrat atd. aZ r-krat. Odtud muZeme dokazati bino-
mickou vétu. Provedte to.




VYSLEDKY CVICENI.

L. Posloupnosti.

Layl,1,1,...,1;b)0,—1,—2,....,—9 ) 5,3 3, ..., W:d) 2
6,12,...,110;e)0,1,0,..., 1; f) 14§, 0,1 —1i,2,...,0.—2,2) 1,2, 3,
.,10;b)a, a?, a3, ...,a%¢)0,0,0,...,0;d) 1,i,—1, —i, ...,ije) @&
a+d,a+2d,...,a+ 9d;1)a,aq,aq? ...,a9%g)1,2,1, —1,—2, —1,

,—1;h)0,1,2,5, 12, 29, 70, 169, 408, 985. — 3. a) na; b) an; ¢
1
d) nt ; e (—1)n-1; f) 3n—2; g) 2rn-1; h) 2. (—3)4-n — 4. a)

(—1"=1; b) n; ¢) —1; d) a + (n—1)d; e) gn~1; ) }{1 4 (— 1] —

5.a) ap4y = ap; b) a4, =anp—1; ¢) a4y = —ay; d) apyy = ap + d;
a

€ anty =an g fapy,= _’;_1; 8) ny1 =2 —ayp. — 6. a)ap 3 = Gp;
n

b) an4s = an—4; ¢) ap49 = a®- ap; d) ap4 = 2 — a,. — 7. a) Rostouc
pro x >0, klesajici pro x <{0; b) rostoucf pro x >1, klesajici pro

0 <<z <1.— 8. Seététe vyraz pro ap4; a pro a,. — 9. Uvédomte si, Ze
1+]/5’ n+1 1+Vgn 1—15% 1+V§n
( 2 ) =(_2—)'(1— 2 )=( 2 )
-1
+ (1 _;]/5) ; Gngy =0an+ ap—y, @ =1, a3 =1. — 10. Z rovnic

1 =k(x —y), 1 = kx?—y?), 2 = k(z® — y3) vypoltéte k, x, y; dale viz
cvig, 9, —

11. a) Seététe vyraz pro anp43 a pro a4 b) UlZijte dvakrat po sob&
vysledku a). — 12. Z rovnic 1 = k(x —y), 1 = k(z? —y?), 0 = k(x® —y%)

(I__iiV_3)"]

5 .
Presvédéte se, Ze skuteéné ap4qy =an—ap—;. — 13. 2) 3,5, 7, ..., 21;
b) 2, 14}_1 -——2-% c) —3, 26—22 06 d) 0,—1,—2,...,— 9.
—14. a) 2, 5‘, 8, ceey 29; b) 15,8, 1, ..., —48; c) —2,2, — 1,4, —0,6,
.. 5;d)3,7,11, ..., 39; e) 18, 15,12, ..., — 9..— 15. a) — 23; b) — 10;
¢) 6; d) — 2. —16. a) 1+3n; b) — 2n; ¢) 12n — 53; d) 40 — 3n; e)O 1n—o9.
—17. a) 4, 3+4n; D) —4 —4n ) fn+§ ) — o H— A

y—zx st—ry y—=x ; . .

€) S s 7 + o — 18. a) 165; b) 10; ¢) 42}, d) 0. —
19. a) 14; b) 45; c) 1414. — 20. 1, 9, 17, 25, 33; 8n — 7. —

21l.a)4 —n, n—3n% b) Y +1n, ¥n4-1n% c)$n—3, In* —n. —
22, a) KdyZ sp4,>sp ¢ili a,,+1>0 pro kaidé (phrozené) n, t.j. kdyz d >0,

vypoététe k, x, y; vysledek a, =-l-/——[(1————l—v—§) —

L



r—y

a,>—d; b) kdyZd <0, aqy <—d. —23.r— ; iloha m4 jediné Fesenf,

kdyZd =0 a x — y=ds, kde s <r je celé &fslo. — 24, 2s:(a+x); Gloha ma
fesenf, kdy% a 4 = 5= 0, s &= 0, obé& tato éfsla majf totéZ znamen{ a podil

2s _ 2(rx—s)

2s:(a+ x)je celé éfslo. — 25, 10, — 26. a; = T z, d ; iloha m4&

T rr—1)

_ _rr—1Ny—s(s—N)zx  2(sx—ry)
telenf, pokud r 5= 1. 27. a; = pryr— y d = prr—e
s@r—s—Nx—r(r—1)y  s(s—1x—r(2s—r—1)y
Gr = rs(r—s) ) Gs= rs(r — s) ST s.

— 29, (n+1)-nf pfimka protin4 ka%dou z pfedchazejicich n p¥fmek, které
ji tedy rozd&lf na n+1 éastf; A, =2+4+24+344+...+n=1+4n(n+1).
—30. 2)3,6,12,...,1536; b)1, —1,1, ..., —1; c) —437,4, — 145,8,
— 48,6, ..., —; ) —1,—)2,—2,..., —16]2;¢)3,3+3i,6i, ...,
48 - 48i. —

3L a) 4,4, % ..., 32; b) 625, —125, 25, ..., —0,00032; c) — 512,
— 256, — 128, ..., —1; d) 512, 768, 1152, ..., 19683; e) 300000, — 30000,
3000, ...,—0,0003; )1 —i, —1 —i,—1414i,...,—1 —i.—32. a) 32;

b) —7; ¢) —25,6; d) 5. — 33. a) 0,6 - 57; b) (— 2)n; c) — 3%:1 (—Pm

d) (— i)n. — 34. a) J/2, }}/2n-1 nebo — /2, }(— |/2)r-1; b) i, in nebo — i,
(—i)"; ) 2, 4 - 27 nebo — 2, — } - (— 2)" nebo 2i, — 4i - (2i)” nebo — 2i,
i+ (— 2i)n. — 35. a) 1023; b) 14762; c) 121(1+}/3); d) 50 nebo 0. — 36.
1,9375, 1,99805, 1,99999809, 1,9999999999999983. — 37. a) 3 - 47; b) 3a - ($);
) [3 — A($)a?)/3. —38.a)4 - (§)r—4; b) 5[(— 1)r —1]; ¢) 12337 (1 —
—0,97). — 39. a) Je-li a,qn >0 pro kaZdé (ptirozené) n, t. j. pro a; >0,
¢>0;b) a; <0, ¢>>0. — 40. r — (log|x| — log|y|): log|q| pro |g| = 1; tiloha
ma Feseni, kdyZ x : y= g3, kde s <r je celé &fslo, —

41. 6. — 42, 19683, — 6561, 2187, ..., — 9. — 43. 8. — 44.
sin §ra cos }(r+1)a sin }ra sin }(r 4+ 1)a 45. ) sin 2na b sinna

sin §a ’ sin §a ) "N gsma’ ) Tsina

46. a) 61,1%; b) 14,9%. —47. Za 35 let. — 48. 0,96%. — 49, a) 9804 Ks;
b) 9423 Kés. — 50. 53 050 Kés. —

51. a) 22,7%; b) 13 nebo 14. — 52. a) 627 mm; b) 19070 (logb, —logh,) m;
c) 11,3%. — 53. 258,7, 290,3, 325,9, 345,3, 387,5, 435,0, 488,3, 517,3. —
54. a) 4,5%; b) po 15 kyvech. — 55. Kpm : [1200 4 p(12 — m)]. — 56.
895,30 Ké&s. — 57. 117 230 Kd&. — 58. 8982,60 Kd&s. — 59. 1128 Kd&s. —
60. 6,72%,. — :

61. 19190 m3, — 62. Za 29 let, posledni splatka je 3593 Ké&s, —
63. 5091 K¢&s. — 64. Piebylo by 9181 Ké&. —

65. pp= p‘f[V-:-P (R+112’+P )n—i- V-{IjP]; b) 281 mm, 13,3 mm; c)
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7,3 mm. — 69. V &sle b) n¢+4 2n% 4 2n* 4 n = n(n 4+ 1)(n* 4 n 4 1); ¢)
n® 4 3n%4 5n4 4 5n%4-3n*+n = n(n+4 1)(n* 4 2n3+3n242n41) je
vidy jeden z é&initeld délitelny dvéma a jeden tfemi. — 70. UtZijte
vztahu a) ant+l—pn+l = an(a —b) 4 b(an — bn); b) an+3 4 pnt? ==
= a?(a® — b?) -+ b¥an + bn). —

71. Prvy krok pro n=3. — 72. Prvy krok pro n=2. — 73. Prvy krok
pro n=3. — T4. 2) Gp410p 43— a4 = ui1(@npe+ anyy) —
— (@n+1+ @p) Gn4a = An41® — @ndnta; D) Sn4y=Sp+ dnyy = Guis—
— 14 apyq=apyps—1. — 75. @) sp41=8p + (n + 1)zn+1; b) sp4,=
= sp + sin(n 4 1)a. —

IL. Limity.

76. a) x<—4,5; b) x = > ; ¢) spln&no pro kaZdé x; d) nema reSenf. —
77.2) 0,3 < x<#; b):c<——-2 ¢) nema fefenf. — 78. a) x> 2 nebo
x4 b) §<z <1; c) pro kaZdé x; d) pro Zadné z. — 79. a) 4 <x<{12;
b) 5 2<x<7 <) x>1 nebo x<{—1; d) 2 — ]/3<x<1 nebo 3r<2+4
+ [3 €) £ >>4 nebo 3 < z < 33. — 80. Vyjdéte z nerovnosti (a — b)?= 0.

81. Plat{1 > 1 —2% —82. Z nerovnosti a = b plyne 2a = a+-b; (a—b)3 =0
a tedy také (a - b)?=4ab; dale 2a =a + b. Rovnost nastane na viech
mistech zaroven tehdy a jen tehdy, kdyZ a = b. — 83. a) Z nerovnosti
an™1 plyne an+1>a>>1; b) z nerovnosti an <{1 plyne an+1 <<a <1 a z ne-
rovnosti ar >0 plyne an+1>0. — 84¢. (1 4 o)n+1 21 4+ nx)1 +2) =14
<+ (n 4+ 1) x; rovnost nastane bud pro z= 0 nebo pro n= 1. — 85, a) 2n+1=
=2.20>2n>n-1; b) 2r+1=2.2n>>2n%, ale n =5, proto n? =5n=
=2n-3n>2n 41, nebot 3n>1, takZe 2n?>n2+42n-41; c¢) 2rtl=
=2.2r>2n3, ale n=10, proto n%=>10n% = 3n? 4 7n2>3n%4-3n+1,
nebot 7n2 =70n >3n - 1, takZe 2n3>n3 4 3n? 4- 3n+ 1. — 86. a) KaZdé x
(rozeznavejte pipady: x =—1,x<—1); b) #4dnéz; c)x<l—3%; d)z >
>-—3.—87. a) x = — 3 (rozeznavajte pfipady: 2 0, — 1< 2 <0,  <—1);
b) —1<x<1; ¢) £ >1 nebo x<0; d) pro adné z; e) 0 <x < 2. —
88.2) —1<<x<1lnebo—5<z<—3;b) —ilz<} o) 1<a<lt —
89. a) 3nebo —3; b) 1. —90. §a—1} nebo—%aa nebo ‘}a——inebo

$at. —

91. x>} nebo —§<<x<{—1 nebo x<—3. — 92, Teba dokazat:
[1] z podminky |z — a|<b plyne a —b<x<a+ b; [2] z podminky a —
—b<z<a+b plyne |z —a|<<b. — 93. Utije se vztahi a) |r+y| <

< || + ||, b).|xy| = |z| - |y|. — 94. Poloite a+ b=z, b=y a rozeznavejte

pi"ipady (1] |x| 2 |y| [2] |x]| < |y|. — 95. Podle cvié. 94 |z — a| 2 || — |q]
a zéroveti |x — a| 2 |a| — |x|. — 96. a) Vnitfek kruhu o st¥edu [0] a polo-
méru 1; b) vn&jsek kruhu o stfedu [2] a poloméru ]/5- c) vnitfek mezikruZf
o stfedu [4] omezeného kruZnicemi o polomérech 1 a 2; d) osa tsecky
s krajnimi body [0] a [— 1]; e) levA polorovina omezend osou pofadnic
(i stouto osou). — 97. a) § — 2i; b) $ +i. — 98. Dosadte x = x, + irg a
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dany vyraz upravte s pouZitfm podminky T2+ x 2L —99.
— 100. Z nerovnostf |a,| << K, |by| << H plyne |ra, + sbn] < |ra,
<|r|-K+|s|-H.—

101. Je-li |q] <1,jelq
Je-li |ap| < K aje-li |by| <

|an||=1ata].

+ |sba| <

n <1 (cvié. 83) a také
anl prokazdén >r,jelb

<1 (cvié. 93b). — 102.
< H, kde H je vétsi nez

qn

nejvétst z tisel |by|, |bg|, ..., |bn], K. — 103, Je-li r nejvétéi index, pro ktery
jesté a, %= b,, potom a, = b, pro kazdé n >r. — 104. |—|= -;11-: zvolime-li
libovolné ¢islo k>0, je —’ < k pro kaidén)—— — 105 [|anll—|a,,| —

106. K libovolnym kladnym ¢éislam k&, h moZno na_|1t1 indexy p, q tak, Ze
platf |ap| <k pro kazdé n>>p a |b,| <h pro kazdé n>>q. Potom a) |rap + sb,| <
< |rap| + |sba] <|r| - £+ || - h pro kaZdé n, které je v&t3i neZ véls( z &isel
1 h< l
GERCNNGER
pak |rap + sby| <l pro kaZdé n vétif nez v&t¥f z prisluinych ¢&isel p, . b)
|anbn|=|an| - |bn| <kh pro kazdé n, které je v&tsi nez vétsi z &isel p, q. Zvo-
lime-li libovolné kladné ! a uréime-li k<J/T, hf__]/_l_, pak |apb,| <1 pro kazdé
n vEtsf neZ vétsf z obou prislu$nych éisel p, g. — 107. Zvolime-li libovolné
* kladné &islo k, existuje takovy index r, Ze |ap| <k pro viecka n>r. Oznaéme
K libovolné &islo vEt3f neZ nejvetsi z &isel |ayl, |agl, .. ., |y, k; pak |ap| <K
pro viecka n. —108. [1] Je-li k libovolné kladné &islo, platf [ap| <k pro skoro
viecka n. [2] Zvolime-li kladné k jakkoliv a plati-li [a,,rl <k pro skoro vSecka
r

Ds 9. Zvolime-li libovolné kladné €islo I a ur¢ime-li k <

n, platf |ay| <]/Epro skoro viecka n, nebot |a,"| = |ap|" (cvié. 93b). Potom
r
|ant+1] =|ap"| « |an| <k - Vl—i‘- Zvolime-li libovolné kladné ¢islo h a uréime-li

k nému kladné &slo k tak, aby k - ]/k <hélik< h'*‘, pak |ayr+1| < h pro
skoro viecka n. — 109. a) At zvolime kladné &islo K jakkoli, existuje ta-
kovy index n, Ze |a,| 2 K. b) Existuje takové kladné &islo k, Ze |a,| 2k
pro skoro viecka n. — 110. Existuje-li takové kladné &islo K, Ze |a,,| <K

1
pro viecka n, potom y7d pro vSecka n. —

111. Jestliie pro kaidé kladné é&islo k plati |a,,|<k pro skoro viecka n,
potom |——‘ >— pro skoro viecka n. — 112. Je-li |a,| <k pro vieckan >r

a je-li |by [<|a,,[ pro viecka n>s, potom|b,| <k pro viecka n, ktera jsou v&tsf
ne% vétsf z &sel r a 5. — 113. |a, — a| 2 ||ap| — |a|| (cvid. 94). — 114.
lim (rap+ sb,) =lim ra, + lim sb, = r lim a, 4 s lim b,. — 115. lim q,r+! =
= lim (a," « @) = lim a," + lim a,. — 116. Pro r = 0 je {a,°— 1} nulova po-

sloupnost. Pro r <0 je —r=s>0 a lim a,3= a%. Pak lim q,;" = lim ‘1—1; =
. n
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1
=== ar. — 117, Viz cvié. 104, — 118. a, — r = 0 pro skoro v3ecka n; at

zvolime jakkoli kladné ¢&islo k, je |a,1 — r‘<k pro skoro viecka n. — 119, At
zvolime kladné &fslo k jakkoli, existuje takovy index r, Ze |a, —a| < k pro
viechna n>r. Necht s je nejvEtsf index, pro néjz as &= bs, kdeZto a,= b,
pro viecka n>s. Pak |b, — a| <k pro viecka n, ktera jsou v&t$f neZ v&tsf
zobou &sel r, s. — 120. Ke kaZdému kladnému &islu k <C | a| existuje takovy in-
dex r, %e |a,— a| <k a také |ap| > |a| —k (cvié. 95) pro viecka n >r. Bud
s nejvétsi index, pro né&jZ a;=0, kdeZto a, &= 0 pro v§ecka n >s. Potom pro

1 1 1
viecka n v&t§f neZ viétsi z obou éisel r, s plati b,,—-—; =|———

a—a, k , .. ol Al
. Zvolime-li libovolné kladné ¢fslo h a urdi-

aa, ) kla](]a] —k) k N . hlaiz
me-li kladn a| tak, aby ————— <h, ¢ili k < —""—
<la| tak, aby [a|(Ja[ — &) o] + 1
< h pro viecka n vétsf neZ prislu$né r a soucasné vé&tsineZ s. —

121. a) 1; b) %; c)1; d) 1; e) %; f) 0. — 122. Oznalm: limaq, = q,

,Jje

e L
a

lim b, =b; pak pesloupnost {(a, —a) — (bp — )} = {(an —bp) — (a —Db)} je
nulova, pfi éemZ a— b > 0. To znamen4, Ze pro kazdé kladné k je |(ap — bp) —
—(a— b)| <k, ¢ili ap—bp >a—b—k pro skoro viechna n (viz cvié. 92).
Zvolme kladné k< a—b. Pak a, — b, >0 pro skoro viechna n. -— 123.
Kdyby bylo a_>b, bylo by an>b, pro skoro viechna n (cvic. 122). — 124, Pro
|| <1 apro x=1; je-li [x[ <1, je limxn=0 (vita IV. &L 3), je-liz= 1, je
lim 2h = 1 (véta VIIL &L 4). — 125, a) 3; b) diverguje; ¢) — 2; d) 3 2—1;
e) diverguje; f) diverguje; g) 1 — i; h) diverguje. — 126. a) |a:|<1, z:(1—x);
b) || >1, z: (x4 1); ¢) £ = 0, 0; d) pro ka?dé z, — 2r. — 127. a) x
* %(21( — V) m, k cclé; 1 (1 —sinx); b) (e — 1) < (4k 4+ 1) 7, k celé;
sinz : | 2 cos (x— | m); ¢) diverguje pro knzdé x; d) |z! <2 25 ¢ (4 4 ix). —
128. Rovnice a=c+u, 10u=¢;+uy, 1Cu;=cy+uy, ..., 10up—y=cp+un
nisobime postupné éisly 169, 10-1, 10-2, ..., 10-n a seéteme. Je-li a, =
= €,C;Cq ... Cp, j€ @a—ap <101, — 129, Rovnice a=d+v, 100 =d; +v,,
1Cv, =dy+ vg,. . ., 10—y = dp, + v, n4sobime postupné éisly 109,10-1,10-2,
..., 10— aseteme. Je-li b, = d,d,d; ... dp, je a — b, < 10—-n, —130. [1]
Jelia=c+u=d+v, je c—d=v—u celé &islo. Je-li u =0, ncn’ u ce.é;
neni tedy ani v celé, t. j. v F= 1. Jedto 0<<u<<1,0<v<1, je —1<lv—
— u<1; tomu vyhovuje jediné celé éislo v — u = 0. Potom c=d. [2] Je-li
Up="Vp, j€ Cnt1t+ Un+1=dnt1+ Unty, take cpyy—dnipr1= Unt1 — Unty
je opét celé ¢&islo. Pro.ocZe u,4, = 0, proto také vp+; 1, takZe — 1<
<Vnt1—Un4+1<1. Proto vpyy —tnyy =0, €nyy = dnyy. —

131, Je-li ugx—y & 0, je na levé stran& rovnice cx—y + ug_y=dg—; +
+ vg—, (cvié. 130) ¢islo, které nenf celé, proto i na pravé strané musi byt
¢islo, které neni celé, t.j. vg—y == 1. Je-li up = 0, pak v rovnici ¢ + ug =
=dg + vk je na levé stran& celé éislo, proto musi byt i na pravé strané
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celé &fslo, t. j. vx=1. Je tedy cx=di+1. Pak pro kaZdé n>kjec, + u,=
=0, z ¢choZ plyne ¢y =0, up= 0; dy+0p=10, dy=9, vp=1. —133. a) %;

b) 5; ¢) . — 134. Predpokladejme, e ve zlomku —:—;- jsou x, y cela ¢isla

takova, Ze 0 <x < y. Je-li rozvoj zlomku ryze periodicky s h-cifernou perio-
dou ¢, dostaneme pii dé&lenf x : y po pfipsani h nul k dé&lenci podil ¢ a
zbytek z, t. j. 10 . z=qy + z. Odtud -;- = I@L‘T Cislo 10" —1 nent
délitelné 2adnym z prvoéfsel 2 nebo 5. Je-li rozvoj neryze periodicky s k-ci-
fernym predperiodim p a s h-cifernou periodou ¢, dostaneme po pripsan{
k nul k délenci podil p a zbytek z a po pfipsanf h nul ke zbytku z podil q

aopét tyZ zbytek z, t.j. 10k . = py 4z, 10" « z=qy 4 z. Odtudg—= f§7<+

-+ IO—k—Zlqﬁ—:l-) ProtoZe 0 < p <10k, proto po zkracen{ lze prvy zlomek
uvésti na tvar i_f))_if = —, kde s; & 1 obsahuje pouze prvocisla 2 nebo 5 (ve
$1

vhodnych mocninach); vedle toho je 0 < q¢<C 10k, a protoZe q neni sloZeno
ze samych devitek (viz cvié¢. 132), je dokonce g < 10" —1; po zkraceni
1 _n
10k (10h —1) syt
rovno jedné nebo obsahuje pouze prvocinitele 2 nebo 5 a t §= 1 neobsahuje

. ve . T Iy Iy 11 Ty .
ani prvodinitele 2 ani 5. Potom ; = ; E;t = e (3—1'+ s_ﬁ)’ kde s je
nejvétdf spoledny délitel &sel s; a s; a z &fsel s,’, sy’ je aspori jedno rovno
jedné. Zlomky v zavorki4ch maji nesoudé&lné jmenovatele, proto jejich
soudet nelze kratit a dospivame ke zlomku se jmenovatelem s't, ktery

obsahuje aspoifi jedno z prvoéisel 2 nebo 5 a aspofi jedno prvoéislo rizné

(cvié. 134). a) Je-lih =

1ze tedy druhy zlomek uvésti na tvar kde s; je bud

od2a od 5, — 135. Jde o zlomky tvaru {lfl- = i—OT_
=1, je .T]. = —g— k jednociferné periodé vedou zlomky, které v zdkladnim tvaru

majf jmenovatele 3 nebo 9 (nebot jen tyto lze psit s jmenovatelem 9). b)

99
kladnim tvaru maji jmenovatele 11 nebo 33 nebo 99 (nebof jmenovatelé

Je-li h = 2, je -3= i; k dvojciferné periodé vedou zlomky, které v za-

§%§; k trojci-

ferné periodd vedou zlomky, které v zakladnim tvaru maji jmenovatele
27 nebo 37 nebo 111 nebo 333 nebo 999. d) K h-ciferné periodé vedou
zlomky, jejichZ jmenovatelé jsou déliteli éisla 10" — 1, ale nejsou déli-
teli Zadného ¢fsla tvaru 10!—1, kde [<h, — 136. Jde o zlomky tvaru

3 a 9 vedou k period& jednociferné). c¢) Pro h=3 je %=

82



z _p(1oh—1)+q
v 10k (10r —1)
aspoii jeden z prvoéinitelﬁ 2 nebo 5 v mocnin& pravé k-té; kdyby totiZ

p'(oh —1)+¢
107 10F —1) , kde I <k, zname-

Posledni ¢len je viak celé ¢&fslo;

(cvié. 134). Po zkrAcenf musf ve jmenovateli zistati

bylo lze uvést zlomek -y— na tvar :

qy
10h —1°
oznaéme je z’. Je tedy 10l.x=p'y+ 7, ¢y = (10k —1)2’ ¢&ili 10k.7 =

nalo by to, %e 10! . x=p'y +

= ¢'y+2’. To viak znadi, %e zlomek % vede k pfedperiodf I-cifernému

. p q _
proti predpokladu. 137. a) 10" b) 1ok + TR (10F —1) —
_10t-pt+g—p

10k (10 —1) °

II1. Kombinatorika,

138. V obou ptipadech se tvoli variace n-té t¥idy r predmétt. —
139.44+4.V,(4)+4-V,(4) +4:V3(4) +4-V,(4) nebo 4 +V,(5) —
m 1A (3!+ V3 (5) —Va (4) +V, (5) =V (4) + V5 (5) —V, (4) = 260. — 140.

n— —

141. 2. — 143. a) 1; b) 2. — 146. Poéitejte, kolik permutacf vznikne,
ptidame-li k r pfedmétim je§t& dali predmét. — 147. Mé&nfme-li potadi
stejnych pfedmétl, neméni se permutace. — 148. Kolik variacf s opako-
vanim ma uréity pevné zvoleny pfedmét na prvnim mist&€? — 149. V’,(3) —
— V’4(3) nebo 2 - V'3 (3) = 54. — 150. 2) V’4(6) = 36; b) V’4(6) = 216, —

151, V’g(2)—1=63. —152. V*1(2)4 V’5(2)+. . . 4 V'5(2) =2(2n—1); 30.

—153. (g) =}n(n—1). —154. (g) =1n(n—1)(n—2). — 155. (’2‘) —
—(})+1=3@—B@+k—1)+1. — 156 Mohou mit nejvyse
3 (;‘) [ (’2‘) — 1] —n (";1) = In(n —1)(n —2)(n — 3) daldich pru-
se¢fki. — 157. a) () =10; b) () = 6; c) 2(19) —5(§) = 35. — 158. (;) .

—159. a) V§ech pfedmétii ve vSech kombinacich dohromady je n(t:);

kaZdy ptedmét je v nich zastoupen stejngkrat. b) Ke ka%dé kombinaci
(n — 1)-ni t¥idy mtuZeme pfidati kterykoli z r — (n — 1) pfedmétu, které
v nf nejsou zastoupeny; kaZdou kombinaci n-té t¥idy tak dostaneme celkem

n zptlisoby. — 160. a) Z ka%dé kombinace n-té t¥idy moZno utvofit (:1)

skupin po m pfedmétech; celkem tedy je (:l) (;) takovych skupin, v kte-



rémzto poctu je kazda skupina zastoupena stejnékrat, a to (;1) -krat. b) Ke
kaZdé kombinaci (n — m)-té tfidy moZno ptidati kteroukoli skupinu m
pfedméttt vybranych ze zbyvajicich r — (n — m) pfedméta; kaZdou kom-
binaci n-té tifdy dostaneme tolika zpasoby, kolik je moZno utvofrit kom-
binaci m-té t¥idy n prvka, t. j. ( I’,‘I ) zptisoby. —

161. a) M&jme r pfedméth, které nazveme ,,bilé*, a s pfedméti, které
nazveme ,,éervené‘‘. Viecky kombinace n-té t¥dy, které z téchto predmétu
mozZno utvofit, obsahujf bud n pfedméta bilych a Zadny ¢erveny nebo n—1
piedmétia bilych a 1 ¢erveny nchbo n — 2 pfedméty bilé a 2 éervené atd. aZ
Zadny predmdét bily a n Eervenych. Musi pfi tom r = n, s = n? b) PoloZte

e () = (4 () () ()

164. [1] C'y(r) =r = (;) . [2] Platf C’p41(r) = ’I'I—FTIII - C’p () (cvid. 163).
—1 —1
ey = (57, b Gty =T E8 (1) < (11

—165. C’3(10) = 55. — 166. a) C’,(8) = 36; b) C’5(9) = 45; c) C’5(10) =55.
— 167. C’4(3) = 10. — 168. C'p (1) = (’ + 2—‘1) . — 169. a) Je-li u n&kte-
rého ¢lenu souéet mocniteld k 4+ I + m 4 ... = h<n, doplnime tento ¢len
¢initelem 1n—h; dostaneme tak mnoho¢len, ktery ma pravé tolik élent jako
Uplny homogenn{ mnohoélen v r-1 proménnych z, y, z,..., { t.j.

, _(n+r n+ry _/m+ry . . T il
Cn(r+1) _( n ) b)( n ) = ( r > 170. PovaZujeme-li nezné

mé za mocnitele v homogennim mnohoélenu, vidime, Ze rovnice ma pravé
tolik FeSenf, kolik ¢lent ma uplny homogenni mnohoélen n-tého stupné
v r proménnych (cvié. 168), —

171, a) 24.310.5.11; b) 24.38.514.17.19, — 172, a) 1,44830;
b) 0,90438. — 173. a) cos 7a = cosa (64 cos®a— 112 cos4a 4 56 cos2a—7);
sin 7a = sina (64 cos®aq — 80 cos?a + 24 cos?a — 1). — 174. a) I(cos 4a +

1 .
-+ 4cos2a 4 3); b) 4 (cos 5a 4 5cos 3a + 10cosa); c) ?r[cos ra +

+ (;)cos(r—-Z)a+(£)cbs(r-——4)a+...+(:)cos (r—2r)a]. — 175.
a) (1+2)r; b) 1 —1)r. — 176. Plyne z rovnice (7) a z cvi¢. 175b. —
177. 1+i=)2(cos In +isin}m). — 178, a) pro r =2 je (n + 1) =
=1+42s,+4n,8, =3n(n+1);b)pror =3je(n+1)3 =14 3s,43s,+n,
sg = in(n + 1)(2n+1); c) pro r =4 je (n+1)4 =1+ 4s3 + 655+ 45, +

+n, s3= %nz(n +1)2. — 179. Ve vyrazu Ql4x)n=1+4 (r;)x +
+ (’21) a4 ...+ (2) azn je pomér dvou po sob& jdoucich &lend
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—k
(k :_ l)xk+1: (Z) xk =:+ 1:::<qproIc:>__1.Proto(l.}.;c)n<1 +nx +
+ nzq + nzq? +...4 nzqr-1 <1 +"——“1m 7 Chyba je mensi ne% -1mqq.

IV. Poget pravdépodobnosti.

180. 0,358, 7,39%. — 181. 48krat nebo 37krat. — 182. Asi 26 aZ 31krat.
— 183. Asx 278 aZ 338 krat. — 184. 0,309 < p < 0,393. —185. a) 1; b) 2. —
186. a) ; —187. a) ;5%; b) 1§1. — 188. a) 4; b) 4. — 189, a) ' b) ik
c) 3. — 190. %. —

191. Soudet 11 muZe padnout 27 zpusoby, kde%to soudet 12 jen 25;
je t¥eba vzit v Gvahu, které é&islo padne na kaZdé kostce, a ne, z kterych
séitancu se soucet sklada. — 192. a) 4; b) 1; ¢) 3. —193. a) 12; b) 11 38 c) 43;
d) £3; e) 2. — 194. 2) 3; b) Z; ¢) 4; d) L. — 195. a) (*A)(3) : (%°) = 0,397;
b) (12)(8) (3% = 0,238; c) (*) : (%) =0,051; d) (3): (20)_.0007 —
196. a) 4 - (%) : 37) =0,364; b) (H(3H): (CH=0, 064 ) (§)-28: (3=
=0,003; d) 1 : (32) = 0,00003; e) (“) (82) =0,569. — 197. a) 28: (3% =
=20,0001; b) () (%) : (%) ==0,008; ©) () (38) : (3?) =0,097; d) 4+ (%) : (32) =
=0,407; e) (28) : (32)==0,488. — 198. Je-li h=k, je p=1; je-li h=0, je p=0.
— 199, Je-li h =k—h, je p =%. — 200, Je-li p = 7’:—, je T

201. §. —202. 3. —203. 2) (25) : (3?)=0,352; b) 0,648; o) [(Z)+4-2)]:
:(37)=0,799; d) 0,201. —204.2) 1 —p = (%) : (100) p=0,191;b)1—p =
‘*(9") (3, p=0,273; ¢) 1 —(90) (%), p=0,670. ~205. ) [(§) +

+ () + (P)1: (%) =0,098; b) [(“)(10 +12) + (B +12) + ()@ + 10)] :

hy h
:(%)=0,666; c) 8+ 10 - 121 () =0,236. — 206. . — 207. p; =7, pz_.lf

pu=h7“-.p=’—11(1 h‘”)+h2(1—f'—‘—2)+@ —208.2)}- % b 3+

=1-—p.___

k hl k Ty
+ 4. 1} — 209. a) 1.5 b)1.54 5.1 — 210. a)1 54 8. 6-;.6 1
b)yl.345.14 3. %nebol——"-—; )l 8450 —
213, 0.1, 29 3.8 22 10-0,0055. — 214. () 21-0),
NONGEEENG] (z) - G

3.9 2:() 1-)
' <§)2 T e 00809 —218.2) 3, s b) £ #8095+

+3 36 s+ 12296) = 0,362, '556 a+ %g + 1622956) =0,302; d) i iT — 216. 3 20°

B4 =085 — AT O+ iD= ] b)n+1( +
10y 510-n
"“7{+'n‘+"'+'n') 3. — 218. PlynezvétyIV—219.( )*gio—

a) 0,32301; b) 0,29071; c) 0,15505; d) 0,05427; e) 0,01302; f) 0,00217;
8) 0,00025; h)0,00002; i) 0,0000008; j)0,00000002; k)0,16151. —220.0,773. —
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221.2) 1 — [(331)% + 5 - (1$1)*]=0,116; b) (331)° + 5+ 2% - B3 +
+ 10 - (25) - (321)% = 0,987. — 222. 1 — (35)7 > p; a) asi 25krét; b) asi
43krét; c) asi 82krat. — 223. a) (%) - ()7 - ()P0-1 > (%) - (Hr—1 - (9)P1-n,
G - QR - @0 > () (O (DP-m n=15; b) Py =0,112;
(D DM @™+ D - Q- O™+ 6D (- (™ =133 p1s=0,328.
— 224, a) (339) - ()10 (5)50 = 5 lxlﬁ)} = 0,0357; b) dovolenou odchylku
spliiuje 21 pifpadi, kdy $estka padne 140krat aZ 160krat; nejmensf pravdé-

podobnost ma piipad, Ze $estka padne 140krat, a to ($99) - (3)140 - (3)780=

- (15)M0. (75)780 = 0,027; je tedy 0,57 < p < 0,75. —

~ Vom-14.76
225. 1 = (1 —py + (1) P — Py~ + (3) P — Py~ + ... + P

—p= —i—, kde a, b jsou kladn4 éfsla. —

dosadime p = s

b
_1
a+b
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Rozvrh uéiva.

Zaif: Soufadnice bodu na pifimce
Pravothlé souiadnice bodu v roviné
Rijen: Zména poéatku. Vzdalenosti a smérové uhly
Vypocet thlu
Listopad: | Rovnice pfimky
Parametrické vyjadieni usecky
Prosinec: | Vzdalenost bodu od pfimky
Leden: Line4rni celistva funkce
Unor: Soustava dvou linearnich rovnic o dvou neznadmych
Parabola
Bfezen: Kvadraticka celistva funkce
Kvadratick4 rovnice
Kruznice
Duben: Sinova véta
Kosinova véta
Zakladni ulohy o trojuhelniku
Kvéten: Soudet a rozdil sinu a kosini
Goniometrické funkce poloviéniho thlu
Utiti trigonometrie
Cerven: Dokongeni latky
Souhrnné opakovéni.
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I. Zaklady analytické geometrie.

1. Soufadnice bodu na pfimce.

Jiz v predchazejicf tiid&€ jsme zadali soustavné sledovat vztahy mezi
aritmetikou a geometrii. Tyto vztahy budeme nynf sledovat je$té podrob-
né&ji a hloubgji. T. zv. analytickd geometrie, ktera tvoii podstatnou &ast
uliva této tiidy, ma za kol nahradit kazdy geometricky pojem urcitym
pojmem aritmetickym a tim pfevésti geometrické tilohy na tilohy poéetni.
Rozezndvame rovinnou a prostorovou analytickou geometrii; na
gymnasiu se probird pouze rovinni analytickd geometrie. Zaklady ro-
vinné analytické geometrie jsou v nejuz$i souvislosti s naukou o kom-
plexnich ¢&islech a jejich geometrickém znazornéni, kterou jsme probirali
ve 2. tfidé v hodinach aritmetiky. Pro spravné pochopeni analytické geo-
metrie bude vSak uéelné fici si jeji zdkladni pojmy podrobné znovu,
atkoli tu jde o poznatky vlastné jiz znamé.

V celé analytické geometrii pfedpokladame, Ze byla zvolena uréita
délkova jednotka, take vSecky délky vyjadfujeme nepojmenovanymi
¢isly. PFirysovani v sefité volime obyéejné za jednotku 1 em, pfi rysovani
na tabuli 1 dm.

Nejprve si promluvime o tom, jak lze pomoci t. zv. soufadnice po-
fetné vyjadrit polohu libovolného bodu na dané piimce r. Zvlasté dile-
ity pro dalsi je ten ptipad, Ze pfim-
ka r je budto vodorovna (obr. 1) nebo A,
svisla (obr. 2). Na pfimce r si zvolime
uréity bod P, kterému fikame poca- A, p A,
tek. Na pfimce r zvolime uréity smysl; ' )
potatek P rozdéli potom pifmku r’
na kladnou &4ast, obsahujici body,
které ve zvoleném smyslu nésleduji
za bodem P a na zipornou d&ast, 1A,
obsahujici body, které ve zvoleném r
smyslu pfedchazeji pfed bodem P. Je- Obr. 1. Obr. 2,

li pfimka r vodorovni, volime smysl
skoro vidy tak, Ze kladna ¢ast lezi napravo od podatku; je-li pfimka r
svisla, volime smysl skoro vidy tak, Ze kladna ¢ast leZi nad podatkem.
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Je-li na ptimce r zvolen potéatek P a je-li zvolen smysl pfimky P, miZeme
polohu kazdého hodu A na pfimce P poéetné vyjadFit pomoci jeho sou-
fadnice; soutfadnici bodu A na ptimce r rozumime redlné &islo
4 d, p¥i tem# d = AP je vzdalenost bodu A od po¢atku a plati
znamenf plus, jestlize A lezf v kladné ¢asti pfimky r, znameni
minus, jestlize A lezi v zaporné &asti pfimky r. Jestlize A splyne
s potatkem P, je jeho soufadnice rovna nule. Kazdy bod A piimky r
ma urditou soufadnici a obracené kazdé realné &islo uréuje
na pfimce r jediny bod A, jehoZ souifadnice je rovna danému
¢islu. V obr. 1. a 2. jsou vyznadeny ty body A, A, jejichZ souiadnice
jsou rovny é&islum + 1, —2.

Aby kazdy bod A primky r mél uréitou soutadnici, musi byti zvolen
jednak podatek P, jednak smysl piimky r. Je duleZité védét, jaky vliv
maji tyto volby na hodnotu soufadnice. Jestlize pfedevsim pii nezménéné
volbé podatku zménime smysl pfimky r, potom je-li x ptivodni soufadnice
a x’ zmé&nén4 soufadnice téhoZ (libovolného) bodu A, ziejmé jest

z' = —zx. ()

Abychom vysSettili, jaky vliv ma (pfi nezménéném smyslu) volba poéatku
P, predpokladejme, Ze potatek byl jakkoli zvolen, a zvolme na pfimce r
libovolné dva rizné body Aj, Ag, jejichZ soufadnice oznadime x4, x,. Pfed-
pokladejme prozatim, Ze ve zvoleném smyslu lezf bod A, pfed bodem Ag;
budi d = A,A; vzdalenost obou boddt Ay, Az. Vzhledem k témto bodiim
miiZe miti poéatek P paterou polohu; jednotlivé moZnosti jsou vyznadeny

P_ . . P P_, .
A, A, A, A, A, Az
Obr. 2a. Obr. 2b. Obr. 2¢.
i - f — ‘P | I—
A, A, A, Az
Obr. 2d. Obr. 2e.

(pro vodorovnou pfimku r, coZ ovSem neni podstatné) v obr. 2a a% 2e.
V ptipadé obr. 2a je ¢y =0, x; = d; v pfipadé obr. 2b je z; = —d,
x, = 0. V obou pfipadech je tedy

T2 —x; =d. (2)
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TyZ vztah (2) je spravny i v ostatnich tfech ptipadech. Nebot' v pFipadé
obr. 2c¢ jsou z,, T3 kladna ¢&isla a jest x; = z; + d, tedy r3 — 1y = d; v pfi-
padé obr. 2d jsou x4, x2 zaporna ¢&isla a jest |z1| = |x2| + d neboli —z; =
= —p + d, tedy zase o — x; = d; v pripadé obr. 2e &islo x; je zaporné,
tislo x; je kladné a jest |r;| + 22 = d neboli —z; + 73 = d, t. j. opét
Iy —y = d.

Vzorec (2) plati pouze tehdy, jestlize ve zvoleném smyslu leZi bod
Ay pied bodem A,. JestliZe naopak leZi bod A, pfed bodem A;, potom
misto (2) mame z; — xg3 = d neboli

Tg — T = —d. (3)
Jestlize oba body A4, A2 splynou, je d = 0, x; = x, a plati oba vzorce (2),
).

Ze vzorcu (2), (3) plyne, Ze kdeZto soufadnice x jednoho bodu A na
pfimce r je ovSem zavisla na volbé potatku P, rozdil x; — z; soufadnic
z1, Z2 dvou bodi piimky r je nezivisly na volbé pocatku a zavisi pouze
na zvoleném smyslu pfimky r; pfi zméné smyslu rozdil £ —x; zméni
znameni. Absolutni hodnota |z, — ;| je rovni vzdélenosti A4, a je
tedy nezivisli na volbé pocatku a ziroveii nezdvisla na volbé smyslu
pfimky r.

Uzijeme pfedchazejici ivahy k tomu, abychom dokéazali, Ze jestliZe
dva ruzné body A4, A pfimky r maji soufadnice x,;, 23, potom stied S
tiseéky Aj1A2 ma souiadnici

z = 3‘—-"2"—"2- @

Nebot obé tsetky SAj, SAz jsou si jednak rovny, takze
|z —2 | = |z —al,
jednak maji opadny smysl, takZe
T—x = — (T —2x).
Z této rovnice snadno vypo&teme, Ze plati (4).

Cviéent. .
Ve cvidenich analytické geometrie je podatek soufadnic oznaden P,
Ve cvitenich 1 aZ 8 jde o body, které leZf na p¥imce r, v niZ jsme
" zvolili smysl, jejiZ podatek je P a na niX je zvolena jednotka méfeni;
je-li x; soufadnice bodu A; pfimky r, piSeme struén& A, =|[z,].
1. Uréete vzdalenost A;A4 bodit A,, A, pffmky r a rozhodnéte, zda po-
fadek A;A, je souhlasny nebo nesouhlasny se zvolenym smyslem na
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ptimce r. Reite tlohy pro tyto body (ke ka%dé wiloze naértnite obra-

zek):

a) A, =[0]; A,=[(}/2]; b) 4, =[5]; 4,=[0]; ¢) A, =[0]; 4, =[-3];

d) A, =[—6]; 4,=[0]; ©) 4,=[2—]3], 4,=[)3]; 1) 4,=[5/3};

A,=[2)3]; &) 4, =[—7)5]; A, =[—215]; k) 4, =[—2]; 4,=
=[—2)2; 1) 4, =[—3; 4, =[5} ) A, =[4]; 4,=[—03].

Na pi{mce r jsou dany dva rizné body A, =[x,], A, =[x,]. Urdete

soufadnici x, bodu Q tak, aby:

a) xy=12. 4,4, b) x, =_—_—% cAjAyc) AQ =% A,A, (jsou dve

moZnosti); d) A;Q = § - AjA,, pfi em% AA,, A;Q jsou dv& opadné

polopfimky; e) bod Q leZel na prodlouZen{ Gse¢ky A;A, za bod A, a

aby bylo A,Q = m, kde m je kladné dané &islo.

Numerické vypoéty provedte prox; = 7, 2, = — 5, m = 3.

Které podminky sphiuji soufadnice x vnitfnich bodu A dse¢ky A,A,,

leZicf na ptimcer, jestliZe soufadnice x,, £, bodt A,,4, jsou kofeny rov-

nice 23 —2x-—15 = 0? Jsou-li A, A’ dva raz.é takové body, je AA’ <

< A,A,; dokaZte vypoétem.

Na piimce r jsou dany body P’'=[—6], A;,=[3], A, =[—14],

A, = [—9]; uréete soufadnice x’,, x’y, x’3bodil A,, A,, Ag, jestliZe polat-

kem soufadnic je bod P’ a jestlie se smysl na pfimce r a) nezménil,

b) zmé&nil v opaény!

Stanovte bod M ==[m], jestliZe pro ]eho vzdalenost » = MN od daného

bodu N = [n] platf 1602 —6v—1 = 0. Kolik je takovych boda

M a ve kterém pofadku nasleduji?

DokaZte, Ze poloha stiedu S = [x] uselky A,A,, leXici na p¥imce r,

nezavisi a) na volb& poéatku, b) na smyslu ptimky r. Je ddno A; =

=[x,], 4, =[x,

Vyjadrete podminky, které splituje soufadnice x, bodu Q, ktery leif

s body A, =[z,], A, =[x,] na ptimce r, jestliZe bod Q leZi a) uvnit¥

tiseéky A;A,, b) na prodlouZenf tsedky A;Ag za bod A, c) na pro-

dlouZen{ Gse¢ky A;A, za bod A,.

Co je nutno predpokladat o danych é&islech x;, x,?

Budte? A =([x,], B=[x,;] dva rizné body a S = [z] stfed uselky

AB, ktera leZf na pfimce r. DokaZte:

a) JestliZe bod Q = [x,] leZf uvnitk Gse¢ky AB, potom plati

5Q=11QA—QB|. :
b) Jestlize bod Q = [x,] leZf na prodlouZeni uisetky AB, potom plat{:
5Q =} (Q4 + QB).
Provedte té% dukaz planimetricky. [Sestrojte bod Q' soumé&rné& sdru-
%eny k badu Q vzhledem ke stfedu soumé&rnosti S.]



2. Pravoihlé soufadnice bodu v roviné.

Abychom pocetné vyjadiili polohu libovolného bodu v roving, zave-
deme si soustavu soufadnic, ktera se sklada ze dvou navzajem kolmych
piimek, na kaZdé z nich je zvolen uréity smysl. Tyto dvé piimky se na-
zyvaji prvni a druh4 osa soufadnic nebo také osa x a osa y. Prusetik P
obou os soufadnic se nazyva poéitek soustavy soufadnic. Obyéejné
volime osu x vodorovné a jeji smysl odleva doprava, osu y svisle a jeji
smysl zdola nahoru (obr. 3). Je-li nyni dan v roviné libovolny bod A4, ve-
deme jim jednak kolmici na osu z, jejiZ
patu oznaéime Aj, jednak kolmici na
osu Y, jejiZz patu oznalime A,. Nazve- )
me bod 4 prvym pramétem a bod A, A
druhjm primé&tem bodu A. Na kazdé  Aj~----==--===-2:
z obou soufadnicovych os mame déan -
potatek P a madme na ni zvolen ur- .7

tity smysl; proto bod A; ma na prvni
ose souiadnic uréitou souiadnici

T =+ I)_A_l' (1) Obr. 3.

bod Az ma na druhé ose soufadnic uréitou soufadnici
y = + PA,. @

PFi tom v (1) plati znameni plus, jestlize bod A; lezi napravo od pocatku
neboli jestlize bod A leZi napravo od osy y, a znameni minus, jestliZe bod
Aj lezi nalevo od pocéatku neboli jestlize bod A leZi nalevo od osy y; leZi-li
bod A na ose y, splyne bod A, s po¢atkem a mame & = 0. Podobné ve (2)
plati znameni plus, jestliZze bod Az leZi nad poéatkem neboli jestliZe bod A
1eZi nad osou z, a znameni minus, jestlize bod A, leZi pod pocatkem neboli
jestlize bod A leZi pod osou y; leZi-li bod A na ose z, splyne bod A3 s po-
¢atkem a mame y = 0. P¥i zvolené soustavé soufadnic uréuje bod A jed-
noznaéné hodnoty obou soufadnic z, y podle vzorcii (1), (2); obracené,
zname-li ob& souradnice z, y, je jimi jednoznaéné uréena poloha bodu A
v roviné, nebot souiadnice x uréuje jednoznaéné polohu bodu A; na ose z,
soufadnice y uréuje jednoznaéné polohu bodu A, na ose y; tim je vSak také
uréena poloha bodu A, nebot’ A je priiseéik pfimky vedené bodem A, kol-
mo na osu x s pfimkou vedenou bodem A, kolmo na osu y. Cisla z, y se
jmenuji soufadnice bodu A v roviné; ¢islo x se jmenuje prvni soufadnice

\
[ I
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nebo soufadnice x, také isecka (latinsky abscissa) bodu A; &islo y se jme-
nuje druhd soufadnice nebo soufadnice y, také pofadnice (latinsky ordi-
nata) bodu A. Nazvy tsecka (abscissa), pofadnice (ordinata), kterych ne-
budeme uzivati, bylo nutné zde uvésti z historickych divodu, nebot se
dodnes ¢&asto vyskytuji v matema-
y 23 tické literatufe; ale zejména nazev
1 tsetka pro pojem zcela odlisny od
usetky ve smyslu elementarni geo-
metrie je velmi nevhodny a neuéelny.
V nésledujicim piSeme A =[x; y]
(= je znameni totoZnosti), abychom
naznadili, ¢ bod A ma soufadnice
z, y. V obr. 4. jsou vyznaéeny body

[-12]
3

i * 23 [—1 2 [—2 —1)5[1, —2].

i V matematické literatufe pojed-

! navajici o analytické geometrii je

H zakofenénym zvykem oznadovat prvni

i soufadnici pismenem x, druhou pisme-

02 nem y, pfi éemz rtizné body se rozli$uji
Obr. 4. indexy, t.j.je zvykem mluvit o bodech

[%05 Yo, [15 11, [x2; y2] atd.

Zvolime-li si v roviné uréitou polohu obou os soufadnic a smysl kazdé
osy, je podle predchazejiciho poloha kaZdého bodu roviny jednoznaéné
uréena hodnotami obou sounfadnic a obracené jsou obé& souradnice libo-
volného bodu jednoznaéné uréeny polohou tohoto bodu. V matematické
literatuie se studuji také mnohé jiné zpusoby, jak poletné vystihnout
polohu libovolného bodu v roviné pomoci dvou &isel, at tyto jiné zpiisoby
nejsou souéasti osnov gymnasia; také pii té&chto jinych zpusobech je zvy-
kem mluvit o soufadnicich; soufadnice ve smyslu zde popsaném se potom
urtitéji nazyvaji pravoiihlé soufadnice. Budeme viak fikat kratce jenom
soufadnice, protoZe jinych soufadnic nez pravothlych nebudeme uZivat.

T

Body na prvni ose soufadnic maji druhou soufadnici rovnou nule;
body na druhé ose souradnic maji pronf souradnici rovnou nule. Kazda
z obou os soufadnic déli rovinu na dvé poloroviny: osa x déli rovinu na
horni a dolIni polorovinu, pfi éemZ bod [z; y] leZi uvnitf horni poloroviny
je-li y > 0; uvnitf dolni, je-li y << 0. Osa y déli rovinu na pravou a levou
polorovinu, pfi ¢emZ bod [x; y] lezi uvniti pravé poloroviny, je-liz > 0;
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uvniti levé poloroviny, je-li © < 0. PfileZitostné si viimame také rozdé-
lenf roviny na &tyfi ¢4sti (pravé hly) ob&éma osami soufadnic zaroveii.
Tyto &4sti roviny se obytejné nazyvaji kvadranty a mluvi se o prvnim a%
&tvrtém kvadrantu v pofadi naznaéeném fimskymi &islicemi v obr. 5.
Z definice soufadnic je dale pa-
trné: : Y
I JestliZe

¥'=z, y'=—p 0O d /

je bod [2"; y'] soumé&rny obraz

bodu[zr; y] podle osyaz.
I1. Jestlize

mn v
d=— Y=y @) /
je bod [z’; y'] soumérny obraz
bodu[z; y] podle osy y. oObr. 5.
ITI. Jestlize
' =—z, y =—y,

jebod[z"; Y] soumé&rny obraz bodu [z; y] podle st_x"edu b,

Dale si dokaZeme, Ze je-li ¢ libovolné &islo rizné od nuly
a je-li o=z, y =cy, )
je[z’; y'l obrazbodu [z, y] p¥i stejnolehlosti (P, c), t.j. stejnolehlosti
se stitedem P a koeficientem ¢ (v uéebnici pro 1. t¥idu). BudiZz (obr. 6a
pro ¢ > 1, obr. 6b pro kladné ¢ <1, obr. 6¢ pro ¢ <0) A'=|[z; y']
obraz bodu A = [z; y], potom obrazy primétu Ay, Az bodu A jsou pri

Yy ’ y y
A; = —————- °'-,7i/A !
4! A, -_--__--L__'%/
/’ i 2 - /7! i T Az
V4 ' - ] | [N '
/ | x ROl NV 00 B Ay x
7 Ny T
Pl 4 A, P A A A PN
Ay A
Obr. 6a. Obr. 6b Qbr. 6c.



méty A,’, A;' bodu A’. ProtoZe pfi stejnolehlosti kazd4 délka se znasobf
dslem |c|, jest PAY =|c | PA,, PA, = |e] . PA, neboli || =
= |c|-|z|, |y |=]|c]|-|y|azpravidel pro znameni soufadnic bodu
zjistime snadno, Ze ve vSech pifpadech plati (5).

Poznamka 1. V analytické geometrii je poloha bodu A = [z; y]
vystiZena jeho pravouhlymi soufadnicemi x, y, t. j. dvéma redlnymi ¢isly.
Misto dvojice realnych &isel x, y miZeme uZit také jediného komplexniho
¢isla z + iy, které nazveme komplexni soufadnice bodu A. Komplexnich
souiadnic jsme uZivali v 2. tfidé v hodinach aritmetiky.

Poznidmka 2. Pochopeni pfedepsané latky z analytické geometrie
nezbytné vyzZaduje rysovani obrazci s uréitymi ¢&iselnymi udaji; na
druhé strané je viak také tieba, aby prace spojena s pfibliZnym uréenfm
polohy bodu na zakladé &iseln& piredepsanych soufadnic a obracené s pfi-
bliznym urlenim velikosti soufadnic narysovaného bodu nebyla zdlou-
hava, nebot' nesmi odvadéti pozornost od zasadné duleZitych poznatki.
Proto se nékdy doporuéuje uZivat pfi analytické geometrii seSitu se &tve-
retkovanym papirem. To neni vhodné, nebot’ mnoZstvi vytisténych éar
znaéné ztéZuje pi‘ehlednost obrazce. Mnohem vyhodnéj$i je pracovat
s nelinkovanym sefitem a uZivat étvere¢kované (pilcentimetrové nebo
milimetrové) podlozky.

Cviéent.

V dalsich cviéenich analytické geometrie znaéf A =[z;y] bod A,
jehoZ soufadnice jsou x, y. Potom [x,; 1] [x,; y,] znaéi pfimku nebo
usedku urdenou body A, =[x,; y;], A3 =[x,; y,]. Dile A =[x + iy]
znadi bod A =[x; y], pti éemZ x, y jsou realna ¢&isla.
9. Budiz [x; y] dany bod, ktery neleZi na osach soutadnic a m, n dvé

libovolna realna éisla. Které podminky spliiuji ¢isla m, n, jestliZe bod
[x + m; y + n] leZi uvnitf téhoZ kvadrantu jako bod [x; y]?

10. [z; y], [=’; y’] jsou dva rizné body.
a) Co tedy platf o jejich soufadnicich?
b) Co plati o soufadnicich t&chto bodu, jestli¥e prvni bod m4 v&tsf
vzdalenost od osy y neZ druhy?
¢) Co plati o soufadnicich bodu [z’; y’], jestliZe le%i od bodu [z; y]
(1) ,,napravo®, (2) ,,nahoru*? Vysvétlete tyto umluvy!

11. Naértnéte v roving soufadnicovou soustavu o podatku P a vyznaéte
body [z; y], o jejichZ soufadni.ich plati:
a)2<r<5y=215 b)—5<zx<2; y<—1,5;
c)x =6;2 <y <8; d)xz, y jsou &sla cels;
e)—3<z<0;0<y<4 fNHx=y; gz =—y.



12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Co je geometrickym mistem bodu [z; y], jestliZe plati:

a) ¥ = 0; = libovolné; b) x = 0; y libovolné; c) x = —5; 4 <y < 67
Jak poznate, Ze bod [x; y] leZi: a) uvnitf nékterého z lichych kvadrantu
I, I11? b) uvnitf nékterého ze sudych kvadranta II, IV?

Urcete ¢&isla a, b, jestliZe vite, Ze body

[2a + 3; 3b—5), [5a—4; 5b + 7]

jsou soumérn& sdruZené podle a) poditku P soufadnic, b) osy =,
c) osy y!

UZitim soufadnic bodu dokaZ%te, Ze soumé&rny obraz U’ titvaru U po-
dle stfedu v poéatku P soufadnic obdrzime také tak, Ze uréime obraz
U, utvaru U podle osy x a potom obraz U, titvaru U, podle osy y;
pak je U, = U’. Také miiZeme nejprve uréit obraz Uy Gtvaru U podle
osy y a poté obraz U’ utvaru Uy podle osy .

Body A =[—3; 4], B=|[2; 5], C =[—2; — 3] jsou vrcholy troj-
thelnifka ABC. Urdete obraz A’B’C’ trojuhelnika ABC pfi stejno-
lehlosti (P, c), t. j. splyva-li stfed stejnolehlosti s poéatkem P soufad-

nic, a je-li ¢ §= 0 dany koeficient stejnolehlosti. Volte a) ¢ = %—,
5

b)e =——.
)e 3

Jaky je vztah mezi ob&ma trojﬁhelniky A’B’C’, A”B’”’C”, které
v téchto cvienich obdrZite? Naznaéte téZ konstruktivni Fesenf ulohy.
Je-li A= [z + iy] libovolny bod roviny, potom bod A’ =c¢ [(x + iy)]
je jeho obraz pfi stejnolehlosti (P, c). DokaZte.

MizZe byt A = P?

Na pfimce PX, kde P=[0; 0], X =(z; y] w uréete bod X’:[x yl
tak, aby a) PX’'=c- PX, kde ¢ > 0; b) XX’ ' =m. PX kdem > 0.
Volte X =[—3;4],¢c = %,m = -:—2{

UZitim stejnolehlosti dokaZte, Ze body [— 3; 4], [6; — 9], [0; O] neleZi
na jedné pfimce.

Jak musite zménit n&kterou soufadnici druhého bodu, aby vSechny
tfi body leZely v jedné pFimce?

3. Zména pocatku. Vzdalenosti a smérové hly.

V piedchazejicim jsme se rozhodli pro jednoznaéné uréené sméry

obou os soufadnic; naproti tomu volba poédtku jest (a nutné musi byti)
neurdita. Vliv zmény poéatku na soufadnice je popsan nasledujici vé&tou,
kterou miZeme povaZovat za zdkladnf vétu analytické geomelrie:

7 Ckm, G 355-11L 97



Jsou-li A, = [z;; 1], Az =[2; y:] jakékoli dva body, jsou rozdily

Tz — Ty

nezdvislé na volbé poéatku.

Yy2—n a1

Diukaz stadi provésti pro rozdil xa —z;, nebot’ dukaz pro rozdil

Yy . |
1 ]
iS¢ 152
[ |
i :
i Az:
]
+ 1
Af: i
! |
! |
1 !
: ;
P B,; B,
! i
Obr. 7.

Y2 — U1 je uplné stejny.

Oznatme (obr. 7) sy, sa svislé
piimky (rovnobézky s osou y) ve-
dené body A,, Az. Piimky sy, 52 jsou
nezavislé na volbé poéatku. Jsou-li
By, B, prusetiky pfimek sy, s3s osou
z, jsou éisla xy, x3 soutadnice bodii
B, B; na ose x a podle ¢lanku 1 je
| zz — 1 | vzdalenost bodu By, By,
ktera je zfejmé& rovna vzdalenosti
piimek s;, s2. Je tedy absolutni
hodnota ¢&isla 3 —x; nezavisla na
volbé pocatku. TotéZz vSak plati
i 0 znameni ¢isla x5 — x4, nebot’ na

pf' 3 —xy > 0 znamen4, Ze bod B; lezi napravo od bodu B; neboli Ze
piimka s lezi napravo od pfimky s;; podobné z; —x; <0 znamen4, Ze
pfimka sz lezi nalevo od pfimky s1; T2 —; = 0 znamen4, Ze obé& piim-

ky si, sz splynou.

Jestlize bod P’ ma pti poéatku P soui‘admce a, b, potom

bod A, ktery mé& pfi podat-
ku P soufadnicex, y, ma pfi
poéétkuP'souradnxcex,y,
kde

' =x—a, yy=y—>b. (2

Jestlize toti v zakladni v&t8
zvolime za A; bod P’, za A; bod
A, potom rozdily (1) pfi poéatku
P jsou x —a, y —b; tytéZ roz-
dily pfi poatku P’ jsou =’ —0,
y’ —O0 neboli z’, y’ a z toho ply-
ne (2).
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Vzdalenost bodu A = [z; y] od potatku je rovna }a2 + y.2

Dikaz. Jestlize bod A neleZi na Za4dné z obou soufadnicovych os
(obr. 8) a Jesthie Ay, Az jsou oba a praméty bodu 4, jest PA;AA; obdélnik
s rozméry PA = |z|, PA; = AAl = | y | a podle Pythagorovy véty je
tedy PA = }/[z |2 + | y |2 neboli PA = /22 + y2. Tim je véta dokazana
prox 40,y #= 0.

Jezto viak
Va2 + 02 = |z |, ]o02 +y2¥|y|,

je véta spravna, i kdyZz y = O nebox = 0.
Vzdalenost bodu Ay =[z;; y1], A2 =[x2; y2] je rovna vyrazu

r= |(xs —z1)? + (y2 —y1)% 3)

Dukaz. JelikoZ vyraz (3) je nezavisly na volb& pocatku, stadi pro-
vésti dikaz pro piipad, Ze podétek je v bod& Ay, t. j. Ze 2, = 0, y; = 0.
Ale v tomto piipadé& véta plyne z ptedchozi véty.

Nyni budeme definovat smérovy thel piimky p. Pfedpokladame, Ze
na pfimce p je zvolen urdity smysl. Pojmu tthel divame ten vyraz, ktery
byl podrobné vysvétlen v-uéebnici pro 2. tfidu v kap. III, ¢l. 2, tedy pfi-
hlizime-li také ke smyslu smérového thlu. Smérovy uhel ¢ piimky p
je uhel, jehoZ vrchol je v podatku P, jehoZ prvni rameno je
kladna ¢&ast osy x a jehoZ druhé rameno je souhlasné rov-
nobé&sné s primkou p. Cislo vyjadtujici velikost Ghlu ¢ (v obloukové
mii'e) neni jednoznainé stanoveno; je-li ¢, jedna mozna hodnota veli-
kosti thlu ¢, jsou viecky moZné hodnoty dany vzorcem

p=g¢o+2n7; n=0,%£1+2.... @)

Jednoznaéné jsou stanovena &isla cos g, sing, Z definice funkci sinus
a kosinus podanych v ugebnici pro 2. tiidu kap. III, ¢l. 3, nasleduje, Ze
bod s komplexni soufadnici cos ¢ + i sin ¢ neboli bod

[cosp; sing] v )

lezf na druhém rameni smérového thlu ve vzdalerosti od poéatku rovné
jedné.

Predpokladejme nyni, Ze pfimka p prochézi po¢atkem P a je uréena
dal$im svym bodem A = [z; y], pfi ¢emZ necht dany smysl je smysl PA.
Potom druhé rameno smérového uhlu je polopfimka PA, ktera tedy ob-



sahuje bod (5). Je-li r vzdalenost PA, je tudiz bod A obrazem bodu (5)
pfi stejnolehlosti (P, r), takZe podle vzorce (5) ¢lanku 2 (str. 95) jest

T=rcosg, Yy=rsing. ©)
BudteZ nyniA; = [z1; y1], A2 =[x2; yo] dva rizné body, budiz

r jejich vzdalenost a budiZ ¢ smérovy twhel prfimky A4;4,, pfi
¢emZmamenamyslismysl AjA;. Potom jest
Zg—Ty =TCOSQY, Yz —Y1 =rsing. @)
Dukaz. JestliZze bod A, je pofatkem, plati (7) podle (6). AvSak ¢&isla
r, @ jsou nezavisla na volbé poéatku a podle zakladni véty plati totéz
o levych stranach rovnic (7), takZe (7) plati obecné.
Je-li pfimka dana dvéma body, miZeme jeji smérovy thel ¢ vypo-
¢isti na zdklade (7). MuzZeme nejprve uréit r podle (3) a potom méme
Qosq,:u, sincp:‘liz——_———y'-. ®)
r r
Tedy k vypoétu ¢isel cos @, sin ¢ je tfeba napfed uréit odmocninu (3).
V analytické geometrii obyéejné nepotitadme cos ¢ ani sin ¢, nybrz tg ¢.
Podle (7) nebo (8) jest
_ Ys—11 . (9)

Cislo tg ¢ se jmenuje smérnice pfimky. Je v3ak si tfeba v§imnout, Ze &islo
tg @ nenf definovano, jestlize cosp = 0, t. j. pfimky rovnob&zné s osou y
nemaji smérnici.

Pojem smérového thlu pfimky p zavisi na smyslu primky p. JestliZe
jednomu z obou smysli prislu§i smérovy thel ¢, potom jednou z hodnot
smérovych uhld piislu§nych opaénému smyslu je ¢ + 7. Vime (v. uéebnici
pro 2. tfidu, (11), kap. III, ¢l. 3), Ze cos (p + 7) = —cos @, sin (p + @) =
= —sin q5, takZe &isla cosg, sing zméni znameni pfi zmén€ smyslu
piimky. To je v souhlase se vzorci (7), nebot’ zména smyslu odpovida vy-
méné obou bodi Ay = [z;; 1], A2 = [x2; Y2]. ProtoZe tgp =sing: cosg,
je smérnice p¥imky taZ pfi obou moZnych smyslech, coZ je zase potvrzeno
vzorcem (9). ‘ '

Smérnici pfimky nejéastéji zna¢ime pismenem k; podle (9) mame
tedy vzorec

_Y2—l
k= T —2; (10)
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pro smérnici pfimky uréené dvéma body. P¥ipomeiime si znovu, Ze pfimky
rovnobéZné s osou y nemaji smérnici. Pro takovou piimku zfejmé sou-
fadnice x vSech bodu na pfimce je konstanta (st4l4 veli¢ina), t. j. mame
T2 = Iy, T2 — 1 = 0, a zlomek napravo v (10) nema smyslu. Pro pfimku
rovnobéZnou s osou x zase soufadnice y vech bodu na piimce je konstanta,
t. j. mame y; = y1, y2 — 1 = 0, a zlomek napravo v (10) je roven 0.
Smérnice pfimky rovnobéiné s osou x je rovna nule. Jestlize v§ak pfimka
nenf rovnobé?nd s 24dnou osou soufadnic, potom dva rizné body pfimky
nemohou souhlasit ani v souiadnici z, anivy, t.j. v (10) je x3 —x; =0,
Y2 — Y1 == 0; pfimka ma smérnici a tato smérnice je rozdilna od nuly.
Pro xp > x; neboli xg — x; > 0 je pfi kladném k také yo — y; > 0 neboli
Y2 > U1, pii zaporném k je y2 — y; << 0 neboli y2 << yy. Tedy, ma-li piimka
kladnou smérnici, potom smysl od levé strany k pravé je ziroveii smysl
zdola nahoru; ma-li pfimka zipornou smérnici, potom smysl od levé
strany k pravé je zdroveii smysl shora doli.

Cviéent.

20. Urcete nové soutfadnice vrcholu trojihelnika ABC, kde A =[— 5; 4],
B =[4; 1], C=[3; — 2], jestliZe novy poclatek je bod: a) [— 5; 0],
b) [0; — 2]; ¢) [4; 1]; d) stied usecky AC.

21. BudiZ X’ = [z’ + iy'] libovolny bod a P’ = [a + ib] uréity bod roviny.
Potom bod X =[x + iy],' kde x =2’ 4+ a, y =y’ + b je obrazem
souétu komplexnich éisel x’ + iy’, a + ib. Bod X vznikne posunut{m
bodu X’ o vektor o podateénim bodu P a koncovém bodu P’==[a + ib].
JestliZe stejné posuneme i bod P do nové polohy P’ a s nim i soufad-
nicové osy z, y do nové polohy z’, y’, bude mit v nové soustavé bod X
stejné soufadnice x’, y’, jako mél bod X’ v soustavé puvodni, je tedy
' =x—a,y =y—>b, &imZ jsou znovu dokazany vztahy (2). Pro-
vedte podrobné.

22, Jak je tieba zvolit novy podatek soufadnic P’, aby bod [u; v]: a) padl
na novou osu z’? b) padl na novou osu y’? c) mél v nové soustavé
soufadnice ' = 0, y’ = 0?

23. Urdete vzdalenosti soufadnicového poéatku P od t&chto bodi:

(—3; 4], [12; —5),[0; — 9], [— % |/ 3; 8. [—1; 1).

Uréete druhou soufadnici bodu A =[z; yl, jestlife PA =5 a je-liz
Az =—4;b)y=—1;¢c)x =0;d)z = —35; e)_]—6

V kterém piipadé nema tiloha fefeni?

Vypodététe vzdalenost dvojice bodi:

a) [—3; 7); [—3; —2]; b)[9; 0]; (6; — 5] ©)[0; — 3]; [0; 4).

24

25
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26.

27.

28.

29.

30

31.

32.

33.
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a) Na ose x urdete bod X tak, aby XM = 5, je-li M= [3; 3]. b) Na
ose y uréete bod Y tak, aby YM = 13, je-li M = [— 6; — 5].

Use&ka [7; 3] [— 2; 1] je zakladnou rovnoramenného trojihelnfka,
jehoZ tietf vrchol leZi: a) na ose x; b) na ose y. Uréete jeho sourad-
nice.

Body A, = [r;; y3], A;= [z4; Y,] uréujf nenulovou tsetku. Budte%
A,’, A’y pravouhlé praiméty danych bodu do osy x a A;”, A,” pravo-
ihlé pruméty danych bodu do osy y.

a) Urcete soufadnice bodu A4,’, A,’, A,”, A,”’]

Kdy je Ay’ = A," akdy A,” = A,;””? MuZe nastat obojf soudasn&?

b) BudiZ S = [x; y] stfed tsedky A;A, a S’, S” jeho pravoihlé pri-
méty do os soufadnic. Vime, Ze SS’, SS’’ jsou stfedni p¥i¢ky v licho-
béZnfcich A;A,A°A)" a AjA,A"A,”, pokud oviem nenf A;'=A,’
nebo A;”” = A,”. ProtoZe souradnice bodu S’, S’ dovedete uréit ze
soufadnic bodtt A,’, A, nebo A,;”, A,”, urcite tim i soufadnice bodu
S. Provedte podrobné diskusi.

Vime, Ze tGhly ¢, ¢’ povaZujeme za stejné, jestliZe se jejich velikosti

'1i3 o celistvy nésobek thlu 2 =, Rozhodnéte, které z téchto hli po-

vaZujete za stejné:

a)lim; —3a; —5m;b)3n; —3m; 20— m;
)2—n;3n+2;4(}—3n);4—3n

Narysujte v roving osy souradnic a libovolnou pffmku MN, jejiZ
smysl je MN. Je-li ¢ jeji smérovy thel, vySetite graficky hodnoty
cos ¢, sin ¢. [Na pi. kolem bodu M opiste kruZnici s polom&rem r =
=1dm a oznaéte K jeji pruseéik s poloptimkou MN; velikosti priméta
usetky MK do os z, y opatfené vhodnym znaménkem jsou hledané
hodnoty.]

Bod J = [cos ¢; sin ¢] uréuje p¥{mku PJ, jejiZ smysl je PJ a jejiZ
smérovy thel je ¢ nebo ¢ +2n=n (kde n =0, 4 1; 42 ...). Na-
proti tomu bod J’= [cos ¢’, sin ¢], kde ¢’ = ¢ + = uréuje opaény
smysl PJ’ v pfimce PJ; tento smysl odpovidd druhému smérovému
dhlu ¢’ ptimky PJ. DokaZte.

Na zédkladé& vysledku ptredchozfho cvifenf narysujte. v rovin&, v nf%
jste zvolili soustavu soufadnic, pfimku MN, kterd proch4zf bodem
M=[—3; 2] a o jejimZ smérovém uhlu ¢ plati: a) cos ¢ = §;
sing<0; b)cosp =—1; c) cosp<0;sing=3%|3;d)sing =—1;
e) sin p = —0,8.

V kterém piipadé nenf tiloha jednoznaéna?

Dany bod A uréuje pfimku PA i co do smyslu. Uréete hodnoty cos ¢,
sin @ smérového thlu ¢ piimky PA; jestliZe je:

a) A =[—12; 5]; b) A =[—8; 6]; ¢) A =[1;—1]; d) A=[—6; 0];
e) A=[0; —3].



34. Pffmka MN je i co do smyslu uréena pofddkem MN danych bodi
M, N; budiZ ¢ jeji sm&rovy thel. Uréete hodnoty cos ¢, sin ¢ a tg ¢,
je-li: a) M=|[2; 3]; N=[6; 6); b) M=][2; 3]; N=[—10; —2];
c) M=[—2;6]; N=[4; —2];d) M=[—4;9]; N=[6;9].

Udejte pak bez vypoétu hodnoty cos ¢’, sin ¢’ smérového tvhlu ¢’
pifmky MN, ktery odpovida smyslu uréenému pofddkem NM.

35. Je-li ¢’ = ¢ + 7=, je tg ¢’ =tg ¢ a oba body T'=[1; tg ¢, T=
=|[1; tg ¢] splyvaji. Nelze tedy pomoci smérnice tg ¢ pfimky PT vy-
jadrit oba jeji-smysly. Srovnejte se cvié. 31 a vysvétlete.

36. Narysujte osy soufadnic, bod M =[— 4; 3] a pfimku r, kterd timto
bodem proché4z{ a jejiz smérnice k je: a) §; b) —3; ¢) 3; d) —2;
e) 0.

Pro kterou p¥{fmku prochazejicf bodem M nelze udat smé&rnici?

37. Body M=[3; — 4], N=[—1; 2] a Q=[1;y] leZi v jedné pifmce.
Urdete smérnici této pfimky jednak uZitim bodu M, N, jednak bodu
M, Q; srovnanim obou vysledkt snadno uréite nezniAmou soufadnici
y bodu Q.

38. Jsou diany body R=[3;4], S =[—1; 2], T=[1; 3], U =[—5; 0].
a) Je-li ¢ smérovy uhel pfimky RS, potom uZitim hodnot cos ¢, sin ¢
1ze dokéazat, 2e body T, U také leZi na této ptimce. Provedte!

b) Je-li O stfed tse¢ky T U, rozhodnéte o pofadku bodia O, R, S, T, U.
c) Kterou ¢4st pfedchozich cviceni a), b) muZete Fesit uZitim smérnice

piimky?
4. Vypocet uhli.
Budeme potitati nejprve tihel*)
a = A,P4, ()

jehoZ vrchol je v podatku P a jehoZ ramena prochazeji body 4y = [z1; y4],
Ag = [x2; Y2], jejichZ soutfadnice zname. Jsou-li ry, re vzdélenosti
PA; =r =)z? + g%, PAz=ry =72 + y2? @
a jsou-li g1, p2 smérové uhly piimek PA;, PA; (ve smyslu od P k A, nebo
k A;), mame podle vzorce (6) ¢lanku 3 (str. 100):
Zy =ricos ¢y, [ =rysing;;
X3 =T3COS @2, Yz = rysin gy,
neboli s uZitim komplexnich é&isel
y + iy = ri(cos @y + isingy),
Xz + i Yz = ra (cos @2 + isin g3) 3)

*) NepfSeme < A, PA,, nybrz A’IE’A,, abychom naznadili, Ze jde o Ghel ve smyslu
popsaném v udebnici pro 2. t¥{du.
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a také
T —i hh=n (COS 1 —1isin (Pl)' (4)

Z bodu [cos ¢1; sin ¢1] vznikne v3ak bod [cos ¢2; sin 2] otodenim v klad-
ném smyslu o uhel a. Proto je (v. uéebnici pro 2. t¥idu)

cos @2 + isin @y = (cos a + i sin a) (cos @1 + isin ¢y).
Znasobime na obou stranach éislem cos ¢y —i sin @1 a v§imneme-li si, Ze
(cos @1 + isin ¢y) (cos @y —i sin @;) = cos?p; + sin2p, = 1,
dostaneme
cos a + isin @ = (cos ¢; —1i sin ¢1) (cos gz + isin gy),
takZe podle (3) a (4) jest

(ty —iy) (x2 +1iy2)
rira )

cosa + isina =

Jeito

(T —ig) (X2 +iy2) = (Tax2 + Y1y2) + 1 (T1Y2 —Z2lh),
mame posléze _
cos q = %2 + ylyz, sing =2 Yo— X211 . ©)
rirp rrg
JestliZe :

T1Ys — T2y =0, (6)

jesina = 0, t.j. obé ramena PA,, PA; budto splynou nebo jsou to opacné
polopiimky neboli je budto a = 0 nebo a = &; ktery z téchto dvou pfi-
padi nastane, zavisi na znameni ¢&isla cosa, t. j. na znameni ¢isla
T1x3 + Y1Ye, nebot &isla ry, rp jsou jisté€ kladna. JestliZe
2%z + Yiy2 =0, Q)

je cosa = 0 a uhel a je pravy: a = 4 § #, t. j. z ramene PA; vznikne
rameno PA; ototenim o pravy uhel v kladném nebo v zaporném smyslu;
ktery z obou pfipadi nastane, zavisi na znameni éisla sin g, t. j. na zna-
menf éisla T1y2 — x2y:.

Jestlize neplati (7), je cos a & 0 a existuje tg a = sin a : cos a; podle
() jest )

. T1Y2 — T2y
tga = ——=—, 8
ga %2 + Y1Y2 ®
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Jestlize ¢y & 0, x2 =+ 0, t. . jestlize Zadna z obou piimek PA;, PA;
neni svisla, miZeme do predchazejicich vzorct zavést smérnice

=5 =Y
k= e k2 % )]
téchto pfimek. Jest
Tixy + Yiyz = 122 (1 + kik)e, 2193 —xoys = Tazxa(ks — k),
takZe podminka (7) pro kolmost znf

1 + kike =0, (10)
a rovnice (8) nabude tvaru
_ l('z —-lﬁ
tga = T+ k' (11)

Je duleZité miti na paméti, Ze v predchazejicim a vSude znamené
tthel, o ktery je tieba otoéiti v kladném smyslu (proti ruéickam hodino-
vym) polopifimku PA;, aby pfesla v polopiimku PA,. Tento thel a je
uréen (v obloukové mire) af na ndsobky 2z; chceme-li miti a jednoznaéné
definovdno, muZeme Zadati na p¥., aby bylo

—anlalm. (12)

K uréeni velikosti a nestaéi znati tg a, t. j. nestaéi vzorec (8) nebo (11),
nybrZ je tieba znati je$té, jaké znameni ma sina nebo cosa (zname-li
jedno z obou znameni, zname i druhé, protoZe znidme tga =sina:cosa).
Jezto r; >0, ra >0, podle (5) ma sina totéZ znameni jako d&itatel
a cosa toté? znameni jako jmenovatel zlomku napravo v (8). O zlomku
napravo v (11) plati totéZ, je-li x;x2 > 0, t. j. maji-li obé &isla x;, x, totéz
znameni. Maji-li v§ak ¢isla zy, 2 kaZdé jiné znameni, ma sin a opaéné zna-
menf neZ {itatel a cosa opadné znameni neZ jmenovatel zlomku napravo
v (11). Zejména thel a je ostry nebo tupy podle toho, zdali cosa > 0 ¢&i
cosa < 0; tedy uhel a je ostry jestlize 1 + kjk; ma totéZz znameni jako
x,7,, Ghel a je tupy, jestlize 1 + kik; ma opaéné znameni neZ x;x..

V predchéazejicim jsme probirali tihel ATPAz, jehoZ vrchol je v po-
¢atku. Ze zéakladni véty analytické geometrie (str. 98) plyne, Ze jestliZe
jde o thel @ = A;4,4; s libovolnym vrcholem Ao, p¥i &em¥

Ao =[xos yo), Ar=[zis 1], Az =[x2552],
viecky vzorce tohoto &lanku ziistanou v platnosti, jestlize do nich misto
Ty, Y, Tz, Y2 ddme x, — 2o, Y1 — Yo, T2 — To, Y2 — Yo-
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Cviéent, .

89. Podobné jako v textu na str. 94 uréete tihel a = A,PA,, kde
Ay =[—3—14i], A,=[—12 + 5i], tim, Ze urdite jednotkové &islo
cos a + i sin a, 0 n&ém% by platilo

—3—4 —_
-———?——_—__—i «(cosa +isina) = ____}E__j—ii
PA, PA,

pii tom se omeztenaa)0 < e <27 b)—a <a<a=

40. Predchozf cvidenf 39 Fe§te uZitim: a) vzorcu (5) na str. 104, b) vzorce
(11) na str. 105.

41. Jsou diny body A =[3; — 6]; B=[6; — 3]; C =[1; 2].

a) Doka%te, 2¢ A ABC je pravoiihly, a rozhodn&te, ktery uhel je
pravy. Udejte rtizné zpusoby felenf.

b) O ktery tihel je tfeba v kladném smyslu otodit polopfimku BA
okolo bodu B, aby po prvé splynula s polopfimkou BC? Rozhodnéte,
zda v tomto thlu lef vnit¥ek trojihelnika ABC.

42, Vite, Ze uhly trojuhelnfka jsou duté. Podle toho snadno uréfte thly
trojuhelnika ABC, je-lli A=[—2; 1}, B=[—1; 1), C=[—3; 2].

43. Urdete tihel, o ktery je tfeba otodit pfimku p;, aby se i co do smyslu
pokryla s pfimkou p,. Smysly pfimek jsou udany polopfimkami
PA,, PA,, kde A; =|cos ¢,; sin ¢;], Ay =[cos @,; sin @,].

44. BudteZ ¢;, ¢, smérové uhly piimek p,, p,. Smysly téchto pifmek
uréuji poloptimky PA,, PA,, kde A, =|[cos ¢;; sin ¢;], Ay = [cos ¢,;
sin @,]. Uréete thel q, o ktery je tfeba otoédit pfimku p,, aby byla sou-
hlasné rovnob&¥n4 s pifmkou p,, je-li: _

a) Ay =[—113; sing;> 0], 4,=[};sing, <0;
b) A, =[cos ¢, > 0;—3} V3], A, =[cos 9, <0; —} J/21;
) A =[—¢;sing, > 0], A;=[—1%;sin ¢, < O].

45. Vime, Ze oto¢ime-li danou polopfimku AB o thel }#, je souhlasng
rovnob#Zna s polopiimkou CD. Je d4no: A =[]/2; 0], B=[0; — }/2],
C =[5; 5], D = [x; 2]. Uréete souradnici x bodu D.

46. Budte ¢,, ¢, smérové uhly poloptimek PA,, PA,, kde
A, =[cos ¢, = —§; sin ¢y < 0], A5 =[cos g,; sin @,]. Urlete bod 4,

tak, aby A,PA, byl a)} =, b)$ =, c)§=; d)0;e) =
47, Ptedchozf cvié. 46. feste uZitim vzorce (11) na str. 105.

5. Rovnice pfimky.

BudiZ nejprve p svisla pfimka (rovnobéZna s osou y). Pfimka p protne
osu x v bodé, jehoZ soufadnice na ose x budi? ¢. Pro kazdy bod [z; y] na
piimce p je potom

T=¢ (1)
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a obréceng kaZdy bod [z; y], pro ktery platf rovnice (1), lezf na pfimce p,
Rik&me, Ze (1) je rovnice pfimky rovnobéZné s osou y.

BudiZ nyni p pfimka, kterd nenf rovnobéind s osou y. Pfimka p ma
uréitou smérnici, kterou ozna¢ime k. Piedpokladejme nejprve, Ze piimka
p prochazi poéatkem. Potom pro kazdy bod [z; y] pfimky p rizny od po-
¢atku plati rovnice

y

s =k @
kterou miZeme pséti také ve tvaru

y = kx; 3
rovnice (3) plati pro kaZdyj bod pfimky p, polatek nevyjimajic. Obracen&
kaZdy bod [z; y], pro ktery plati rovnice (3), lezf na pfimce p, nebot’ jsou-li
dana dvé ¢isla z, y tak, Ze y = kx, tu protoZe pfimka p neni rovnobéZné
s osou y, musi na ni leZet bod [z; Y], jehoZ prvni soufadnice je rovna da-
nému ¢islu z. ProtoZe [z; Y] leZi na piimce p, jest Y = kx; jeito také-
y=kz,jey=1Y, t.j. body [z; y], [x; Y] splynou a to znamen4, Ze bod
[x; y] lezi na pfimce p. Pravime, %e (3) je rovnice p¥imky, ktera prochazi
podatkem a ma smérnici k. ‘

Predpokladejme nyni, Ze piimka p se smérnici k prochazi bodem

[x1; 11]. Kdybychom poéatek posunuli do bodu [z1; y4], ziistala by hodnota
smérnice nezménéna a rovnice piimky by byla

y' = kx”

kde z’, y’ jsou zm&n&né soufadnice bodu [z; y]. Aviak mezi pivodnimi
soufadnicemi x, y kteréhokoli bodu a zménénymi souiadnicemi z’, y’

plati [v. (2) na str. 98] vztahy

g’ =z—2, §y=y—y.
Tedy

y—yp=k(—z) @
je rovnice primky, kterd prochézi bodem [z;; y,] a ma smérnici k. JestliZe
xy =0, lezi bod [z1; y1] = [0: y1] na ose y. PoloZimey, = ¢ a ze (4) dosta-
neme: Rovnice pfimky, kterd mad smérnici k a kterd protne osu y v bodé
[0; ¢], zni:
. y =k +q. 6)
'Nyni snadno uréime rovnici pfimky p, ktera prochazi dvéma danymi
body [x1; y1], [*2; y2], které oviem musi byti razné. Jsou dva mozné pii-
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pady. JestliZe pfedné obé& ¢isla x4, 22 jsou rovna témuZ &fslu ¢, pfimka p
je rovnobéZna s osou y a ma rovnici (1). JestliZe za druhé ¢isla x4, 2 jsou
navzijem ruzna, ma pfimka p smérnici

Y —n
k= s —2; 6)

a jeji rovnice je (4), kde za k jest dosaditi hodnotu (6).

Kazda piimka p je budto rovnobéina s osou y, takZe ma rovnici
tvaru (1), nebo ma urditou smérnici k a protne osu y v uréitém bodé [0; q],
nadeZ ma rovnici tvaru (5). Obracené kazda rovnice tvaru (1) nebo (5) je
rovnicf uréité pfimky: (1) je rovnice pfimky, ktera jde bodem [c; 0] rovno-
bé&%né s osou y; (5) je rovnice piimky jdoucf dvéma riznymi body [0, q],
[1; k + q].

Rovnice (1) a (5) 1ze psati

1:x4+0.y—c=0; —k-z+1.y—q=0.

Jsou to tedy zvlastni pripady linedrni rovnice, jestlie linearni rovnici
rozumime vztah mezi soufadnicemi z, y tvaru

azr + by 4 ¢ =0, )

kde a, b, ¢ jsou uréité &isla (konstanty) a aspoii jedno z obou ¢&isel g, b je
rizné od nuly. Obricené kaZda linedrni rovnice je rovnici urcité piimky.
BudiZ déna linearni rovnice (7). JestliZe pfedné je b = 0, musi byti a # 0;

rovnice (7) znf axr + ¢ = 0 a da se upravit na tvar ¢ = __c_; je to tedy
rovnice primky, ktera prochéazi bodem [— %; O] rovnobéZné s osou y.
JestliZe za druhé je b 3= 0, 1ze rovnici (7) upravit na tvar
c
y=—3*r— D’

t. j. na tvar (9). Tim je nafe tvrzeni dokazano. Zaroveii vidime, Ze ,,pfimka
(M, t. j. pfimka, uréena rovnici (7), ma smérnici

a

je-li b 3= 0; je-li b = 0 (tedy a + 0), pfimka (7) je rovnobé&Zni s osou y
a nemda smérnici.
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DuleZité je poznat, kdy dvé linearni rovnice

axr + bgy + ¢ = 0, (7’)

ax + bgy + 2 = 0 (7”)
uréuji touZ piimku. Jisté tomu tak je, jsou-li koeficienty obou rovnic
sob& umérné, t. j. existuje-li takové &islo s, Ze

as = say, by = sb;, ¢z = sc;. 9)

JelikoZ aspoii jedno z ¢&isel as, be musf byti rizné od nuly, je nutné s == 0
a rovnici (7'") lze psati ve tvaru

s(mx + boy + 1) =0,

z tehoZ je patrné, Ze ma naprosto stejny vyznam jako rovnice (7’), takZe
obé rovnice uréuji touz piimku. Obracené, jestliZze dvé& linearni rov-
nice (7'), (7") urduji tou? piimku, potom jejich koeficienty
jsou si umérné.
Dikaz. I. BudiZ nejprve b; = 0, takZe piimka (7’) je rovnobé&#na
s osou y. Je¥to primka (7'’) splyne s piimkou (7'), je také b = 0. Potom
viak musi byti a; &= 0, a2 #= 0, takZe lze uréit éislo s == 0 tak, Ze a; =
= sa;. Rovnice (7’), (7"') potom znéji
ax+¢ =0 sqyr+c3=0
a daji se upravit na tvar
po S, g
a say
JelikoZ obé rovnice uréuji touZ pfimku, musi byti
C2 €1
—sa =—~—aT , tedy cz =scy,
t. j. plati v8ecky tii rovnice (9).
I1. BudiZ za druhé b; 5 0, takZe piimka (7’) neni rovnobé&zna s osou
y. Jezto piimka (7"') splyne s piimkéu (7°), je také bz =+ 0. Lze tedy uréit
tislo s == 0 tak, Ze by = sb;. Rovnice (7'), (7"') se potom daj

. ai T C1 as z C2
y b1 b1 ! Sb]_ Sb1 :

ProtoZe obé& pfimky splynou, maji jednak touZ smérnici, tedy

ay asz .
— — T ——— t' . ds = Sa
b1 Sb1 ’ ]z = 1
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jednak protnou osu y ob& v témZ bodé [0; g], tedy

(] C2 .
—_—— == t.].Cy = 8.
by sb; ]. C2 1

Tedy plati vSecky tfi rovnice (9).

Nakonec si povézme nékolik slov o tom, jak sestrojit pfimku p danou
linedrni rovnicf

ar + by +¢=0. @)
Je-li pfedné b = 0, lze (7) upravit na tvar

T=——;

a

piimka p je rovnobéZn4 s osou y a jeji priise¢ik s osou £ umime sestrojit.
Je-li za druhé a = 0, lze (7) upravit na tvar

piimka p je rovnobéZna s osou x a jeji pruseéik s osou y umime sestrojit.
Je-li za tieti a 40, b &= 0, ale ¢ = 0, pak rovnice (7) zni ar + by = 0.
Primka p prochazi po¢atkem a mimo to na pf. bodem [b; —a] a bodem
[—b: a]. LeZi-li tento bod mimo nékresnu, sestrojime misto ného bod
[46; —%a] nebo [}b; —1a] atd. Lezi-li bod [b; —a] piili§ blizko
pocdatku, sestrojime misto ného bod [2 b; —2 a] nebo [3 b; — 3 a] atd.
Budiz za étvrté a = 0, b &= 0, ¢ &= 0. Piimka p nenf rovnob&zna s zadnou
osou soufadnic a neprochazi potatkem; protne tedy obé osy soutfadnic ve
dvou ruznych bodech, které stadi sestrojit. Pruse¢ik piimky p s osou x

jebod [— -(c?; O]; dostaneme jej, jestlize do (7) dosadime y.= 0 a pak vy-
poéteme x. Pruseéik pfimky p s osou y je bod [0; —%], dostaneme jej,

jestlize do (7) dosadime z = 0 a pak vypoéteme y. MiZe se stat, Ze né-
ktery z obou pruseéikui pfimky p padne mimo nakresnu nebo Ze oba
pruseiky jsou si tak blizko, Ze je t&€Zké pomoci jich pfimku sestrojit. Po-
muZeme si tim, Ze si opatiime néjaky jiny bod pfimky tim, %e vhodné
zvolime jednu z obou soufadnic x, y a druhou pak vypoéteme z rovnice
(7). Na pf. u ptimky 52z —6y + 1 = 0 priseéiky se soufadnicovymi
osami jsou [—3; 0], [0; ] a nejsou pfili§ vhodné ke konstrukei. Zvoli-
me-li v§ak na pf. z = 1, vypoéteme y = 1; zvolime-li x = —2, vypo-
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tteme y = —§; pfimku sestrojime vyhodné& jako spojnici bodd [1; 1],

[—2 —1l
Cviéenl.

48. Nacdrtnéte geometrické misto bodu [x; y], jejichZ soufadnice spliiuji
rovnici:a) y=x; b)) y=—x;c)y=lx|; d) y =kx, e) y = | kx |;

49.

50.

51

52

33
54

35

56

57

.

58

Dy=k-|z|; 8)y = |k|-x; h)y =4 (z + |z|). Provadéjte diskusi.
Bod M =[x + iy] lze psat ve tvaru M =r (cos ¢ + isin ¢), kde
r 2 0. a) Co je geometrickym mistem bodi M, jestliZe je ¢ konstanta
ar 2 0 nabyva viech moZnych realnych hodnot.

b) Co je geometrickym mistem bodd N =[t-(cos ¢ + i sin ¢)], kde
@ je konstanta at < 0? (Srovnejte s bodem N’ = [r (cos ¢’ + i sin ¢’)],
kder—-ltlatp = ¢ + 7).

c) Co je geometrickym mistem bodi N = [t (cos ¢ + isin ¢)], kde
@ je konst nta a t nabyva vSech realnych hodnot?

(UvaZujte stejnolehlost bodii J =|[cos ¢; sin ¢] a N vzhledem ke
stfedu stejnolehlosti P).

Napiste rovnici ptimky jdoucf soufadnicovym poc¢atkem P a bodem:
a) [3; 4], b) [— 3;.]; ¢) [— 6; — 8]; d) [1,5; — 1].

Vysvétlete, jak na prvni pohled poznate, Ze n&které z t&chto pﬂmek
splyvaji.

Napiste rovnici pfimky, kter4 prochaz{ bodem [— 2; 3] a a) jejiZ smér-
nice k = — £; b) jejiZ smérnice k = 0; c) jejiZ smé&rovy thel je .
Ktery smérovy thel 0 < ¢ < 2 n muZete ptisoudit pffmce o rovnici:
a)y=—z+2;b)y=—4;c)z =—27

Narysujte soutadnicové osy a libovolnou piimku. Napiste jejif rovnici.
Uréete, ve kterych bodech protinid pfimka MN osy soufadnic a osy
kvadrantu, je-li:

a) M =[2; 3]; N =[6; 6]; b) M =[—3; 4]; N=][1,5; —2];

) M=[—4;9]; N=[6;9];d) M=[—5;2]; N=[—5; —3].
Rozhodnéte, které z bodu H =[—1; y,], K = [x,; — 3] mohou leZet
na piimce MN ze cvié. 54; pro¢ tloha nema v nékterych piipadech
feSenf.

Rozhodngte, které z bodu [4; 3]; [0; 0]; [— 2; 1] leZf na ptimce MN ze
cvié. 54 a. -

a) Doka%te, ¥e na pfimce o rovnici 3z—2y + 14 = 0 leZf bod

M=[—2; 4].
b) Znasobte rovnici z pfedchozfho cviéenf libovolnym &fslem s == 0
(na p¥. s = —3) a doka’te, Ze soufadnice bodu M rovnéZ. nové

rovnici vyhovuji. Ktery z toho plyne geometricky dasledek?

Je dana pfimka s o rovnici ax + bx 4 ¢ = 0. Jestlize P’ =[m; n] je
novy pod&atek soufadnic, kterou rovnici ma pfimka s v nové soustavé
soufadnic?
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59.

60.

61

62

63.
64

65

66.

Uréete neznamé konstanty m, n v rovnici
B—myz+12y+2—n =20,

vite-li, Ze pffmka uréena touto rovnicf je totcZna s pf¥imkou o rovmc1

y=2%(x+2).

Prfmka prochazf bodem M =[4; — 3] a m4 smérnici k; napiste jeji

rovnici a uréete prase¢iky X, Y pfimky s osami soufadnic.

Uréete hodnotu k tak, aby A PXY mél obsah 3.

DokaZte: Pffmka, ktera prochazi bodem M =[x,; y,] a jejiZ smérnice

jek, prochézf také bodem [z, + 1;y, + k] a bodem [y + n; y, + nk],

kde n == 0 je libovolné reilné éislo.

UZijte toho k narysovan{ piimky uréené bodem M a smé&rnicf k.

Narysujte pfimku, jejiZ rovnice znf:

a)4z—3y +10=0;b)5x+3y =3%c)2x—jy=0;

Dz3y—5=0;)%x+4=0.

Urcete smérnice téchto pfimek. Je to vZdy moZné?

Urdete konstantu ¢ v rovnici 3x—4y + ¢ = 0, vite-li, Ze pfimka

vyjadrena touto rovnicf prochaz{ bodem: a) [— 5; 4]; b) [0; 0].

a) JestliZe pfimka o rovnici ar + by + ¢ = 0 prochazi bodem [x;; y,],

pak jejf rovnici lze psat ve tvaru a (x — ;) + b (y — y,;) = 0. DokaZte.

b) DokaZte i obracenou vétu.

c¢) Co tedy platf o rovnici pfimky, ktera prochazf bodem [0; 0]?

Co soudite o vzajemné poloze piimek o rovnicich:

a)y=kr+qy==Lxr+q?

1
b)y=kx+q;y=-—-—k—--x+q’,kdek#0?Cokdijeq’=q?

c)ar + by +¢ =0;ar 4+ by 4+ ¢’ =07

dyax + by + ¢ =0;bx—ay + ¢’ =0?

e)ar + by + ¢ =0,ac + b’y + ¢’= 0, pfi éemZ je a’=s-a, b’ =
= s. b, kde s §= 0. Kdy tyto pfimky navzijem splyvaji?

Napiste rovnici p¥imky, prochazejicf bodem [3; 5], a) rovnobé&%né,
b) kolmé k pfimce o rovnici 2x— 7y + 3 = 0. (Ulohu muZete Fesit
uZitim vysledkt pfedchoziho <viéeni 65).

6. Parametrické vyjadieni wsecky.

BudiZ dan bod A, = [x,; y,] rizny od pocatku. Pomoci stejnolehlosti

(P; t) se stfedem v potatku, s koeficientem stejnolehlosti ¢ kladnym a
men$im ne% jedna, dostaneme z bodu A, libovolny bod [z; y] leZici uvnitt
useéky PA,. Podle vzorce (5) ¢élanku 2 (str. 95) jest

Tz =1x, Y=Ly, 1)

Vzorec (1) vyjadfuje souiadnice libovolného bodu uvnitf usetky PA, na
zakladé pomocné velidiny ¢, kterou nazyvame parametr. Abychom dostali
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cely vnitfek aselky PA,, je tfeba dati parametru { viecky moZné hodnoty
takove, Ze

oLt ®
Rikame, Ze rovnice (1) spolu s podminkou (2) davaji parametrické vy-
jadreni vnitfku usetky PA,. Parametrické vyjadreni celé use¢ky PA,
(i s obéma krajnimi body) dostaneme, jestlize podminku (2) nahradime
podminkou

0<t<1, 3)
nebot’ pro ¢ = 0 dava (1) pocatek P, pro { = 1 dava (1) bod A,. JestliZe
koeficient stejnolehlosti ¢ probih4 viecka kladna ¢isla (ne tedy pouze
kladna ¢isla mensi neZ jedna), potom (1) s podminkou

t>0 4
je parametrické vyjadreni vnitfku polopfimky PA,. Podobné (1) s pod-
minkou

t>0 )
je parametrické vyjadieni celé polopiimky PA, (i s jejim potitkem P),
Jestlize posléze v (1) probihd parametr ¢ vSecky realné hodnoty ¢ > 0,
t<<0it =0, jest (1) parametrické vyjadfeni pfimky PA.

BudteZ nyni
Aj=[z; 1], Az2=[x2 ys]
dva libovolné rizné body. Snadno dokaZeme, Ze

=0 +t@—2x1), Y=y +i@Gz—y) ()
je parametrické vyjadieni
vnitfku usetky A;A,, jestlize 0 <t < 1;
celé useCky A A, jestlize 0 <t < 1;

vnitfku polopfimky A;4,, jestlife { > 0;
celé poloptimky A4, jestlize 1 > 0,
piimky A;A,, jestlize £ probiha vSecka re&lna éisla.

Rovnice (6) lze psati ve tvaru
T—zy=1(T—x1), Y—h=1l2—n);

v tomto tvaru se v nich vyskytuji pouze rozdily soufadnic

T —T1, Y2 —Y1; T—T1, Y —Y

8 Ckm. G 355-111. 113



které podle zdkladni v&ty analytické geometrie (str, 98) jsou nezavislé na
volbé& podatku. Jestlize viak volime potatek v bodé Ay, jestzy = 0,51 =0
a (6) piejde v (1) aZ na ten zcela nepodstatny rozdil, Ze misto x,, yo mame
nyni xz, Y2. Tim jsou ve$kera ucinéna tvrzeni dokazana.
BudiZ nyni

ax +by +¢=0 @)
rovnice pfimky p, takZe q, b, ¢, jsou konstanty, z nichZ prvnf obé& dvé ne-
jsou soufasné rovné nule. Jestlize bod |z; y] leZi na pfimce p, je vyhovéne
rovnici (7). JestliZe v8ak bod [z; y] nelezf na piimce p, nenf vyhovéno rov-~
nici (7), t. j. ¢islo

ar + by + ¢ (8)

je rizné od nuly, tedy je budto kladné neho je zaporné. Tim jsme vedeni
k rozdéleni téch bodu [x; y], které nelezi na pfimce p, na dvé t¥idy podle
toho, zda é&islo (8) je kladné ¢&i zdporné. Je nasnadé domnénka, Ze takto

" podetnd uréené dvé tiidy bodl nejsou nic jiného nez vnitiky obou polo-
rovin vytatych pfimkou p. Pomoci parametrického vyjadreni tsetky
snadno dokaZeme, Ze tomu skuteéné tak jest. BudteZ tedy Ay = [x15 1],
Ag == [x2; yo] dva rizné body, z nichZ Zadny neleZi na pfimce p, takZe obé&
¢isla

s1=ary +byr +¢  s2=axrs +bys + ¢ )

jsou riizna od nuly. Mame dokazati, Ze kdyZ obé &isla sy, s maji totéZ zna-
meni, usetka A1As nema 24dny spoleény bod s ptimkou p, kdezto v pii-
padé, Ze éisla s;, sz maji opaéna znameni, usetka A;Az protne pfimku p.
Za tim ulelem uZijeme parametrického vyjadien (6), v kterém 0 <1 < 1.
Jde o to, zda lze ur¢iti ¢ tak, aby bylo vyhovéno rovnici (7). Dosadime-li
do (7) hodnoty (6), dostaneme

ary + af (xa —x1) + byy + bt (Yo —11) + ¢ =0,
coZ lze snadno uvésti na tvar
t(arz +bys +¢) + (1 —l)(ax1 + by + ¢) =0,

neboli podle (9) na tvar
(1—1t)s; +1s2=0. (10)

Pro 0 <<t <1 jsou obé &isla {, 1—{ kladn4; jestliZe také ob& ¢&isla sy, sg
jsou kladn4, je leva strana v (10) stale kladna a rovnici (10) nelze vyho-
v&ti. JestliZe obé ¢isla sy, s2 jsou zdporn4, leva strana v (10) je stale zdporn&
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a op&t rovnici (10) nelze vyhovéti. Tedy jestlize obé &isla sy, s maji totéz
znameni, nemé usecka A;A, Zadny spole¢ny bod s pfimkou p. JestliZe
viak z ¢isel sy, sz jedno je kladné a druhé zaporné, je

— = —c¢ , pfi ¢emzZ je c kladné,

a rovnici (10) lze uvésti na tvar 1 —¢ —cf = 0. Tato rovnice mi kofen

1
1+c¢

a jest 0 <<t < 1, takZe tento kofen urtuje bod (6) usecky A;A, leZici na
piimce p.

Cviéent.

67. NapiSte parametrické vyjadreni piimky PA, kde P =][0; 0],
A =[3; — 4] a urdete, pro které hodnoty parametru ¢ lezi bod [r; y]
piimky PA uvnitf pfimého pasu uréeného rovnobéZkami:
a)xr =—38; x=—3;b)y=—3;y=2.

68. Nap1§te parametrické vyjadieni piimky MN, kde M =[—17; 1],

N =[2; — 3], a to takové, aby hodnot& parametru { = 0 odpovidal
bod N a hodnoté { = 1 bod M.
Rozhodnéte, ktery z bodu [20; — 11], [3; — 2], [11; 1] leZi na dané
pfimce MN.

69. Narysujte libovolnou p¥imku, ktera protini osy soufadnic, a napiste
jejf parametrické vyjadreni.

70. Zrovnic (6) nastr. 113 piimky A;A, vyluéte parametr {. Kterou rovnici
tak obdrZite? Provedte diskusi.

71. Rovnici y = kx + q piimky lze povaZovat za jednu parametrickou
rovnici p¥imky, jestliZe poloZime & = ¢t nebo x = — t. Které piimky
nelze takto vyjadrit?

72. a) BudteZ m, n dvé realné konstanty, z nich¥ alespoti jedna je od nuly
rizna. Potom body M =[x; y] uréené rovnicemi

t =

T=xy+m-tl, 'y=y,+n-t

kde x,, J, jsou dané konstanty a { prom&nny parametr, lef na p¥imce
. uréené body A,=[x,; yol, A’ =[x, + m; y, + n]. DokaZte.

(NapiSte parametrické vyjadreni piimky A,A".)

b) Zvolime-li v pfimce AjA’ smys! poiddkem AyjA’ a oznaéime-li @

piisluSny smérovy thel pifmky, potom platf

. n
sing =

L _r
]/mz_l_nz’ mE+n?
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73.

4.

75.

76.

116

DokaZte a vysvétlete vyznam konstant m, n.

c) BudteZ t; < t, dvélibovolné hodnoty parametru v parametrickém
vyjadrenf ptimky A A’ v ptedchozim cvié. a) a M,, M, k nim pfislu§né
body pfimky A A’. DokaZte, Ze pofadky A,A’ a MM, uréuji tyZ
smysl v pifmce. Odtud plyne, Ze roste-li parametr {, pohybuje se bod
M ve smyslu polopfimky AjA’.

(Vypoctéte hodnoty cos ¢, sin ¢ smérového tihlu ¢ polopfimek AjA’
iM\M,)

d) DokaZte, Ze vzdalenost M, M, obou bodi z pfedchoziho cviéeni c)
je umérna hodnoté ({; —t,).

e) JestliZe o éfslech m, n platf m? + n? = 1, je m = cos ¢, n = sin g,
pii ¢emZ ¢ je smérovy udhel polopfimky AyA’. Potom je-li M bod
pfimky pfisluiny parametru, je AgM = |t|. DokaZte a vysvétlete geo-
metricky vyznam konstant v parametrickém vyjadfeni pfimky

rT=2=xy+t-cosg, §y =y, + t-sing.

Napiste parametrické vyjadfenf piimky, ktera prochizi bodem
cosp 4

sing 3

DokaZte, Ze pfimky p, ¢, jejichZ parametrické vyjadieni je:

aQr=x,+mt, y=y,+nt ax==zx,+mt, yéyz+nt'

jsounavzijem rovnob&Zné,

bz =z +mt, y=y,+nt az=z,—nt, =y, + ml

jsou k sob& kolmé. (Urlete na pf. smérnice pfimek uZitim bodu pif-

sluinych k hodnotidm 0 a 1 parametru nebo uZijte vztaha (6), (7) na

str. 104; pocéatek soufadnic volte v bodé& [x;; y;].)

Parametrické vyjadfeni pfimky p je x =—3 4+ 3t y=4+4ta

piimky gpakx =8 + 5t,y = —12 ¢,

a) Zobrazte ob& pifmky p, g. (Za jednotku volte 5 mm.)

b) Dokaite, %e ptimky p, ¢ nejsou rovnobéZné a urdete soufadnice

jejich prusediku A,

¢) Uréete na pfimce p bod A; pro { = 1 a na pffmce ¢ bod A, pro

[— 3; 2] a o jejim% smérovém thlu ¢ plati

—

' =1 a vypoditejte velikost tthlu A, A A,.

Planimetrické pou¢ky miiZeme dokézat uZitim analytické geometrie,
pii éemZ si vhodné volime soufadnicovou soustavu; to jisté nema viiv
na obecnost vysledku. DokaZte tak znamou poutku: Té&Znice troj-
thelnika A BC se protinajf v jediném bodé T'; je-li A, stfed strany BC,
potom dé&lici pomér (AAyT) = — 2. (Volte na pf. A=[—2m; 0],
B=[2m;0], C=[2p; 2q], kde ¢ == 0 a napiSte parametrické
vyjadFeni tse¢ek AA,, BB, CC,, kde Ay By, Cy jsou stiedy stran
BC, CA, AB. Utzijte vysledku cviéenf 72 d.)



77. Je d4na pfimka lorovnici 5z +4y +7 =0 a body Q; =[—3; 2],
Q, =[—1;3], Q3 =[—2; 1], Q4 =[1; — 4]. Rozhodnéte, které dvo-
jice danych bodu jsou pfimkou [ oddéleny, které leZi v téZe poloving
vytaté ptimkou ! a ktery z bodu lezi na pfimce L.

78. DokaZte znamé vlastnosti lichob&Znika ABCD (kde je AB|| DC):
Stredni pFicka je tisefka, ktera spojuje stfedy ramen lichobéZnika, je
a) rovnobéZna s jecho zakladnami, b) je rovna poloviénimu souétu za-
kladen, c) lezi uvniti lichobéZnika.

(Lichobé&Znik je vypukly étyrahelnik; takovy &tyrihelnik se skladé
z téch bodu, které leZi v opérnych polorovinach. Volte vhodné umis-
téni boda A, B, C, D vzhledem k soufadnicovym osam z, y.)

79. Body A =[2;3], B=[—3; —1], C=[4; — 4] jsou vrcholy troj-
uhelnika ABC. Piesvédéte se o tom!

a) Dokaite, Ze nejen body M =[1; 2], N =[—1; —1], ale i cel4 tse¢ka
MN leZi uvniti trojihelnika ABC.

b) UZitim parametrického vyjadrenf pfimky MN rozhodnéte, které
jeji body neleZi vné trojuhelnika ABC.

(Vite, Ze A ABC je spole¢n4 ¢ast polorovin ABC, BCA, CAB.)

80. Které body use€ky [— 5; 3] [7; 0] leZi uvnitF piimého pasu uréeného
rovnobéZkamiy =z 4+3ay =x—2?

7. Vzdilenost bodu od pfimky.
BudiZ dana piimka p linearn{ rovnicf
ar + by + ¢ =0. 1

Potom spojnice pocitku s bodem [a; b] stoji kolmo na pfimce p. V§im-
néme si napied, Ze bod [a; ] je jisté rizny od pocatku, protoZe v rovnici
piimky nemohou byti oba koeficienty rovny nule.

Diukaz. I. Je-li b =0, je pfimka p rovnobéZna s osou y a bod
[a; b] = [a; 0] lezi na ose x, ktera stoji kolmo na pfimce p.

II. Je-li @ = 0, je pfimka p rovnobézna s osou x a bod [a; b] = [0; b]
leZi na ose y, ktera stoji kolmo na piimce p.

a

I11. BudiZ posléze a # 0, b 3+ 0. Piimka p méa smérnici k = —

Spojnice podatku s bodem [a; b] m4 smérnici &’ = —Z—. Je tedy 1 + kk' =

= 0, takZe ob& piimky stoji na sob& kolmo [viz vzorec (10) na str. 105].
Kolmice k -| p vedena potitkem ma tedy parametrické vyjadieni

x ={a, y =tb. 2)
Rovnice (2) znamenaji soufadnice pafy kolmice k, jestlize uréime 1 tak,
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aby bylo vyhovéno rovnici (1), coZ davé podminku
c

t(a+b2)+c=0 nebolii=——a2—+b2'

&)

Je-1i d vzdalenost podatku od pfimky p, jest d2 = a2 + y?, kde zax, y jest
dosaditi ze (2) a (3). Tedy

d2 =12 (a2 + b2) = - (a2 + b2) =

e e
(a2 + b2)2 a2 + b2

a jezto d neni zaporné, jest
c
—J__——_L__— )
Ve + 02
vzdalenost poéitku od pfimky (1).

Hledejme nyni vzdalenost libovolného bodu [zy; y1] od pFimky (1).
Jestlize misto ptivodnich soufadnic z, y zavedeme nové souradnice ',y
s potatkem v daném bodé [z;; y4], pak podle vzorce (2) na str. 98 jest
z' =z —x, y' = y —y neboli

z=2'+x, y=y +un

Dosadime-li tyto hodnoty z, y do rovnice (1), dostaneme po.malé.ipravé

at’ + by’ + ¢’ =0,
kde :
¢ =ax, + byy + c.
UZijeme-li nyni vzorce (4) s tou zménou, Ze misto ¢ dame ¢’, mame vysle-
dek. Vzdalenost bodu [z;; y;] od pf¥imky ax 4 by + ¢ = 0 jest

l axy + by + ¢ I
Va2 + b2 )

Viimnéme si, Ze podle ¢lanku 6 vyraz azy + by + ¢ je kladny uvnitf
jedné z obou polorovin vytatych piimkou (1), zaporny uvniti druhé
z téchto polorovin.

©®)

Cvicent.

81. Urdete vzdalenosti bodu H=[4;—2], K=[—3;2], L=[0; —1]
od p¥imky p o rovnici 8 £ — 15 y — 11 =0 a rozhodnéte, které dva
z danych bodi pfimka neoddéluje.

82, Urdete velikost vy$ek v trojuhelniku s vrcholy
A =[5;2], B=[—2;1], C=]1; 5].
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83. PHmky o rovnicich ax + by + ¢ = 0, ax + by + ¢’ = 0 jsou rovno-
bé&zné. DokaZte, Ze jejich vzdalenost je rovna vyrazu
' le—¢|
Vaz + b2 :
Provedte vypodet pro piimky o rovnicich 3z—4y + 10 =0,
8y—15 =6=x. '
84, Urdete geometrické misto bodu [z,; y,], které majf od pfimky o rovnici
12z + 5y — 52 = 0 vzdalenost 3.

85. Urcete rovnici pfimky jdouci bodem H =[5; 2], kterd m4 od bodu
L =[— 3; 1] vzdalenost 4. (Napi$te rovnici pfimky jdouci bodem H
a urcete jeji vzdalenost od bodu L; dvé moZnosti.)

II. Uziti analytické geometrie.

1. Linedrni celistva funkce.

JiZ ze stfedni §koly vime, co znamen4, %e velidina y je funkei jiné ve-
li¢iny x (nezdvisle proménné). Rovnéz.vime ze stiedni $koly, co je grafické
znizornéni neboli stru¢né graf funkce. Jestlize pro kazdou hodnotu ne-
z4visle proménné = zobrazime bod [z; y], jehoz prvou soufadnici je zve-
len4 hodnota x a jehoZ druhou soufadnici y je pfislu§na hodnota funkce, tu
vSecky tyto body [x; y] vyplni éaru, kterou nazyvame grafem studované
funkce. Pomoci grafti zachycujeme nazorné duleZité vlastnosti funkei.
Podrobné budeme studovati funkce a jejich grafy az ve 4. tfidé. V této tridé
se omezime na linearni (v tomto ¢lanku) a kvadratickou (ve ¢lanku 3
na str. 124) celistvou funkeci. Linearni celistva funkce ma tvar

y=azr +0b, 1)
kde a, b jsou dan ¢isla (konstanty). Ve 4. tiidé budeme probirati mimo
jiné linedrni lomenou funkci, ktera ma tvar

_aa:+b
y_cx+d’

kde q, b, ¢, d jsou dané konstanty. ‘

Vime, Ze graf linedrni celistvé funkce (1) je pitmka, kierd nent rovno-
bé*nd s osou y a Ze také obracené kaidd primka, kierd nent rovnobéind
sosou y, je grafem uréité linedrni celistvé funkce (1.5, str.106). Pfimka rovno-
b&%na s osou y zi'ejmé nemiize byti grafem Zadné funkce. Také geometricky

119



vyznam obou konstanta, bv (1) jendm znam: graf funkce(l)je pfimka,
kterd ma smérnici rovnou a a kterd protne osu y v bodé&[0: 3].

Je-li @ = 0, je funkce (1) konstanta; jeji graf je pfimka rovnobézna
s osou x. Nékdy je utelné konstanty nepotitat mezi linearni funkce.

Vylou¢ime-li konstanty, jsou mozné jesté dva pripady podle toho,
zda ¢islo a je kladné &i zaporné. Jaky geometricky vyznam maji tyto dva
pfipady, o tom jsme se zminili jiZ na konci ¢lanku 3 na str. 101, ale bude
ucelné nyni se k tomu jeSté vratit.

Budiz dana libovolna funkce, ktera nemusf byti tvaru (1). Zvolime-li
si uréitou hodnotu x, nezavisle proménné a oznac¢ime-li y, ptislu$nou hod-
notu funkce, mame na grafu uréity bod [x;: y;]. Je-li nyni x kterakoli jin4
hodnota nezavisle proménnéa je-li y piislusna hodnota funkce, pak rozdil
x —x; (ktery miZe byti kladny nebo zaporny) se nazyva pfirustek ne-
zavisle proménné a rozdil y — y, (ktery mizZe byti kladny, zaporny nebo
rovny nule) se nazyvéa prirustek funkce.

Podil

y—hn
pop— @
nazveme pomér piiristku funkce. Geometricky vyznam poméru pii-
riastkd (2) je nAm znam; je to smérnice piimky, ktera spojuje oba body
grafu[x; 1], [x; y]. Jestlize studovana funkce nent lincéarni celistva funkce,
potom hodnota poméru pfiristkd (2) zavisi na tom, jak byly zvoleny
obé hodnoty 1, x nezavisle proménné. Naproti tomu u linearni celistvé
funkce (1), jejiz graf je pfimka, pomér pFirastkia (2) je konstanta:
y—hn
xTxl =a (3)
rovna smérnici pfimky, ktera je grafem funkce.

DulezZité jsou rostouci a klesajici funkce. U rostouci funkce se zvét-
Senim nezavisle proménné se vidy zaroveii zvEtsi také hodnota funkce a
tudiz se zmenSenim nezavisle proménné se zmenS$i hodnota funkce. Jinak
Feteno, rostouci funkce ma tu vlastnost, Ze kladnému pfiristku nezavisle
proménné odpovida vidy kladny ptiristek funkce, a tudiz zapornému
priristku nezéivisle proménné vidy odpovidd zaporny pfirustek funkce.
Tedy u rostouci funkce pomér prirustkli (2) je kladny a obraceng,
jestlize pomér pfirustkd (2) je vidy kladny, at jakkoli zvolime obé
rizné hodnoty x,, £ nezivisle proménné, mame rostouci funkci. U klesa-
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jici funkce naopak se zvétSenim nezavisle proménné se vidy zaroveii
zmen$i hodnota funkce a se zmenSenim nezavisle proménné se zvétsi.
Priristek klesajici funkce ma vidy opaéné znameni neZ piiristek neza-
visle proménné. Pomér pfirtstkd je u klesajici funkce vzdy ziporny;
obracené, jestlize pomér prirustka (2) je vidy zdporny, at’ jakkoli zvo-
lime obé rizné hodnoty z,, x nezavisle proménné, mame klesajici funkei.

Ze (3) nyni plyne: Linedrni celistva funkce (1) je rostouci funkce,
jestlize a > 0, a je to klesajici funkce, jestlize a <C 0.

Cvicent.

86. Je dana funkce (1) y = 3x—5, )y =—3z+2, Q) y=—¢
a) Zobrazte tuto funkci.
b) Ktery je piirustek funkce, jestliZe pfiristek nezavisle promé&nné
nabyva nékteré z téchto hodnot: £1; £2; £3; ... £ m, kde
je celé m> 0? Ktery je pFislu§ny pomér piirastka? '

87. Urdete poméry pfirustka funkei z predchoziho cvié. 86 a rozhodnéte,
kterd z funkci je a) rostouci, b) klesajici. Co soudite o funkci (3) ze
cvié. 86 ?

88. Pro kterou hodnotu piiristku nezéavisle proménné jc pfirtistek funkce
y = ax + b roven poméru ptirtstka?
V grafech funkcf ze cvié. 86. vyznaéte takové dva body [x; y], [z,; 4],
pro které je predchozf poiadavek splnén. Kolika zpusoby to lze pro-
vést?

89, Zobrazte funkci y = |x | a dokaZte, ¢ pomé&r pfirastka

a) je pro hodnoty x > 0, x, > 0 roven 1;
b) je pro hodnoty £ < 0, x, < < O0roven —1;
c) pro hodnoty z >0, z, < 0 nebo pro hodnoty z <0, z, > 0 nenf
hodnota stild a muZe nabyt kterékoli hodnoty mezi —1 al
véetné téchto hodnot. Na grafu funkce uréete konstruktivné takové
dva body [z; y], [xy; y;], aby pFisludny pomér piirastki mél prede-
psanou hodnotu, na pk. § nebo — 4. (Narysujte pfimku o ptede-
psané smérnici.) Provedte také numerické feseni s diskusf.

y—U,
P—y

2. Soustava dvou lineirnich rovnic o dvou neznimych.
Soustavu dvou line4rnich rovnic o dvou nezndmych

ax + by + ¢ =0, )
ax + by +¢c; =0

muZeme feSiti graficky. KaZzd4 z obou rovnic (1) sama o sobé znamené
piimku; tyto pfimky si miZeme narysovat na zaklad& jejich rovnic.
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Protnou-li se ob& ptimky v bodé& [z; y], potom dvojice &isel z, y vyhovuje
obéma rovnicim a tvoii jediné feeni soustavy (1). MiZe se viak také stati,
Ze obé primky jsou rovnobéZné a nemaji Zadny spoleény bod; také se miZe
stati, Ze obé pfimky splynou.

Takto dochazime pomoci analytické geometrie k obecnému vysledku
o feSitelnosti a poétu FeSeni soustavy (1). Jsou tii moZné ptipady; v prvém
pripadé soustava (1) ma pravé jedno ¥eseni, v druhém nema Zadné Feseni,
v tfetim ma nekoneéné mnoho Feseni.

Abychom poznali pii dané soustaveé (1), ktery ze t¥i pfipadu nastane,
je tieba rozhodnouti, kdy obé pfimky dané rovnicemi (1) jsou rovnobézné.
To nastane jednak tehdy, jestlize obé& pfimky jsou rovnobéZné s osou y
(a tedy nemaji smérnice) neboli jestliZe

by =0, by=0 2

nebo jestlize ob& piimky maji smérnice, jeZ si jsou rovny, t. j. jestlize

TH T T @

V obou ptipadech plati rovnice
¢11b2 ——a2b1 = 0. (4)

Obracent jestliZe plati (4), jsou ob& pfimky dané rovnicemi (1) mezisebou
rovnobéZné, t. j. plati budto (2) nebo (3). Nebot’ jestliZe plati (4), mame
dvé moznosti: budto aspoii jedno z ¢isel by, b2 je rovné nule nebo obé tato
¢isla jsou od nuly rizna. Je-li v8ak na pf. by = 0, tu se v prvni rovnici (1)
nevyskytuje y, a proto se v ni vyskytuje z, t. j. mame a; 3= 0. Rovnice
(4) pro by = 0 viak dava a;b; = 0 a jeito ay 4= 0, je by = 0. Tedy pro
by = 0 je také by = 0 a mame (2); podobné pro bs = 0 je také by =0a
zase mame (2). Je-li vSak by == 0, bz &= 0, tu ze (4) snadno soudime na (3).

Tedy v piipadé (4) soustava rovnic (1) budto nemé 2adné feSeni
(rovhice si navzajem odporuji) nebo m4 nekoneéné mnoho feseni (jedna
z obou rovnic je disledkem druhé). Naproti tomu v pfipadé

albg ;azbi =*= 0 (5)

- soustava (1) ma jediné feSeni. Toto FeSeni se sklada ze dvou &isel z, y,
soufadnic prisediktt A = [x; y] obou riznobéingch ptimek pi, pe, urde-
nych jednotlivé ka?da jednou z obou rovnic (1). Nejéastéji uZivana
methoda k urleni feSeni je jiZ ze stfedni $koly znim4 methoda séitaci.
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Pii této methodé, jak znamo, obé& rovnice (1) se kombinuji a utvoi{ se
rovnice

ri(mx + by + ¢1) + rz (aex + b2y + ¢2) = 0. (6)

Zvolime-li jakkoli &isla r4, ry (ne ob& rovna nule), pak rovnice (6) znamena
pfimku, ktera prochazi bodem A, protoZe dosadime-li za x, y souiadnice
bodu A, je vyhovéno obéma rovnicim (1) a tudiZ je vyhovéno také rov-
nici (6). Pii s¢itaci methodé volime éisla rq, re tak, aby z rovnice (6) vy-
padlo budto x nebo y, t. j. tak, aby pfimka uréena rovnici (6) byla rovno-
béZna s jednou z obou os soufadnic.

90.

91.

92,

93.

94

95.

96.

Cviéent.

Rozhodnéte aniZ provadite reSeni, které z nasledujicich soustav majf
jediné re$eni, které Zadné a které maji nekoneéné& mnoho iesenf:

a)x=7_:—y; y=2x—5; b) 20—y=8; 4—y=2Q2 + );

5 1
6@ +1)+501—3y) =22+2= y;’ X
Pro které hodnoty realnych é&fsel m, n, p jsou pfimky dané rovnicemi:
(1) rovnobé&zné ruzné, (2) splyvajici, (3) rttiznobéZné:
a)3rxr—5y +4=0,2—m)x—3ny +3—p =07
b)sz—7=0(m—n)r+(m+ny—m--+p =0?
Co soudite o vzajemné poloze pfimek danych rovnicemi
t+D)x—2y—2 =0,
jestliZe parametr { nabyva viech realnych hodnot?
Pro které hodnoty ry, r, prochazi pfimka o rovnici
rnx+2y—>5)+r,Bz—y+1)=0
a) po&atkem soufadnic? b) bodem [— 3; 2]?
Uréete rovnici pfimky o smérnici 2, jestliZe proch4zf pruse¢ikem pif-
mek o rovnicich
r—5y+1=0,2z+3y+4=0.

Urdete geometrické misto m’ obrazi bodt pfimky morovniciz 4 2y —
— 1 = 0 ve stejnolehlosti (P, ¢), ve které bodu M pf¥imky m odpovida
bod M’'=(3; 4].

Vypoditejte soufadnice pruseéiku K uhloptiéek étytthelnika ABCD,
kde A =[—4; 2], B=[1; —1], C=[5; —10], D=[—5; —3], a
uZitim poméru piirastka linedrni funkce dokaZte, Ze bod K leif
uvnitf dsefek AC, BD. Pak jisté jde o vypukly étyfuhelnik; toto
zjiSté€nf dovedete uZitim opérnych polorovin dokazat je$té jinak.
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97. Pruseéikem piimek 3xz—2y +4 =0, 2x + y—1 = 0 prochazi
ptimka a) rovnobéZn4, b) kolmé& k pfimce o rovnici 4x—5y = 0.
Urdete jeji rovnici.

98. Vycarkujte v roving soufadnic tu jeji &4st, v nfZ leZi body [z; y],
které vyhovuji nerovnostem (jestliZe tiloze vyhovuje i urcita ohrani-
¢ujici ise¢ka nebo po'oprimka, narysujte ji siln&):
a)3dz+2y—5<0;x—2y +1 >0
b)y+320;z+y—5<0;4x—5y + 10 2 0;

)z +2y—1<0;2x—5y+3>0,x+2y—5>0;
dr4+y<0z—y>0,x+55—5>0. -
Je néktera z téchto dloh neteditelna?

99. Jsou dany funkce y = 3x—2, y = 2z + 1. Napidte funkeci, ktera
je a) souétem obou funkénich hodnot, b) rozdilem obou funkénich
hodnot.

Potom dané funkce i funkci vyslednou zobrazte a viimnéte si téch
bodu, v nichZ graf vysledné funkce protina grafy funkcf danych nebo
osu x (jednotkou je 5 mm). Sva pozorovan{i odavodnéte.

Ktery je pomé&r prirastka vysledné funkce?

3. Parabola,
Funkce
y=ax* +bx + ¢

se nazyva kvadraticka celistva funkce, jestliZe a, b, ¢ jsou konstanty
takové, Ze'a == 0. (V ptipadé a = 0 bychom méli linearni celistvou funkei.)
V ¢lanku*) si dokaZeme, Ze graf kvadratické celistvé funkce je t.zv. para-
bola. Parabola vznikne takto: zvolime libovolné bod F a mimo to pfimku
d, ktera neprochéazi bodem F.Parabola je ktivka, ktera se sklada
ze vSech té€ch bodi, které maji stejnou vzdalenost od bodu
F jako od ptimky d. Bod F se jmenuje ohnisko paraboly (latinsky fo-
cus, proto je zvykem uZivati pismene F); pfimka d se jmenuje Fidici
pfimka paraboly (latinsky directrix, proto je zvykem uZivati pismene d).

V nésledujicim budeme zkoumati parabolu za pfedpokladu, %e Fidict
pftmka d je vodorovnd a ohnisko F lezf nad pfimkou d (obr. 9). Budiz o
kolmice spu$téna s bodu F na pfimku d; budiZ D pata této kolmice a
budiz V stied use¢ky FDj; dale budiZ v rovnobé&zka s pfimkou d vedena
bodem V. Je-li A’ soumérny obraz libovolného bodu A podle osy o, maji
oba body A, A’ stejnou vzdalenostod F a tytéz dva body A, A’ majf také
stejnou vzdalenost od d; proto jestlize bod A leZi na parabole, plati totéz

*) Str. 128,
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obodu A’. Tedy parabola je soumérna podle osy o, a proto se pfim-
ka o nazyva osa paraboly. Zfejmébod V lei na parabole; nazyva se vrchol
paraboly. Mimo bod V neleZi na ose o zadny jiny bod paraboly, nebot
jestlize bod X lezi na ose o, je jeho vzdalenost od piimky d rovna XD;

jestlize nynf bod X lezi nad bodem V, t. j. uvnitf polopfimky VF, je
XD > XF a X nele#i na parabole; jestlize bod X leZi pod bodem V, t. j.

uvnitt polopfimky VD, je XD < XF a zase X nelezi na parabole.

[+
o
A A
t + IF
1 v v Z
v j'd P <Y
d D d D :
Obr. 9, Obr. 10.

VySetfujme nyni body, které nelezi na ose 0. Pfedev§im Zadny bod
Y leZici pod pfimkou v nemiiZe leZet na parabole. Nebot' (obr. 10) necht X
je pata kolmice spu§ténés bodu Y na pifimku o. Vzdalenost bodu Y od
pfimky d je rovna vzdalenosti bodu X od pfimky d neboli rovna tseéce
XD, ktera je mensi nez XF, jeZ opét jemensi nez YF. Tedy vzdalenost Y
od d je men$i neZ vzdalenost Y od F, takZe Y neleZi na parabole. Podobné&
(obr. 10) zadny bod Z piimky », mimo bod V, neleZi na parabole. Nebot
vzdélenost Z od d je rovna VD, tedy je rovna tiseéce VF, ktera je mensi
nez ZF. Pfimka v se jmenuje vrcholdva teéna paraboly.

Naproti tomu na kaZdé vodorovné pfimce p, kterd protne osu o
v bodé X, lezicim nad bodem V, jsou dva body paraboly. Nebot' {obr. 11
a, b) vzdalenost kaZzdého bodu pfimky p od piimky d je rovna useéce
XD =r, ktera je vét§i nez XF, t. j. neZ vzdalenost bodu F od ptimky p,
kter4 je tedy seénou kruZnice k opsané kolem bodu F s polomérem r;
kruZnice k protne tedy pfimku p ve dvou bodech A, A’, které ziejmé lezi
na parabole.
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Z toho je patrné, jak lze sestrojiti libovolny poet bodi paraboly
(obr. 12). Vedeme nad pfimkou v fadu ptimek piy, p2, ps - .. s ni rovno-
béZnych ana kaZdé z nich sestrojime na ni leZici body paraboly jako pri-
setiky této pfimky s kruZnici opsanou kolem bodu F s polomérem rov-

’
II o \\
° ’/k . \\\
'll . \
y ey g
' ]
. byt ; Do F |
|
—4‘\ I7
v 4 / v v
\“ 'I/
d D d D
Obr, 11a. Obr. 11b,

nym vzdalenosti pfimky od d. Spojenim sestrojenych bodii dostaneme
pfibliZzny pribé&h ¢&asti paraboly.

Jednoduché vlastnosti paraboly, které jsme si v pfedchézejicim od-
vodili syntheticky, t. j. pfimou geometrickou uvahou, miZeme si také
odvoditi analyticky, t. j. pomoci soufadnic. Za tim u&elem oznadime p
vzdélenost bodu F od piimky d (p se nazyva parametr paraboly); vrcho-
lovou teénu v zvolime za osu z, ptimku o za osu y. Pro bod F mame
F=|0; 4 p]; pftimka d m4 rov-
nici y = —4 p. Vzdéilenost
libovolného bodu [z; y] od
pfimky d je rovna |y + 3 p|a
\ druh4 mocnina této vzdéile-
nosti je rovma (y + % p)%;
druhd mocnina vzdalenosti
bodu [z; y] od bodu F je
rovna 22 + (y — 3% p)2. Tedy
pro kaZdy bod [z; y| na para-
bole je splnéna rovnice

2+ G—3p)P=@+3pP ()

S~ ="

S~
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a obracen& kazdy bod [7: Y], jehoZ soufadnice vyhovuji rovnici (1), le#{ na
parabole. Tedy (1) je rovnice paraboly v neupraveném tvaru. Snadnou
tpravu ji uvedeme na tvar

2py =22 neboli y= Q—II—) . x2, )

Z rovnice (2) je patrné, Ze jestlize bod [z; y] leZi na parabole, platf totéz
o bodu [—=;y], ktery je podle str. 95 soumérnym obrazem bodu [z; y]
podle osy o. Dale je ze (2) patrné, Ze bod V = [0; 0] leZi na parabole, Ze
pro viecky ostatni body paraboly je y > 0, t. j. Ze vSecky tyto body lezi
nad vrcholovou te¢nou v. Posléze je ze (2) patrné, %e kazd4 vodorovna
pfimka leZici nad pfimkou v protne parabolu ve dvou bodech; nebot
rovnice takové primky je y = ¢, kde ¢ je kladné &islo, a z rovnice (2)
uréime dvé& prisluSné hodnoty soutadnice x = 4- lm

Poznamka. Pfi odvozeni rovnice (2) jsme pfedpokladali, Ze ohnisko
lezi nad fidici pfimkou. Provedeme-li v8ak osovou soumérnost s osou v,
dostaneme novou parabolu, jejiZ ohnisko F’' = [0; —} p] lezi pod novou
fidici pfimkou d’, jejiZ rovnice je y = 4 p. Rovnice nové paraboly je
[v. vzorec (3) na str. 95]

—2py =22 neboli y = —2Lp 22, 3)

Cuiéenl.

100. Narysujte vrcholovou teénu v paraboly a v jedné z obou polorovin
vytatych piimkou v zvolte ve vzdalenosti 1,5 ohnisko F.
a) Narysujte body paraboly, které maji od vrcholové teény vzdale-
nosti: 0; 1; 1, 5; 3.
b) Zvolte soufadnicovou soustavu tak, Ze je osa * =v a Ze osa y pro-
chazf ohniskem F; napiste rovnici paraboly. (Jsou dv& moZnosti.)
¢) Vypoctéte souradnice bodi paraboly, které jste sestrojili ve cvic. a).
d) Na parabole leZf bod M = [6; y]; vypodtéte jeho soufadnici y.
Ulohu fre$te také konstruktivig. (Je-li D; =[6; — 1,5], uvaZujte
A MFD,.) A

101, Naértné&te ohnisko a fidicf p¥{mku paraboly o rovnici:
a)4y =a%; b)3x22 +5y=0;c)722—2y =0.

102. Uréete soufadnice bodu paraboly o rovnici 8 y = z2, jehoZ vzdalenost
od ohniska paraboly je 20.

103. Budtez dany odvésny a, b trojihelnfka ABC; kaZdou z nich rozdélte
na n rovnych dilti. Tak na odvésné AC obdrZite body v pofadku
AAjA, ... Canaodvésné CB body v pofadku CC,C, ... B. Oznadte

127



X praseéik pfimky ACk s kolmicf vztyéenou v bodé€ Ay na pfimku
AC. DokaZte, Ze body Xx a body A, B leZi na parabole, kterdA ma
pfimku AC za vrcholovou teénou. (Polopfimku AC zvolte za kladnou
poloosu x; uréete soufadnice bodu Xy a vyluéte é&islo n.)

104, Na zaklade vysledku ptedchoziho cvidenf narysujte body paraboly
o rovnici y = § 22,

4. Kvadraticka celistvd funkce.
JiZ v ¢lanku 3*) jsme si Fekli, Ze kvadraticka celistva funkce ma tvar
y=azx®+bx + ¢ 1)

kde a, b, c jsou konstanty, a £ 0. Po¢n&me zvla$tnim pfipadem d = ¢ = 0,
tedy

y = ax2. (#))
Ze vzorci (2) a (3) na str. 127 je patrné, Ze graf funkce (2) je parabola,
jejiz osou je osa y a jejiz vrcholovou tednou je osa x a Ze obracené
kazda takova parabola je graf funkce tvaru (2), pfi éemZ parametr para-
boly se uréi z toho, Ze

a=:l:§1—p, p>0, @)

tedy p = Ohnisko je F=[0; 4 4 p] = [0; -4%‘-]; Fidici pfimka ma

1
m .
rovniciy = F 4 pnebolil + 4 ay = 0.

M¢jme nyni parabolu s vodorovnou fidicf pfimkou a s parametrem
D, pfi éemZ vrchol paraboly je V = [m; n]. Pfemistime-li poéatek do bodu
V a oznatdime-li z’, y’ nové soutadnice bodu [z; y], bude rovnice paraboly
v novych soufadnicich znit y’ = a-z'2, kde ¢islo a je dano vzorcem (3) se
znamenim plus, je-li ohnisko nad fidici pfimkou, se znamenim minus,
je-li ohnisko pod fidici pfimkou. AvSak podle vzorce (2) na strané
98, je ' =x —m, y’' =y —n, takZe v puvodnich soufadnicich rov-

nice paraholy znf{
y—n=a(x—m? @

neboli

Yy = ax® —2amz + am? + n, CY)
coZ je rovnice tvaru (1). Tedy kazda parabola s vodorovnou fidicf pfimkou
je graf uréité kvadratické celistvé funkce. Obrécené graf kazdé kvadra-
tické celistvé funkce (1) je takova parabola. Abychom to dokazali, je

*) Str. 124,
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tfeba pouze zjistiti, Ze p¥i danych q, b, c, pfi em% a == 0, lze vidy uréiti
m, n tak, aby funkce (1) splynula s funkei (4°).
Podminky pro m, n jsou

_ —2am="b, am?+n=c
a vyhovime jim tak, Ze poloZime

b D
m = ——‘—2—&, n= -—-4—'&, (5)
kde
D =b2—4ac. 6)

Vrchol paraboly je [m:n], kde €isla m, n jsou ddna vzorci ().
Parametr paraboly je dan pomoci(3). Ohnisko leZi nad (pod)
fidici pfimkou, jestlize &islo a je kladné (zdporné). Rovnice

vrcholové teény v nasf paraboly je y = — lea' P¥i kladném a (obr. 13 a)

leZi celd parabola a% na vrchol nad vrcholovou teénou, pfi zdporném a
(obr. 13b) lezi celd parabola a% na v v

vrchol pod vrcholovou teénou. To
znamen aritmeticky, Ze pro a >0

funkce (1) nabyviprox=— ;(—1 mi-

nima(minimum]lat.nejmens$izname-
na nejmens$i hodnotu funkce). Toto

D Proa <0 B

4a v .
funkce (1) nabyvé pro z = __ v
2a Obr. 13a. Obr. 13b.
maxima (maximum lat. nejvétsi

znamen4 nejvétii hodnotu funkce). K tomuto ryze poéetnimu vysledku
jsme dospéli geometrickymi tvahami,muzZeme si jej viak potvrdit poétem.
Za tim téelem vypodteme pFiristek y —y, funkce (1) pfislu$ny prirastku
Z —ux, nezivisle proménné. Z rovnic

minimum jerovné —

y=ax® +bxr+c Yy =azr? +bx;+c
vypotteme
y—u =a@®—n? +b@—=),
neboli

y—uy =@—z)[a(@ + 1) + b]. Q)
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Jestlize [z1; y1] =[m; n] je vrchol paraboly, mame pro a >20 dokazati,
Ze pro kazdé x = z; Cislo (7) je kladné. AvSak

a@+z)+b=a(@—z) + (Rax; +b)
ajeitox; =m =—§bz, jest 2 axy + b =0, tedy

y—uy = a(x _—-xl)zi
coZ je skuteéné kladné pro kazdé x = x;.
Podobné pro a <0, [z;; y1] =[m; n] je ¢&islo y —y, zaporné pro
kazdé z & z1.
Vratme se jeté k rovnici (7) za pfedpokladu, Ze [x1; y1] je zcela libo-
volny bod paraboly. Pro x 5= z; jest
y—un
— a(x + z) +b. 3)
Vyraz (8) je pomér piirustkd funkce y. Geometricky znamena smérnici
seény paraboly, t. j. smérnici piimky, ktera spojuje zvoleny bod paraboly
[z1; y1] s kterymkoli jinym bodem paraboly [z; y]. Polozme ;

k =2axy + 0. ©)

Smérnice seény prochéazeji zvolenym bodem, neni nikdy rovna k, nebot
jinak by bylo ‘
a(z+2x)+b=2azx, +b, tedyz=um,

coZ neni moiné, protoZe pro dva ruzné body [z1; y1], [z; y] na parabole
musi byti x & x,. Jestlize v§ak bod [z; y] na parabole je blizky zvolenému
bodu [z1; y1], je &islo x blizké ¢islu x; a smérnice (8) je blizka &islu (9).
Proto pfimka

y—y =k(x—m), (10)

jejiZ smérnice k je dana vyrazem (9), neni sice se¢nou paraboly, t. j. nema
s parabolou mimo bod [z;; y4] Zadny jiny spoleény bod, ale je limitou
secny (viz aritmetiku, str. 37 a dalsi) v tom smyslu, Ze seény spojujici
bod [z1; y1] s body paraboly dosti blizkymi bodu [z;; y;] maji smérnice,
které se 1isi od &isla k o méné neZ libovolné predepsané kladné &islo. Pra-
vime, e pifimka (10) je te¢na paraboly v bodé& [z; y4].

Podobnou tivahu muZeme provésti také pro grafy jinych funkci neZ
jsou kvadratické celistvé funkce. Smérnice te¢ny grafu funkce se jmenuje
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derivace funkce. Tedy kvadratickd funkce (1) ma pro z = x; derivaci
rovnou ¢islu (9). Podrobnéji si promluvime o derivacich ve 4. tridé.

Poznamka. Je-li [z;; y,] vrchol paraboly, je ¢y = L a smérnice

2a

(9) je rovna nule; to znamen4, Ze teéna paraboly v jejim vrcholu je vodo-
rovné piimka jdouci vrcholem, kterou jsme jiZ na str. 125 nazvali vrcho-
lovou te¢nou paraboly.

105.

106.

107,

108.

109,

Cviéent.

Vrchol paraboly o rovnici y = —2x% 4 52 — 3 1ze urditi upravou
jeji rovnice na rovnici tvaru (4), jak je patrno z tohoto vypodtu:

y+3—2=—2[2—2.2-(%) + (— 9 a tedy

y—i=—2G—9%

vrchol V=/[3; 11, 55 = |—2 |, piHi ¢emZ parabola leZ{ pod fidicf
piimkou. p ’
Podobnym zptisobem vy$etite vrchol V, ohnisko F a rovnici Fidici
piimky paraboly o rovnici: a) y = 22— 8z + 15; b) y = —2a2% + 9;
)y =—6z>—112+4+10;d)y =—922 + 12z + 4.

Je d4na parabola o rovniciy = 322 —5z — 2,

a) Ktery z bodu [0; — 2], [—1; 3], [— 2; 20] leZf na této parabole?
b) Body [2; y,], [x,; 10] leZf na dané parabole; uréete druhou soufad-
nici, vySetite hodnotu derivace funkce a napiste rovnici teény para-
boly v daném bodé.

Zvolte novy podatek P’ soufadnic tak, aby parabola ze cvié. 106 méla
rovnici tvaru y’ = ax’2. Které vztahy plati mezi ptivodnimi a novymi
soufadnicemi bodi roviny ? [Ulohu Fe$te tieba tak, Ze poloZite x = z’4-
+ m,y =y’ + n a zvolite vhodna é&isla m, n.]

Na parabole o rovnici y = 322— 6z + 7 je dan bod A =[x, = 2;
y,]. PHimym vypoétem urdete hodnotu poméru piirastka -——-—i—l
— %

v bodé& A pro hodnoty x == z;. Odvodte odtud podobné jako v textu
hodnotu derivace v bodé& A.

Body M = [z,; y,], N =[x,; y,] leZi na parabole o rovnici y = ax? +
+ bx + ¢; budiZ S =[z’; y’] stied tsecky MN.

a) DokaZte, Ze stfedy S viech useéek MN, které jsou navzijem rovno-
b&Zné, leZi na urdité ptimce p rovnobéZné s osou paraboly.

b) Doka#te, %e v priaseéiku pfimky p s parabolou je tedna k parabole
rovnobé&zna s pfimkou MN. [UtZijte vztahu (8) na str. 130.]
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5. Kvadratick4 rovnice.
Z 1. t¥idy je nam znamo, Ze kvadratick4 rovnice
a2 + bx +c=0 1)

s redlnymi koeficienty a, b, ¢ (¢ & 0) ma dva razné realné kofeny pro
D >0, jediny realny kofen pro D = 0 a nemi Zadny realny kofen pro
D <0, jestlize

D=0b—4ac @)

znamend diskriminant rovnice (1). Je velmi dobrym piikladem na sou-
vislosti mezi algebrou a geometrif zjistit, Ze pfipomenuty aritmeticky vy-
sledek se d4 odvodit z geometrickych vysledku pfedchoziho ¢lanku. Pii
tom budeme pro uréditost predpokladati, Ze €islo a je kladné. VSimnéme
si funkce

y=ax? + bxr 4 c. ®3)
Vime, e graf této funkce je parabola s vrcholem
b D
2’ el | @
jejiz vrcholova te¢na m4 rovnici
D

Jezto &islo a je kladné, leZi cela parabola aZ na vrchol (4) nad vrcholovou
te¢nou a kazda vodorovna piimka leZici nad vrcholovou teénou ma s pa-
rabolou dva spoleéné body. Porovname-li viak (1) a (3), vidime, Ze jest-
lize x je kofen rovnice (1), je bod [x; 0] priuseéik osy x s parabolou a
obracené. Nyni osa x je vodorovna piimka, kterd pro D > 0 leZi nad
vrcholovou teénou (5), a proto protne parabolu ve dvou bodech [z; 0],
odpovidajicich dvéma ruznym koi'entim rovnice (1), a pro D < 0 leZi pod
vrcholovou teénou, a proto nem4 s parabolou Zadny spole¢ny bod v sou-
hlase s tim, Ze rovnice (1) neméa Zadny realny kofen; pro D =0 osa z
splyne s vrcholovou teénou a ma s parabolou spoledny pouze vrchol
[——- 2%; O] v souhlase s tim, %e rovnice (1) ma jediny kofen x = —5a

Jestlize kvadraticka rovnice (1) ma realné kofeny, je moZné uréit
tyto kofeny graficky tak, Ze narysujeme graf funkce (3) a zméfime sou-
fadnice jeho pruseéiki s osou z. Je vSak vyhodné&jsi postupovat jinak,

132



Pro urditost budiZ a > 0. Narysujeme si (obr. 14) graf funkce

‘ y = ax? (6)
a graf linearni funkce
= —bxr —c. @)

Prvni graf je parabola v zakladni poloze (s vrcholem v podatku a s osou
v ose §); druhy graf je piimka p. Je-li A = [r; y] priseéik paraboly s pfim-
kou p, je vyhovéno obéma rovnicim
(6), (7) a z toho plyne ihned, Ze je
vyhovéno také rovnici (1), t. j. sou-
fadnice x bodu A je kofenem rov-
nice (1). Obracené, je-li ¢islo x ko-
fenem rovnice (1), vypolteme y
z jedné z obou rovnic (6), (7); pak
je vyhovéno také druhé z téchto

rovnic a bod [z; y] je pruseéik para- v N
boly s ptimkou p.
Pfi tomto zpiisobu stadi nary- Obr. 14,

sovat jedinou parabolu a miZeme
graficky uréit kofeny ka?dé kvadratické rovnice (1), v které koeficient a
ma danou hodnotu, at’ jiZ koeficienty b, ¢ jsou jakékoli. P¥i tom omezeni, Ze
hodnota koeficientu a je déna, je zcela nepodstatné; nebot’ rovnice ar? +
+ bz + ¢ =0 ma tytéZ kofeny jako rovnice raz? + rbxr + rc = 0, kde
r % 0, a vhodnou volbou &initele r nabude koeficient ra jakékoli hodnoty
razné od nuly.

Zkoumejme pruseciky paraboly dané rovnici (6) se viemi pfimkami
danymi rovnici tvaru

kde smérnice k je dané ¢islo, ale konstanta ¢ se od pfimky k pfimce méni.
Vsecky nage piimky jsou mezi sebou rovnobé’né, ale nejsou rovnobézné
s osou paraboly. Je-li [x; y] prisecik paraboly (6) s pfimkou (8), je ¢islox
kofenem kvadratické rovnice

ar? —kx —q =0, 9)
jejiz diskriminant je roven

k2 + 4 aq. (10)
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Je pravé jedna hodnota ¢isla g, pro kterou diskriminant (10) je roven

nule. Prislu$na pfimka (8) ma rovnici :
k2

Yy =kr— ia (11)

Z toho plyne, Ze existuje prdvé jedna te¢na t paraboly, kterd md pfedepsany

smér dany smérnici k; tento smér je libovolny aZ na to, %e lo nenf smér osy

2

paraboly. Hodnota &isla ¢ pfislu$na teéné { byla ¢ =—g1g Pro tuto

hodnotu q je diskriminant roven nule. JeZto v3ak éislo a je kladné, diskri-
minant (10) se zmens$i, zmen$ime-li g. Proto pro
k2
9 ~"%a )
diskriminant (10) je kladny, rovnice (9) ma dva rizné reilné kofeny a
pfimka (8) je secna paraboly; protne
jive dvou bodech. Je-li v§ak

< — ia ,.

diskriminant (10) je zAporny, rovnice
(9) nema 2adny redlny kofen a pfimka
(8) je nesecna paraboly; nema s para-
bolou z4dny spole¢ny bod. Te¢nat délf
(obr. 15) rovinu na dvé poloroviny;
kazda primka rovnobéZna s {, ktera
lezi uvnitf jedné z téchto polorovin (té,
ktera je nad f), je seénou paraboly,
kdeZto kazda pfimka rovnobéznai s ¢,
Obr. 15, které leZi uvnitf druhé poloroviny, je
nesecnou.

Cviéent.

110. Napiste rovnici paraboly, kterd ma osu rovrobé&Znou s osou y a ktera
protina osu x v bodech [z;; 0], [x,; 0], pfi éemZ &isla xy, «, jsou kofeny
rovnice:
a)6x?+52z2—6=0; b) —4x*+122—9=0;c) 22°—62zx +
+ 5 =0.

Kolik je takovych parabol, které vyhovuj{ tloze? Zobrazte n&které
z nich. Kde leZi jejich vrcholy?
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111.

112.

113.

114.

115.

116.

117,

Ve cvié. c) jsou hodnoty z,, x, imaginarn{ éisla; jaky to ma geome-
tricky vyznam? (Nesmé$ujte imaginarni soufadnice se zobrazenim
komplexnich ¢&isell)

Rozhodnéte, aniZ podlitate souradnice pruseéikii, které z parabol ve
cvié. 105, majf s osou x dva spoleéné body nebo jediny nebo nemajf
Z4dny spoleény bod.

Viechny paraboly o rovnicich ry = ax? + bx + ¢ (pro kaZdé realné
r == 0, pfi ¢emZ a 5= 0, b, ¢ jsou libovolna reilna &isla) protinaji osu
v tychZ bodech. DokaZte.

Pomoci paraboly o rovnici y = 22 nebo y = — 1 22 a vhodné piimky
urcete graficky kofeny rovnice:

a)222—z—10 = 0; b)az? +x—6 = 0;

c)3x2—zx—6 = 0; d)y4x2—12z 4+ 9 = 0;
e)2x2—3z 46 =0; - f)3x2—22—9 = 0.

Na parabole o rovnici y = 322 — 6 x + 7 je dan bod A =[x, = 2; y,]

(viz cvié. 108). Bodem A vedte pfimku t o rovnici y = kx + ¢ a urcete
hodnotu smé&rnice tak, aby pfimka ¢ méla s parabolou spoleény pouze
bod A; napiste rovnici pftimky. Vysvétlete, pro¢ je tato pfimka te¢nou
paraboly? [Re$te ob& rovnice tak, ze vylouéite ¥ a poloZt: deskrimi-
nant vysledné rovnice rovny nule.]

Je dana parabola y = —22—2x + 3. a) Vrovnici y = —4z 4 ¢q
pifimky uréete hodnotu ¢ tak, aby prislu§né pfimka t méla s parabolou
jediny spoleény bod. Vysvétlete, pro¢ je tato pfimka teénou paraboly.
b) DokaZte, Ze pfimka t rozdéluje viechny piimky s || ¢t na dvé sku-
piny, z nichZ kaZda leZi v jedné z obou polorovin vytatych pfimkou ¢.
Piimky jedné skupiny jsou seény a piimky druhé skupiny jsou.ne-
seény.

Ulohu feste také obecné.

Hmotny bod M byl vrZen z bodu P vodorovn& ve smé&ru PX rychlost{
¢ a soudasné& zaéne svisle padati ve sméru PY (bez odporu prostfedf).
DokaZte, Ze dridha bodu je polovina paraboly; tato parabola ma
ptimku PX za vrcholovou teénu v a pfimku PY za osu. [Bod P zvolte
za pocatek soustavy soutadnic; polopfimka PX udava kladny smysl
osy z a polopfimka PY udava zaporny smysl osy y. Pro body [z; y]
hledané drahy platf x = cf, y = — % gi2 (kde g tihov# zrychleni; é&as
t{ proménny parametr), jsou parametrickym vyjaddfenim paraboly,
jejiZ osou je osa y a jejiZ vrchol je soutadnicovy pocatek.]

Pi#i podobném umisténi soustavy soufadnic jako v predchozim cvi-
¢enf feSte tlohu: Hmotny bod M =|[x; y] byl ve svislé roviné vrZen
z podatku P soutadnic v éase = 0 rychlosti ¢ pod vy$kovym tthlem P.
a) VySetite dridhu bodu M za predpokladu, Ze neni odporu prostiedi.
(Pohybuje-li se bod M nejprve v 1. kvadrantu, plati x = ct- cos ¢,
y = clsin p — } gt2).
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b) Uréete dobu T a vy$ku ! vystupu.
c) Urlete dalku vrhu, pfislu$nou dobu ¢’ a tihel, pod nfmZ bod M do-
padne na vodorovnou rovinu vedenou bodem P.

6. KruZnice.

Je-li d4n bod S =[m; n] a kladné &islo r, potom kruZnice (S, r) se
stfedem S a polomérem r se sklada z téch bodu [z; y], jejichZ vzdalenost
od stfedu S se rovna poloméru r. Tedy jestlize bod [z; y] leZi na kruZnici
(S, r), plati rovnice

(e —m)? + (y —n)2 =12 - M
a obraceng, jestliZe plati rovnice (1), leZi bod [x; y] na kruZnici (S, r). Tedy
(1) je rovnice kruZnice (S, r). Rovnice (1) se da upraviti na tvar

2+ +ar+by+c=0, (#))

kde
a=—2m, b=—2n, 3)
¢c=m? + n% —r2, 4)

Obré4ceng, je-li didna rovnice tvaru (3), v které a, b, ¢ jsou dané konstanty,
hledejme podminky, kdy (3) je rovnice kruznice. Za tim éelem se sna-
#ime urdit m, n, r z rovnic (3) a (4). Z rovnic (3) uréime vZdy jednoznaénd
m, n: :

m=-—%a n=-—%}b; ()
potom upravime rovnici (4) na tvar
r2=1(a2 + b2 —4¢c). (6)
Je-li
a? +b2—4¢>0, )

1ze kladné ¢&islo r jednoznaéné uréit z rovnice (6). Tedy plati-li (7), je (2)
rovnice kruZnice; soufadnice stfedu jsou ¢isla (5) a polomér r > 0 se uréi
ze (6). Neni-li vSak splnéna podminka (7), neni (2) rovnice kruZnice a
viibec to neni rovnice Zadné ¢ary. Nebot rovnici (2) 1ze v kazdém piipadé
upraviti na tvar

(x+§-)2+ (y+—g—)2=% (a2+b2-—-4c). ©®

Levarovnice strana (8) je rovna nule, dosadime-li za z, y soufadnice bodu
[—3% a; —3 ), a je kladn4, dosadime-li za z, y soufadnice kteréhokoli
jiného bodu. Je-li tedy a2 + b2 —4 ¢ = 0, vyhovuji rovnici (8) pouze
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soufadnice jediného bodu, a je-li a® + p2 —4¢<<0, nelze této rovnici
vibec nijak vyhovét redlnymi &isly z, y.

Je-li dana jakakoli kruZnice, miZeme jeji stied zvolit za potatek
soufadnicové soustavy; rovnice kruZznice ma potom jednoduchy tvar

2 + y? =r2, )
BudiZ dana je§t& pfimka linedrnf rovnici
ax + by + ¢ =0. (10)

Vime ji? ze stiedni §koly, Ze vzajemna poloha kruZnice (9) a pfimky (10)
miZe byti troji. Pfimka (10) je seénou kruZnice (ma s ni dva spoletné
body), je-li jeji vzdalenost od poéatku P mensi nez r; piimka (10) je teé-
nou kruZnice (masni jediny spole¢ny bod), je-li jeji vzdalenost od Provna
r; pfimka (10) je neseénou kruznice (nema s ni 7adny spole¢ny bod), je-li
jeji vzdalenost™od P vétsi neZ r. Je zajimavé potvrdit si spravnost téchto
vysledki methodou analytické geometrie. Provedeme to za piedpokladu,
Ze piimka (10) neni rovnob&Zné s osou y, t. j. Ze b &= 0.

Mame zkoumat polet prisecikti dané kruZnice a dané piimky. To
znamena, Ze mame zkoumat podet realnych fefeni soustavy dvou rovnic
(9), (10) o dvou neznamych z, y, Kazda z obou rovnic soustavy znamené
uritou ¢aru (vnaSem pfipadé rovnice (9) znamena kruZnici, rovnice (10)
znamena piimku). KaZdé reSeni soustavy se sklada ze dvou é&isel z, y,
ktera jsou soufadnicemi jednoho pruseéiku [r; y] obou éar, a obricené
souradnice kazdého pruseéiku obou ¢ar tvoii jedno reSeni soustavy.

V nasem piipadé jedna z obou rovnic (10) dané soustavy je linearni.
V takovém piipadé se pii hledani e$eni postupuje tak, Ze se uZije linearni
rovnice k uréeni vyjadreni jedné z obou veli¢in z, y pomoci druhé; toto
vyjadieni dosadime do nelinedrni dané rovnice a dostaneme jednu rov-
nici o jedné neznamé, kterou je tfeba r'eit. Tento zplsob Fedeni soustavy
se jmenuje vylouceni jedné neznamé; jestliZe na pi. uZijeme linearni rov-
nice k tomu, abychom vyjadrili y pomoci z, vylou¢ime nezndmou y a pro
neznamou x dostaneme v naSem piipadé kvadralickou rovnici, kterou
umime FeSit. Tohoto zpusobu FeSeni soustavy dvou rovnic o dvou nezna-
mych, z nichZ jedna je linedrni, miZeme uZit i v tom piipadé, Ze nelinearni
rovnice ma tvar

ux? +vzxy +wy? + pr +qy +s=0,
kde pismena u, v, W, p, ¢, s znamenaji dan ¢isla.
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Vratme se k soustavé rovnic (9), 10). JelikoZ pfedpokladame b = 0,
miZeme vyloudit y. Z rovnice (10) najdeme :

_y=~%x—%. @11)
Dosadime-li do rovnice (9), dostaneme po snadné tpravé kvadratickou
rovnici
(a2 + b)) a2 + 2acx + c2—br2 =0 (12)
s diskriminantem
. D = (2 ac)?2 —4 (a? + b?) (cz2 — b2r?),
ktery snadno uvedeme na tvar
D = 4b%*[(a® + b2) r2 —c?]. (13)
Podle ¢lanku 7 na str. 118 je
le] . (14)
V& + 52
vzdalenost pfimky (10) od po¢atku. Je-li tato vzdalenost mensi neZ r, je
—02—:_2—1)—2— <r2 neboli ¢ < (a? + b2)r2;
diskriminant (13) je kladny a rovnice (12) ma dva realné kofeny z; ke
kazdému z uréime y podle (11) a obdrZime feSeni soustavy (9), (10). Tedy
tato soustava mé dvé realna feSeni, pfimka (10) ma s kruZnici (9) dva
prusediky a je seénou kruZnice. Je-li vzdalenost (14) rovna r, je diskrimi-
nant (13) roven nule, rovnice (12) m4 jediné i'eSeni a piimka (10) je te¢nou
kruznice (9). Je-li vzdalenost (14) vétsi neZ r, je diskriminant (13) zaporny
a pfimka (10) je nese¢nou kruZznice (9).
Poznamka. Na feSeni soustavy (9), (10) (v které nyni bude r = 1)
Ize pi‘evésti feSeni goniometrické rovnice
acosep + bsing +¢c=0 (15)

s neznamou ¢. PoloZime-li totiZ

r=cosp, y=sing, (16)
musi mezi z, y platit vztah
r2+yp=1 17)
mimo to musi platit rovnice (15), kter4 podle (16) nabude tvaru
ar + by + ¢ =0. (18)

Regeni rovnice (15) je tim p¥evedeno na FeSeni soustavy (17), (18).
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118.

119.

120.

121.

122,

123.

124.

125.

126.

127,

128.

Cvitent.

Napiste rovnici kruZnice k o stfedu S a poloméru r, jestliZe je

a) S=[0;0};r =5;b) S =[—15; —9]; r = 13.

Vysetite, ktery z boda [— 3; — 4], [—2; — 9], [4; — 3] je bodem
kruZnice k.

Napiste rovnici kruZnice o stfedu S, ktera prochizi danym bodem M,
aniZ budete pocitat polomér kruZnice. Je dano:

a) S=[—6; 8], M=[0; 0]; b) S=[m; 2m], M=[4 m; —2m],
kde m je dané realné ¢islo.

Co je geometrickym mistem bodu = + iy, o nichZ plati

a) |z +iy| =r;b) |(x + iy) —(m + in) | = r, kde x, y jsou redlna
éisla a m, n, r > 0 jsou realné konstanty?

VySetfte stied a polomé&r kruZnice o rovnici:

a)a? + y2—4zx = 0; byz22+y2 +6y—7 =0;
)2+ Yy —8x+6y=0;, d)x2+y2—4x+6y+4=0.

V kterém piipad& kruZnice neexistuje? (Vypolty provedte tak, Ze
danou rovnici upravite na rovnici (1); srovnej se cvi¢. 105.)

Jak zrovnice kruZnice poznéate, Ze kruznice a) m4 stfed na ose x, b) mé
stfed na ose y, ¢) prochizi po¢atkem soufadnic. Sledujte vysledky
svych zavérti na kruZnicich ze cvié. 121.

Rovnici 22 + y2=0 vyhovuji soufadnice jediného bodu [0; 0]; odii-
vodnéte. NEkdy fikdme, Ze je to rovnice nulové kruZnice; co tim
rozumime?

Bod M =|xy; Yol lezi a) uvnit¥, b) vné kruZnice 22 + y2 — 12 = 0,
jestlize plati a) 2, + y?, < r?, b) %, + y2, > r® a obracené. DokaZtel
Zobecnéte tento vysledek uZitim zakladni véty analytické geometrie
i na kruZnici o rovnici (2).

Urcete rovnici kruZnice jdoucf body A =[0; 1], B=][1; 1],

C =[2; — 2] a rozhodnéte, zda podatek soufadnic P leZi uvnitf kruZ-
nice.

Uzitim analytické geometrie dokaZte, Ze kruh je konvexni utvar.
(Zvolte poéatek soufadnic P ve stiedu kruZnice a uvaZujte uselku
[z15 U1ls [x2; Y,)s jejiZ krajni body patif kruhu; dokaZte, Ze cela usecka
leZi uvnitt kruhu. UZijte rovnic (6) ze str. 113.)

Rozhodnéte, za kterych podminek je piimka axr + by + ¢ = 0:
a) se¢nou, b) teénou, c) neseénou kruZnice o rovnici (1).

[Pretvoite podminku (14); bod P’=[m; n] zvolte za novy soufadni-
covy podatek a napiSte rovnice obou ¢ar.]

KruZnice [ m4 rovnici 22 + y2—4zx + 6y —12 = 0.

a) Na kruZnici [ leZi bod T =[— 1; 1]. Piedeviim se presvédéte, Ze
pfimka o rovnici x = — 1 protina kruZnici ve dvou riznych bodech.
Potom bodem T vedte pfimku s o rovnici y = kx + ¢ a urcete hod-
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notu smérnice tak, aby pfimka s méla s kruZnicf jediny spoleény bod.
Dokazte, Ze takto uréena pfimka je te¢nou kruZnice.

b) Ur&ete rovnici ptimky, kter4 ma smérnici — 3 akruZnici ! protin4
v jediném bodé.
. 129. Predchozf cvideni 130 feite uzitim parametrického vyjadienf ptmky.
130. Reite goniometrickou rovnici acos ¢ 4+ bsin ¢ + ¢ = 0 methodou
naznadenou v textu; je dano:
a)a=2>5,b=5¢c=—1,
b)a=3,b=—4,¢c =—5.
Ja=b=1,¢=—2]2.
131, Stanovte podminky Fe$itelnosti goniometrické rovnice (15) ze str, 138.
Vysvétlete gcometricky vyznam téchto podminek.

III. Trigonometrie.

1. Sinova véta.

Goniometrické funkce, s kterymi jsme se pritb&€hem vyulovéni opé-
tovné setkali a jejichZ nejvétsi dileZitost je v tom, Ze se vyskytuji pfi
studiu periodickych zjevi ve fysice, byly ptivodné vymySsleny za téelem
vypoétu zakladnich prvku trojuhelnika (stran a, b, ¢, uhli @, 8, ¥) na za-
klad& zndmych hodnot tif znich. Vzorce, na kterych jsou zaloZeny takové
vypoéty, tvoii t. zv. trigonometrii (slovo Feckého ptivodu, znamené nauku
o méfeni trojuhelnika). Seznidmime se nyni s hlavnimi trigonometrickymi
vzorci.

Predev$im si pfipomeiime, Ze mezi tfemi thly trojuhelnika plati
znamy vztah

a+pf+y=nm. ¢))

Jeztoa > 0,8 >0,y > 0, plyne z (1), Ze aspoti dva ze t¥i uhli a, B, ¥ jsou
ostré (mensi nez } n). Tieti uhel je ostry nebo pravy nebo tupy. Déle si
pripomeiime, %e pro ostry uhel g ¢isla cos @, sin @ jsou kladna a mensi nez
1, dale Ze pro pravy uhel 3 & plati cos 3 # = 0, sin 3w = 1, posléze ze
pro tupy uhel ¢ plati

cos ¢ = —cos (& — @), sin ¢ = sin (x — @),

takZe &islo cos ¢ je zaporné a ¢&islo sin ¢ je kladné.
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Jednim z nejzékladnéjSich trigonometrickych vzorci je t. zv. sinové
véta, ktera pravi, Ze viecky tfi zlomky
siz a’ sifx B’ si: @
4
jsou si rovny. DokéaZeme si sinovou vétu s timto dopliitkem: Spole¢na hod-
nota viech t¥i zlomki (2) jerovna 2 r, kde r znamené polomér kruz-
nice opsané.
Vysetieme nejprve pravotihly troj-
thelnik s pieponou ¢, tedy y = i,
sin y =1 (obr. 16). Méme dokazati, Ze

a b

sina sin =

c=2r.

Predevsim je podle definice sinu ostré-
ho thlu

sina =%, sin B =—I:—.
Mimo to je nAm znamo jiZ ze stfedni
§koly, Ze u pravoithlého trojuhelnika
stfed O opsané kruZnice je ve stfedu Obr. 16.
piepony, takZe ¢ =2r. Tim je pro
pravouhly trojihelnik vie dokazano.
Obratme se k obecnému pfipadu! Mame vlastn& dokazati tfi vzorce,

a to
a b
sina =27 sm,B—dzr’
.c =2r.
sin y

Aviak tyto tfi vzorce se navzijem
li§i pouze oznacéenim a staéi tedy do-
kazati prvni z nich. Je-li a thel pra- -
vy, je vzorec jiz dokazan. Je-li a uhel
osiry (obr. 17), vezmeme na pomoc
bod A’, ktery na kruZnici opsané
AABC je protéjsi k bodu B. Podle
Obr. 17. Thaletovy véty ma AA'BC pii
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vrcholu € uhel pravy; mimo to podle véty o obvodovém thlu oba troj-
tihelniky AABC, A A’BC maji proti spoleéné strané a = BC co do veli-
kosti tyZ uhel a. Jezto veliéiny a, a, r jsou danému A ABC a pravotihlému

AA'BC spoletné a jezto pro pravoihly AA’BC vzorec . 2rje
spravny, musi byti spravny i pro AABC. sin a

Je-li a uhel fupy (obr 18), je dikaz skoro stejny. V pravouhlém
AA'BC pti vrcholu A’ nyni sice ne-
méame thel rovny a, nybrz uhel rovny
o' = —a, takZe sina = sina’ a ji-
nak dikaz zistava tyz.

Chceme-li dokazati pouze sino-
vou vétu bez doplitku, ¢emu se rovna
spole¢nd hodnota vSech tfi zlomku
(2), miZzeme postupovati také jinak.
Mame dokazat, Ze vSecky tfi zlomky
(2) jsou si rovny. Stadi vSak dokazat
jen jednu rovnost

a_b

obr. 18. sina  sinf’
protoZe rovnosti

®

a c b ¢

sina  siny’ sinf ~ siny

jsou pouze formalné riizné, t. j. li§i se od rovnosti (3) pouze oznadenim.
Rovnost (3) v8ak m4 tyZ vyznam jako rovnost a sin f§ = b sin a. Staédi
tedy dokazati, Ze

b sin a = v, asin f = v, )
c e Cc c

Ph a

A B A P B
Obr. 19a. Obr. 19b. Obr. 19c.
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kde v, znamena vysku A ABC ptislu$nou strané c. Obé& rovnosti (4) jsou
opét pouze formalné rizné, takze stadi dokazati pouze prvni z nich, tedy

bsina = v.. ()

Oznalme P patu vy$ky v, takie v, = CP (obr. 19a pro a =} =,
obr. 19b pro a << 3=, obr. 19¢ pro a >} x). V ptipadé obr. 19a je
sin @ = 1 a vy$ka v, splyne se stranou b, takze (5) je ziejmé. V piipadé
obr. 19b mame v pravouhlém AACP pieponu b, odvésnu v. a proti ni
uhel a, takze (5) vyjde z definice sina pro ostry ihel a. TyZ postup da
v pfipadé obr. 19c, Ze b sina’ = v, kde a’ je uhel pravouhlého AACP
proti odvésné CP; jest a’ = n —a, tedy sina’ = sinq, takZe (5) plati
i v tomto piipadé.

Jestlize 4 znamen4 obsah A ABC, plati znimy vzorec 4 = % ¢ - v;
dosadime-li za v, z (5), dostaneme vzorec

4 =3} besina. (6)
Samoziejmé plati také vzorec
A=1%acsinf, 4 =%absiny,
které jsou pouze formalné rizné od (6).

Cvicent.

V daldich cviéenfich, pokud nenf jinak uvedeno, jsou a, b, ¢ strany,
a, B, y uhly trojihelnika ABC; r, ¢ zna¢i poloméry opsané a vepsané
kruZnice, 4 jeho obsah.

132. V kterém pomé&ru jsou strany trojuhelnika ABC, jestliZe platf:
a)a B:y=3:4:5;b)a:p:y=1:2:3;c)sina =1} 1/1—0-; sin g =
=1 J152

133. Budte? o', §’, y’, 6’ stfedové whly pislu$né ke strandm a = AB, b =
= BC, ¢ = CD, d = DA tétivového étyrihelnfka. DokaZte, Ze plati
a:b:c:d =sin}a’ :sin {p’ :sin §y” : sin 161 :

134. Uréete obsah rovnobéinfka ABCD, je-li ddano a = AB b= BC
y = < BCD.

135. Ve vypuklém é&tyrtthelniku ABCD jsou déany uhlopiieky ¢ = AC,
f = BD a jeden jejich thel w. DokaZte, Ze obsah étyrthelnika je
P = }ef sin .
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2. Kosinova véta. Zikladni dlohy o trojihelniku.

Vedle sinové véty je v trigonometrii velmi dileZita také kosinova
véta vyjadiena vzorci

2 =a% + b2 —2abcosy, 1)
a% = b? + ¢2 —2bccos a, 1"
b2 = a2 4 ¢z —2accosf, (1)

které jsou pouze formalné ruzné, takze staéi odvodit pouze vzorec (1).
Je-li y = } n, ptejde vzorec (1) ve zndmou Pythagorovu vétu ¢2 = a2 +
+ b2, Kosinova véta se da odvoditi
rozmanitymizpusoby. UZijeme zna-
mych vzorci zanalytické geometrie.
Umistime (obr. 20) A ABC tak, aby
vrchol C byl poéatkem soufadnico-
vé soustavy, aby bod A leZel na
kladné ¢4sti osy x a aby bod B leZel
nad osou z. Je tedy C = [0;0],
A = [b; 0] a podle vzorce (6) na
strance 10) je B =[acos y; asin y],
Vzdalenost ¢ = AB je d4na vzor-
cem (3) ¢lanku 3, str. 99; je tedy

¢z = (a cos y —b)2 + (asin y)2.

Pfipomeneme-li si, Ze cos2y + sin2y = 1, dostaneme po snadné upravé
vzorec (1).

Uzitim sinové a kosinové véty snadno rozies$ime zdkladnt dlohy o troj-
tihelniku odpovidajici znAmym vétam sus, usu, sss, Ssu o uréenosti troj-
thelnika. Poéneme vétami usu, Ssu, u kterych vysta¢ime se sinovou vétou.

I. Podle véty usu je AABC uréen, zname-li a, 8, y. Uhel a uréime
pomoci vztahu a + f# + y = . Potom uréime strany b, ¢ podle sinové véty,
ktera dava

sinf - c— gy,
sin a sin a

II. Podle véty Ssu je AABC urden, zname-li a, b, a, pfi CemZ a > b.
Pro vypocet uhlu f mame podle sinové véty

. b .
sin 8 =-a-sma;
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jezto a > b, neni b nejvétsi strana, a proto B neni nejvétsi thel; je tedy
pB thel ostry a jeho velikost je jednoznaéné uréena, zname-li sin 8. Dale
vypoiteme Ghel y ze vztahu a + f + y = zn a posléze uréime c ze sinové
véty

sin sin
a—Y neboc=b.y.
sin a sin

Dobrou zkouskou spravnosti je vypocitat ¢ obéma zpisoby.

ITI. Podle véty sss je AABC uréen, zname-li a, b, c. Uhly a, 8, y lze
uréiti tak, Ze vypotteme jejich kosiny podle (1), (1), (1”’). Zkouskou sprav-
nosti je vztah a + § + y = z. Prakticky je pohodlInégjsi uré¢it podle kosi-
nové véty pouze nejvétsi uhel (ten leZi proti nejvétsi strané) a potom
uréit ostatni ulohy podle sinové véty jako ve II.

IV. Podle véty sus je AABC uréen, zndme-li a, b, y. Nejprve
uréime ¢ podle kosinové véty (1). Podle sinové véty je potom

sing = -% sin p, sin f = % sin y, @)

z “ehoz méame podle tabulek uréit a, f. Jest uvaziti, Ze zname-li sin q, je
tithel a uréen dvojznaéné, dokud nevime, zda je ostry ¢i tupy. Avsak thel
trojihelnika je ostry, neleZi-li proti nejvétsi strané. Je-li na pi. a 2 b, je
thel § jisté ostry a je jednoznaéné uréen druhym ze vzorcu (2). Zname-li
B, vypoéteme a ze vztahu a + f + y =z a prvého ze vzorcii (2) uZijeme
pouze ke kontrole spravnosti. JestliZe oviem thel y neni ostry, jsou oba
uhly a, B jisté ostré a miZeme zaéit kterymkoli z obou vzorcii (2).

Nasobeni a déleni potfebna pii vypoétech podle sinové véty prova-
dime obyéejné logaritmicky. Naproti tomu neni kosinova véta vhodna
pro logaritmické potitani, a proto se v praxi pfi tlohach III, IV uZiva
jinych vzorcd, které pozname v nasledujicich ¢lancich.

Pro zrychleni logaritmického potitani je ve vasich pfiruénich tabul-
kéch vedle zndmé tabulky hodnot goniometrickych funkei také tabulka
Jogaritmi téchto funkei, opét zaokrouhlenych na 4 desetinna mista, pro
ostré hly postupujici po 10’. Uprava tabulky je zcela obdobné tpravé
tabulky goniometrickych furkei samotnych. Jelikoz pro kazdy ostry
thel a jsou &isla sin @, cos a mensi neZ 1, jsou "ejich logaritmy zaporné;
rovnéZ &isla logtg a jsou zaporna pro viecky thly a < }z. Proto jsou
v tabulce logaritmi goniometrickych funkei vSecky uvedené logaritmy
zvétieny o 10; k tomu jest ve vypodtech prihliZeti. Tabulky miZeme uZit
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jednak k tomu, abychom k danému uhlu uréili logaritmy jeho gonio-
metrickych funkeci, jednak k tomu, abychom ze znimého logaritmu né-
které goniometrické funkce uréili uhel.

Atkoli v tabulce jsou pfimo udany hodnoty logaritmi goniometric-
kych funkci pouze pro uhly postupujici po 10, je mozné uzitim interpo-
lace ur¢it tyto logaritmy pro uhly postupujici po 1’; interpolace dé&je se
stejné jako u jinych tabulek. Nebudeme se tim dale zabyvati. Upozor-
nime pouze na to, Ze vét§i piesnosti vypoéti lze pohodInéji neZ interpo-
laci docilit uzitim piesnéjsich tabulek, Ze vSak piesnost poéetniho vy-
sledku nezavisi pouze na presnosti tabulek, nybrz hlavné a piedeviim na
tom, s jakou pfesnosti byly zméieny ty veliéiny, na jejichZ zakladé se po-
moci matematickych vzorct uréuji veli¢iny dal§i. Nemé proto smyslu
udavati velikosti thli s piesnosti v&tsi neZ je ta, kterd odpovida pies-
nosti délek. Da se dokazati, Ze omezime-li se na trojihelniky, které nejsou
prili§ ,,ploché‘’, ptresnéji fedeno, na trojuhelniky, jejichZ kazdy dhel je
vé&tsf nez 109, nema smyslu udavat Ghly piesnéji nez na 10’, jestlize pii
piimo méfenych délkach se miZeme dopustit chyby dosahujici } 9%, mé-
fené délky; jestlize vSecky uhly trojihelnika jsou vétsi nez 309, potom
presnost uhli na 10’ odpovida chybam méfenych délek nedosahujicim § 9%,

Cvitent. .

136. V trojuhelniku ABC je dano a, b, y. BudiZ A’ pata vysky v, spusté&né
s bodu A na stranu BC; oznacte p = A’B, ¢ = A’C. Podle Pythago-
rovy véty je ¢* = v?, 4 p3 Urlete nejprve hodnoty v,, ¢ a potom p;
nakonec vypocététe c2. Odvodite tak znovu kosinovou vétu. Provedte
diskusi pro piipady a) y = R,b) y < R,¢c) y > R.

137, a) O .vysce v, ptisluiné vrcholu A trojihelnika ABC plati v, =
= b siny = c¢sin B8; dokaZte!

b) O pravotihlém pramétu a’ strany a trojihelnika ABC do pfimky AB
plati @’ = | a cos § |. PFi tom prumét leZi (: Z na bod B) uvnitt polo-
piimky BA, jestlie je B < % n a leZi na prodlouZeni strany AB za
bod B, jestlie je B > } m; jak se to jevi na hodnot® a cos B? Co
piipad g = § a?

Ve cvi¢enich 138—141 provadéjte podrobné diskuse!

Urdéete tietf stranu trojihelnika, je-li dano:

a)a = 5;¢c = 8; f = 60°% b)b =11;¢c = 24; a = 120°.
139. Reste trojtihelnik ABC, je-li dano:

a) ¢ = 300; a = 30; 8 = 110°,

b)a=3;b=6;8=%m;

138

.
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¢)a =13; b = 15; sina = 0,8;
d)a =60; b = 70; y = 24°%

e)b =5;¢c =6; a=140%
f)a=5;0=9,6;c=6.

140. Reste trojtihelnik ABC, je-li dano:

a)r = 8; a = 113% 8 = 48°; b)a=6;b=28;4 =12;
c¢)a=0,23;b =0,45;r = 0,25.

141. Kosy kruhovy kuZel ma podstavu o stfedu S a poloméru r = 5 dm,
jeho vrchol je V. BudteZ VA, VB jeho nejvét$f a nejmensf strany.
Urdete objem kuZele, jestlize je <L VAB = a = 40° < VBA = f§ =
= 110°,

3. Soucet a rozdil sinii a kosimi.
Odvodime si nejprve vyrazy pro

sina +sinf, cosa 4 cosf 1)
ve tvaru soudinit vhodnych pro logaritmické pocitani; potom siodvodime
upravu sinové véty vhodnou pro vypoéty tykajici se trojihelnikii urce-
nych podle véty sus.

Jsou-li ¢y, @2 libovolné dva thly, plati zndma Moivreova véta

cos (p1 + @2) +isin (p1 + @2) = (cos @y + isin ¢1) (cos @z + i sin ¢3),
ktera shrnuje dva vzorce

cos (p1 + @2) = cos ¢y cos pa —sin @y sin @g, (2)
sin (@1 + @2) = sin @y cos @2 + cos @1 sin @a. @®3)
JelikoZ sin (— @2) = —sin @y, cos (— @2) = cos s, plati také
' cos (p1 — @2) = COS @y COS @2 + sin @ Sin @y, (4)
sin (p1 — @2) = sin @y cos gz — cos @ sin @s. : (5)
Ze (2) a (4) plyne -
05 (1 + g2) + cos (py “—@a) = 2 coS g1 C0S gy, ©)
cos (p1 + @2) —cos (p; —@z) = —2 sin @y sin @a; Q)
ze (3) a (5) plyne '
sin (p1 + @2) + sin (p1 —@2) = 2 sin @ cos gy, @®
sin (p1 + @2) —sin (p1 —@2) = 2 coS @1 sin @a. (&)

Jsou-li nynf a, 8 libovolné dva thly, uréeme @1, @2 z rovnic

¢1+pe=a @r—gs=04p,
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které¢ davaji

_a+p _a—p
= 2 ’ ?’2—7-

Vztahy (6) aZ (9) nabudou nyni tvaru

cosa+cosﬁ=2cosa;—‘3cosa—2—ﬁ, (10)
cosa—cosﬂ=—2sina;ﬂsina;ﬁ, (11)
sina+sinﬂ=2sina;—ﬂcosa;ﬁ, (12)
sina-—sinﬂ=2cosa;ﬁsina—2—ﬂ. (13)

Jsou-li nynf a, b, dvé& strany AABC, a, B protéjsi Ghly, jsou &isla
a—p
2 #

sin a, sin § kladna, tal&e sin @ + sin § # 0 a podle (12) také cos

= 0; mimo to je 0 < a + B <m, tedy g _2*- B je uhel ostry, -takZe také
cos '2“3 <+ 0. Podle (12) a (13) jest
—B
sing —sin g tg 2
sina +sinf  , a+p
LA

Na druhé strané odvodime snadno ze sinové véty, ie

a—b sina—sinf
a+b sina+sinp’

takZe dostavame vzorec

—b tgarz_ﬂ
a = , (14)
a+b a+p
tg D)

ktery se nazyva tangentova véta. Misto a, b, a, § miZeme ovSem psati
také na pf.
a, c, a, y nebo b, c, B, ¥
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JeZtoa+ﬂ+y=n,jea

+ -;i % a vzorec (14) lze psati také

2
ve tvaru
a—p
tg
a “Z 2 (15)
@+ cotg—’zi

Jestlize nyni v. AABC znime a, b, y, je vyhodnéj§i misto kosinové
véty (v.str. 145, IV) uzit tangentové véty. BudiZ na pi. a > b, tedy
a > f. Z (15) plyne

a—f a—b y
tg 5 4T cotg2.
Jezto 0 < Z _ﬁ —721, je tim jednoznaéné uréen ihel a—2—ﬂ. Jeito
+ﬁ_£_z
zname také 5 =7 o dostaneme
_a+p  a—B . B a—p
=t 2 2
Zbyvé urdit ¢, coZ se provede podle sinové véty
c=a‘3r—l-Z neboc-_bsmy,
sin a sin 8

Cvitent.
142, Upravte vyrazy a) sin 75° + sin 15°; b) sin 135° — sin 15°%;

c) cos 240° — cos 150°; d) cos 345° — cos 165°; e) tg 70° 4 tg 200,
143. JestliZe je a + B + y = =, potom plati:

a) sin 2 a + sin 28 4 sin 2y = 4 sin a sin g sin y;

b) sin a + sin B + sin y = 4 cos }a cos 8 cos }v;

c) cos 2a + cos 2f + cos 2y = — 4 cos a cos B cos y — 1;

d) cos @ + cos B + cos y = 4sin % sin g sin —;i + 1.

144. Urdcete obvod trojihelnfka ABC, je-li d4no r, a, 8; vysledek upravte '
na tvar soudinu.

145. Urcéete objem a povrch t&lesa, které vznikne rotaci trojuhelnika ABC
kolem piimky AB, je-li dano c, a, f. Vysledky upravte na tvar sou-

éinu. (Provedte diskusi pro a = %n ap<ian)
146. Uzitim tangentové véty reste AABC ze cvié, 139d), 139¢) a 140b).
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4. Goniometrické funkce polovi¢niho dhlu.

JestliZze ve vzorci (2) na str. 147 volime ¢y = @3 = g—, kde a je libo-
volny uhel, mame
2 & 2 &
cos 5 —sin 5 cos a. 1)

Vedle toho plati, jak zndmo

cos? & ) + sin2 g— =1, @)
Z (1) a (2) plyne
2 & _ 1+cosa 0@ _1—cosa
cos? o 5 ,»  sin?g ) . 3)

Jestlize a je thel trojﬁhelnika, je 0 < a<m, tedy 0 < %< % takze

¢isla cos —2—, sin —Z jsou kladn4 a ze (3) p]yne

a 14+cosa . a 1 —cosa
COS—2—-—-—] -———T—, SIHE—VT—, (4)

a 1 —cos a
5211+cosa' ©)

a také
tg

Podle kosinové véty je viak

2bc-cosa = b2 + 2 —a?,

tedy také

2bc(1 + cosa) = (b2 + 2bc + ) —a?,

2bc(1 —cosa) = a2 — (b2 —2bc + ¢?)
neboli ’

2bc(1 +cosa) = (b + ¢)2 —a?, (6)

2bc(1 —cosa) = a2 — (b —c)2 %)
PoloZme nyni

s=3%(a+b+o), ®)

takZe 2 s je obvod trojtihelnika. Zfejmé
s—a=30b+c—a), s—b=3%@+c—b), s—c=23(+b—o.
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Podle znamého vzorce 22 — y2 = (r + y) (x —y) je viak
G+c2—a=(@+b+c)(+c—a)=4s(s—a),
@—@0b—c=@—b+c)(a+b—c)=4(—0b)(s —o),

takZe ze (6) a (7) dostaneme

2bc(1 + cosa) =4 s(s —a),
2bc(1 —cosa) =4 (s —b) (s —o).
Podle (4) a () tedy jest

a s(s—a) (s—b)(s——c)
a) cos 5 =VT, b) sm V

a (s——b)(s—c)
c)tg—§=ll s(s—a) ®

Podobné je oviem také
a) coS _ﬂ_ =]/M’ b) sin _ﬂ_ =V(S_ZM§_;—_Q,
2 ac

9 tg 2 V(Ss :)-(jb_)_C)’ ®)
(s —a) (s—D)
a) cos % =V—S (sab ), b) sin ; V(s 0311;(8 )
—b
o tg 4 V(S s(c;)(ic) a) (s —b) ©")

Zname-li strany g, b, ¢ trojihelnika, uréime jeho ahly a, f,% mnohem
pohodInéji podle téchto vzorcti neZ podle kosinové véty.

a I3
E’: mame

.. a a .
| 2 sin 5 C0s 5 =sina. (10)
Vime vSak, %e obsah 4 trojihelnika je dan vzorcem

4 = % besin a.

JestliZe ve vzorci (3) ¢l. na str. 147 volime ¢, = ¢, =

-

Podle (9) a (10) je tedy
4 =1]s(s—a)(s—b)(s—c), 11
coZ je t. zv. Heroniliv vzorec.
Cvicent.
147, UvaZujte thel a, 0 n¥mZ platf 0 < a < 2 #. UZitim vzorcl (3) urdete

hodnoty cos %, sin %, jestliZe je dano
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a)sina=——%]/:'3-;cosa>0; b)cosa =—3;a > =;
c)tga=—33%;a >3

V diskusi rozhodnéte, zda hledané hodnoty jsou uréeny‘jednoznaéné.

148. Vyjadrete funkce sina, cosa, tga pomoci funkce { = tg4 a a provedte
diskusi vysledkd. |Pro cos a délte oba vztahy (1), (2) na str. 150. Pro
sin a d¢lte oba vztahy (10), (2) nu str. 150 a 151.

149. Trojuhelnik, jehoZ strany i obsah jsou vyjadfeny racionalnimi &isly,
se jmenuj: racionalni (téZ Herontiv). DokaZte, Ze trojihelnik o stra-
niach a) a =4; b = 13; ¢ = 15, b) a = 13; b = 14; ¢ = 15 je racio-
naln{.

150. Budtez a, b, ¢ strany, 2s obvod, 4 obsah, g, r poloméry kruZnice ve-
psané a opsané v trojihelniku ABC. DokaZte tyto poucky:

a) o = —i—- [Je-li S stfed kruZnice trojuhelniku vepsané, vyjadiete
obsahy tro,uhelnfiku ABS, BCS, CAS pomocf a, b, ¢, o.]

b) BudiZ C’ ten bod na pfimce AB, v n&mi se ji dotyka vepsana kruZ-

nice. Potom plati *x = AC’ = s — a. [Utijte vzorci (9), (11) nebo
uréete ¢ pomoci a, b, z.]

__6e
¢ Platitg}a = ——.

d) Platf 4 = 2r? sina sin g siny; provedte podrobnou diskusi pro
y 2 } . [UZijte stfedovych uhla, jejichZ vrchol O je stfed kruZnice
opsané a cvic. 143b]

e) Plati r = v . [UZijte vysledku cvié. d) a véty sinové.]

5. UZiti trigonometrie.

Vzorcl odvozenych v tomto oddilu se uZiva k vypoétu délek a uhli
v ruznych geometrickych utvarech. Napied musime vyhledat trojuhel-
nik, v némz se vyskytuje neznamé délka nebo thel, ktery je uréen zna-
mymi prvky. Tento trojuhelnik si ndpadné vyznaéime v naértu pro pie-
hlednost.

Ptiklad 1 (obr. 21) V lichob&niku ABCD zname zékladnu AB = a,
rameno AD = d a uhly p#i zékladné ¢ = ¥ BAD, § = < ABC Mame
uréit rameno BC = b.
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L ReSeni. Piimka CE || DE vytne AEBC, v kterém zname stranu
CE = d a dva uhly & EBC = f, X BEC = a. Podle sinové véty je

sin a
b = d m- D
2

Priklad 2. Sily P,, P, o /
spole¢ném pusobisti A sviraji d / b
spolu thel g. Jak velka je jejich ’
vy:sletin'lce a jak velké uhly s ni- 2/la E //{1},, 8
mi svira? i H

i a '

Re$eni. Sestrojime a ozna- """ TTTTTTTTTooooooomooes =
¢ime naért (obr. 22). Hledani Obr. 21.
vyslednice R je stranou AC troj-
thelnika ABC, ktery je uréen c

<_i_\:_éma stranami AB = P,,
BC = P; a uhlem < ABC = -
= ;t — @, jehoZ kosinus je roven

—cos @. Podle kosinové véty je ¢

R? = P2 + Py2 4 2 P; cos .

Uhly a, B, které vyslednice R
svird se silami Py, P,, uréime Obr. 22,
podle sinové véty:
P, sin ¢
R E
Priklad 3. Vlastni rychlost letadla je ¢;, t.j. rychlost v klidném
vzduchu. Touto rychlosti se ma letadlo dostat z A do X, p¥i ¢emzZ kurs
AX je podle mapy dan uhlem ¢;. Vitr ma smér g2 a rychlost cc. Mame
vypoéitat a) uhel a, o ktery musi byti osa letadla odklonéna od sméru
trati, aby letadlo udr?ovalo pfedepsany kurs, b) rychlost c letadla vzhle-
dem k zemi.

Reseni. Letadlo kona soudasn& dva pohyby, jejich? rychlosti se
skladajf podle rovnobé&znika rychlosti. Vysledna poloha letadla po 1 hod.
letu je taz, jako kdyby se tyto pohyby konaly oddélené po sobé.

Sestrojime a oznad¢ime naért (obr. 23). Hledany thel alezi v AACD,
ktery je uréen stranami ¢; = C_D, Ca = ;ﬁ), a thel ¢y — @2 proti vétsi

sina = sinﬂ=ﬁ%n—¢.
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z nich, nebot’ ¢; > c;. Podle sinové véty je

¢z sin (p1 — @2)
€1 :

sina =

Z téhoZ trojihelnika se urci také hledana délka c zase podle sinové véty:
¢y sin
sin (g1 —q2) *
kde f =7 — (91 —@2 + ), te-

dy sin B = sin (p1 —@2 +a) a
tudiz

6 sin (q)] —@2 + a)

c= -
sin ((p1 -—¢2)

V predchéazejicich prikla-
dech se neznama délka nebo uhel
vyskytovaly v trojuhelniku,
ktery byl uréen danymi prvky.

Obr. 23. V jinych tloh4dch se neznamy

prvek vyskytuje v trojihelniku,

ktery neni pfimo urden, jehoZ schézejici prvek se viak da vypotitat
z jiného pomocného trojihelnika.

Priklad 4. Aby geometr uréil, o¢ je vrchol hory B (obr. 24) poloZen
vy¥e ne? pozorovaci misto A, zméfil vodorovnou vzdalenost AC =z
(zakladnu), ktera lezi s vrcholem
hory v téze svislé roving, a vys-
kové thly a, B, z nichz je vidét
vrchol hory z krajnich bodi z4-
kladny.Jak vypoéita vySku hory
& = BD nad pozorovacim mis-
tem?

Re¥eni. Hledan vy$ka z je
odvésnou pravotihlého ABCD,
v némZ zname uhel . Aby byl
ABCD uréen, je tieba stanovit
jeho pfeponu a = BC, kter4 se
uréi z pomocného AABC sino-
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vou vétou. Jest

e __ zsina
x—asmﬂ, a—m,
tedy
zsin a sin g
= sin(f—a)’

Ptiklad 5. (Obr. 25.) Ve vodorovné roviné jsou dény body A, B, C,
K, L. Je dana vzdalenost z = AB a viecky uhly v obrazci vyznacdené.
Ma se uréit vzdalenost z = KL.

Re$eni. V AABC zname
uhly f1, 1 a stranu z. Sinovou
vétou uréime stranu p. Potom
v AACK znameuhlyas, B2a stra-
nu p. Sinovou vétou uréime stra-
nu q. Posléze v ACKL zname
ﬁhly as, Y3 a stranu y. Sinovou
vétou uréime stranu x. Mame

__zsin By p sin B,
T singyy = T sinag’
oo gSinys
=~ sinas’ Obr. 25.

do druhé rovnice dosadime za p z rovnice prvé a takto upraveny vyraz
pro ¢ dosadime do rovnice tireti. Vyjde

zsin By sin B, sin p;
sin y; sin az sin az

Neznama délka z byla spojena s danou délkou z (zdkladnou) fetézem
trojuhelniki, z nichZ dva sousedni maji vidy spoleénou stranu. Takovy
zplsob uréeni neznamé délky se jmenuje triangulace. UZiva se ho proto,
¥e ptimé méreni vzdalenosti, zv1asté vétsich, byva obtizné, kde#to piimé
méieni vodorovnych hli je pomérné snadné a piesné.

Pii vypoétu x bylo moZné také uzit A BCL misto A ACK. Vypo-

- ¢teme-li x obéma zplisoby, slouZi druhy ke zkou$ce spravnosti.

Piiklad 6. (Obr. 26.) Délo postavené v posici D se ma zaméfit na

zakryty cil C (mezi C a D je husty les). K tomu je tieba uréit vzdalenost
.z = CD a thel @. Proto byly zvoleny dvé pozorovatelny Pj, P;, z nichZ
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je vidét délo i cil, a byly zméreny uhly a1, as, f1, B2, jako? i vzdalenost
z= I—)T’z Pro jednoduchost predpokladame, Ze viecky 4 body Py, Pe,
C, D lezi v téZze vodorovné roviné.

Regeni: z je stranou A CDPy, v kterém prozatim zname pouze tihel
a1 + 1. Jeho strana a = P.D je v8ak zaroven stranou AP;P.D, v kte-
c rém je dana strana z = PPy a
uhly ay, az; umime tedy vypodi-
tat stranu a. Podobné druha
strana b = P,C trojihelnika
CDP; je zarovei stranou
AP PsC opét urceného siranou
x a dvéma hly i, Bs, takie
P také b umime vypoditat. Podle
2 sinové véty jest

z sin as
sm (g + az)’
__zsinfy
Obr. 26, osin(By + o)

ACDP; je nyni urcen stra-
nami a, b a sevienymi thlem a; + £, takZe podle kosinové véty je

22 = a2 + b2 —2 abcos (a1 + f1).
Cvictent.
151. Budi¥ a = 144° uhel kosoltverce a ¢ = 5 polom&r kruZnice koso-
étverci vepsané. Urcete obsah kosoétverce.

152. BudiZ o = 105° jeden uhel dhlopii¢ek obdélnika, jehoZ obsah je
P = 562 me. Urcéete rozméry obdélnika.

153. BudteZ a, b vzdalenosti stfedu O rovnob&Znika od jeho dvou soused-
nich stran; dile budiZ a
jeden thel rovnob&Znika. P 4

Urcéete thlopficky a ob- \y g {,; ENN v//

sah rovnobéZnika. i
154. Obsah kruhové ftsede ™ ,l

o poloméru r, piisluiné \ ! -

k sttedovému dhlu w, je - AN

P =1r (o0 — sin o). N

Doka)te! (Uvazujte pri-

pady o = " ) Obr. 27.
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155.

156.

157. Uréete vzdalenost MN

158.

159.

V kruZnici jsou vedeny dvé rovnobéZné tétivy AB, CD, z nichZ kaZda
prisludi k témuZ stiedovému thlu w < =. Uréete obsah ¢&asti prislus-
ného kruhu, ktera leZ{ v pfimém pésu uréeném rovnobéZkami AB,
CD.

Mame uréit vzdalenost AP bodu A od silnice BC (kde AP1 BC a P
je piislu§na pata, obr.
27). Mista A: P jsou
od sebe oddé&lena lesi-
kem, takZe z jednoho
na druhé neni vidét;
proto byl na silnici
zméfen usek BC =
= 1,2 km, pfi ¢emZ je
B = << ABC =50° a
y = X ACB = 37°
Urdete AP, leZi-li pa-
ta P a) uvnitf, b) vné
useéky BC.

(obr. 28) dvou boda
M, N, mezi nimiZ je
piekazka, takZe z mi-
sta M nenf misto N vi-
ditelné. Za tim ticelem -
zméfeny vzdalenosti
AM =a, MB =b,}"
které lezi v jedné
piimce, a uhly a =
= <% NAB, g =
= < NBA; mista A,
B jsou totiZ z N vidi-
telnd. Reste nume-
ricky pro a = 54 m,
b=60m, a= 309
B = 1091°.

Ur¢iti vzdéalenost MN
dvou neptistupnych Obr. 29.

boda M, N (obr. 29).

Na tseéce MN zvolime vhodny bod B a mimo pifmku MN bod A4,
z n&hoZ jsou mista M, B, N viditelnd. Zméfime vzdalenost AB =a
athly p = X MBA,a, = ¥ MAB, a, = < BAN.

Reste numericky pro @ =300 m, a, = 32°, @, =39, a = 112°
Letec spatfil pod hloubkovym tihlem a = 33° na povrchu zemském

157


http://APl.BC

objekt O, divaje se pfesn& na sever. Uletév vzdalenost 3 km stéle ve
stejné vysi k zapadu, spattil tyZ objekt v hloubkovém uhlu g = 21°,
Jak vysoko letél?

160. Z bodu M leZiciho mezi dvéma stejn& vysokymi stoZary elektrického
vedeni vidime vrchol prvnfho stoZiru pod vyS$kovym thlem 50° a
vrchol druhého pod vys-
kovym thlem 14°, Ktera
je vzdalenost obou sto-
Zara, stojime-li 8 m od
prvniho stoZaru?

161. Abychom zjistili nep¥i-
stupnou vzdalenost XY
(obr. 30), zmétili jsme
vzdalenost d = AB a -
hly a =< YAB, 8=
= ¥ ABX,y = ¥ XAB,
d = X ABY. Provedte
feSenf pro d = 400 m,
a=253% B = 42° y =
= 86° & = 81°,

162, Na krajich leti$t& stojf

dva svételné stoZary A,

. By, pti ¢emZ A je 500 m

7"’ na zapad od B. Letadlo

Obr. 30. " leti v kursu ¢ = 210°,
méieno od severu pfes
vychod “a jih. Pozorovatel v letadle “vidf stoZar B v azimutu

@y = 190° a stoZar A v azimutu ¢; = 220° (méfeno jako kurs). Jak

daleko bude letoun od mist A, B, aZ se dostane mezi oba stoZiry?

163. Po silnici ZV vedouci od z&dpadu k vychodu (obr. 31) se pohybuje vo-

Z A c, A, X 4
7
/- -, -
4 ad -
s - -
y; e PR
,/ //c /,
’ 2 g
\\k S -~
\ Va , -
| \ /,/’ ,/’
: Ly - PR
] /\\ ,,/
1 // s
[] lp p; P
-
LXK~
g7
od
[ -
Obr. 31.
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- 164

jensky utvar rychlostf ¢; = 54 km za hod. Z leti§t& L, které lezf od
silnice na jih, vzlétne letadlo, leticf v nezndmém kursu ¢; letadlo ma
za kol vejit co nejdiive ve styk s titvarem. Ve chvili startu letadla
je atvar v mist& A, jehoZ azimut ¢; vzhledem k letisti L je: a) 40°,

b) 320°, pii ¢emZ vzdalenost LA = 150 km. Uréete kurs @ letadla a
dobu jeho letu k mistu setkanf X, jestliZe rychlost letadla ¢, = 120 km

za hod. (BudiZ A, bod na polopiimce AV takovy, ¢ AA; = ¢;, a L,
bod na tseéce LA takovy, Ze A;L, = c,; dale je LX || L;A,.)
Z podatku A a konce B tseku AB piimé silnice, ktera stoupa od A

. k B smérem ke kopci C (stoupan{ je 10 %), je kopec C vidét pod vys-
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kovymi dhly a = 12° a § = 30° pfii ¢emZ body A, B, C leZi v téZe
svislé roviné. Vzdalenost AB = 800 m. Uréete horizontalnf vzdale-
nosti mista C od mist A a B a vy$kové rozdily jednotlivych mist.
(Silnice m4 stoupani p %, kdyZ na 1 km stoupne o 10 p metri. Jsou-li
A’, B’ pravotihlé pruméty bodu A, B, C do vodorovné roviny, je A’B’
horizontalni vzdalenost boda A, B.)

Letadlo L bylo soudasn& pozorovino ze dvou mist A, B, ktera leZi
v téZe horizontalni rovin& n. Letadlo je vidét z bodu A v azimutu
@, = 225° a pod vyskovym tuhlem a = 35,5°, kdeZto z bodu B
v azimutu @, = 202, 5% a pod vy$kovym thlem g = 18,25° Urdete
vySku xz = LC letadla nad rovinou n, kde C je pata vy§ky v roviné m.
[Budtez a’, p’, ¥’ thly A ABC. UZitim x vy]édi‘ete CA CB. Podle
sinové véty ]e sin @’ =s- CB sin g/ = s- .CA. Odtud uréete hodnotu

sin @’ 4 sin g’

poméru m, z této rovnice uréite 3 (¢’ — B°), kdeZto

% (¢’ + B’) znate.]
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VYSLEDKY CVICENI.

1. a), d), e), g), i) souhlasny, ostatni nesouhlasné.

2. 2) §-|ra—x|; b) — 3- |ge — |5 ©) 22 £ 2 [xz"'“"1|3 d) r, —
— 3 ——;Cz); e) ¥, + em, kde ¢ = 1, kdyZ je x, — x, >0; Pro o —x, <0
jeeg =—1.

3. 2, =—3; z,=5; A,A, =8. Budiz A=[z], A'=I[*], kde
x, <& <2 <% (1) Pro @’ 20 je A’A =z —a’ <z <L5<8. (2) Pro
¥ <0jex—a ==z + || g5+ 3 = 8, nebot |z'| < 3.

4.2)9;2; —3;b)—9; —2; 3.

5. Dva;je M, = [m; = n— %]; My,=[m, =n + %]' Poiadek J\IINMg.

6. Budiz P == [x] novy pocatek soufadnic, pak je x,” = Ty — To, z, =
= Xy — ;. BudiZ 2’ nova soufadnice bodu S. Je AS = le'—x’l =
= sy —a|, BS = oy — | = |t —3|. Nebo: & = } (z; + 20 ¥’ =z —
—zy =} [ + %) — 2] = } [(r; — %) + (22 —zp)] = ¥ (@) + 7).

7. Je x; % z5; na pi. xp > x5 ) Ty < % < %25 b) T, <3y €) Ty < .

8. a) Budit z; < zy <% SQ = |t,— 3} (z; + )| = [} (@1 4 2) —
— @] = |} (@ 4 79) — } - 22| =} (%2 — Z)) — (% — 2)| =% | QB — Q4|=
= %[04 —QB|. _ _

b) BudiZ na pf. z; <z, <%, je SQ =} |(xo—z) + (xg — )| =
= 4 |QA + QB|; pod. pro z, < z; < %;.

9, Je x &= 0, y &= 0. Pokud jsou ¢islax, m (nebo é&isla y, n) tychZ znamé-
nek, jsou libovolna. Je-li na p¥. znaménko éisla x opaéné k znaménku éfsla
m, musf byt |m| < |z|; v podobném piipadé musf byt i |n| < [y].

10. a) Je (1) bud x &= 2, y == y’ nebo (2) x = «’, y == y’ nebo (3) z &= «’,
y=v:b)|zg| > 0) )z <5 @y <y

11. a), b) Viz vy¢arkované plochy (véetné& hranic) v obr. 32a), b). ¢) Body
usetky AB, kde A = [6; 2], B==[6; 8] bez bodu A. e) Vnitiek obdélnika
ABCD, kde A=[—3; 0], B=[0; 0]; C=1[0; 4], D=[—3; 4]. f) Osa
lichych kvadrantid. g) Osa sudych kvadranti.

12. a) Osa z; b) osa y; c) ise¢ka MN, kde M = [— 5; 4], N=[—5; 6],
bez bodu M.

13. Cisla z &= 0, y == 0 jsou a) tychZ, b) opaénych znamének.

14. a) Re$te soustavu rovnic: a) 2a + 3 = —(2a 4 3); 3b—5 =
=—(@GBb+4+7): b) 2a4+3=5a—4; 3b—5=5b+4+7; ¢) 2a+4 3 =
= —(5a—4); 3b—5=5b+ 1.

15. Budiz M = [x; y] bod ttvaru U a M’ = [z’; y’] jeho obraz, ktery
nutng patif itvaru U’. Obraz M, = [z; — y] bodu M v soumérnosti podle
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osy x, pak My=[— x; — y] je obraz bodu M, v soumérnosti podle osy y.
Je My=M'.

16. Oznadme po ¥ad® [z;; y;], kde i = 1, 2, 3, soufadnice vrcholi A,
B,C a [xi ; yi’] soufadnice jejich obrazii A’, B’, C’. Ve stejnolehlosti (P, c)

plati: PA’ =|c| - PA atd., pfi éemZ bod P: a) neoddéluje body A, A’ atd.,
kdyZ je ¢ > 0; b) oddéluje body A, A’ atd., kdyZ je ¢ < 0. V pfipadé a)
leZi vzor a obraz bodu uvnitf téhoZ kvadrantu (po pfipadé& uvniti téZe polo-
osy soutradnic) a znaménka soutadnic x, 2’ (také soufadnic y, i) jsou stejn4,
v ptipadé b) leZi vzor a obraz bodu v riznych kvadrantech (soucasné sudych
nebo lichych), po piipadé v opaénych poloosach soufadnic. Vidy je 2’ = cz,
Yy = cy. Body A=[cx; cy], A’=[— cx; — cy] jsou soumérné podle po-
¢atku P soufadnic. '

Y
Y| x=2V / x=5
. P X
~ ) i y==15 §
i r=15 |
P X
Obr. 32a. ‘ Obr. 32b.

17. (Viz cvié. 16.) Bod A’ =[x’ = xc; ¥ = cy] je obrazem bodu
A ==[x; y] ve stejnolchlosti (P, c), kdec &= 0. Pro x =y = Ojetakéx’ =
= y’ = 0 (jediny samodruZny bod je bod P).

18. a) Je 2’ = cx, y = cy. b) Jsou dvé moZnosti: (1) Pfipofadku PX X’
jde o stejnolehlost (P, ¢ = 1 4 m); pii pofadku PX'X o stejnolehlost (P,
¢ =1—m), kde 0 < m <1 nebo pfi pofadku XPX’ o stejnolehlost (P,
¢ = m—1), kde m > 1 (ptipad m = 1 vede k bodu P = X).

19. 6=—2.(—3); —9=%—2-(+4) [zkoudsime stejnolehlost
(P, ¢ = — 2)]. Misto — 9 volte — 8 nebo misto 6 volte /. | ,

20. a) [0; 4]; [9; 11; [8; — 2], b) [— 5; 6]; [4; 8]; [3; 0]; ©) [— 9; 3]; [0; C;
—1 -3

22. Budi% ¢ libovolné reélné &slo; a) PP=|u; c]; b) P'=Ic; v],
¢) P/ =[u; vl.

23.5;13; 9; 1; /2.

24.2) 4 3;b) + 2Vé‘; c) 4+ 5; d) 0; e) uloha nemoZna.
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25.2) 9; b) |/34; ¢) 7.

26. a) [0; 7]; [0; — 1]; b) [0; & }/105 — 5].

27. a) [}3; 0); b) [0; %)

28. ) A,/ = [z, 0], 4,/ = [%3; 01; A, = [0 yJ; 4, = [0 gl (1) Je-li
A=A, je oy = 255 y, = Uy; (2) je-li A/ = Az yjexy =+ T25 U = Yas
(3) nemiiZe byt soutasn& A," = A’ a A,”" = A,"”, nebot je A,== A, (ne-
nulovd usecka), b) S = [* (@ +22); 0, S”=10; 3 W+ v)l;
S=1[}(x; + 72); $ (4, + yo)l; Je-li na pk.z; =2, je Ay =A/=8=
= [x,; 0] atd.

29. a) Viecky; b) prvnf dva; c) prvni tfi.

31. Na polopifimky PJ, PJ’ uZijte vzorci (8) na str. 100.

32. e) Je dvojznaéna.

33. Hodnoty cos, sinp: a) — 13; &;b) —§; 300 3' 2 — 3]2;0) — 1;
0;e)0; —1; )

34. Hodnoty cosp, sing: a) ¢; 4; b) —12; — %5 ¢) §; —4; d) 1; 0. Je
cosp’ = — cosg, sing’ = — sing, tgp’ = tgp.

36. Je-li r || y, smérnice neexistuje.

37. Smérnice pfimek MN, MQ jsou si rovny; je Q =[1; — 1].

38. a), b) Pofadek je RTSOU; srovnavejte hodnoty cosg, smq) jednot-
livych polopi‘imek c) Cast a) lze Fesit pomoci smérnice.

39. Je PA, =5; PA2 = 13; po ftpravé rovnice ve cvieni uvedené
porovname redlné a imaginarni &asti. Odtud plyne cosa = 1§, sina = — ﬁ%
a) 28419; b) — 75}°.

41. (1) UZitim Pythagorovy véty (je AB? = 18, BC? = 50, CA? = 68).

(2) Je cos = 1 sing,, = 1 COSQ@yq = 1 sin - L a
P21 1z P21 2 P23 13 P23 1z
€OS (Po3 — @Pg;) = 0, sin (g3 — py) = — 1, takZe polopfimku BA je tieba

oto€it o 3 7 okolo bodu B, aby polopfimka BA splynula s polopfimkou BC.
42. @ = 135%; B = 263",
43. Pro hledany uhel w,; plati: cosw;s = €0s(p,—@,), sinw;, =
== sin (py — @1)-
44. a) § ; b) — 75%; c) — 593°.

°, sinp = —} 13 =

45. Pro smérovy thel p platf: cosp = —} =
=—--C%;odtud:d=2l/3;x=5——]/3. ‘ |
46.2) [— 4 §1: D) [§; — 3; ©) [— 75 B —1/3); 45 (4 + 31/3)]; ) 4, = 4y

e) [g £). (Ulohu lze fesit také pomoci rovnice (a + bn) (—2—i}) = cosw +
-+ isinw, kde a, b j jsou hledané hodnoty a w uhel dany v tloze.)
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48. Viz obr. 33a) az h), (kde |k| = §); je-li ve cvi&. d) aZg) k =0, jde
0 osu .

y v
y=x y=x
Lr
4 4
P ¢ x P X
Obr. 33a. Obr. 33b.
Y y
y=lxl ‘
k>0 iAi['I;kJ
R f L
P X P X
y=kx
Obr. 33c. Obr. 33d,.
yekx Y ’
alkex/
d (As(1,Ikl]
i
PN 1 X P X
i .
k<0 \A=[1:k]
Obr. 33d;. . Obr, 33e.

49. a) Polopfimka PM o smérovém tihlu ¢.
b) Poloptimka PN o smé&rovém tihlu ¢ + 7.
c) P¥{mka PN o smé&rovém Ghlu ¢ nebo ¢ 4 7.
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50. a), ¢) y = 4 x; b), d) y = — % x. Maji po paru rovné smérnice.

51. a)y==——%x+%;b)y=3;c)y=——:c+1.

52. a) ¢ z; 275 b) 05 ;5 ¢) %n 3.

54. a) [2; 0]; [0; £); [6; 6]; [— §: 8); b)[0;0]; c) osu x neprotina; [0; 9];
[9; 91; [— 9;.9]; d) [— 5; 0]; osu y neprotina; [— 5; — 5]; [— 5; 5].

55. a) H, K; b) H; K; c) H; K nikoli (viechny body ptimky majf soufad-
nici y = 9); d) K; H nikoli (v§echny body pfimky maji soutadnici x = —5).

56. Jen prvni.

Yy y
yekixl
As[1;k] k<0
: P
P X : X
k>0 \A=l1;k]
y=kixl,
Obr. 331,. Obr. 331,.
y y
As[1; Ikl]
y=3x+ixl)
P X P X
Y =lkl i\' ~
Obr. 33g. Obr. 33h.

57. Q) —6-—8-414=0; b) je 3sx—2sy+14s=53x— 2y + 14)
a pro soufadnice bodu M je vyraz v zavorce roven nule, takZe bod M leZi
na piimce o rovnici 3sx —4 sy + 14 s = 0 (kde s &= 0).

58. ar’ + by’ 4 (am + bn +¢) = 0.

59. Z rovnic mezi koeflcienty: 3 —m=2s; 12=—3s; 2 —n=4s (kde
s &= 0)plynes = —4;m = 11; n = 18.

3 .

60.y = kx — (3 + 4k); [4 +—' 05 [0;— B+ 4Kk k =§; —4§.

- 61. Rovniciy —y; = k(z — xl) nasj phmky vyhovu]i soufadnice bodu -
[.‘21 -+ m; n+ n]. . .
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_ 62. Pfimka p prochézi: a) body [— §; 0]; [0; *{]; b) body [%?; 0]; [0; 13];
¢) body [0; 0]; [15 m; 4m], kde m =% 0 je libovolné realné ¢&islo; d) bodem
[0; Y] aje p||x; e) bodem [6; 0] a je p || y. Smérnice: a) £; b) = 3; ¢) %;
d) 0; e) neexistuje.

63. Soufadnice daného bodu musf vyhovovat dané rovnici; je: a)
¢c=31;b)c=0.

64. a) Plati: ar 4+ by + ¢ = 0, ar, + by, + ¢ = 0; odeftenim mame
a(x — x,) + b(y — y,;) = 0. b) Na pfimce o rovnici a(x — z,) + d(y—uy,) =
= 0 zfejmée leZi bod [x,; y,]. ¢) Je ¢ = 0.

65. a) Rovnobgiky (pro q = ¢’ splyvaji). b) Kolmice (pro ¢ = ¢" se
protnou v bodé& [0; g]). ¢) Rovnobgzky (splynou pro ¢ = ¢’). d) Kolmice.

e) Rovnobé&zky: (1) s osou y pro b = 0; (2) smérnice jsou —-—--—:— = — —[;—,—
pro b £ 0; pFimky splynou pro ¢’ = sc.

66. 2) ¢ = 29; b) ¢ = — 31.

67.x =3t;y = —4t;a)pro —§ <t<<—1;b)pro 3 >t>—1.

68. r = 2 —9t; y = — 3 4} 4f. Jen prvni bod leZf na p¥imce MN.

70. Pro x, — x; == 0 obdriime y — y, = k (r,—,), kde k je smérnice
piimky A,A,; pro £, —x; = 0 je x — x; = 0 (rovnobéZka s osou y).
71. Primka je zfejmé uréena dvojici riznych hodl’l 1) [0;4q1;[1; k 4+ ql;
2) 059} [—1; —k + ql.
72. b) Utijte vztaht (8) na str. 100 pro ; = %y, Yy = Yy, Ty = Ty + m,
Y = Yo + n. ¢) Je M= [r, + miy; y, + ni;] pro k = 1; 2 a ke smérovému
m (ty— t1) sing’ = n(t,—1,)

uhlu ¢’ polopiimky M, M, piislude;i cosp’ = TR WL
kde M;M, = (t; —t,). |/m? + n?, nebot je t,—t, > 0. Proto je cosp’ =
= cosg, sing’ = sing, kde ¢ je smérovy thel polopiimky A,A’. d) Je M, M, =
= (t —t;) 'm? 4 n2. e) (1) Pro t > 0 poloZte ve vysledku cvié. d): t =1, >
>t =0, (2) pro t <0 poloite v témfe cvideni: t = t; <t, = 0. Tu It]
ud4va vzdalenost bodu M od bodu Ay= [z,; y,]; bod M je pro ¢ > 0 uvnitf
polopfimky o smérovém uhlu ¢ (uréeném hodnotami cosp, sing), pro
t < 0 je uvnitt polopfimky opaéné. -

73. Piimku uréime pomocf bodli [—3; 2],[—3—4; 2+ 3]. Jex =
=—3—4l;y =24 3L

74. a) UZijte vysledku cvié. 72b; b) o smérnicich platf k = Tr:l-, K =
= — —:—’;— a tedy 14+ kk =0 (pro m 5= 0, n 5 0), coz znadi kolmost.

Je-li m = 0 nebo n = 0, je to zfejmé.

75. b) O smérnicich platf § &= — 12; prisetik A, =3; 12] m4 para-
metry t =2, =—1.¢) A,___[O 8] A,__[13 — 12]; 594°.
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76. Parametrické vyjadfeni tsetek AA, BB, CC, po fad& je:
[r=—2m+ Bm+ p)ly; y =qh]; [z =2m -+ (—3m + p)ty; y = qiy];
[x =2p (1 —1); y =29 (1—1y)], kde t,, tp, t; jsou nezaporna &isla mensf
nez 1. Z prvnich dvou vyjadfen{ pro bod T dostaneme t;, = t, =% a T =

[2 p 2 q

» coZ je i bod useCky CC, pro {; = 2. Podle cvié. 72d jsou

rozdily parametn’l boddt A, T a bodd A,, T umérné velikostem AT, AT
a tedy (A4T) =(—4—0): (1 —3) =—2,

77. Q, leZzi na l; Q, je od bodu Q,, Q; pifmkou [ oddélen.

78. Soufadnicovou soustavu zvolte takto: A =1[0; 0]; B=1[a; 0];
C=Ix; + ¢; y,]; D= xy; 14], kde AB = a, CD = ¢, y, > 0. BudteZ S, =
=[}z;3ul S;=[(a+ c+z); }y,) stiedy ramen AD, BC; S,S, je
stfedni p¥ickaa V=1[} z; + 3 (a + ¢) t; } y,] jejf vnitini bod, kde 0 <t
< 1. Odtud: a) S,S, || AB; b) S,S, = % (a + ¢). ¢) Rovnice pfimek AB,
BC, CD, DA po tadé jsou: (1) y = 0; (2) yyx + (a—c—x)) y —ay; = 0;
@3 y—y, =0; (4) 2y, —xy = 0. Snadno vySetfite, Ze vSecka tfi do-
sazenf soufadnic bodu: (1) C, D, V; (2) D, A, V;(3)A,B,V;(4)B,C, V
do levé strany rovnice stejné o¢islované jsou tychZ znamének [schematicky:
O+++Q——— @ ——— @+ + +1

79. Body A, B, C neleZf v pi{mce. a) Parametrické vyjadfeni pfimky
MN je x =1—2{; y=2—3t (pro body U use¢ky MN je 0 <(<1.
Rovnice piimek AB, BC, CA po fadé jsou: (1) .4x—5y + 7 = 0; (2)
3z 4 7y 4+ 16 = 0; (3) 7x + 2y — 20 = 0. Dosazeni bodi: (1) C, U; (2)
A, U; (3) B, U do levé strany stejné oéislované rovnice piimky jsou tychZ
znamének [schematicky: (1) 4+ +; 2) + +; 3) ——1.

b) Ten bod V piimky MN leZi uvniti A ABC, pro ktery je dosazenf
jeho souradnic do levé strany rovnice (viz cvié. 79a): (1) kladné; (2) kladné;
(3) zaporné. Odtud plynou tyto podminky pro &: (1) —} <t; (2) t <Y
B) —FH <t tj—3i<t< Y. Ptimka MN protne strany AB, BC v bo-
dech o parametrech — 1; 1. .

80. — 0,8 <{t<—0,3.

81. 3; $3; {%. Body H, L lef v téZe polorovin&.

82. 5; 5; %VE

83. BudiZ [xy; yo] bod druhé pfimky, t. j. ary + by, 4 ¢’ = 0; jeho
vzdalenost od prvni pfimky je

lazy +byo+¢| _ [amo+byg+ )+ (c—¢) _ Je—¢|
JVa? + b2 Va? + b2 ]a2+b2
84. #; |12 2, 4 5y, — 52| = 3; podle toho zda je 12z, + 5y, — 52 =20,

dostaneme 12zy + 5y + ¢ = 0, kde ¢ je — 91 nebo — 13 (rovnobé&iky
k dané piimce). .
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85. (Viz cvié. 6.) Rovnice mé tvar a(x — 5) + b(y — 2) = 0 a o vzda-
|— 8a — b|
a VE& + b* a

nici pro — (je b+ 0, jinak by i a=0) a odtud kofeny (3) - 5.

1 e
(f_) =3,
b/, 4

lenosti plati = 4 a po umocnéni dostanete kvadratickou rov-

86. b) Je-li pfirustek nezavisle proménné 4- m, je prirtstek funkece:
(1) £ § m; (2) F ¢ m; (3) 0 (plati soucasné¢ horni nebo soucasné dolni zna-
ménka). Pomér pfirastka je : (1) 3; (2) —3;(3) 0.

87. Funkce: (1) je rostouct; (2) je klesajici; (3) je konstantni.

88. Je-li pfirustek * — x; = 1, je pomér prirastka pravé y —y, = a.
Je-1i [zy; y,] libovolny bod grafu funkce, staéi volit xt =z, + &, y =y, +
-+ ea, kde ¢ =1 neboeg = — 1.

89. Grafem funkce jsou dvé polopifimky o podatku P = [0; 0], které
_puli pravé uhly I. a II. kvadrantu (viz cvi¢. 47 a obr. 33c). V piipadé: a)
jde o funkci y = z, kde £ = 0; b) jde o funkci y = z, kde « < 0. Pfipad c):

Je-linapf.x; <0,z = 0 (neni mozné, aby x = x; = 0), poloZme T, =—a,
—_ T —
kde a = 0. Potom piirastek k lze psat k — f—lnl _ 2. nyniplati
T—ux T+ a
—2 —(x 2z
k=CED=20 atake k= —EFOTE L kde
T+ a x4+ a

2a 2r
1~x+a’zz—x+a
=< k < 1. Jeden z obou hledanych bodu [x; yl, [x;; y,], k nimZ prisludf po-
mér prirastka na pk. 3, 1ze zvolit libovolné, nikoli v$ak v bodé [0; 0].

,pficemZ je 0 <z; <2,0 <z, <2 Jetedy—1=<

90. Grafem kaZdé z obou rovnic je pfimka; rozhodnete snadno o jakou
dvojici pfimek se jedna. a) Zadné fefeni; b) jediné fe$eni; c) nes¢isiné mnoz-
stvi feSeni.

. 2—m 3n 3—p

91. a) Oznacme g = oy =y o =
(1) kdyZz je z; =z, ¥ z3; (2) kdyZ je z; = z, = z5; (3) kdyZ je z; = z,.
byJem:n:p=—5:5:09. ,

92. Rovnici lze psat ve tvaru (x — 2) 4 t (x—2y) = 0; v8echny pfimky

maji spole¢ny bod [2; 1], ktery je pruse¢ikem pfimek o rovnicich x — 2 = 0,
r—2y = 0.

z,. Nastane pfipad:

93. a) Pro —5r; 4+ r, =0, t. j. ry = 5ry; b) pro 2r; 4 5r, =0, t. j.
Iy = %7,

94. Hledana pfimka ma rovnici tvaru r; (x —5y 4+ 1) 4 r, 2x +
-+ 3y + 4) = 0; z podminky pro smérnici odtud plyne 9r, — 8r, = 0.
Staéi volit r; = 8, r, = 9 arovnice hledané pfimky je 26x — 13y 4 44 = 0.
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95. Je M=I[&; {1 t. j. PM’ =11.PM, takie ¢ = 11. Je-li bod
[r’; y’] obrazem bodu [x; y), je 2’ =11z, ¥ =1lyazx’' 4 2y —11 =0 je
rovnice obrazu m’ ptimky m (je to tedy pfimka a plati m’ || n).

96. K = [— §; — #§]; pfimky AC, BD jsou dany linearnimi funkcemi,
svymi rovnicemi, y = — 4x — X, y = J — 4, z nichZ prvni je Klesajici,
druhd rostouci. Pfi rostoucim x od —4
do 5 mame na piimce AC zfejmé& pofadek
AKC, piirostoucim x od —5 do 1 mame
-- na pfimce DB poiadek DKB. Jinak je
tieba dokazat, e pfimka AC oddéluje
body B, D a piimka BD body A, C.
x-2y+1=0//’ 97. a) 4x—5y + 9 = 0; b) 35z +

/ 4 28y — 34 = 0.

"f/// 98. Viz obr.: a) 34a); b) 31b); d) 34d).
Obr. 34a. Uloha () nema4 fegent.
99. a) y = 5z — 1; pomér pii-
riustkdt k=3+2; b)y=2—3; k=3—2. -

100. b) y = 2% ¢) [0; 0); [+ 6; 1]; [+ 3; 1,5); [+ 3]'2; 3]; d) [6; 6]

101. Ohnisko: a) [0; 1]; b) [0; — £,1; ©) [0; 1.

102. [+ 12; 18].

Obr. 34b.

bk
103. Je A=1[0; 0]; B=[b; a]; C=1[b;0]; Ax= [Z’ 0];

. ak+. _ _ bk __alc bk . _a ,
Ck—_'::[b,—';l—], Xk:[x—';‘,y—'g;;";‘ » L. y"‘ﬁx‘
105.a) y+1=(z—4)% V=[4;—1; F=l4; —3I y=—4%

b) y—9=—2% V=I0; 9 F=[0; 8L v=¥. o y—% =
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=__6(x+_}%)8 V—['—' 3 3254]1 ——[_"12’ 15],!]_1131 d)y-—-8==
— 9@ — 2% V=[F; 8]; F == [3; 7351; ¥ = 85,
106. a) Prvni, tfetf; b) y, =0;x,==3nebo xz--%
107 y+ 43 =83 (x—2% y =322 kde &’ =z—%; ¢ =y + 4%
novy poditek P/ = [5: — $3].

S —
108. y1—7 —¥ _ 3x 6x +7—7
v bodé A je 6. x—ml T—2
109. a) Hodnota smér-
nice k = y:—yl nobd 7%7//% ! x-y=0
i = z, — 1, TOV %//

nych tétiv MN je podle pfed-

.= 3x (pro x < 2); derivace

pokladu  konstantnf (neni x+5y-5=0
MN || y); podle vztahu (8) na X
str. 130 je k=a(zy + z,) + b P .

atedy 2 = } (z, + 7;) =
=1} —?b (nebot a %+ 0),

x+y=0
t. j. ' = konst., coZ je rov- .
nice piimky rovnobéiné s o- Obr. 34d.
sou y.

k—b
b) Dotykovy bod T = [:x:’ = '—2-&- H y] a podle vztahu (9) na str.

130 smérnice teény v bodé T je 2ax’ 4 b = k.

110. a) y = a(6x®2 4+ 5z —6); b) y =a (—4x2 4+ 18x—9); ¢) y=
=a (2x2—6x 4+ 5); viude je a &= 0 libovolna realna konstanta. Viechny ta-
kové paraboly maji spoleény vrchol a v ném spoleénou vrcholovou teénu
v||x. V piipadé c) neprotina parabola osu z.

111. Uréete diskriminant kvadratické rovnice, kterou z dané rovnice
obdriite pro y = 0. Pocet prusec¢ikit v pfipadé: a) dva ruzné; b) jediny;
c) zadny.

112. Pro body [z; y] osy z je y = 0 a tedy ax? + bxr 4 ¢ = O pro kaZdé
r & 0; tato kvadraticka rovnice uréu1e soufadnice £ obou pruseéiku které-
koli z parabol S osou x.

114. Bod A=1[2; 7] lei na t a proto: (1) 7 = 2k + ¢q. Vyloudenim y
z rovnice paraboly a pfimky dostaneme rovnici 322 —(k + 6) x4 (7—gq) =
= 0, ktera stanovi soufadnice x pruseéikii. PoloZime-li jejf diskriminant
rovny nule, bude jediny pruseéik; z této podminky a z rovnice (1) vyloude-
nim q dostaneme (k — 6)% = 0, t. j. k = 6 (coZ je zfejmeé derivace v bodg A).

115. a) Pro soufadnice z priseéikit obdrZime rovnici (1) = x% — 2z -
+ ¢ — 3 = 0; ma-li byt x; = x,, musi byt ¢ = 4 arovnice znf (x — 1)2 = 0,
t. j. x4, = 1; y = 0. Vskutku derivace v bod& [1; 0] je —4. b) Piimka s

169



o rovnici y = — 4x 4 g jde bodem Y = [0; q]; je to pro ¢ >> 4 se¢na a pro
g < 4 neseéna, jak ukazuje diskriminant 4 — q rovnice (1), ktery je v prv-
nim pfipadé kladny, v druhém z4porny. Oboji pfimky lezi uvniti opaénych
polovin vytatych ptimkou ¢, pro niZ je ¢ = 4.

116. a) Vylou¢enim { méme y = -‘% x2%, coZ je rovnice paraboly.

g . .

117, a) Vylouéenim { mame y = x - tga — 26 cosla z2%, coZ je rovnice
paraboly.

b) Derivace k = tga-—-——é—ﬁ-{——. Pro k = 0 dostaneme z, =

¢%sing - cosa . ¢* - cos'a ,
= ————!—]———~—, ¢imZ je uréen vrchol V = [xy; Y,] paraboly; pfisluny pa-
. si ¢? . sin

rametr {j =T = ¢-smae, tedy yp =1 = a c) 2zyp; ' =2T (ze.

29
cvié. 117b); @’ = 2R —a.

118. a) x% 4 y® = 25; na nf lezf prvn{ a tfeti bod; b) 22 4 y2 4 30z +
-+ 18y + 37 = 0; na ni lezi bod prvnf a druhy.

119. Rovnice m4 tvar: a) a2 4- y2 4+ 122 — 16y + ¢ = 0 a bod M ji
splituje; proto je ¢ = 0. b) x? 4 y?—2mxr —4my 4+ ¢ =0 a bod M ji
spliiuje; odtud ¢ = — 16m?,

120. a) KruzZnice (P, r); b) kruZnice (S, r), kde S==[m; n]. _

121, a) (x—2)2 4+ y% = 2% b) a? 4 (y + 3)* = 4% ¢) (z—4)* +
+@+3=55d) —22+@+3)?=3%5 ¢ @—1)2+ @Y+ 1) =
= — 32 (kruZnice neexistuje). ‘

122. Podle toho, Ze v rovnici kruZnice chybf: a) linearn{ ¢len s promén-
nou y; b) linearn{ ¢len s proménnou z; c¢) absolutni ¢len.

123, Je-li alespoii jedno z realnych ¢&isel x, y od nuly razné, je jeho
¢tverec kladné éfslo a tudiZ od nuly razny.

124. Plyne z planimetrické deﬁmce Je-li dana kruZnice (P, r), je bod
M: (1) bodem kruZnice, kdyZ je PM = r; (2) bodem uvnitf kruZnice, kdyZ
je PM < r; (3) bodem vné kruZnice, kdyZ je PM > r. Obracené, kdyZ platf
x%, + yo® < r?, nemuZe bod [xy; y,] leZet ani na kruZnici ani vné kruZnice,
jinak by platilo xy? + yo? 2 r? atd.

125. Rovnice kruZnice ma tvar (2) (str. 136), kde a, b, ¢ jsou zatim ne-
znamé konstanty. Soutadnice danych bodid tuto rovnici (2) splituji; tim
dostaneme tfi linearnf rovnice pro a, b, ¢. KruZnice ma rovnici .22+ 3y2—
— 3z 4 5y — 8 = 0. Bod P leZf uvnitf kruZnice.

126. O bodech M, =[x;; y;] == M, = [«,; y,] kruZnice pfedevsim platf:
(1) 2y = 2.2 + 9% =12 (2) 2, = 2,2 + y,? = 1% (3) [230] = |27z + pa1e] < 12
jestliZe nenf soudasnéx, = —,, J; = — Y,, nebot platf: (x; & x,)2 4 (y; £ y,)*>
> 0, kdyZ nenf souasné r;= L x,, y;= = y,; odtud vzhledem k (1), (2) je
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% 2 (%, 4+ yyy,) + 2r2 >0 a odtud (3). — Budiz nyni M =[x, y,]
vnitini bod use¢ky M, M,, potom jexyg =z, (1 — ) 4 x,t, yo =y, (1 —18) +
+ ygt, kde 0 <t <1. DokaZeme, Ze nezdporné &fslo V = xg% 4 y 2 je
mendinezrd Je V = |V| = |z (1 —10)2 4 2,2 4 25t 1 — )| < z, (1 —1)2 +
F 2 2z, tA—) <A —02 + 2 20 (1 —1)] =12

127. Zvolme stied [m; n] kruZnice (1) za novy podatek P’; budiz M ==
== [x; y] libovolny bod roviny a budteZ z’, y’ jeho soufadnice v nové sou-
stavé soufadnic, t. j. plati &’ =x—m, y =y—n neboli x =2 4+ m,
y =y + n. KruZnice v nové soustav® ma rovnici 2’24 y’2= r? a rovnice
primky je ax’4- by’ 4+ ¢’ = 0, kde ¢/= am -+ bn -+ ¢. Tim je uloha pfevedena
nadvahu v textu (str. 138); dosazenim hodnoty ¢’ do (14) misto ¢ dostaneme,
%o lam + bn + ¢

Vaz + o2
neseénou kruZnice a obraceng.

128. a) Pfimka o rovnici £ = — 1 protne kruZnici vbod& T'a[—1; —7].
KaZd4 jina ptimka s, jdoucf bodem T, marovniciy = bx + ¢q,kdeq =b 4 1.
Vylou¢enim y z této rovnice a z rovnice kruZnice dostaneme rovnici
x%(1 + b%) + 2z (bg 4+ 3b — 2) + (¢% 4 69 — 12) = 0 pro soufadnice z, =
= x, = — 1 hledaného jediného priseciku T. Vite, Ze absolutni ¢len této rov-

=r podle toho, je-li pfimka seénou nebo te¢nou nebo
>

nice znasobené ¢islem

I _:_ b je pravé roven z,r,, v naSem pifpadé 1.
Odtud ¢% 4 69 — 12 = 2 4 1 a po dosazeni ¢ = b 4 1 dostaneme b = 3.
Hledan4a pfimka ma rovnici y = $x + 7, coZ je tecna v bodé T, nebot jde
bodem T a stoji kolmo k pfimce ST, kde S= [2; —3] je stied dané kruZ-
nice.

b) Hledan4 pfimka mé& rovnici tvaru y = — 3z 4 ¢; konstantu ¢
vhodng uré¢ime. Vyloudenim y z této rovnice a rovnice kruZnice dostavame
rovnici 2522 — 8z (3¢ + 17) + 16 (¢ 4+ 69 — 12) = 0 pro souiadnice x;, T,
prisec¢ikii. Bude-li diskriminant této rovnice roven nule, bude z; =z, a
tim pro ¢ mame rovnici 16¢% + 48¢ — 589 = 0 o kofenech q, = 12, ¢, = 3}.
Jiné feSeni: Zvolte novy poéatek P’ soufadnic ve stiedu kruZnice; tim se
numerické vypoéty zjednodusi.

129. a) Parametrické vyjadfenf hledané piimky je * = —1 4 mi,
y = 1 4 nt (viz cvié. 72), kde m, n jsou hledané konstanty; dosazenim do
rovnice KruZnice dostaneme rovnici ¢ {t (m? + n? — 2 (3m — 4n)] = 0, pii
¢emZ vime, Ze nenf souéasné m = n = 0 a proto je m? 4 n? 5= 0. Odtud
mame jednak ¢, = 0 (t. j. bod T), jednak lomena zavorka je rovna nule;

4 .
ale my Z4dame, aby i{; = 0, coZ vede k podmincel—:— =3 a miZeme volit
m = 4, n=3.

b) Hledana pfimka mh parametrické vyjadfenf tvaru x = x; 4 3¢,
y = y, — 4t (viz cvié. 72), kde bod Ay==[x,; y,] lezi na kruZnici. Dosaze-
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nfm téchto hodnot do rovnice kru’nice dostaneme rovnici (% + y,2 —
— 4z, + 6y, + 12) 4 t (25t — 36 4 6z, + 8y,) = 0 pro parametry { hle-
danych pruseéfkid. Ale prvnf ¢len je roven nule, A, je bodem KkruZnice a
proto je t; = 0 (bod {;); Zdddme, aby také {, = 0, t. j. musi byt 6x, — 8y, —
— 36 = 0. Tato rovnice spolu s rovnicf kruZnice uréuje hledané body [5; 1],
[—1; —71.

130. (n ]e celé &islo.) a) ¢, =324°8" 4 n - 4R; p, =126°52 + n - 4R;
b) g, = @, ==306°52" 4 n - 4R; c) nem4 fedeni.

131. (Viz str. 138 textu.) Aby rovnice (15) méla dvé& (jedno) felenf ¢
(kde 0 < @ < 27), musi pffmka o rovnici (18) protnout kruZnici x? 4 y? = 1

ve dvou bodech (v jediném bodg&) a podle (14) mus{ byt _——I—C_—I: <1,t.j.
a4 b?—c? > 0. Ja*+b

132.2)2: /6:(J3+1);b)1:13:2; ¢) jesiny =sin [z — (a + )] =
 =sin(a4 ) =3]6;a:b:c=]10:]15:2]6.

133. V AABC je <): BAC =14, @:BCA =%d (duty obvodovy

thel pi¥fsludny tétivé BC) a podle sinové véty je Alf = ::1 iz, atd.
i

134. Obsah P = 24 (kde 4 = } absiny je obsah AABC), t.j. P =
= ab - siny.

135. Body B, D vedte o’ || AC, d' || AC a body A, C vedte o’ || BD,
¢’ || BD. Ptimky o', ¥, ¢/, d’ uréuji rovnobéznik, jehoZ strany jsou e, fa]eden
jeho uhel je w; obsah rovnobéinika je ef - sinw (viz cvié. 134). Obsah daného
¢tyrihelnika je polovina obsahu rovnobéZnika.

136. b) Odeétenim roynic ¢ = v2 + p?; b? = v,%2 + ¢?, kde ¢ — q = p,
dostaneme ¢ — b = p2 — q® = (a — ¢q)* — ¢* = a® — 2aq = a® — 2ab cosy.
c) Podobné jako ve -vié. 136b (je-li 9" vediej$i k uhlu y plati cosy’ =
= €0s (T — y) = — Cosy).

137. Budtez A’, B’, C’ po tad& paty kolmic spuiténych s bodu A, B, C
na ptimky BC, CA, AB a o, ', ¥’ vn&jif ihly A ABC. a) Je vidy sina’ =
= sing atd. UvaZujte A ACA’, A\ ABA’ a pomoci hodnot b, ¢, y urdete Ug;
rozeznavejte: (1) a, §, ¥ jsou vesmés ostré, (2) jeden z Ghli a, B, y je pravy
nebo (3) tupy. Odtud sinova véta.

b) Je-li: (1) B = 4 =, je A’ = B, d’ = 0 (to souhlasf, nebot cos } = = 0);
(2) B < 3 7; C’ padne dovnitk polopiimky BA; o = a cosf; (3) B> % =, ale
B’ < }m; C’ padne dovnitf polopfimky BD opaéni k polopfimce BA. Je
@ = B'C’ =a-cosf’ = a-|cosf|, nebot cosf’ = cos (x—f) = —cosf a
je acosg < 0.

138.a) b = 7; b) a = 31. .

139. a) a==233,4; b=438,5; 9 =40% b) ¢=3,6; a=253"; y= -
= 34%17"; c¢) a=53%"; f=26044"; y =100%8'; ¢ =15,95. d) c= 28,75;
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a==5810"; B =979%; e) a==107; B == 187; y = 21953'; f) d = 26026';
B =121017"; y = 32017’

140. a) y = 19% a = 14,73; b = 11,89; ¢ = 4,25; b) dvoji Felenf: (1)
y = 30% a = 4696"; § = 103°4'; ¢ = 4,106; (2) y = 150% a = 12948; § =
= 17°12"; ¢ = 13,53; c) ¢ = 0,4997; a = 27923’; B = 6498"; y = 88029".

141. V = 100,067z dm?.

142, 2) 15 0) } (121215 9 30F—1: 0 127 1539 =0

144. 0 = 8r sin }asin 3 sin y (uZijte sinové vty a cvié. 143a).

145. Pro a << } #n. Objem V = } 7c® (Mﬁ> ; povrch S =

sin (a + f8)
_ , Sina-sinf a4 f a—§p
2mc sxnz(a+ﬂ) - sin B cos )
147. a) cosa = — }]/3; sina = }; tga = — 1'3; b) cos Ja = — 1]/5;
sin%a=—5|5;tga}a=——2;c)coséa=~5,51n}a—3,tg%a——i.
. 2 11— 2t
148. Sll’la='i’qt—t-2-; COSa=—“m; tga——=i——;—tz-.

149. a) 4 = 24; b) 4 = 84.

151. Obsah P = a-2p, kde a je strana kosoctverce, kterd se uréf
z AABO, v ném% <X OAB = }a (bod O je sted kosoétverce); P = 170,1.

152. Budtef a = AB = b = BC rozméry daného obdélnika ABCD a
E bod na prodlouZen Gse¢ky AB zabod B, a to takovy, Ze BE = a; potom je
obsah P roven obsahu ACAE, t. j. P = }u?sinw, kde u = AC. Odtud je
a = [/Ptg tw, b= ]/Fcotg%w; a = 26, 18; b = %0, 09.

153. Budiz 0 <<a < }m; obsah P = %‘ Kosinovou v&tou se uréf
4 (a® + b2 4 2ab cosa) w 4 (a® + b* — 2ab cosa)

sin%q 2 sin%a

155. P = r? (r — w + sinw) [viz cvié. 154].
156. Z danych hodnot plyne, Ze P leZi uvniti tise¢ky BC. Sinovou vétou

uhlopficky u,? =

seuréi AP = AC - siny; AC = BC - mﬁ AP = 0,554 (km).
a

(a + b) sina
—2b - BN - cosfi; MN = 102.
158. Ur¢ime MB, BN (sinovou v&tou); MN == 468.
159. Letec letél ve vysi v == 1427 m.
160. Vzdalenost d = 46,2 m.

157. BN = (sinova véta); MN? = b® + BN? —
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161. UZijte A ABX, A ABY a urlete L BYX — { BXY; XY =
= 323 m.

162. Za ptedpokladu, Ze letadlo leti ve vyS$i stoZard, jsou vzdalenosti
asi 1974 m, 3024 m.

163. a) p = 60°10"; £, = 1 hod. 55} min. b) ¢ = 340°10’, f, = 1 hod.
1 min.

164. Horizontalni vzdalenosti od A a od B jsou asi 1244 m, 442,3 m;

vyskové rozdily po fadé mezi (4, B), (4, C), (B, C) jsou asi 7, 9 m, 264,3 m,
255,4 m.
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