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Les groupes de Betti d'un complexe infini.

Par
Eduard Cgch (Brno).

1. Soit un complexe infini K. Pour #=0, 1, 2,..., désignons
par of (i=1,2,3,...) les n-simplexes de K, ces simplexes étant
orientés d'une maniére quelconque, mais fixe.

Soit @& un groupe abélien donné. La loi de composition dans ¢
(et dans tous les autres groupes envisagés dans cette Note, qui sont
tous abéliens) sera considérée comme addition. Appelons (n, @)-chatne
chaque forme linéaire

(1) 0"=29107’ g:¢®
i

n'ayant qu'un nombre fini de coefficients g; différents de zéro?).

En posant
N Y 1 _' ’
‘), 9;07+29i 07=2, (9:+ 9:) o7,
! Z i

les (n, @)-chﬁnes constituent un groupe abélien qui soit désigné
par C".

La lettre €& désigne le groupe abélien additif de tous les nombres
entiers rationnels. Posons C*(€)= C". Si C"= Za,0] est une

(n, €)-chaine et si ge @, alors Sa,g-07 est une (1:, &)-chaine dé-
signée par g C"

La frontitre F C° d'une (0, @)-chaine est égale & zéro. Pour
n>0, la frontitre Fo} du n-simplexe o} est une (n— 1, §)-chaine

Fo= Y mor™
%

1) En général, chaque somme considérée dans cette Note n'a qu'un nombre
fini de termes différents de zéro.

Fundamenta Bathematlcae, 1. XXV, 3
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Il est inutile de rappelor ici la forme préeise des entiers mj;
seulement, nons ferons usage du fuit counu que l'on u pour » =2

@) 2‘ =0 (G h==1,2.8..)

k

Pour >0, la froutitre FC* de la (n, ¢)-chaine (1) est la
(n — 1, §)-chaine

FCn =2.‘/1' o,
I3

En vertu de (2) on a pour #==2 et pour chaque (v, ¢)-chuine (:*
(3) FF =),

ce qui est évident pour n=1.

La (n, @)-chaine C" wappelle un (n, §)-cyele, i F(" =0, Les
(n, @)-cyeles constituent un sous-groupe C” qui seru désigné pur
[ (®). Pour chaque C*H¢ C"t1 (), FC™ est un (1, &)-cycle on
vertu de (3). Les (n, &)-cycles ayaut la [orme FC*t' wont dits
homologues & zéro (~ 0); ils constituent un sous-groupe du groupo
(@) qui sera désigné par H"(#). Le groupe-quotient (Ifaktor-
gruppe)

r(&:/ H"()

sera désigné par B~(&); cest lo ™ growpe de Belti relutif au
domaive de coefficients &. Posons

@ =r H" €)= H", B"¢)= B

B* est le ™ groupe de Beiti ordinaire. Les 8léments B* de 13* dont
I'ordre est fini, ¢’est-d-dire ceux pour lesquels il existe un ce(€ tel que
¢>U, ¢ B"=0, constituent un sous-groupe du groupe 3", appelé le
7™ groupe de torsion; il sera désigné par 7. On sait que 7'°=0;
posons aussi 7''=0. Si la dimension m du complexe K est finie,
on a B*=0 pour n>m et T"=0 pour n=m.

Si les groupes abéliens @, et @, sont isomorphes, les groupes
B*(®,) et B"(®,) le sont aussi. En particulier, si ¢ est un groupe
cyclique d'ordre infini, le groupe JB*(®) est isomorphe A B*. Si
le groupe abélien & est somme directe de deux sous-groupes (5,
et &,, alors le groupe B"(() est isomorphe & la somme directe
des deux groupes B3"(,) et B*(,).
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2. M. Alexander a considéré!) le cas ol (1) le complere K
est fini, (2) & est un groupe cyclique d'ordre fini. Il a montré que,
dans ces hypothdses, lu structure ®) du groupe B™(®) est complétement
déterminde par celles des trois groupes @, B" et T 1l est facile
d'éliminer I'hypothése (2) du raisonnemeut de M. Alexander. Or,
I'hypothése (1) y est appliquée tout-a-fait essentiellement en faisant
usage de la réduction d’une matrice & coefticients entiers & une
forme canonique. Néanmoins, je vais montrer que le résultat de
M. Alexander est complétement général, toutes les deux hypo-
théses (1) et (2) y étant superflues.

Commengons par une définition. Si I sont des (n, &)-cycles
(en nombre fini) et si g,e®, alors 3g, I'7 est un (n, §)-cycle.

Appelons pur chaque (n, @)-cycle de la forme

2 g: ', gie®, I'rel™

Les (n, ®)-cycles purs constituent un groupe abélien qui sera désigné
par [1(®). Evidemment

r(®) D) D H"0).
Le groupe-quotient
(), H™ %)

sera désigné par B () et appeld le n'™ groupe de Betti pur, velattf
au domaine de coefficients .

Ceci étant, je démontre dans cette Note les trois théorémes
suivants:

Théoréme I. 1l existe un sous-groupe Bi (®) du groupe BYE) —
appellons-le le #*™ groupe de Betti complimentaire relatif an domaine
de coefficients @ — tel que le groupe B"((Y) est la somme directe
des deur sous-groupes B?(®) et Bj(®). Le groupe Bj;(() n’est pas
univoquement déterminé, mais sa structure est déterminée sans
ambiguité, Bj(@) étant isomorphe au groupe quotient

B(&)/B}(®)

1) Combinatorial Analysis Situs, Trans. Amer. Math, 28, 301—329 (1926).
Cf, aussi A, W. Tucker, Modular homology characters, Proc. Nat. Acad. Sc. 18,
467—471 (1932).

1) Deux groupes wmt la méme structure s'ils sont isomorphes.
3t
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Réciproguement, In structure de 73#(() est complétoment déterminée
par celle des deux groupes B3j(¢§) ot By (Gh).

Théoréme IL La structure da groupe BE(®3) est conplitement
déterminée par celle des dewr groupes & et B". Plus précisément:
Supposons que le groupe B* soit donnd pur les dléments génératenrs a
G=1,23,..., évent. ad inf.) ct par les relations ddfinissantes
Sape, =0 (k=1,2,3,..., dvent. ad inf)1) ol uye® ct, pour
c‘hague k, il 7'y a quun nombre fini de valewrs de i felles que ay==0.
On obtient un groupe X isomorphe au groupe Bi(®) de la manitre
suivante. Attachons & chaque ¢ wn symbole x,. Les dldments de X
sont les symholes 3 g,x, wWayant quun nombre fini de coefficients g e 6

{
différents de zéro. Laddition dans X c¢st ddfinie par

2 9:% +2 g1y = ((}, + gi)

et il y a des wlafzou.s de/uu.«;.sauta.‘;

2‘a,,,_q-a:,=0 pour ge@® (k=1,2,3..).

4

Théoréme IIL. La siructure du groupe I35\@) est complétement
déterminée par celle des dewr grouwpes & ot T Plus précisément.
Swupposons que le groupe " soit donné par les éléments géndrateurs B,
(i=1,2,38,., dvent. ud inf.) et par les relations définissantes 3 b, B=0
i
(k=1,2,3,..., dvent. ad inf)), ok bye@ ct, pour chaque k, il n'y
a quun nombre fini de valeurs de i telles que by=F0. On obtient un
groupe ¥ isomorphe au groupe Bi(®) de lu manidre suivante. Attachons
& chaque k& un symbole y,. Les éléments de Y sont les symboles 3 g, y,
&k

nayant quun nombre fini de coefficients g,e® différents de 2éro,
ces coefficients g, me sont pas arbitraires, mais liés par les relations

Zb“g‘=0 (é=1,2,3,...).
k

1) Cela veut dire que les éléments de B” ont la forme Jc;a;, ol ceux des
1

coofficients ¢;e § qui sont 4 0 sont en nombre fini, que Jea;+ Sefay=
1 ]

=12(c1+c§) oy, enfin que ?cm,:() si et seulernent #'il existe dos entiers by on

nombre fini tels que ¢; = :‘}b,, oy pour 4==1,2,8,.. Dans le cas of1 il n'y & aucune

relation définissants, on dit quo low éléments générateurs a; sont lindatrement in-
dépendants.



Groupes de Betti 37

Laddition dans X est définie par

29&.’/1&‘[‘29;%"}“2(9&"‘9;)%

et il y a des relations définissantes

2 e g-4=0 pour chaque ge@®,
&k
ol ¢, sont des entiers (dont ceux qui sont 3= 0 sont en nombre fini)
lels que
Sbuc=0 (6=1,2 3,...)

k
3. Les démonstrations sons fondées sur le

Lemme. Supposons que le groupe abblien & posséde un nombre
fini ou dénombrable de genérateurs lindairement indépendants. Soit D
un sous-groupe de &. Alors O posséde un systéme fini ou dénombrable
de générateurs lindairement indépendants

Démonstration. Soient g, (i=1,2,3,..., évent. ad inf) les
générateurs donnés linésirement indépendants du groupe @. Posons

A
ky =2 Wy Gy (ar, € €),
=1
en choisissant 4, et a,, de manidre que (1) k, €9, (2) 4, = minimum,
(3) a1,,> 0, ay,,== minimum, Supposons que I'on, ait déja déterminé
les indices 4; <<y <C...< 4, ainsi que les éléments %, hy,..., h,

de . Alors posons
LYARY

b1 = 2 GGy (A€ B),
y=1
en choisissant 4,., et a,,, de maniére que (1) hH_1 €D, (2) Ay >4,
Ay = minimum, (3) apy,, a1 > 05 @iz, = minimum, En procédant
de cette maniére, on obtient une suite finie ou dénombrable #,, Ay, A,...
Posons V(0)=0; si heD ot A0, soit h=2b,g,; le plus haut
indice » tel que 5,>>0 a la forme »=21,; posons V(h) i

Les h; sont lindairement indépendants. Ea effet, si A= 27 Bu» cue€

et ¢,50, on a h= Z'b,,g,, et b,e@ by =c,a,F0, doﬁ hZ=0.
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Chaque élément /4 du groupe & u la forme 2 Gty e @ Clost
=
évident si V(h)=0. Soit V(h)=1¢>-0 et nupposonu que Pdnoneé
A
soit vrai pour chaque A’ e$ tel que V(&) <Ci. On a h =}}lb” G-
yo

Déterminons les entiers ¢ ¢t » de manidre que b, = ¢, +
A

0=r<<ay, On a h-——qh.1=_>716;, Iy bye€, 00, =r<ay,,
e

dott by, =0 daprés le choix de a,,. Done V(h—gh) <i, dolt
lL——gh,_.,cﬂhu, h=qgh+ 3 Vrﬂ o
o

4. Démonstration du théordme I Pour n=0 on a évi-
demment B (@) = B(§), B}(®)="0. Soit n>0. Les (n--1, &)-
chaines 1.0}~ constituant évidemment un systémne fni ou dénom-
brable d’éléments générateurs lin. indépendants du groupo €*-, il
résulte du lemme que le sous-groupe H*~! du groupe C* * posséde
un systéme fini ou dénombrable d’éléments générateurs k, (b=1,2,3,...,
évent. ad inf.) lin. indépendants. Puisque h, e H", il existe des
(n, @)-chaines D} telles que /' Df=h,. Les chaines D? constituent
un systéme de générateurs d'un sous-groupe — désignons-le par 1> —
du groupe C".

Soit C"eC"; alors FC"e¢ H*. Dunc il existe des nombres
a,e€ (en nombre fini) tels que F0"=k2a,,h,¢, de manidre que

I'*=C*— Ya,Djel™ Dautre part, soit I"e/™, D"e D*, I+ "=0.
k

Il en résulte que FD*=F(I"+4 D*)=0. Or on a D*= .}:akD;,

d'ou .;‘J_a, h=FD"=0, done a,=0 et par suite D*"=0 et I’"—-O.

Donc le groupe C" est somme directe de /™ et de 1), On en dé-
duit sans peine que le groupe /(@) est somme directe du groupe
T3(®) et du groupe [%(@), ce dernier étant défini comme l'en-
semble de tous les (n, &)-cycles de la forme f,' e D3, g€ @. 11 en

résulte aisément que le groupe B” (&) est somme directe du groupe
B (@) et dun groupe B3(®) isomorphe au groupe /7 (G).

5. Démonstration du théoréme II. Supposons que le groupe
soit donné par les générateurs @, (i=1, 2, 3,..., évent. ad inf.) et par
les relations définissantes 120“ a,=0 (k=1,2,3,..., évent. ud inf).

Autrement dit: (1) il existe des (1, @)-cycles I'? tels que pour chaque
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(n, €)-cycle I'" on ait une homologie de la forme I'* — 3b,I'7 ~ 0,
(2) on a .:Sb,- Ty ~0 si et seulement il existe des en;:iers ¢ (en
nombre fini) tels que b= a,c,. Il en résulte que les éléments
du groupe /() ont la form; 2g. I, 9,6 ®, et que 'on a Jg, I'F~0
si et seulement s'il existe ées g€ ® (en nombre ﬁn;) tels que

9= 2 a, g:. Or ceci implique la validité du théoréme II.
k

6. Démonstration du théoréme III. Pour » =0 on a
B}(@®)=0, T-1=0. Soit n>>0. Supposons que le groupe 7"
soit donné par les générateurs 8, (i=1,2, 3,..., évent. ad inf) et
par les relations définissantes %‘ buBi=0 (k=1,2,3,..., évent. ad

inf.). Le théoréme III déduit des générateurs B, et des relations
by ;=0 un groupe ¥ et affirme lisomorphie des deux groupes
i

B;(®) et ¥. Nous allons d’abord prouver que la structure du
groupe Y est déterminée sans ambiguité par celle des groupes &
ot Tn—l'

Supposons d’abord que l'on ait choisi pour les générateurs §,
le systéme de fous les éléments du groupe I’ Quant aux relations
définissantes %’b,, B:=0, supposons les choisies d’une manidre quel-

conque (mais fixe). Sil'on ajoute anx relations 3 b,8, =0 toutes les
i

autres relations qui existent entre les §,, le groupe X doit &tre

remplacé par un nouveau groupe X’. Les éléments de ¥ étaient

de la forme I g,y,, les g,e® étant tels que Zb,g,=— 0 pour
] A

i=1,2,8,...; oo avait aussi les relations définissantes Jc,g-y,=0
k
{ge®), ol les c, étaient des entiers tels que 3by ;=0 pour i=1,2,3,....
PR
Les Zb,f, =0 constituant un systdme de relations définissantes

pour les générateurs §, du groupe 7", les autres relations qui
existent entre les S, ont la forme X uy, b, 8, =0, v4eE (pour une
Ik

valeur donnée de h, les v,,9=0 sont en nombre fini). Le éléments
de Y’ ont la forme Zg,y,+ Jgiys =0, les g, e @ ot les g; ¢ ®
. & A

étant tels que I by (g + Zvw gs) =0; on a aussi les relations.dé-
k .1

finissantes ¢y g-yp - Zcrg-ys =0 (ge @), olt les entiers ¢, et ¢,
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sont tels que 2(),-,‘(0,‘-{-73]1;,,,‘(:,’,)—.—_—() pour i=1,2,38,.... Kn posant
k i

P (2 92 Yr +‘/‘,‘ .9/,: y;:) =2 (9/: +2‘ L7 91'1) Yes
& i [’ b

on reconnait sans peine que ¢ est une corsespondance biunivogue
et isomorphe entre les deux groupes Y’ et Y.
Supposons maintenant que les générateurs f, et les relations
définissantes b, 8, =0 du groupe 7" soient choisies arbitrairement.
{

Pour achever la démonstration du fait que la structure du groupe )~
ne dépend que de celle de & et de X", il wuffit de prouver que,
si Pon ajoute aux générateurs §; tous los autres éloments {f_}=%7'u,,p‘,

du groupe 7™, en ajoutant simultanément aux .127 by ;=10 les nou-
velles relations §; —%’ uB,=="0, le groupo ¥’ correspondant ent iden-
tique 4 ¥. Les éléments du groupe 1™ ont la forme E’gk yk—-|-27’g; Y,
les goe® et les g;¢® étant tels que E(),hgk 21(,,9,-(), ,-—()
on a aussi Jes relations définissantes .,(,,g Yt Ec,g cy; =0 (ge),
les entiers ¢, et ¢; étant tels que Eb,,, Cp — Eu,/c,— 0, ¢g=10. Done
les éléments de ¥’ sont aimpleme;t %‘g,, Yir 108 g e @ biant tels que
A?b,, gr=0, et les relations définissantes sont %’ch 7-9=0 (ge @),
les entiers ¢, étant tels que %’bm ¢, ==0. Les groupes )’ et }" sont

par conséquent identiques l'un & lautre.

Ceci étant, il suffit de prouver la validité du théoréme III en
choisissant d’'une manidre convenable les générateurs et les relations
définissantes du groupe 7.

Comme les (n — L, &)-chaines 1.0~ constituent un systdme
fini ou dénombrable de générateurs lin. indépendants du groupe 2,
il résulte du lemme qu'il existe une suite finie ou infinie de
générateurs C/~! lin. indépendants du groupe L~ (T €%, constitué
par tous les (z — 1, @)-cycles dont un certain multiple est homologue
& zéro. L’indice %. parcourant les mémes valeurs que lindice i
(1,2,3,..., évent. ad inf), il existe pour chaque k des entiers b,
tels que (1) bu=0 pour i>k (2) 0,>0, (3) Eb,,, Ot~ 0.

Choisissons les entiers b, de maniére que la valeur de b,,,, goit minima,
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et posons h,=3b, O de manidre que h,e H" L Or les h, ont été
I3

déduits des Cf~ précisément de la méme manidre que les k, des g,
dans la démoustration du lemme: il suffit d’y remplacer les deux
groupes & et P respectivement par L*! et par H"'1). Il en ré-
sulte que les %, constituent un systtme de générateurs linéairement
indépendants du groupe H".

Comme

It==Ir'{H",
aux C;~! correspondent des générateurs 3, du groupe 7, les relations
définissantes étant b, 8= 0. Les éléments du groupe ¥ ont la
forme Xg,y,, les g:e@j étant tels que b, g,=0 pour chaque i
On n’a kz'gky,,= 0 que si tous les g, sontk= 0; en effet, les relations
déﬁnissa;ntes du groupe X sont fyckg <=0 (ge®), les entiers ¢,

étant tels que (1) ¢,=0 A& partir d’une certaine valeur de £,
(2) ?b,, ¢,=0 pour chaque i; puisque b, = 0 pour i>k et by, >0,
les conditions (1) et (2) entrainent que ¢,— 0 pour chaque k.
D’autre part, d’aprés la démonstration du théoréme 1, le groupe
B3(®) est isomorphe au groupe [7(®), constitué pas tous les (n, &)-
cycles de la forme :S'g,,DZ, les D} e € étant choisis de maniére

que F D = h,. Les h, étant lin. indépendants, les Dj le sont aussi;
il en résulte sans peine que l'on ne peut avoir g, D=0 que si
k

G1=gs =..=0. Or, on a I'3g,Df=23Ig,h,— b, q,Cr". Les C/*
& k ik
etant lin. indépendants, il en résulte que Jg, D; est un (n. @)-cycle
k
si et seulement si 3b, g, =0 pour chaque i. Duuc les deux groupes
k

[7(®) et ¥ sont isomorphes. Les deux groupes Bj(®) et [7(®)
étant aussi isomorphes, le théordme III est démontré,

1. Remarques. I. Supposons que le groupe B” posséde un systéme
fini de générateurs (ce qui a liew en particulier si le complexe K
est fini). Pour pe@ g >0 désignons par G(u) le sous-groupe
de @ constitué par tous les éléments de la forme pg (ge@®). On
sait que le groupe B” posséde un nombre fini de génératenrs «

1) Dans le cas présent, on a évidemment 4; =1 dans la démonstration citée,
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(1 <i<m) tels que les relations défininsnntes aient la forme
peay=0 (1 =i m), ot e, g, 2= 0. On déduit aivément du théo-
réme II que le groupe BF(#) est somme divecto do m groupes X,
Q=ism), od (1) si g=="0, lo groupe X, est isomorphe i @,
(2) si w;> 0, le groupe X est isomorphe & ®3/@p,).

II. Supposons que le groupe 7' possédo un nombre /ini do
générateurs (co qui a lieu en particulier si le comploxe K est fini).
Pour ue@, u>0 désignons par ($[u] le sous-groupe de & constitué
par tous les éléments ge® tels que wg=="0. On sait que le groupe 7' *
posséde un nombre fini de générateurs §; (1 =i <zm) tuls que les
relations définissantes anient la forme w, 8, =0 (1 [iz5m) ou g6 (8,
;> 0. On déduit aisément du théordme IIL que lo groupe I35(()
est somme directo de a groupes ¥, (1 <L i;=m), le groupe Y,
étant isomorphe & &|u,).

IIL. Supposons que le groupe & jowisse de la propriélé suivante:
ge® et we®, p >0 dant choisis arbitrairement, il existe toujonrs
un g e ® tel que g=pg'. Alors lu structure du groupe By () est
complitement déterminée par celles des dewr groupes & et I3 T,
Plus précisément, le groupe & ayant la propridté duoncde, le groupe
B () est isomorphe au groupe X* qui soltient du groupe I3*/T™ de
lu méme mavitre que le groupe X o dté obtemu du groupe I* au
théortme II.

Le plus important exemple d'un groupe & jouissant de la
propriété envisagée est le groupe additif de nombres réels réduits
mod. 1, jousnt un réle important dans les derniers travaux de
M. Pontrjagin.

Démonstration. On voit sans peine que l'on peut choisir un
systéme de générateurs et de relations définissantes du groupe I" de
la maniére suivante: (1) les générateurs sont @, (i =1, 2, 3,..., évent.
ad inf.) et o) (j=1,2, 3,.., évent. ad inf.), (2) les relations définissantes
sont lEa,,,a,—l—jZ'aj',(a}=0 (k=1, 2, 3,., évent. ad inf.) et jEit//.a]=()
(Vindice & parcourant les mémes valeurs que lindice g), (8) les a;

constituent un systéme de générateurs du groupe 7' ot les 1y, a) =0
J

constituent les relations définissantes du groupe 7', (4) wuy, =0
pour j >k, uy, > 0. Evidemment, il existe un systdme de géndra-
teurs a«f du groupe B”/T" tel que les relations définissunton wont
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Ea,,, ef =0. Les éléments du groupe X sont Z‘g,w,—|— gz
(g,e(ﬁﬁ g;6®) et les relations définissantes sont Ea,,g z,—}— S'aj,,g a;,_().
214,,,9 a;=0 (g ¢ @). Les éléments du groupe X* sont Z'g,x, (9:e®)
et les relations définissantes sont Ea,,,g zf =0 (ge@)

Considérons les éléments X* de X ayant la forme particuliére
X =3giu; (9;¢®). Posons f(X')=0 si tous les g; sont égaux
a zéro;J dans le cas contraire, soit f{X’') égal au plus grand indice j
tel que g;=0. Nous allons prouver que X’ =0. C'est évident pour
J(X')=0; supposons le vrai pour f(X')<m et considérons un élé-
ment X' = 3 g/ x; tel que f(X’) =m. Comme u,, >0, il existe un
élément gej@i tel que g, =1u,,g. Orona Ju,g.2;,=0, dou
X =X'=23g,r;— Jw,g-x. Puisque u,, gj= Jny %im = 0 pour
ji>m, f(X’)J= m, on a (X" <m, dot X' =X"=0.

Ceci étant, posons

' (29; 4 9, J‘j) =2‘g;:r,-"‘*.

On vérifie sans peine que ¢ est une correspondance biunivoque
et isomorphe entre les denx groupes X et X* Or le groupe X est
isomorphe au groupe BF(®) en vertu du théuréme IL

IV. Le groupe abilien & étant arbitraire, désignons par p le sous-
groupe constitué par tous les éléments de & dont lordre est fini. Alors
le groupe Bj(®) est isomorphe au groupe B3(H).

En particulier, si tous les éléments de & ont I'ordre infini (p. ex.
si @ est un sous-groupe du groupe additif de tous les nombres
complexes), on a BI(®)=0.

Démonstration, On peut supposer (voir la démonstration du
théoreme III, p.40) que le groupe '~ soit donné par les générateurs 8
(i=1,2,3...., évent. ad inf)) tels que les relations définissantes
aient la forme X b, ;=0 (Vindice & parcourant les mémes valeurs

que l'indice i),‘otl bex >0, be=0 pour i>% Nous avons vu

que le groupe Bj3(®) est isomorphe au groupe X constitué par tous

les formes linéaires =g, y, dont les coefficients g, ¢ & sont tels que
k

%) 2‘ b gu. = 03

k
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on n'a Jg,y,=0 que si g,=0 pour chaque £ On doit seulement
k

prouver que g,e9, c'est-h-dire que l'ordre de chaque g, est fini,
Or ceci résulte sans peine par recurrence des dquations (4), en
tenant compte des conditions by, > 0, by, =10 pour i> L.

V. Soit me @, m> 0. Supposons que le groupe & soit tel que
mg=0 pour chaque ge®. Alors lu structure du growpe I3 () est
complitement déterminde par celle des trots groupes ©, B*(§,) e
B*(E,), ot €, disigne le groupe additif des nombres entiers réduits
mod. m. En effet, si le groupe & jouit de la propriété énoncée, on
voit sans peine que les théorémes I, II et III restent vrais (avee ln
démonstration essentiellement la méme) en remplagant & par @, ).

') On doit romplacer (§ par (§, aussi dans la définition du groupe nt ((55)_
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