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Diophantische Approximationen und Hausdorfisches Mass.

Von Vojtéch Jarnik in Prag.

§ 1. Einleitung.

Fir jede reelle Zahl O mit 0= 6 =1 (diese letztere Einschrinkung ist na-
ttirlich unwesentlich) hat die Ungleichung

1
;/ Bb

unendlich viele Losungen in ganzen Zahlen a, b. Bekanntlich gibt es Zahlen 6,

fir welche die Konstante 1:1)/5 durch keine kleinere Zahl ersetzt werden darf ?).

Andererseits gibt es auch irrationale Zahlen, die sich «beliebig gut» durch rationale

Zablen approximieren lassen. Man kann sogar beweisen: zu jeder fir z>>0 defi-

njerten und abnehmenden Funktion ¢(z) mit lim ¢(z)=0 lisst sich eine irrationale
=00

l o—

Zah] 6 mi 0<C@<1 angeben, so dass die Ungleichung

|-

fiir ¢=1 unendlich viele Losungen in ganzen a, b besitzt, fur jedes ¢ <1 dagegen
hichstens endlich viele solche Losungen. Der (triviale) Beweis verliuft wie folgt:

(p( ) (c konstant)

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei go(x)<%- Jeder unendliche regel-

missige Kettenbruch
1

" +"“+3 e

definiert eine irrationale Zahl 6, wo 0<C O < 1. Es sei p,:q, ibr n-ter Nihe-
rungsbruch in irreduziblet Form; dann ist %)

qn+1 — n+lqn + qn-l’

qn(qn-ﬂ_l_qn) I qn <

1.
qnqn«H

1) Vgl. z. B. 0. Perron, Dic Lehre von den Kettenbriichen, B. G. Teubner, 1913 (weiter
als Perron zitiert), S. 49, Satz 15.
2) Perron, S. 43, Satz 10 und S. 44, Formel (12).
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Wir wiihlen die ganzen positiven Zahlen 8,, 8,,... sukzessive so, dass

Bs9(90) > 1, lim B,19(g.)=1;

dann ist
Upry > An y Tpr1 T, n ’
| *(q,) 9(q,)
also
0 —Pa| 21 | 0 Pal 202,
' 9n < qs n a

Gesetzt nun, es wiire fiir ein ¢<C1_und fir unendlich viele Paare von ganzem
Zahlen a,, b, (n=7 2,...b,— )

=

| n

<o 23, M

dann wirc wegen cqa(b,,)<% sicher «,:b, einem Niherungsbruch von 6 gleich 3);

also a,=I,p,, b,=14,, wo I, ganz und m — oo, wenn n— oo.
Also wiire

o 1) = 90)

gt — bi°’

aﬂ
=

=] §—Lm
q

m

im Widerspruch gegen (1).

Es gibt also zu jeder solchen Iunktion ¢(2) Zahlen 6, deren Anniherung
durch rationale Zahlen genau durch die Funktion ¢(x):2* beschrieben ist,

Es entsteht nun weiter die Frage, wie «gross» die Menge derjenigen Zahlen
6 mit 0=6=1 ist, die eine gegebene Niherung durch rationale Zahlen gestatten.
Man muss freilich priizisieren, was man. unter der «Grisse» der entsprechenden
Menge verstehen will. Hier bietet sich nun von selbst der Lebesgu esche Massbe-
gtiff an; und in dieser Richtung hat Herr A. Khintchine folgendes Resiiltat erhal-
ten, welches die Frage vollig erschipft %):

Fur «>0 sei f(x) stetig, positiv und .f(x) abnehmend. Die Ungleichung

, al _1b)
7<%

hat fiir fast alle *) & eine unendliche Anzahl von Losungen in ganzen a, b, wenn
L

S f(x)dzr divergiert und hat fur fast alle & hochstens endlich viele Losungen i

<
[es]
ganzen a, b, wenn Sf(w)d:u konvergiert.

3 Perron, S. 45, Satz 11.

5) Einige Sitze iiber Kettenbriiche usw., Mathem. Aunalen, 92 (1924), S. 115—125; vgl. auch
Zur metrischen Theorie der diophantischen Approximationen, Mathem. Zeitschr, 24 (1926),
S. 706—-"714,

3) «Fast alles bedeutet: alle bis auf eine Menge vom Lebesgueschen Mass Null
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Nach diesem schonen Satz hat z. B. die Menge M, aller Zahlen 6 (0= 6=1),
fir welche die Ungleichung
= 1.

a
l."—z =3

unendlich viele Losungen in ganzen a, b hat, fir «>>2 das Mass Null. Man wird
aber trotzdem vermuten, dass z. B. die Menge M, in einer gewissen Hinsicht «viel
grosser» sein muss als die Menge M,. Zu einer solchen Klassifikation vonr Mengen
vom Lebesgue’schen Mass Null eignet sich nun der Mass-und Dimensionshegriff
des Herrn Hausdorff ¢); das Ziel dieser Note ist es eben, auf einem besonders
einfachen Kall—n#imlich genau fir die Mengen M.—die Bedeutung dieses Begriffes

fur derartige Fragen zu zeigen. Der Leser braucht von der Hausdorf{f’schen
Theorie nichts zu kennen,

§ 2. Definitionen und der Hauptsatz.,

Wir denken uns eine reelle Zahl s gegeben. Es sei E eine Menge von reellen
Zahlen; wir iiberdecken E mit hichstens abzihlbar vielen Intervallen, deren Lingen

liy g, b,... seien und bilden die Summe El: (diese Summe miige - oo bedeu-

ten, wenn Zlf divergiert). Wenn ¢ >0, so sei L, . (E) die untere Grenze aller

solchen Summen Elj., wo ;=9 (¢=1,2,...). Wenn ¢ abnimmt, so nimmt L; ,(E)

offenbar nicht ab, also existiert der Grenzwert 7)

lim Ly o B)—=To(E) (0= T4(E)= - o).
=0

Aus s <s' folgt Ly, (E) = 0*' L, o(E); wenn also L,(E) < oo, 8o ist I,(E)=-0.
Weiter ist offenbar Ls(E)=0 ftir s>>1 (man denke sich z. B. die ganze reelle
Gerade durch abzdhlbar viele Intervalle iiberdeckt, deren Lingen (,, I,,... durch
;=0 :7 gegeben sind), L (E)=- oo fir s<0, falls I nicht leer ist.

Zu jeder nichtleeren Menge E von reellen Zahlen gibt es also eine Zahl 6
(0=6=1), so dass L, (E)=0, L,_(E)==oo fiir jedes ¢>>0. Diese Zahl soll die
Dimension der Menge E heissen und mit dim E bezeichnet werden ®),

Aus E C E' folgt offenbar dim £ =dim E'. Weiterist es offenbar gleichgiiltig,
ob wir bei der Uberdeckung von E nur offene oder nur abgeschlossene Intervalle
oder beides zugleich zulassen.

Es sei nun «>>2; mit M, bezeichnen wir die Menge aller Zahlen 6 mit
0=6=1, fur welche die Ungleichung

lg__el<1
|‘9 o = be

6) F. Hausdorff. Dimension und dusseres Mass, Mathem. Annalen, 79 (1919), S. 157—179~

7) Went s=1, so ist L;(E) einfach das dussere Lcbesguesche Mass von E.

8) Die Mengenfunktion Lg(E) ist ein dusseres Mass im Sinne des llerrn C. Carathéodory
(ﬁber das lineare Mass usw., Gottinger Nachrichten, 1914, S. 404—426; vgl. auch Ilausdorffs
1. ¢. 6)). Wir werden von dieser Tatsache keincn Gebrauch machen.
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winendlich viele Losungen in ganzen a, b besitzt. Das Ziel dieser Note ist der
Satz:
9
dim M,=="
o
Dass dim Zl[agg, ist fast trivial. Wir ‘konstruieren n‘am]i'ch zu jedem Zahlen-

paar a, b, wo 0=a=0, « ganz, p >0 und ganz, das abgeschlossene Intervall
a 1 a 1
<37 3t (2)

M, ist offenbar die Menge aller Punkte, die in unendlich vielen von die'sen Inter-
vallen liegen. Es sei B> 1; diejenigen von unseren Intervallen (2), fir welche
b> B ist, tiberdecken die Menge M,.. Wenn nun s>§, so ist die, Summe der

s-ten Potenzen der Lingen dieser Intervalle gleich

e 3 2EL o= =o).
">B

Daher ist L(M,)=0 fur s>—z, d. h.
dimM;ég-
.o

2

Die ganze Schwierigkeit liegt im Beweis der Ungleichung dim Maé—a , der im

mniichsten § durchgefihrt werden soll.

/ § 3. dim . =2.

1. Im folgenden seien zwei Zahlem @, s fest gegeben, 0 <s <C % <1. Wir

fiilhren folgende Bezeichnung ein: wenn U ein System von hochstens abzihlbar
vielen Intervallen auf der Geraden der reellen Zahlen ist, deren Lingen 1, 1,,...
heissen, so setzen wir

4=,

2. Wir wihlen nun fiir das folgende eine feste Folge von Primzahlen
'Y ég) Qgys oy

die folgende Eigenschaften besitzt:
a) Die Anzahl der Primzahlen, die =q, und <C2q, sind, ist grosser als

1” und kleiner als § q,,

1 4,
2 log 2 log
b) cloelan < Tnst < 9 plog* q,.
0) 2qn < qn+l;
y 2 3.
2¢q: qn+l ’
2 .1
e) q_,‘;‘< i
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Die Bedingungen a), b) sind offenbar erfullbar, da x(x), die Anzahl der Prim-
zahlen =z, bekanntlich der Gleichung

lim ) logx=1
z=m T

gentigt °). Die Bedingungen c¢), d), e) sind dann von selbst erfullt, wenn wir g, hin-
reichend gross wihlen (was offenbar erlaubt ist).
3. Fur spitere Zwecke beweisen wir 1°):

lim L 1 .

n=a(3:2%)"(q44y " * “duy)*"?l0g 7, 108 gy - -log g, log’g,log"q,., '
Wezen 2—as>0 geniigt zu zeigen: flir jedes ¢ >0 ist

(3-29"=0(4;), 9192 " *9u-1=0(9;), 108 ¢,,,=0(1;)- ®

Be weis: nach 2b) ist gqﬂ*—‘ — oo, also e"=0(q!) fir jedes ¢>0; also gilt die

erste Gleichung in (8). Weiter ist fir »>2
[N RERl MR i el A R S B M LS S

fir £>>0, n>m(c); endlich ist naeh 2b) log q,,,colog?q, = O0(q¢).
4. Wir konstruieren im abgeschlossenen Intervall <0, 1> abzihlbar viele

abgeschlossene Intervalle folgendermassen: Umn jeden Punkt% als Mittelpunkt,

wo 0<w<(b, a ganz, b Primzahl, ¢, =b<2q,, konstruieren wir ein abgeschlos-
senes Intervall von der Linge 2:b% Fir zwei verschiedene solche Punkte «:b,
a':b' ist nach 2e)

1 1 2 _1 1

W>ZJ?>QT;‘= l;,“" b_“‘."

v

oo
b b

also sind je zwei solche Intervalle fremd. Thre Anzahl ist nach 2a) grosser als

I g, 1 'H

(qx'“l?gj;gq—l> 5.2: Togq,

Diese Intervalle nennen wir «Intervalle erster Ordnung».

9) Ubrigens konnte man auch mit den elementaren Ungleichungen (vgl. z.B. E. Landau,
Vorlesungen iiber Zahlentheorie (S. Hirzel 1927), Bd. ], S. 66)

()
T log x < 00

lim inf =) logz >0, lim sup
r=m T r=m
auskommen, man miisste aber in a), b) statt %, g, 2 eventuell andere Konstanten wahlen.

10) 3.2 bedeutet: drei mal zwei hoch a (u“d nicht (::—(2))0‘)
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5. Wenn schon fiir ein ganzes »>>1 paarweise fremde abgeschlossene Inter-

und
q ;-— > 2 qu—l

definieren wir die Intervalle m-ter Ordnung folgendermassen:

Um jeden Punkt

valle (r—1)-ter Ordnung definiert sind, deren Lingen =

sind,

% als Mittelpunkt, wo 0<a<(b, a ganz, b Primzahl,

q,=b < 2q,, konstruieren wir ein abgeschlossenes Intervall von der Linge 2:h°
Ein solches Intervall wollen wir dann und nur dann ein «Intervall n-ter Ordnung»
nennen, wenn es ganz in einem Intervall (—1)-ter Ordnung liegt. Diese Intervalle
sind paarweise fremd, denn fiir je zwei verschiedene solche Punkte a:b, a': 0’ ist
nach 2e)

a a

4 gy b

6. Die Anzahl der Intervalle n-ter Ordnung, die in einem Intervall (n—1)-ter
Ordnung liegen, ist nach 2a) d) mindestens

2 2 1 q,
[(2%_1 ,,)1,. 1]21— ik

2 ) 1 ¢ 1 '
ﬂ_____2 ol ”n
> (2"q;;__l 2 logy, > 3:2%q2_, logg,

(also >0, fur grosse % sogar >>1) und hochstens

qn
<8 qc_ logyq,

(ﬁqe._i_l ) 3 du
qz_, '/ 2loggq,

Die Anzahl aller Intervalle s-ter Ordmung ist daher fiir » >>1 mindestens

1 @4, - -9,)" .
(3-2%" (949" * 4,-1)* 108 7, log g, - - log g,

7. Die Vereinigungsmenge aller Intervalle z-ter Ordnung ist eine nichtleere,
abgeschlossene Teilmenge V, von <0, 1>. Es ist V, ¢ V,_,: daher ist auch die
abgeschlossene Menge

Po==V,V,V,---

nichtleer. Offenbar ist P, € M,; denn jeder Punkt 6 von P, liegt in <0, 1>
und zu jedem n gibt es ein Intervall m-ter Ordnung, in welchem O liegt; also gibt
es zwei ganze Zahlen «, b, so dass

b=gq, [6—2

Es geniigt also vollstdndig,
9
. 2 : R
dim P, = = (4)

su beweisen,
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8. P, ist perfekt (was wir fibrigens nicht brauchen werden); denn es sei 6
ein Punkt von P,; es sei I, ein Intervall nm-ter Ordnung, in welchem 6 liegt;
wenn » hinreichend gross ist, so liegen in I, mindestens zwei Intervalle (n—1)-ter
Ordnung (nach 6), also mindestens zwei verschiedene Punkte von P,.

9. Wir wihlen nun eine ganze, positive Zahl ». Mit 1, bezeichnen wir ein
beliébiges, hiochstens abzihlbares System von offenen Intervallen, die die Menge
P, iiberdecken und deren Lingen é%qz sind.

n

Die untere Grenze von A (11,) (vgl. 1.) fur alle solchen U, ist eben die im

§ 2 eingeftihrte Zahl L, (P,) fiir 0=’10qu" Nach dem Borelschen Uberdeckungs-
n
satz (P, ist beschrénkt und abgeschlossen) konnen wir uns bei der Berechnung von

L, .(P.) (g=i%) auf Systeme U, beschriinken, die aus endlich vielen Intervallen

bestehen; weiter diirfen wir jene Intervalle aus U, weglassen, die keinen Punkt
mit P, gemein haben; und endlich konnen wir die Intervalle von 1, abschliessen,
indem wir ibhre Endpunkte zu jhnen rechnen.

10. Es ist also L, o(P.) gleich der unteren Grenze der Zahlen 4 (8,), wo 1,
ein beliebiges System von abgeschossenen Intervallen ist mit folgenden Eigenschaf-
ten: B, besteht aus endlich viclen abgeschlossenen Intervallen, die P, tiberdecken
und deren Lingen = -101—(12 sind; jedes von diesen Intervallen enthilt mindestens einen

n
Punkt von P, ¢m Inneren.
11. Der Abstand je zweier Intervalle m-ter Ordnung ist grosser als

2 1 "
—>10q% fur 1) » >¢, >1.

Es sei nun stetS » >e¢,. Also hat jedes Intervall von ¥, mit genau einem
[utervall n-ter Ordnung einen nichtleeren Durchschnitt.

Es sei I ein Intervall von B,; dann gibt es einen Punkt von P,, der m
Inneren von I liegt; also gibt es ein m >>mn, so dass I ein ganzes Intervall m-ter
Ordnung enthillt (m darf Ubrigens beliebig gross gewihlt werden); also enthilt I
aigch 6. mindestens zwei Intervalle (m—-1)-ter Ordnung, wenn m>e¢, gowihlt
wurde. Da andererseits / mit gemau einem Intervall n-ter Ordnung gemeinsame
Punkte hat, so gibt es eine Zahl £>>n mit folgender Eigenschaft: k ist die kleinste
unter allen Zahlen m, fiir welche I mit mindestens zwei Intervallen m-ter Ordnung
gemeinsame Punkte hat. Wir wollen sagen, dass das Intervall I zur Zahl k gehort,

12, Wenn nun ein Intervall 7 von L, zur Zahl & gehort, so ist seine Liinge
nach 11. grosser als

1 2 1
I g

Es seien 4,, 4,,---A, diejenigen Intervalle k-ter Ordnung, mit welchen I/
gemeinsame Punkte hat, wobei A4; links von A4, liegen moge.

1) ¢, ¢g... sollen positive Zahlen scin, die nur von s, a und von der Folge gy, go...
abhdngen.
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Es sei a der linke Endpunkt von A,, b der rechte- Endpunkt von A, da die
Lénge von 4, und A4, hochstens — <‘)0 » betriigt, wenn k>c,>¢, (also wenn

n>>e¢, >c,), so-ist die Linge ‘von I=<a, b> hichstens zweimal so gross wie
die Linge von I, wenn » >¢,. Es sei nun stets »>>¢,. Weiter ist jeder Punkt
von P,, der in I liegt, anch in I enthalten. Wenn wir also im Uberdeckungssystem
B, jedes Intervall I durch das entsprechende I ersetzen, bekommen wir wieder
ein Uberdeckungssystem 2B, von P,, fir welches 4 ,(28,)=24(3,).

13. Wir wollen daher im folgenden Uberdeckungssysteme I8, folgender Art
+betrachten: T, ist ein beliebiges -System von endlichvielen abgeschlossenen Inter-
vallen, die P, tuberdecken und folgende Eigenschaft besitzen: jedes Intervall I aus
B, gehvrt zu einer ganzen Zahl k> im folgenden Sinn: I=<y, 8> (wo y <B)
ist Teilmenge eines Intervalles (k—1)-ter Ordnung, y ist der linke Endpunkt eines
Intervalls k-ter Ordnung, B ist der rechte Endpunkt eines anderen Intervalls.%-ter
Ordning. -

14. Nach 12. ist 2°L, (P,) ( ) mindestens gleich der unteren Grenze

der Zahlen 4 ,(8,).

Wenn nun B,, B,,... die Intervalle n-ter Ordnung sind, so zerfillt 28, in
Teilsysteme 28,(B,), wo 2B,(B,) dieselben Eigenschaften hat, die wir in 13 von 8,
verlangten, nur dass ¥,(B;) nicht die. Menge P, sondern nur den Durchsehnitt
L, B, tberdeckt.

Die Anzahl der Teilsysteme 8,(B,) ist nach 6. mindestens

1
10q

1 (q1q2° : ’(In)g
(3- 24)" (Q1q2. . .qn__l)ﬂlog q1 longo B .log q,

und

A(B,)= D 4(B(B)).

'

15. Es sei nun B ein Intervall n-ter Ordmmg Wir wollen ei® untere Schranke
fur 4 (W, (B)) angeben. Es seien I 1, Ik 2, -+, Iy« diejenigen Intervalle von 2B 2(B),
die zur Zahl k gehoren (es sind freilich nur endlich viele von den Zahlen v, von
Null verschieden); dabei ist k=n-1. Die Anzahl der Infervalle k-ter Ordnung,
die in I, enthalten sind, sei £y also ist i ; ganz, t ;> 1. Die Linge von I; ¢
ist grasser als

thi—1 B,
igt ~8qd
Also ist
1 l
A.(%B,(B»—z-s—z ra (5)
k, ¢
Andererseits ist I, Teilmenge eines Intervalls‘(k—1)-ter Ordnung, also ist nach 6.
'
i =8—"—. 6
"= g Togy, ®

16. Es sei k, die grosste Zahl, zu welcher ein Intervall in 28,(B) gehort.
lch behaupte: jedes Intervall k,-ter Ordnung, welches in B liegt, i¢t Teilmenge-
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eines Intervalls aus B, (B). Denn es sei C ein Intervall k,-ter Ordnung, welches in
B liegt. In C liegt ein Punkt « von P,; also muss es einIntervall I, ; aus 2 (B)
geben, das x enthiilt. Weil aber It einen Punkt mit C gemein hat und k=£, ist,
so ist C Teilmenge-von I; ;, w. z. b. w.

17. Die Intervalle I44,; (¢=1,2,... v,41) tiberdecken hochstens

2' fn+l, i
0

Intervalle (n—--1)-ter Ordnung. Da es in B nach 6. mindestens

1 [
3-2%q2 108 ¢ 014

Intervalle (n—-1)-ter Ordnung gibt, so ist entweder

3-2%97108 ¢y
2 =
1 qz_H fn«l—l. i —0;

oder es bleiben in B noch mindestens ¢

1 . q72¢+1
—————-——-Sl‘,, ‘
32eqzlogq,,, a0

Intervalle (n-}1)-ter Ordnung tibrig, die durch die I, nicht ttberdeckt werden.
Im letzten Falle enthalten diese Intervalle nach 6. mindestens

1 Gnt ( I gap )
e e e —— ¥ fa1, s
3.2a :+\ lOg qn+‘z 3'21q:10g Qn+1 Z + :

Intervalle (n-}2)-ter Ordnung, von welchen hichstens
2 ’n+2, H

durch die Intervalle I,y  tiberdeckt werden. Es ist also entweder

8-2°g¢logq,,, (829 (2,9,41)" 108 4y 108 Qi
- tat1,i— DY 2,i=0
gntr 2t (@n19nss)’ -t ’

oder es bleiben in B noch mindestens

1 (q +1q +2)2 1 43+z ¢ t
= i - aga 1,0 n+2, >0.
b (829 (0 0pee)* 108 Qs 108 Upsy 37205, 108 q,.ﬂ,z e z ¢

Intervalle (n-}-2)-ter Ordnung tbrig, die durch die L1, 4 Inie,¢ Dicht Uberdeckt
werden. Im letzten Fail enthalten diese Intervalle nach 6. mindestens

u- 1 qiis
8-2%q5,,108q,.5
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intervalle (n-3)-ter Ordnung, von welchen hiochstens

E tn+3, [§
B

durch die 7,3 liberdeckt werden. Es ist also entweder

3-279210g g, 3 (8-2)%(q,9,011)*108 Gpp11 108 Gpia
—_—— Tutt, i— tuta, i
iy T (@u1Tsa)® 2

_ (3-29%¢,0,119012)" 108 Gus1 108 4,115 108 ¢, S o=
(94190 +29n+3)* , ’

oder es bleiben in B noch Intervalle (n-3)-ter Ordnung tbrig, die durch die
Iyia, 6y Luys,s, ln+3 ¢ nicht tiberdeckt werden.

So kann man fortfahren; dieses Verfahren muss aber einmal abbrechen, da nach
16. die Intervalle k,-ter Ordnung, diein B liegen, alle durch die Iy ; (n+1=k=k o)
tberdeckt werden. Es ist also

3.201)7:—”((1 q LRy )alogq ‘logq ...logq y
S\ ( ndn+1 k-1 n+ n+2 k e =1 7
Hk (qn+lqn+‘] tte qk)2 z k¢ ( )

Wir erhalten also nach (5) sicher eine untere Schranke fur 84 (28, (B)), wenn wir
eine untere Schranke fiir

18
N K, ¢
zq'h (8)
[ e

finden, wo die ¢, . endlich viele positive Zahlen sind, die den Nebenbedingungen
(6), (7) gentigen. Dabei lduft (k, 7) Uber irgendwelche Paare natiirlicher Zablen,
wobei aber stets L =n--1 ist.
18. Wenn nun fur irgend ein § unter den Zahlen #;, zwei vorkommen—sagen
wir t', {"—die kleiner sind als
1 gt
4—— 2
logq,q;_,logg,

so verkleinert man die Summe (8), wenn man dort die Zahlen ¢/, t" dirch die
einzige Zahl ¢'+4-¢" ersetzt; denn (1'-¢")"<C¢'*4-t"*. Die Bedingungen (6); (7)
bleiben natlirlich bei dieser Ab#nderung erhalten. Indem mar dieses Verfahren wie-
derholt, sieht man ein, dass man sich bei der Untersuchung der unteren Grenze
von (8) auf solche Ausdriicke (8) beschrinken kann, wo folgendes gilt:

Unter den Zahlen #; , gibt es fur jedes k htchstens eine, sagen wir 2,, die
kleiner ist als

1 qi .
log 995,108 ¢;°

die Ubrigen (vielleicht existierenden) #;,; gentigen also den Ungleichungen.

1 qi
4 R L
logg, q;_,log qk

= g 1k .
e, < r llog 0’
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ibre Anzahl sei 7, (also 7,=0). Die Summe (8) ist mindestens glaich

4" v ‘tk
v i 9
log*q, 4= g3  log'q, ®

Aus (7) folgt aber

8 ( 3-2°7, 4+ 2 (3. 29 n (@, i) 108 g,y - -10g g, , ) +
k>ntl (qn+1 qk-t) L

41( et Ghq)®
+ 24329 éT—mlogqn+l~"loquél-
k>n »

Die zweite Reibe links ist aber wegen

qi
A<t log 9,951 1089,
kleiner als

4-3.2° (1+V( eyt U is)” 10gq..ﬂ---logq;.1)<

k=n}2 (qn+‘l Qk-l )’
£ 4.3.20

1
Tog . < fir n>c¢, >¢,.

{Denn der Quotient zweier aufeinander folgender Glieder in der letzten Reihe ist

~
a

3. 2“2 loggq,_, <1

fur gentigend grosse k, also fiir gentigend grosse n; vgl. 2b). Es sei nun stets n > ¢,.
Dann ist notwendig— wenn noch

nry=3" 2T,y §=(3" 2e)t" H) )‘; 108 g, - 108 g4y -7, (fUr k>n4-1)
n+ -1

gesetzt wird —

N
Sr=71a"
16
k>n

Nun ist der Ausdruck (9) gleich

, 4 8 - ( it _ 2 au 10
( ) ( Sn+t i 2 q(’i ) L A ) (10)
logg,’ \'3-2%Tog"q,,, ' N (3 2 (G, Gy '0%” Qsy” - -10Z Gy

Der Faktor in (10) bei §, (k=n--1, n--2,- - -) wichst. offenbar "mit k, wenn k_-¢,. ¢,
also wenn n>c¢;; denn 2—as>0. gq,_,=0(q;). logq,,,=O0(g}) fir jedes ¢>0
(wegen 2b).

Es sei nun »>> ¢, Daher nimmt der Auvsdruck (10) unter den Nebenbedingungen

. 0, ng?:-l%

k>n

- 25 Marematmuecknit c6oprnk, 7. XXXVI, Btn. 3—4
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sein Minimum fir §"+‘=]1_ti’ §v9==8,s3="+=0 an. Die Summe (8) ist also min-

destens gleich

1 4\ 1
16 ( logq,.) 3 '2“q:‘log‘q..+,' (11

Also ist 8°4,(28,(B)) mindestens gleich der Zahl (1'1); nach 14, ist schliesslich

1 (q---q)° 1 1 4\ 1
Ly (P) =2 SRS (R ..8-5._.( ) i
v o (Pe) (3-29)" (¢)° - quy)® logyg,---logyg, 16 \logg,/ 3-2%g;'log’q,,,

(9:%{')' Dieser Ausdruck strebt aber nach 3. gegen - oo, wenn n — oo; also

P) i
ist L(P.) = oo fur 0<s<§; damit ist aber (4) bewiesen.

Potstejn, im August 1929.



		webmaster@dml.cz
	2013-09-29T16:00:16+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




