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SUR LES CORRESPONDANCES ANALYTIQUES
ENTRE DEUX PLANS PROJECTIFS. 1.

Soient z,, y, un point géométrique du plan (A) et &, 1, un point
géométrique du plan (B) et considérons une correspondance analytique
biunivoque entre ces deux plans qui est définie aux voisinages de ces
deux points géométriques. Dans le plan projectif (4) faisons alors cor-
respondre & chaque point géométrique 2, y dans le voisinage du point
géométrique xz,, y, un point 4 et de la méme maniére faisons cor-
respondre dans le plan projectif (B) & chaque point géométrique &, 7 qui
correspond dans la correspondance considérée au point géométrique z, y,
un point B (ce seront en réalité des ensembles de trois coordonnées
projectives rapportées & deux systémes de référence fixes). On obtient
ainsi une correspondance analytique entre deux plans projectifs (4), (B).

Ce travail a été écrit sur liniciative de M. E. Cech, professeur
4 la Faculté des Sciences; il doit former la premiére partie d'un Mémoire
plus étendu sur les correspondances analytiques en général, et de ses
propriétés invariantes par rapport aux couples de transformations du
groupe projectif en particulier. Nous allons appliquer ici la méthode des
systémes de référence mobiles*. Une correspondance analytique entre
deux plans projectifs étant donnée, imaginons qu'on ait associé aux
deux point correspondants 4, B des points 4;, A5, B;, By comme des
fonctions holomorphes de z, y, de sorte que les points 4, 4,, A; d'une
part, les points B, B,, B, d’autre part soient indépendantes, quelque
soit le point géométrique x, y. On peut alors prendre chacun de deux
systémes A4, 4,, 4y; B, By, B; comme un systéme de référence mobile,
et par suite on peut en particulier écrire identiquement les différentielles
dd, dA;, dA; comme des combinaisons homogeénes des points 4, 4,, A
et de la méme maniére on peut écrire identiquement les différentielles
dB, dB;, dB; comme des combinaisons homogenes des points B, B,, B;.
Les coordonnées homogénes wj, 7; de ces différentielles par rapport
4 ces systémes mobiles étant des formes différentielles linéaires aux dz,
dy, on voit qu’elles constituent un systéme complet &invariants de la
correspondance considérée, par rapport aux couples de transformations
du groupe projectif.

La méthode que j'applique ici pour déterminer tels systémes mobiles

*V.p. ex. E. Cech, Sur les surfaces dont toutes les courbes de Segre sont
planes p. 4—6. (Publications de la Faculté des Sciences de I'Université Masaryk,
No. 11, 1923).
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a été employée par M. E. Cartan dans ses études sur la déformation
projective des surfaces® et sur divers problémes de la géométrie. En
appliquant cette méthode on introduit tout d’abord les coordonnées pro-
jectives des points A, 4,, Ay; B, B;, By d’'une part et les coordonnés
des points géométriques z, y; & 7n d’autre part, comme variables in-
dépendantes. Alors on fait lier ces variables avant tout par des relations
exprimant que les points soit A4, 4,, 4, soit B, B,, By soient indépen-
dantes et par celles qui font correspondre le point 4 au point géomeétrique
z, y et le point B au point géométrique &, 7. On les lie enfin par les
relations définissant la correspondance donnée. On obtient ainsi des
systémes de référence mobiles qui dépendent d'un certain nombre
des paramétres surabondants et qui donnent lieu aux systémes des équa-
tions différentielles. A I'aide de celles-ci on définit de proche en proche
les fonctions holomorphes dont on se serve pour lier les variables par
des relations nouvelles. Les variables étant liées par vingt relations in-
dépendantes, les systémes de référence mobiles sont parfaitement déter-
minés, de sorte quon les peut regarder comme fonctions des seules
variables indépendantes z, y. ILes systétmes d’équations différentielles
obtenus définissent alors un systéme complet d’invariants de la corre-
spondance considérée.

Dans cette premiére partie j'ai trouvé tels systémes d’équations
différentielles ayant exclu un certain nombre de cas singuliers. Les
résultats ici obtenus montrent que, une correspondance analytique entre
deux plans projectifs étant donnée, le systéme complet d’invariants dépende
tout d’abord d'une forme cubique différentielle ¥. IL’équation ¥=0
définit & chaque point géométrique du voisinage considéré d’un plan des
directions que j'appelle directions caractéristiques de la correspondance
donnée & ce point géométrique. Je montre que, pour qu’'a un point d'in-
flexion d’ume courbe quelconque du plan (A) corresponde dans la corre-
spondance donnée un point dinflexion de la courbe correspondante du
plan (B), il faut et il suffit que la direction de cette courbe & ce point
soit une direction caractéristigue. En tenant compte du nombre des
directions caractéristiques distinctes & un point géométrique, je suis
amené & classifier les correspondances analytiques au point géométrique
considéré et & ce point de vue, je divise les correspondances analytiques
en quatre espeéces:

Correspondances analytiques de la premiére espéce, s'il y a, au point
géométrique considéré et dans un certain voisinage de ce point, ¢rois
directions caractéristique et trois seulement; correspondances analytiques
de la deuxiéme espéce, §'il y a, au point géométrique considéré et dans
un certain voisinage de ce point, deux directions caractéristiques et deux
seulement ; correspondances analytiques de la troisiéme espéce, 8'il y a,

* Annales scientifiques de 1’école normale supérieure, sér. 3., t. XXXVII (1920),
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au point géométrique considéré et dans un certain voisinage de ce point,
une direction caractéristique et une seule; correspondances analytiques de
la quatriéme espéce, si au point géométrique considéré et dans un certain
voisinage de ce point, foufe direction est une direction caractéristique.

Les correspondances analytiques de la deuxiéme et de la troisiéme
espéce se partagent elles mémes en plusieurs types,

Aprés avoir formé les équations différentielles on est amené &
plusieurs problémes qui, quand ils se rattachent aux correspondances de
la premiére et de la deuxiéme espéce ne sont pas résolus ici. Je
reviendrai dans un autre Mémoire sur ces questions spéciales. Quant
aux correspondances de la troisiéme espéce, on voit presqu’ immédiate-
ment qu’il y en a deux types: Les correspondances du type général
dépendent dans un cas d’'une fonction arbitraire d’un argument ef ses
courbes caractéristiques (c’est-a-dire les courbes, dont la direction & chaque
point est une direction caractéristique) sont projectivement identiques.
Les correspondances de deuxiéme type dépendent de deux constantes
arbitraires ef ses courbes caractéristiques ne sont pas en général pro-
Jectivement identiques. Les correspondances de la quatriéme espéce me
sont que des correspondances projectives.

Jadresse & M. le professeur E. Cech mes affectueux remerciments
pour ses conseils et pour l'intérét avec lequel il suivit mon travail.

Brno, février 1926.



1. Considérons, dans un espace projectif & deux dimensions, un
systéeme de coordonnées projectives fixe. Nous désignerons par une letire
majuscule telle que 4 l'ensemble de trois coordonnées AWM, 42, 40
Quand il n’'y aura pas de confusion & craindre, nous parlerons, pour
abréger, du point 4, entendant par la le point dont les coordonnées
homogeénes sont les trois nombres représentés par la lettre A.

Cela posé, considérons deux systémes mobiles formés de 2. 3 points*

A; Al) A2; B7 Bl) B2
assujettis aux conditions**
(AAlAg) = 1; (BBlBg) = 1. (1)

Chacun d’eux peut étre regardé comme un systéme de référence
mobile d’un plan, en ce sens que tout point A/ peut d’'une maniére et
d’'une seule, étre mis par exemple sous la forme

M=zA + x1A1 -+ ngg,

x, Ty, Xy étant les coordonnées du point .
On a en particulier

dA = wpd 4 0y A; + 0 s,  dB =74 B -+ 75, By + 703 B,
dd; = 0104 + 0y Ay + 01945, dBy=1710B + 74 By + 713Dy, (2)
dAs = 030 A + 003 A, + w3343, ABy =730 B 4 73y By + 723 By,

ol les wj, 7j; sont des expressions linéaires par rapport aux différen-
tielles des paramétres; elles sont indépendantes entre eux pour toutes les
valewrs des paramétres qui satisfont aux conditions (1). Grice & ces
conditions, tout systéme des différentielles des paramétres {T} satisfait
aux équations linéaires

@op + @11 + 32 =0, Too + Ty 1 Taa =0 (3)
et si 'on exprime que les covariants bilinéaires des seconds membres
des équations (2) sont identiquement nuls, on obtient que chaque couple
de systtmes des différentielles des parameétres remplit les relations
quadratiques fondamentales ***

# Ce sont donc en réalité 18 paramétres. Je désignerai dorénavant l’ensemble
de ces paramétres par le symbole {T}
#* Jo désigne par (A4, 4,) le déterminant ¥ + A 1)A1(2) 4,8 .
*** F. Cartan, Sur les variétés de courbure constante d'un espace euclidien ou
non euclidien (Bull. Soc. math. de France t. XLVII, 1919, pp. 125—160 et t. XL VIII,
1920, pp. 132—208). J’écrirai dorénavant w, w,, T, 7, au lieu de wyy, Wy, Ty, Tga.



015 = [@r00;] + [01101;] + [Dr2 9], 4)
T = [TroTos] + [Tu1715] + [TraTa;] (kj=0,1,2).
2. Soient maintenant a, y les coordonnées d’un point géométrique
d'un plan (4) et & 7 celles d’'un point géométrique d'un plan (B).
Faisons correspondre 4 chaque point géométrique z, ¥ du plan (4) un
systéme de référence mobile dont le premier point A4 coincide en position
avec z, y et de la m&me maniére faisons correspondre 4 chaque point
géométrique &, 7 du plan (B) un systéme de référence mobile dont le
premier point B coincide en position avec & 7. Cela revient A lier les
parametrés par les relations

AV =243, AN =yAS; BO=EB®, B —yBO), &)
(4 %0, B® % 0)
les z, y; § n étant les variables nouvelles.

On en déduit facilement que les expressions de Pfaff wy, o, sont
linéairement distinctes par rapport aux dz, dy et que les expressions v,
Ty sont linéairement distinctes par rapport aux A&, dn.

Cela posé, considérons une correspondance analytique entre deux

plans (4) et (B) qui est définie dans les voisinages des points géométri-
ques Z,, ¥o; &o, Mo par des formules

E=Ff(my)y n=9@y) (6)
les f et g étant des fonctions des variables z, y holomorphes et indépen-
dantes au point zy, ¥y, .

Les formules (6) définissent deux nouvelles relations entre les
variables et ces relations entrainent & leur tour deux relations entre les
différentielles des variables qui, comme on s’assure facilement, ont la
forme

71 = fu1®1 + f12 s 0
Ty = fa1 01 + faa s,
les fi3, fiz, fa1, fe2 6tant, au facteur [A43|—2 prés, des polyndémes aux
paramétres {T'}, dont les coefficients dépendent de z,y. Le point
géométrique z, y étant x,, ¥, ou suffisamment voisin & celui-ci, le déter-
minant X+ f;,f;, est différent de zéro pour toutes les valeurs des
paramétres {71} qui satisfont aux liaisons faites.

3. Il résulte de huit liaisons (1), (5), (6) établies entre les variables
que tout systéme des différentielles admissible remplit huit équations
linéaires indépendantes. Celles-ci définissent inversement pour tout
systtme admissible des variables (c’est-a-dire pour tout systéme des
variables satisfaisant aux liaisons faites) I’élément plan E,, & 74 dimen-
sions*. Les relations nouvelles x— Const, y— Const entre les variables

* Voir p. ex. E. Goursat, Lecons sur le Probléme de Pfaff (Paris, 1922),
spécialement le Chapitre VIII, p. 343.



8

ont comme conséquence lez équations dr — dy =0 entre les différen-
tielles ; celles-ci définissent inversement avec les équations qui définissent
I'élément plan E,, I'élément plan &;3 & 12 dimensions. Ea ajoutant
de proche en proche des ralations nouvelles entre les variables, nous
abaisserons les dimensions das éléments plans E;y, &, et nous désigne-
rons par le symbole d chaque élément linéaire de I'élément plan &,
(»=12,11...) en question, et par des symboles ¢;, & les formes w;,
Tix, quand nous les considérons comme lieu de ces éléments linéaires.
S’il s’agit de I'élément plan E,,,, nous employons les symboles resp.
d, O, Tjk.
On a done par ex. pour ¥y — 12

€0 + €11+ €2s =0, oo + t11 + t2a = O, (8)
elzegztlztgzo.

4. Nous allons maintenant établir un lemme de M. E. Cartan*® sur
lequel nous nous appuierons dans la suite.

Soient @4, @2, + .. 0,5 Oy, Oay ... 0, un systéme des formes linéaires
en n (> r) variables aux coefficients numériques, les formes ¢y, @3, - . . @,
étant indépendantes. Soit B Uélément plan & n-m (>r) dimensions qui
est défini par un systéme de m équations &y —&,— ... =&, =0, linéaires
et homogénes en n wvariables, faisant avec les équations 9= @3==...
=0,=0 un systéme des équations distinctes.

Si chaque couple d’éléments linéaires de Uélément plan E satisfait
& la relation quadratique extérieure

[0104] + [0202] + - .. + [0r0.] =0,

il existe un élément plan E, renfermant Vélément plan E, défini par un
systeme des équations linéaires homogénes de la forme

,
0','—2 a;kgk=0;
k—1

les a, ont la forme p~pu, p et pu désignant des polyndmes aux coefficients
des formes ¢, 0, & et ils forment un tableauw symétrique.

En effet, les formes g; étant indépendauntes et » >, on peut, d'une
infinité de manidres, trouver n-r nouvelles formes z,, 7,, ... aux mémes
variables, formant avec ¢;, @3, ... @, un systéme de » formes linéairement
distinctes, et toute forme est une combinaison linéaire de ces » formes.
On a donc en particulier identiquement

0, — Z’a,-kgk + Zb.JTJ
k j

ot @y, by (4, k=1,2,...7;j=1,2,...nr) ontla forme p—.pyu, p~1. 7y,
les p, pir, 7;; désignant des polyndmes aux coefficients des formes o;, g, 7;.

* Voir E, Cartan: Sur les variétés de courbure constante etc. Bull, de la
Société Mathématique, t. XLVIIL., 1919, p. 151.
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Supposons, d’aprés I'hypothése, que chaque couple d’éléments linéaires
de cet élément plan satisfait & la relation quadratique extérieure
Z i [9: 0] + Z by [9s7;] = 0.

i

Les formes &,,&,,...¢, formant d’aprés 'hypothése avee les formes
01,02 ..-0, un systdme de formes linéairement distinctes, on peut les
choisir pour formes 7,,7,, ...7, et on peut supposer que tous les coeffi-
cients des formes T,ii,%mtg,. . Ta_r Soient égaux soit & 1 soit & O de
gorte que p, P, 7i; seront des polyndmes en coefficients des formes
0, 0i, & seulement.

Cela posé, econsidérons deux éléments linéaires arbitraires de 1’élément
plan E et désignons pour eux les formes g;, z; par des symboles ¢;, =
resp. 7;, . Puis nous avons manifestement

Ti—=Tyg=— .. =Cp—=b—=lb—=... =1, =0

et on peut mettre la dernitre relation sous la forme

Zri {2 (0 — o) @2 - z oy 7} — zi t; 2 b;00=O.
j=m j=m i

Cette relation étant valable pour chaque couple d’éléments linéaires
de I'élément plan E, on a done nécessairement pour tout élément linéaire
de I'élément plan E

n—r

2 (da—aw) 01 £ by, =0

j=m+

d’ou on tire facilement
a— o =0; b; =0, GEk=12,..r5 j=m+1,..n—7)

ce qu’il fallait démontrer.
5. Nous allons montrer qu’on peut lier les variables par les rela-

tions nouvelles
ions nouv fu=1, fu=0, fsy=0, frs=1. 9)

A ce but il suffit évidlemment de démontrer que, z, y étant le
point géométrique fixe x,, y, ou un point géométrique fixe suffisamment
voisin & celui-ci, les équations linéaires dfy; — dfi3=10fs; =0fss =0
constituent avee les équations qui définissent 1’élément plan &£;; un
systéme d’équations linéairement distinctes, quellesque soient les valeurs
admissibles des paramétres {T}.

Chaque couple d’éléments linéaires de 1'élément plan E;, remplit
les relations quadratiques extérieures dérivées de relations (7)

[@1 (Af11 + f11 @00 — Too — D11 + T11 + fo1 Tar — frs 012)] +

+ [@2 (df12 + f12 900 — Too — W3z + T11 + fasT21 — fr1021)] =0,
[0, (dfa1 + fo1 900 — Too— @11+ Taz + f11T12 — fa2 012)] + (10)
+ [@5 (Afee + for @00 — Too — Dz + Taz + fr2T12 — fax @s)] =0.
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Les formes ®,, @, constituent avec les formes qui définissent
I’élément plan E,, un systéme d’équations linéairement distinctes. D’aprés
le lemme de M. E. Cartan ils existent done les éléments plans E®), E®
qui renferment 1'élément plan E;, et qui sont définis par les systémes
d’équations linéaires de la forme

(EY) dfyy +f1} W0 —Too— @11+ Tys +/a1Ta1—fre w12"= anMo; +as M,
df12+f12 D00 —Too— Wag + T11 + /22721 — 11021 =12 01 + A1) 0,
(E®) Afas + fa2 Poo—Too— Waz +Tas +[12T12—fo1We1 = a5, ®) 03+ 35 My,
Afa1 +fa1000—To0— P11 + Tag + f11T1o— fae W12 =011 V01 + a3, P 0.

Les a;y(Y,. . a5 sont les fonctions rationnelles des coefficients des
équations qui définissent 1'élément plan E,, et des formes qui se trouvent
dans ces équations; ce sont donc des fonctions rationnelles des para-
métres {T} qui n’ont pas des points singuliers.

Un élément linéaire queleconque de I’élément plan £, remplit done
le systéme d’équations linéaires

0f11 1+ f11 €00 — foo— €11 + 11 + far bar — f12 €12 =0,
9f13 + fi2 €00 — too — €22+ 11 + faz toy — fr1 €21 =0, (12)
Ofas 1 faz €00 — too — €22 + taa + fra t12 —fo1 €21 =0,
Ofa1 + 21 €00 — oo — €11 + o2 + f11 t12 — foo €12 =0.

On en conclut que I'élément plan qui est défini pour tout systéme
admissible de parameétres {7} par I'élément plan £;; et par les équations
df11 = dfia = df3; — Of3, — 0 se confond avee 'élément plan qui est défini
pour le méme systéme des parameétres par I'élément plan &£, et par
les équations

J11 €oo—too—€11tt11 /o1 bos—12€15=F 12€00—Foo—CoaT b1t fasler—f11€01 =
= fag oo—Tloo—€za+ tza‘l‘f 12 t12—f 21‘321:f 21€00—loo—€11T tzz"l‘f 11t12—f a0y = 0.

Cet élément plan a huit dimensions, car les équations qui le
définissent sont linéairement distinctes. En effet, on s’assure facilement
que, si ces équations étaient dépendantes on aurait necéssairement
Si1fea — friafer =0, ce qui n’est pas vrai, le point géométrique z, y étant
le point z,, ¥, ou un point géométrique quelconque suffisamment voisin
4 celui-ci.

On voit donc que I'élément plan défini par I'élément plan &, et
par les équations dfy; = dfjp—=0df5; =0f3—0 a huit dimensions; les
équations qui le définissent sont donec linéairement distinctes.

En ne considérant ici que les points géométriques z, y suffisam-
ment voisins au point géométrique z, ¥y, ou celui-ci, lions alors les
variables par les relations nouvelles (9). Les équations (7) auront la
forme

(11)

Ty = 0y Ty=— 0. (13)



11

6. La liaison des variables par les relations (Y) a comme consé-
quence que chacun des éléments linéaires de I'élément plan E,, remplit
les équations linéaires, d’aprés (11),

S 1

Woo — Too — @11+ T4y = Gy D0y + @ya ' @,

Tay — Wgy = A1 @3 1 ANy,
— o (®) @) (14)
Wog — Too — Do 1 Tae = U™ 01 + Up® 0y,

—_ 2

Ty — W13 = ;M 0y + a3 P ey,
quellesque soient les valeurs admissibles des variables. On en tire en
se servant des équations (3) et en posant pour abréger a; =— @,V + ay, ¥,
Ay =033+ a2 ?) que les mémes éléments lindaires verifient aussi

I'équation
1 Moo — Too — % Wy + %a2w2. (15)

Tout élément linéaire de I’élément plan &; satisfait aux équations
lindaires, d’aprés (8), (14), (15),
€oo— boo=01— 1= a— 3= €1y —¥11= €1 bis==Ca1— ;=33 — 13 =0. (10)

7. Nous allons montrer qu’il est permis de lier les variables par
les relations nouvelles
' = ay =0. (17

Pour cela, nous suivrons exactement la méme marche qu’au N° 5.
Il suffit manifestement de montrer que, z, ¥ étant un point géométrique
fixe, les équations da; — da; =0 constituent avec les équations qui dé-
finissent I'élément plan € un systéme d’équations linéairement distinctes,
quellesque soient les valeurs admissibles des paramétres {T7}.

Chaque couple d’éléments linéaires de 1'élément plan E,, remplit
pour un systtme admissible quelconque de variables la relation quadra-
tique extérieure qui est dérivée de la relation (15)

(1 (@10 — 710 - } day — a0 — g9 — A3 0055)] + (18)
+ [0z (050 — Tao + & dty — G5 g5 — Wgg — @y 05;)] =0O.

Les formes o,,w, constituent avec les formes qui définissent 1’é1é-
ment plan E;, un systéme de formes linéairement distinctes. Il existe
done, d’aprés le lemme de M. E. Cartan un élément plan E® qui
renferme 1'élément plan E;, et qui est défini par un systéme de deux
équations linéaires homogénes de la forme

}day+ 01— T10—§ @y (013 — Wog) — 4 A 019=1y; 03 + b1y 0y, (19)

} day + 00 — Ta9 — % @z (022 — Wg9) — § Gy Wgy = 15 1 - bop 5.

Les byy, bysy bsy sont ,des fonctions rationnelles des coefficients des
formes qui définissent I'élément plan E,, et de celles qui se trouvent
dans ces équations; ce sont donc des fonctions rationnelles des para-
métres {T'} qui n’ont pas des points singuliers.

Un élément lindaire quelconque de I'élément plan & remplit donc
le systéme d’équations linéaires
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3 da; + e10—t10 — % @1 (€11 — €00) — § B2 €19 =0, (20)
400y 4 €30 — %20 — 4 @3 (€ea — €p0) — § A1 621 =0.

L’élément plan qui est défini par 'élément plan &; et par les
équations da; = da; =0 se confond donc avec 1’dlément plan qui est
défini par le méme systéme de variables par 1'élément plan &5 et par
les équations

€10 — t10— 3 @1 (611 — €00) — § @261 = a0—L20— % @2 (62— €00) — } 16, =0.
Cet élément plan a six dimensions, car les équations qui le définissent
sont manifestement linéairement distinctes. On voit done que I'élément
plan qui est défini par ’élément plan & et par les équations da; =da;= 0
a six dimensions; les équations qui le définissent sont done linéairement
distinctes.
Lions alors les variables par les relations nouvelles (17). L’équation

(15) aura la forme Top— g, @1)

Quant aux équations (14), on les écrira, en posant pour abréger
a1, = €1, — 01, = ¢g, A1) = ¢, A" = ¢,
W3 — Ty = —,60; — CpWp, g — Ty = ;01 | CaWy,
W91 — Tpy = — G0 — C3Wy, g9 — Tyy = Coly | €10y, (22)
ou, en introduissant la forme cubique binaire

P = cyo,® + 30,0,° 03 + 3¢:0,05° + c305°,
‘ 1% O T e 1 2% G Toe 197
12— 6 aw127 11— %11 — _G_awlaw27 21 21—_?'5&?'

8. La liaison des variables par les relations (17) a comme con-
séquence que, en posant pour abréger ¢g,—=— b;;, g= byp, go=bss, un
élément lindaire quelconque de I’élément plan E; remplit les équations
linéaires, d’aprés (19), '

(23)

Wyo—

W10 — T10 = G103 + J0g 24
W0 — Tz0 = g1 + Jas. 24)
Chacun des éléments linéaires de 1’élément plan &; satisfait done
aux équations linéaires, d’aprés (16), (24),

eo—lo=e—h=e—lh=eg—tlpy=€n—liy=¢e3—ty= (25)
= €g0— %90 == €31 — U313 = €33 — L3 =0.

9. Nous allos montrer qu’il est permis de lier les variables par les
relations nouvelles
91=92=0. (26)

A ce but, il suffit évidemment de montrer que, z, y étant un point
géométrique fixe, les équations Jdg; — dg, — O constituent avec les
équations qui définissent 1’élément plan &;, un systéme d’équations
linéairement distinctes, quellesque soient les valeurs admissibles des
paramétres {T'}.
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Chaque couple d’éléments linéaires de I'élément plan Eg remplit
les relations quadratiques extérieures dérivées des relations (24)

[0, (A9 — 49101, — 2901 — 29,052 + @g)] +
+ [03 (dg — Bgwy; — gody3 — g1 09, — 39ws5)] — g2 [0, 03] =0, @7
[“’1 (dg — 3903 — ga12 — G101 — 39“’22)] =+
+ [0 (dgs — 292011 — 29 9y — 4 gy 095 + ®10)] -+ 91 [0105] =0O.
Ils existent done d’aprés le lemme de M. E. Cartan des éléments

plans EQ), E® qui renferment I’élément plan E; et qui sont définis par
des systémes d’équations linéaires de la forme

dgy— 491011 — 2905 — 201039 + 099 = V1001 4 (’wz + 92) W3,
dg — 39wy — G2 W12 — G101 — 3GWaeg = W34 + Wy Wy, (28)
dgs — 29301 — 2909 — 493095 + 039 = (w; + 9,) O3 + V5.

Un élément linéaire quelconque de I'élément plan &, remplit done
le systtme d’équations linéaires

091 = 491611 + 2943 + 2¢g, 65 — €20y
’ 09 = 39611 + ga2612 + g1€21 -+ 3962, (29)
09s = 2gseq, +- 291 + 4922 — €40+

L’élément plan qui est défini par 'élément plan &; et par les
équations dg, = dg; = 0 se confond donc avec I’élément plan qui est
défini pour le méme systtme de parameétres par l'élément plan &; et
par les équations

4gi611+ 29€1s + 291620 — €20 = 2921 -+ 29€a; + 4 gz e}— €10=0.]
Cet élément plan a quatre dimensions, car les équations qui le
définissent sont manifestement linéairement distinctes. On voit donc que
I'élément plan qui est défini par 'élément plan E£; et par les équations
09, = 0dg, =0 a quatre dimensions; les équations qui le définissent sont
done linéairement distinetes.

Lions alors les variables par les relations nouvelles (26). Les
équations (24) s’écriront
W19 — T19 == YWy,

)

10. La liaison des variables par les relations (26) a comme consé-
quence qu’un élément linéaire quelconque de 1’élément plan correspondant
E; remplit les équations linéaires, d’aprés (28),

W9 — Tgp — 90, .

— 29015 + 030 = 0101 + Wy 0y,
— 29wy + W19 = w1 0y | V2003, (31)
dg -+ 39w = Wey + W1 0g;
on déduit facilement, en les différentiant, que chaque couple d’éléments
linéaires de cet élément plan satisfait aux relations quadratiques extérieures
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[@, (dvy — 301053 — Bwp 01 — Wy g — 30;039)]

-+ [w2 (d’wz — 200y — 2w, 015 — vy + v — 4 9% 0 — 4wy 0’22)] —+

+ 69 [wy014] — 29w, [0, 0,] =0,
|y (dewy — 4w, 055 — vy 4 vy — 49° 019 — 2wy 09 — 20, W95)] +

+ [0 (Avy — v,y — Wp 0y — 3wy Wy — 3v20059)] F-
+ 69 [z 035] — 29w, [0y0,] =0,
[0, (Adws — Bwsy; — w19 4 692 we; — 4w, 0,)] -

~+ [0z (dwy — 4w, 013 + 6 9° 019 — Wy 09 — Dy W5,)] + 3.9'72_—'01 [wy 03] = 0.
De ces relations et de (31) on tire immédiatement que chaque
élément lindaire de 1'élément plan &, remplit outre (25) les équations

(32)

09 = 3gey, + 3962,
dw; = 4w;e; — 6979 +— Waay + I W, €a,
(’Wz == 5@023]1 + W1€12 — 692 6’21 —l_ 4w2e22) (33)

2915 — €30 =0,
2ge5, — €10="0.
11. Chacun des éléments linéaires de I'élément plan Eg remplit les
relations linéaires, d’aprés (22),

Wi — T1p = €Wy + €1 @y,
Wy — Ty == — G — Ca )y,
Woy — Tgy = — CoWy — 303

on en déduit facilement, que chaque couple d’éléments linéaires de 1'élé-
ment plan E; satisfait aux relations quadratiques extérieures

[@, (deo — Bey1; — 3e,045)] +
~+ [ (dey — 26,053 — 2 30019 — €9y — €10050)| — 2 (Co €z — ¢4*) [wy005] = O,
[wl (d01 — 2010y — 203019 — €y — 010’22)] +

+ [w2 (des— ca01y — C3013— 2 €101 2¢3095)] -+ (9 — Co €3 —€163) [@,05] =0, (54
[0y (dez — 3013 — €301 — 21005 — 2¢30995)] +-
- [w, (des — Beywa; — Besm35)] — 2 (€365 — €57) [0,05] = 0.

On voit done, d’aprés le lemme de M. Cartan, que chacun des
éléments lindaires de l'élément plan E; remplit, outre les équations
écrites plus haut, les équations suivantes
deo— 3ot — 310945 — — 3P0 — (32— 2¢003 — ¢1°) @3,
dey—2¢,013 — 2¢3019— Coldgy — Cy33 =—3 g0+ (p—19— Cm 03,
dog— €303 — C3015— 20,09 — 20099 = (P + }9 — €063 — €163) ®1 + 3¢, 03,
dcg — 3Catgy — 3393 = (3q; — 2¢563 — 3?) 0y + 3Py,

et par suite que chacun des éléments linéaires de I'élément plan corre-
spondant &, satisfait aussi aux équations linéaires
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dco = 3coyn + 31649,

0cy = 2¢y651 + 2¢3e13 + Cobar + €169 (36)
Ocy = Cz€13 + €313 + 2¢169y 1 2ca65,
663 — 302621 + 303622.

En tenant compte de (23), on trouve & l'aide de ces équations
d'abord 0F — ey, P (37)
et puis, en posant

6 ¢ 0 O
p=|2% 2 & & =4 (cyey — ¢,%) (6163 — €5*) — (Co €5 — €1C5) 2
= e ¢ 20 2¢y| T\l 0T) GO0 0Cs 1C2
0 O Co Cs
et J1 = 0062 _— 012, J2 — 0163 __ 022, J: 6003 _— 0102, (38)

les équations bien simples

6D=—6600D,

0y = 2 (611 — €00) J1 + €12,

0y — 2 (693 — €g0) J2 1 €21,

oJ :—3600J+ 2812J2+ 2321(71.

12. Soit F'(x, y) une fonction des variables z, ¥, holomorphe au
point x,, y,, dont les dérivées partielles ne s’annulent pas toutes deux
en ce point. L’équation F'(z,, 9,) = O étant remplie, jappelle la multi-
plicité des couples z, y, qui satisfont & I'équation F'(z, y) =0 la courbe F'
du plan (4) et tout couple x, y de cette multiplicité le point x, y de la
courbe F.

En tenant compte des relations (6) on peut mettre I'équation
F (x,y)=0 sous la forme ® (& 7)=0, @ étant une fonction des vari-
ables §, 7, holomorphe au point &, 7, dont les dérivées partielles ne
g'annulent pas toutes deux en ce point; on a de plus & (§ 7)=0. La
multiplicité des valeurs & 7 qui satisfont & I'équation @ (& 7)=0 est
done une courbe ¢ du plan (B); je dis que la courbe & correspond
a la courbe F dans la correspondance considérée.

(39)

z, y étant un point de la courbe F, jappelle la multiplicité des
couples dz, dy qui satisfont 4 1’équation

F'oda + Flydy=0 . (40)

la direction de la courbe F au point z, y.

%,y étant un point de la courbe F, je l'appelle point d’inflexion
alors et alors seulement si chacun des couples dz, dy rempliant en ce
point I'équation (40) satisfait aussi & I’équation

d*x dy — d*ydx =0, (41)

13. La forme cubique ¥ est une forme binaire en dz, dy dont les
coefficients dépendent de x, y et des paramétres {7'}. Mais en tenant
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compte de la formule (37), on voit facilement que, grice aux liaisons
faites entre les variables, la forme ¥ est invariante pour un changement
quelconque des paramétres. L’équation ¥ =0 définit donc en tout point
géométrique x, y suffisamment voisin au point géométrique o, Yo, 0U trois
ou deux ou une ow enfin une infinité des valeurs du raprort des nombres
dz, dy.

Envisageons la multiplicité de tous les couples dz, dy qui ont & un
point géométrique z, y le méme rapport défini par I'équation F=0; je
Vappelle la direction caractéristique de la correspondance considerée (6)
au point géométrique z, y.

Une courbe dont la direction dans tous ses points est caractéristique
sera appelée une courbe caractéristique de la correspondance considerée (6).

14. L’interprétation géométrique de Uéquation ¥=0%. Soit z,, yo
un point d’inflexion d'une courbe F' du plan (A4). Alors d’aprés (41) et
(2) chacun des éléments lindaires de 1'élément plan E, remplit outre
(40) I'équation

2 9 _
0, dog — wydo, + 0,203 — 0,0, (wu — w22) — w3’y =0.

Le point géométrique &,, 77, correspondant au point géométrique
Zoy Yo est un point d’inflexion alors et alors seulement si chacun des
éléments linéaires de I'élément plan Eg y satisfait & I'équation

0y dwg — adw; 4 0,271y — 0105 (T — Tag) — W Ty =0,
ou, en tenant compte de (3), (22), (23), & I'équation
r—0.

La direction de la courbe I' au point z,, ¥, doit donc étre caractéri-
stique. Inversement, si la direction de la courbe F' au point x,, y, est
caractéristique et que z,, 9, soit un point d’inflexion de cette courbe,
le point &y, , de la courbe ® est méme un point d’inflexion.

Pour qu'a un point d’inflexion d'une courbe quelconque F du
plan (A) corresponde dans la correspondance donnée un point @’ inflexion
de la courbe correspondante du plan (B) il faut et il suffit que la direction
de cette courbe & ce point soit une direction caractéristique.

15. Classification des correspondances analytiques & un point
géométrique x,, yo. Une correspondance analytique étant donnée, con-
sidérons un point géométrique 2, y,. En laissant & c¢6té quelques cas que
I'on peut regarder comme singuliers, un et un seul des quatre cas suivants
se présentera:

1. Il y a au point géométrique zy, y, et & tous les points géométri-
ques suffisament voisins & celui-ci #rois directions caractéristiques
et trois seulement. Une telle correspondance sera nommée une
correspondance de la premiére espéce.

* L’interprétation géométrique de cette équation m’'a communiqué M. le prof,
E. Cech.
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2. Il y a au point géométrique z,, y, et & tous les points géométri-
ques suffisament voisins & celui-ci deux directions caractéristiques
et deux seulement. Une telle correspondance sera nommée une
correspondance de la deuxiéme espéce.

3. Il y a au point géométrique x,, y, et & tous les points géométri-
ques suffisament voisins & celui-ci une direction caractéristique et
une seule. Une telle correspondance sera nommée une correspon-
dance de la troisiéme espéce.

4. Au point géométrique z,, y, et & tous les points géométriques
suffisament voisins & celui-ci il existe une nfinité de directions
caractéristiques. Une telle correspondance sera nommée une corre-
spondance de la quatriéme espéce.

16. Correspondances analytiques de la premiére espéce.
D’aprés ce qui préceéde, le discriminant de la forme # au point géométri-
ques Ty, o et par suite dans un voisinage de celui-ci est dans ce cas
différent de zéro, quellesque soient les valeurs admissibles des para-
métres {T'}.

Nous allons montrer qu’il est permis de lier les variables par les

relations nouvelles
60:1, CIZO, 62:0, 63:—1. (42)

A ce but, il suffit de montrer que, #, y étant un point géométrique
fixe suffisament voisin an point géométrique z,, y, ou celui-ci, les équa-
tiens dcy = d¢; = dcy = deg =0 constituent avec les équations qui definis-
sent I’élément plan £, un systéme d’équations linéairement distinctes,
pour tout systéme de paramétres { T)}. On conclut immédiatement des
équations (36) que l'élément plan défini par 1’élément plan &£, et par
les équations dey—= de; = dc; = de3=0 se confond avec I'élément plan,
défini pour le méme systéme de paramétres par 1’élémentplan €, et par
les équations
€11 = €12 == €9y = €33 =0,

Cet élément plan est & 0 dimensions car les équations qui le définis-
sent sont manifestement linéairement distinctes. On voit donc que 1'é1é-
ment plan qui est défini par I'élément plan €, et par les équations
dcy=dc; = dcy—dcg—0 est & 0 dimensions; les équations qui le définis-
sent sont donc linéairement distinctes.

Lions alors les variables par les relations nouvelles (42). Les
équations (22) et (30) seront de la forme

Wyg— T1g= 03, Wy — Ty3 =0, W33 — To; = Wy, W9 — T19=— gw,, (43)
Wy — Tgp — JW;.-

17. La liaison des variables par les relations (40) a comme consé-
quence que, en posant pour abréger w; au lieu de w, -} 69¢,, vy au lieu
de 9,—2g9(p—3%9+ 1) et de la méme maniére pour w,, v;, chacun

2
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des éléments linéaires de I'élément plan E, satisfait aux équations,
d’aprés (31), (35),
013 = P10y + g2 02
W= (p+ -é-y-l-—l) 03 + 3¢103,
Wy =3g0; —(p — g+ 1) o,
gy = 101 + P2 @y, (44)
W19 = 1005 + Vo W3,
Wgg == V10 | Wy,
dg = (w3 + 39p— @ q1) @1 + (wy+ 3902 — ¢ qs) @g.
On déduit facilement de ces équations que chaque couple d’élé-

ments linéaires de I’élément plan E, remplit les relations quadratiques
extérieures

[dp101]+[dgaws]+ (va1+109193+p1ps—2 ga+p* — 1 9-+1°) [010 5] =0,
[dg100:]+- [dpews| — (v +10g100+ pops—201+p*— $9+1%) [0,05] =0,
[dpo,;] + 3 [dgy 03] — § (w1 + 9Ps — g 2 — 2 4q,9,—p)) [@;0;] =0,
3[dgew,] — [dpwe] + § (we + 91— qr —4¢ Qa—pz) [©,0:] =0, (45)
| dw 0, |+-[dvaws ]+ (104qs+2ps+3 q101—Pp10s—wap+49+1) [010:] =0,
[dv,00]+[dwsws |[—(wsg1+2P1+3q20s—Povs +-w1 p— %!/:f—_f) [0,0,] =0,
[dws 0,] + [dwy 05| + 3 g { [d(p1 — q1) 0] +-[d(p2 — g2) @]} -
+ 3 (pawe — 101+ 39 gap1 — @12) @1 02] =0.

Les systémes de référence sont donc parfaitement déterminés. Les
vingt-deux variables ont été liées par vingt relations indépendantes de
telle maniére quon peut regarder les paramétres {7} comme fonctions
des variables indépendantes x, y analytiques au point considéré z,, ¥,.

Pour cette espéce des correspondances analytiques entre deux plans
projectifs (A), (B) dix fonctions analytiques qui remplissent les con-
ditions d'intégrabilité (45) ont été définies par la particularisation des
systemes de référence. Ce sont les invariants fondamentaux des corres-
pondances analytiques de la premicre espéce par rapport au groupe
projectif.

18. Correspondances analytiques de la deuxiéme espéce.
D’aprés ce qui précéde (v. NO 15), le discriminant de la forme %
gannule dans ce cas identiquement mais au moins une des expressions
Jy, J3 (v. les formules (38)) est, au point x,, g, et dans un certain
voisinage de celui-ci, différent de zéro, quellesque soient les valeurs ad-
missibles des paramétres {T}.

Nous allons montrer tout d’abord qu’il est permis de lier les variables
par les relations nouvelles

=1, ¢g=0. (46)

A ce bat, il suffit de montrer que, x, y étant un point géométri-



19

que fixe suffisamment voisin au point géométrique z,, y, ou celui-ci,
les équations d¢; = dr; =0 constituent avec les équations qui définis-
sent I'élément plan &€, un systéme d’équations linéairement distinctes.
Or, des équations (36) on conclut immédiatement que 1’élément plan
qui est défini par 1’élément plan &, et par les équations d¢; = d¢; =0
se confond avec 'élément plan qui est défini pour le méme systéme de
paramétres par 1’élément plan £, et par les équations.

2ci6y + 2 ¢35 Colar + C12=0
Co€y3 + C3€13 -+ 2 1691 + 2 Cp€09 = 0.

En se servant de I'hypothése qu’an moins une des expressions
J1, J3 soit différente de zéro, on voit immédiatement que ces équations
sont linéairement distinctes et par suite que I’élément plan considéré
a deux dimensions. On voit done que I'élément plan, qui est défini par
I'élément plan E£; et par les équations d¢; — d¢;—0 a deux dimensions;
les équations qui le définissent sont donc linéairement distinctes.

Lions alors les variables par les relations nouvelles (46), Les
équations (22) s’écriront

19— T1p—— ColWy — Wy, Wy — Ty3 == — Wy, W9 — T3 = — C305. (47)

19. La liaison des variables par les relations (46) entraine comme
conséquence ce que chacun des éléments linéaires de 1'élément plan E,
satisfait anx équations, d’aprés (35),

dey— 3 6oy —3 0ys = 39101 — (8¢ - 2)m,,
2wy, + Gy + 03 = 3qa0); — (P—§ g— CoCs) g, (48)
CsW19+ 20gy =—(pt+ 39— cots) 01— 3,0,
deg —3egms = (3q1— 2¢35) 0, + 3 py0,.

On voit done que chacun des éléments linéaires de I'élément plan
&, remplit les équations

600—300611—3312 =O,
2ey ~+ Co €y + €32 =0,

C3 €19 + 2 €21 _— O, (49)
()03 —3 Cg oo — 0.

20. Nous allons montrer qu’il est permis de lier les variables par
la relation nouvelle eo=0. (50)

Pour cela il suffit de montrer que, z, y étant un point géométrique
fixe suffisamment voisin au point géométrique zy, 9, ou celui-ci, I’équation
dco—=0 constitue avec les équations qui définissent I'élément plan &,
un systéme d’équations linéairement distinctes, quellesque soient les
valeurs admissibles des paramétres {T}. Or, de la premitre des équations
(49) on conclut immédiatement que I'élément plan qui est défini par
I'élément plan &; et par P'équation dey—0 se confond avee 1'élément

o*
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plan, qui est défini pour le méme systéme de paramétres par I'élément
plan &, et par I'équation
Cotyy + €12 =0.

Cet élément plan a une dimension, les équations qui le définissent
étant manifestement linéairement distinctes. On voit done que 1’élément
plan qui est défini par l'élément plan &, et par I'équation dgg=0 a
une dimension; les équations qui le définissent sont done linéairement
distinctes.

Lions alors les variables par la relation (50). Les équations (47)
auront la forme, d’aprés I'hypothése D —0,

W — T1g =Wy, W3 — Ty3=— 0y, Wy — Ty =0. (51)

21. La liaison des variables par la relation (50) a comme consé-
quence qu’en changeant pour abréger les notations d’une maniére facile
b comprendre, chacun des éléments linéaires d’élément plan E; remplit
d’aprés (31) et (48) les équations

W1g = hy 03 + kg 0,

W9y = ky vy, *

10 = Wy 01 — Va Wy, 59

(g9 = ) Wy + Wa Wz, ®2)

0y — 0o = (3 —2) 0; 4 (2k+ 9) 05,
dg -+ 3 g oo = (w3 — 2 ghky) w1 4 (w; — 2 gky) ©s.

et de la méme maniére chacun des éléments linéaires de 1'élément plan
&; remplit les équations

€11 — €gp == €19 == €91 == €19 = €z =0
53
09 =— 3 €509 (59)

En appliquant les formules (32), on déduit facilement des équa-
tions (52) que chaque couple d’éléments lindaires de 1'élément plan E,
remplit les relations quadratiques extérieures

[0 (dhy— B hi0g9) |+ [wedks] + (2kske—1—h Bk + 3 g+w;) [wy0,]=0,

(w1 (dky + 3k 040)] 4 (k1 3 by g—ws) [0,0,] =0,
[@1dw,] - [09(Ave—+Bvewgg) | -— (w1329 Eovy+ve—hywo) [ @,05] =0,
[@(dvy+-3v1099) ]+ [ 0g(dwa+6ws0g9) | —(ws Thg—4—Teywy+v5)[0,05] =0, (54)
3w dks]+2[ 00y(dky+3k10049) ]| —(6F; 2ks—1+95ks—4+2v3—v1+ wy) [ w,05] =0,
[e4 ((ZW2+3W2C000)]+ [0s (dw;+6w,040) | —29[@,dks | —2 g[ws (ks +3ky wp) | +
+ (92ky Bky+ g— 4k —wy+ 3v,—v,— 2w, Bk— 1+ kywy) [w4 5] —O.

On en déduit facilement tout d’abord que chacun des éléments
linéaires de I’élément plan &£, satisfait aux équations

6k1 =3 hl €00y d\kg h— 0, 67{;1 =—3 kl €00 le = 0, 6?]2 -

— 3vg€q9
dvy = — 3wy €4, Oy = — Bwsey (55)
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et la dernitre des équations (54) donne
2 g0k — dwg— 3 wgye
gorig 3 260y (56)
2 gdkl —_— 67,01 — 6 ’w1 — gkl 800.
En comparant les formules (55) et (56) on obtient les identités
Wy — W — 0, (57)
de sorte que les équations (52) auront la forme
Wyg = hy @y + ks 09,
Wy = kq 0,
010 == Vp W3,
b8
(g9 == V1 0y, , (58)
@11 — W= (Bky — 2) 0y - (2k, + g) @,
dg + 39w = — 29k 00 — 2 gl 05
et les relations (54) s’écriront
[wl (dhl —_— 3h1 wOO)] —i— l_w2dk2] "‘]— (2k2k2 —_ 1 e h15k1 + 39) [wl w2] = O,
[, (dky + k1 000)] 4 k1 k1 + g[02105] =0,
[w2 (dvs + Bvs04)] — kav1 4 v3 |0, 03] =0,
|1 (dvy + 3v104)] + K101 + v [0 0,] =0,
3 [wl_dkg] + 2 [w, ﬁikl + 3k, 049)] — (59)
— 6k 2k — 1+ gbky — 4+ 203 — )| 0, 03] = O,
29w, dks] + 2g[w, (dk; + 3_@1 Wo0)] —
—g (2k2 5k1 + g9— 4k1 —l— 3'02 —'vl) [w1w2] =0.
22. Chacun des éléments linéaires de I'élément plan &, satisfait
aux équations linéaires, d'aprés (53), (55),
09 = —3geo, Thy=3hses, Oky=—-3k€4, 0k; =0,
5’01 — e 301 Co0) 6’02 _ — 3'02 €00

(60)

de sorte qu'on a tout d’abord trois cas a distinguer:

Au point zy, y, et par suite dans un voisinage de ce point g ne
g'annule pas.

g s'annule identiquement.

Au point zg, y,, g s'annule, mais il existe dans un voisinage quel-
conque de ce point au moins un point z, y ol est g différent de zéro.

En regardant dans le troisiéme cas le point géométrique considéré
Ty Yo comme un point géométrique singulier de la correspondance qui
est caractérisée par I’hypothése g3=0, nous excluerons un tel cas de
nos raisonnements *.

23. Cas général 9= 0. Nous allons montrer qu’il est permis de
lier les variables par la relation nouvelle

g=1 (61)

* Dans la suite, 8'il s'agira des cas analogues & celui-ci, nous les excluerons
de méme de nos raisonnements.
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A ce but, il suffit manifestement de montrer que, z, y étant un
point géométrique fixe suffisamment voisin au point géométrique z,, ¥,
ou celui-ci, 'équation dg=10 constitue avec les équations qui définissent
I'élément plan €; un systéme d’équations linéairement distinctes. Or, cela
résulte immédiatement de la premiere des équations (60).

Lions alors les variables par la relation (61). Les équations (51)
et (30) s’écriront

W1y — Tip = Wy, Wy — Ty =— 0y, Wp—7T3 =0, (62)
Wyg— T19 = W2, Wy — Tgo = W;.

24. La liaison des variables par les relations (61) a comme consé-
quence que chacun des éléments linéaires de I'élément plan E,; remplit,
d’apres (58), les équations

Wop — — %752 0y — §k1 W2,

W19~ Va2 Wy

0y — (Fke—2) 0y + (4% + 1) 0y, (63)
w12 oy + ka0

Wao — V1 Wy,

W21—k1 ;.
On en déduit facilement que chaque couple d'éléments linéaires

de l'élément plan E, satisfait pour toutes les valeurs admissibles des
variables, aux relations quadratiques extérieures

[w,dk,] 4 klﬂl [, 03]—0,
[wsdky] — (szc:? — o1+ §va + 4) [0103] =0,
|@,dks] — (ks2ky + 3 — 2y + 2v; — v —4) [0,02]=0,
[wydhy| 4 [@edks] (2kgky —1 — 8hik, + 1) [0, 05) =0,
[0, dv,] kﬂm[wl ws] =0,
[wedvg] 4 kiyvg — vy [@,05] =0.

Les systémes de référence sont done parfaitement déterminés;
pour cette espéce des correspondances analytiques, cing fonctions analy-
tiques qui remplissent les conditions d’intégrabilité (64) ont ét€ définies
par la particularisation des systémes de référence. Ce sont les invariants
projectifs fondamentauzx des correspondances analytiques de cette espéce.

25. Cas g=0. Dans ce cas, chacun des éléments linéaires de
I'élément plan Eg remplit, d’aprés (30), (51), les équations linéaires

(64)

Wip — Tyg == Wy, Wy — Tyy = — Oy, @gy— Ty =0,
@19—T10 — 0, 039 — T30 =0,
012 = hy 0y 4 ks 02,
Wy = k1 0y,
019 == Vs Wy, (65)
W30 — V1 0y,
013 — Woo = (3ky — 2) 0y + 3%, 0,
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et chaque couple d’éléments linéaires, d’aprés (59), les relations quadra-
tiques extérieures

[0; (dhy — 8hy0g0)] + [@3dks] 4 (2kks — 1L — Bhyky) [0105] =0,
[0, (dk; + Bk, 000)] + Bk, [0, 5] =0,
[@s (dvg 4 Bva@g0) | — Favy + v [0y w3] =0, (66)
[@1 (dvy + 3vy009)] + k101 + v5 [0, 03] = O,
3 [0y dks| + 2 [wy (dky + Bk 000)] — (Bky 2%y — 1 4 205 — v;) [0, 03] =O.

26. Chacun des éléments linéaires de l'élément plan &; satisfait
aux équations linéaires. d’aprés (53), (60),

€11 — €gp = €19 = €91 == €19 — €3 =0,

67’&1 = 3h1 €00y 6k1 —_— — 3k1 €00s 6]{2 — O, (’01 = — 3?]1 €00y (67)
(52]2 = — 3?72 600

de sorte qu'on a deux cas & distinguer:

Au point 2, y, et par suite dans un voisinage de ce point, -, ne
s’annule pas. .

h; s’annule identique:ment.

27. Cas hy==0. Nous allons montrer qu’il est permis de lier les
variables par la relation nouvelle

hi—1. (68)
Pour cela il suffit de montrer que, z, ¥ étant un point géométrique
fixe suffisamment voisin au point géométrique z,, ¥,, ou celui-ci, 'équation
0hy =0 constitue avec les équations qui définissent I’élément plan &,
un systéme d’équations linéairement distinctes, quellesque soient les
valeurs admissibles des paramétres {T}. Or, on voit cela immédiatement
de la premiére des équations (67).
Lions alors les variables par la relation (68). La sixiéme des
équations (65) aura la forme

w12 = )y + k2 Wgq. (69)
28. La liaison des variables par la relation (68) a comme consé-

quence que chacun des éléments linéaires de 1'é]Jément plan &€, remplit
les équations linéaires, d’aprés (65) et (66), -

W13 —T13 =Wy, W13 —Ty3— — By, W93 —T31==0, @19—7T19=0, Wg9—75p=0
W = W | 03, '
W10 = V2 Wy,
o= Bk + w—2) 0y + (2k; 4 2) w,, (70)

0y = 01 + kg,
W99 — V1 0y,
C!J21 jr— kl wl.

et par suite chaque couple d’éléments linéaires de cet élément plan
remplit les relations quadratiques extérieures qui en résultent
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|wydw] + [wede] — (262ky + w — 1 + wky 4+ vy — v3) [y 0,] =0,
[©,dk,] + 3k, ky + 2 [0 0,] =0,
3 [w;dky] + 2[wdky] — (6F; 2ks + w — 1 + 205 — ) [0, 03] =0, (71)
[y dks) +- (2ko ks — 1 — Bk — 35) [w,0,] =0,
[;dv1] + (Byvy + 02 + 3v,2) [w,0,] =0,
[09dvs] — (k391 + 05+ Bva0) [0, 5] =O.
Les systémes de référence sont done parfaitement déterminés; pour
cette espece des correspondances analytiques, six fonctions analytiques qui
remplissent les conditions d’intégrabilité (71) ont été définies par la parti-

cularisation des systemes de référence. Ce sont les imvariants projectifs
fondamentaux des correspondances analytiques de cette espéce.

29. Cas hy=—0. Dans ce cas chacun des éléments linéaires de
I'élément plan E; satisfait aux équations linéaires, d’aprés (65),

Wig— T1g = Wy, W1y — Tyy = — Oy, Bg;— T3 =0, 01— 7T19=0, Wy —73 =0,
@15 = kaws,
W9y = k1 0y, _ (72)
W10 — V2 Wy,
Wog=— V1 W1,

wu _— w°0: (3,‘;2 -_ 2) w1 + 2k1w2,
et par suite chaque couple d’éléments linéaires de cet élément plan
remplit les relations quadratiques extérieures
[w2 dkg] —l— 2,52 kg —1 [WIW2] = O,
[w1 (dkl -+ 3k1 wOo)] + 3k12 [w1 Wy | = 0,
[0)2 (dvg —i- 3?)2 wOo)] —_ kz (%1 + Vo [w1 w2] == 0, (73)
[@1 (dvy + 3vy @g9)] + k1 vy + vg [0 03] =0,
3 [mldkg] + 2 [W2 (dkl + 3k1 wOo)J —_ (le 2k2 — 1 + 2'02 —_— ’01) [wl CUQ] == O.
30. Chacun des éléments linéaires de I'élément plan &, satisfait
aux équations linéaires, d’aprés (67),
6k1 = — 3]51 6007 dkg = 0, dvl = - 3?)1 300, 6”2 - — 3 Vg 600 (74)
de sorte qu'on a deux cas & distinguer:

Au point z,, y, et par suite dans un certain voisinage de ce point, ,
ne s’annule pas.

k, s’annule identiquement.
31. Cas k;==0. Nous allons montrer qu’il est permis de lier les
variables par la relation nouvelle
kl — 1. (75)

A ce but,il suffit de montrer que, 2, y étant un point géométrique
fixe suffisamment voisin au point géométrique z,, y,, ou celui-ci, 'équation
0k; =0 constitue avec les équations qui définissent 1'élément plan &,
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un systéme d’équations linéairement distinctes. Or, cela résulte immédia-
tement de la premiére des équations (74).

Lions alors les variables par la relation (75). La septiéme et la
derni¢re des équations (72) auront la forme

g1 — 0y,

76
wll—w00=(3k2—2) wl+2CU2. ( )

32. La liaison des variables par la relation (75) a comme consé-
quence que chacun des éléments linéaires de I'élément plan E; remplit
les équations, d’aprés (72), (73),

Wyp — Ty = Wy, gy — T3~ — Oy, Wy — Tay =0, 039 — T30 =0, 030—T30=0,
Do =— W0y — Wy,
019 = V2 @y,

w3 =8k 4+ w—2) 0; + ,, (17
W19 = kay,

W9 = V1 Wy,

W1 = 0y,

et par suite chaque couple d’éléments linéaires de cet élément plan
remplit les équations quadratiques qui en résultent

[@ydw] + 22k + w — 1+ vy —vy) [00,] =0,
3[w,dk] — (62k +w — 1 + 20, — v,) [0, 03] = O,
[wodk| 4 2k% —1[w,05] =0, (718)
[wydv,] 4 v2 — 20, [0;0,] =0,
[@advs] — (kvy + v2 + 3vw) [w,05] =O.

Les systémes de référence sont donc parfaitement déterminés; pour
cetle espéce des correspondances analytiques quatre fonctions holomorphes
qui remplissent les conditions dintégrabilité (78) ont été définies par la
particularisation des systémes de référence. Ce sont les invariants pro-
jectifs fondamentaux des correspondances analytiques de cetle espéce.

33. Cas k, = 0. Dans ce cas chacun des éléments linéaires de 1'élément
plan E; remplit d’aprés (72) les équations linéaires

01— T19 = Wg, W1y —Tyy = — Wy, Wgy — T3 =0, 019—T10="0, Wy —75 =0,
01 =k,
w9, =0,
(1) = Vg W, (719)

oo == V1 0y,
wn _ woo — (3k -_— 2) wl.
et chaque couple d’éléments linéaires de cet élément plan remplit les
équations quadratiques extérieures qui en dérivent, d’aprés (73),

3w, dk] + v1— 2vs [01 03] =0,
[w: ak) + 217676_———12 [wlwz] =0, (80)
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[w2 (dvg +- s woo)] — kw1 + va[01005] =0, (80)
[0 (dvs + Bv1090)] = 0.

On en tire tout d’abord que chacun des éléments linéaires de
I’élément plan correspondant E; satisfait lui méme & 'équation linéaire

dk=2kk_1wl—%vl—202W2 (81)

et par suite chaque couple des éléments linéaires de cet élément plan
remplit 'équation quadratique extérieure

[0)2 (d’vl + 3?)1 wOo)] —2 [(02 (d?]g —l'— 37/'2 w00>] =0 (82)
qui peut étre mis sous la forme, d’aprés la troisitme des relations (80),
[@g (dvy + 8vy 049)] — 2Fv;3 + vs [0, 03] =0. (83)

On en déduit, en tenant compte de la relation (80) que chacun
des éléments linéaires de 1’élément plan E; satisfait aussi & I'équation

d’vl —]—31)16000:—276'01 —]—1)2 a4 (84)

et chaque couple d’éléments linéaires de cet élément plan satisfait lui
méme 3 la relation quadratique extérieure

2k [y (dvs + 3v3049)] + 3 (1042 — Toyvs -+ 40,%) [wy05] =0. (85)

Grice aux liaisons faites entre les variables, la fonction %, d’aprés
(74), dépend des variables z, y seulement. En regardant le cas ou la
fonction % s’annule au point considéré x, %, mais non identiquement,
comme cas singulier, nous l’exluerons de nos raisonnements.

On peut alors facilement démontrer que I'on a identiquement

Vi—0Vy— O. (86)

En effet, deux cas sont alors possibles:

k s’annule identiquement.

Au point 2, y, et par suite dans un voisinage de ce point %k est
différent de zéro. '

Dans le premier cas I’¢quation (81) donne l'identité v, —2v, et la
relation (85) l'identité v,—=0; on a donc (86).

Dans le deuxiéme cas, la troisiéme des relations (80) et la relation
(85) montrent que chacun des éléments linéaires de 1'élément plan Eg
satisfait & 1’équation

dvy + 3 v3000 = — kv 4 v30; — 61—k (Tv? — Tv1vy + 40,2 w,. (87)

En tenant compte de (81), (84), (85) on en déduit I'identité

v — 280,20, 4 16 0,2 =0 (88)
et de celle-ci, en la différentiant et comparant avec (84) et (87), I'identité
0+ 03 =0; (89)

on a donc (86).
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Les équations (79) ont la forme
019 =k, 03;=0, 19— 0, 03=0, 03 — =Bk —2)w;, (90)

de sorte qu'on a @'yy=0. Il existe donc une fonction f telle que chacun
des éléments linéaires de I'élément plan E; remplit 'équation linéaire
df = wy, et par suite chacun des éléments linéaires de 1'élément plan &,
Iéquation df' = ey, quellesque soient les valeurs admissibles des variables.
En appliquant le raisonnement que nous avons déja expliqué & plusieurs
reprises, on en conclut qu’il est permis de lier les variables par la
relation nouvelle F=0. 1)
Lions alors les variables par cette relation. Les équations (79),
(81) s’écriront
@iz Tiz Wz O Tn= O Wy Ty — 0,
01 —T10=0, W30 —T3 0, @9=0, w30=0, 0y =(3%k—2) ey, (92)
W19 ng, /780 0, Wgaq O, dk: 2kk — 1 .

84. Equations finies des correspondances analytiques dams ce cas.
Soient z, y les variables indépendantes. On s’assure tout d’abord facile-
ment qu’on a @'y —=0. Il existe donc une fonction % des variables in-
dépendantes z, y, qui est définie au point 2, y, et dans son voisinage

de telle sorte, que 1’équation
0, =du (93)

a lieu identiquement. En prenant la fonction % comme une variable
indépendante nouvelle, on tire de I'équation (92) que % ne dépend que
de la variable indépendante » et on démontre par un calcul facile que
la fonction

= —2Jer—1)au (94)
®
est un facteur intégrant pour la forme w,. On peut done écrire
e-2f@r-au gy gz (95)

et on peut regarder la fomection v comme une variable indépendante
nouvelle.

Cela posé, deux cas sont & distinguer:

@) k s'annule identiquement. Dans ce cas on trouve que les fone-

tions 4,1, B, satisfont aux systémes d’équations aux dérivées partielles,
Taprés (2), (13), (21), (92), (93), (95),

04 _ o4

du 41 w e Ay
04, 34,
w24 55 =0 (96)
04, 24,
R 24, 20 =0



28

B oB -

W B = ¢ b

b °B

S ——B Si= —eB, (96)
3B, 3B,

D KT

En les intégrant, on obtient les équations finies des correspondances
analytiques considérées. En posant « au lieu de ¢~* on peut écrire ces

équati
quations v E—y

y=v 7= uv

(u0) (97)

B) k0. Dans ce cas, on trouve facilement que les fonctions
4,9, B,® satisfont aux systémes des équations aux dérivées partielles

04 04 1

Bu 4 W~ (e*—e)? 45

04,  2e¢*+e— 04, 1
A W (e

% _ 2 e¥ + e aAg .

o e B B o 08
3 5 m_ 1 (%8)
u ! v (e*—ev? T ?

9B,  e*f2e¢" 9B, et

o e—ev D B0 (@ P L

aBg_ e"—i— 2e¢ 4 3B2_

o rr T

En les intégrant et en changeant la notation d’une maniére facile
4 comprendre, on obtient les éqmations des correspondances analytiques
considérés sous la forme

2
xzvugi E=v——
u? —1 w41 .
oo 1 . (B +10)  (99)
T w1 = w—1

35. Correspondances analytiques de la troisidme espéce. Dans
ce cas, la forme P se réduit au point géométrique z,, %, et dans un
certain voisinage de celui-ci & un cube. On peut done écrire

co="m5% c1=242, ca="2AA%, cz= Ag®, (100)

les fonctions A, 4, ne s’annulant pas toutes deux simultanément. Elles
satisfont aux équations, d’aprés (36),

OAy =A1e53 + Aaeys 10
1
Ody = Ay €51 + Ag€as. : (101)
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Nous allons montrer qu’il est permis de lier les variables par les

relations nouvelles Ay=1, 2,=—0. (102)

Pour cela il suffit de montrer que, g, ¥ étant un point géométrique
fixe suffisamment voisin au point géométrique xz,, 7, ou celui-ci, les
équations Jd1; — dd; — 0 constituent avec les équations qui définissent
I'élément plan €, un systéme d’équations linéairement distinctes, quelles-
que soient les valeurs admissibles des variables. Or, cela résulte immé-
diatement des équations (101).

Lions alors les variables par les relations (102). Les équations (22)
éeriront W1g— T1g =0y, B33 —Ty3 =0, @y — 75 =0. (103)

36. La liaison des variables par les relations (102) a comme con-
séquence que chacun des éléments linéaires de 1’élément plan correspon-
dant E, satisfait aux équations linéaires, d’aprés (35), (31),

@y = hoy + ko,
Wy = 3 kwyy + gw,,
— 2 gmy3 + W30 =101 + W3 Wy, (104)
— 2 9wy + 0= w10, +v; 05,
dg + 3 gweo = w0y + W, W;.
et chacun des éléments linéaires de 1'élément plan &, remplit les équa-
tions, d’aprés (36), (33),

€10 == €11 == €a) = €39 — 2ge12 =0,

09 =3 gess,
1056
(5’&01 == — 692612 + 5 W1 €29, ( )
Owy = wye1s—+ 4 wyes,.

En tenant compte de (32), on déduit des équations (104), en les
différentiant
[wi(dh—Mw;lg_hW22)]+[CUg(dk— ga)lg—?k(IJgg)]+(2hk—vg—2gg)[wlfU2]=O,
[0y(dk—gw,5—2kw0) ]+ (2k2—gh—2ws)[ 010, ]=0,
[w1 (dvl —_— 3 Wy + 2gkw12— 31)10722)] + [CU2 (de— 2 Wy + 3gkw12— 4w2 w22)] +
+ (Qwah + 3vsk — 3gwy + 4gk) [w;00;] = O,
[ (dwy — vy + vg—4g* 019 — 2w, — gk 0’22)] -+ (106)
+ [0)2 (d?)2 — Wo W19 — 3 Vg — 292 W22)J + (5’“)1]5 + 3027’&) [wlwz] — O,
[0y (dws — w1013 — 4205 Wez)] + [ (dwl + 642w, — 5w1w22)J -+
+ (4w h — 2wy k + 3gve— vy + 29°) [w,02] = 0.
Les premitres quatre de ces relations donnent

oh = 4k €12 + hegg,
ok = g9 + 2]‘:622)
0vy = 3w, + Qg7t €12 + 3v1 a9,

(107)
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Owy = 2w, +- 3gkers + dws ean,
6@01 =" + Vg — 4.9'{ €12 “}" 2 wy— 99]& €agy (107)
0vy = Wy €15 + 305 — 29 €39

ces équations comparées avec les dernidres deux des équations (105)
et les relations ainsi obtenues différentiées, conduisent aux identités
w;+6gk=0, vy+v,+29°=0, 2w+ 3gh=0 (108)

de sorte que, en posant pour abréger v au lieu de v,, les équations (10%)

N
g’écriront
011 = hoy + ko,

Wy = 3kw; + gw,,
Wy — 29019 ==v0; — 3 gh,, (109)
W19 — 290y = —6ghws — v + 29° w,,
dg + 39w = — $yhw, — 6 gk w,,
et les relations (106) s’écriront pour g==0
[0y (Ah — 4k oy, — hwyy)] -+ bk |0,05] = O,
[OJ2 (dk — gw12 —_ 2kw22)] —I— (hk —l— 'U) [(01602] — O,

[0y (dk — gow13 — 2k wy5) | + 2k |@105] = O, (110)
[0, (dv— 3 ghe;s — 3vweg)] — S g[0s (dh—4kws — horgg) | —

— 3 (kv + Zl_ghz) [WIWQJ = O,
[Wg (dv e gghwlg —3v wgg)_] + 3hv [wlwg] —0 ;
pour y=—0 on y a & écrire au lieu de premiéres deux I’équation unique

[01(dh — 4 kw15 -— hwgy)] + [w5 (A — g1z — 2k wse)] + (21K + v) [w105] = 0.

37. Chacun des éléments linéaires de 1’élément plan &, remplit les
équations, d’aprés (105), (107),
dg = 3 ez
6h — 4k 312 '—]—' hegg,
0k = geis + 2keq,
0v =3 ghess + 30 en,

(111)

de sorte qu'on a deux cas i distinguer:

Au point x,, gy, et par suite dans un certain voisinage de ce
point, g ne s’annule pas.

g s’annule identiquement.

38. Cas g3 0. Nous allons montrer qu’il est permis de lier les
variables par la relation nouvelle

g—1. . (112)

Pour cela il suffit de montrer que, z, y étant un point géométrique fixe,
I'équation dg=—0 constitue avec les équations qui définissent 1’élément
plan €; un systéme d’équations lindairement distinetes. Or, cela résulte
immédiatement de la premiére des équations (111).



31

Lions alors les variables par la relation (112). Les équations
(103), (30) s’écriront
Wi — Tig =0y, @3 —Tyy=0, @y —7y5=0, (113)
W19 — Tyo = W2y W3p— Tgo = W3-
39. La liaison des variables par la relation (112) a comme consé-
quence que chacun des éléments linéaires de I'élément plan E; remplit
les équations linéaires, d’aprés (109),

wy = hoy + ko,
Wgy = 3kw1 + oy,

Woo — 26012 = VW — %kW2, (114)
W19 = — VW,
wOo - —%hwl -_— 2/{&)2,

et chaque couple d’éléments linéaires de cet élément plan remplit les
relations quadratiques extérieures, d’aprés (110),

[w; (dh — 4k w,5)] =0,

[@g (dk — @45)] + v [w10] = O, |

[0 (I — 043) | =0, (115)
|y (dv — 3 hwys)] — 3 [ws (dh — 4k ay5)] — 6Fv |0y0,] =0,

[ws (dv— 3 hwyp)] + $hw[wy0,] =0.

Chacun des éléments linéaires de I'élément plan correspondant &
satisfait aux équations, d’apres (105), (111),

€00 = €10 == €11 == €93 — €33 = 2e13 — €39 =0,
Oh— dkery, Oh=— ey, 00— Shesy. (116)

40. On voit done qu’il est permis de lier les variables par; la
relation nouvelle b 0. (117
Lions alors les variables par cette relation. La premiére, la deuxiéme
et la derniére des équations (114) s’écriront

01y = hwy, 033 = 03 @y=— }ho;. (118)

41. 11 résulte de la liaison des variables, exprimée par la relation
(117),que chacun des éléments linéaires de I'élément plan correspondant Eg
remplit les équations linéaires, d’aprés (113), (114), (115),

Wyp — T1g= 0y, B33 —T13 =0, W1 —T9; =0, 019—T190= W9, Wgg—Top= Wy ;

Woo = — }hoy,

Wyg=— — VWy,

0y, = hay, (119)
Wy = — V0,

Woo = — V0 — 3 hoy,

W31 =— Wy,
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et par suite chaque couple d’éléments linéaires de cet élément plan
remplit les relations quadratiques extérieures qui en résultent

[0, dh]| = [wadh] = [0, dv] = [w,dv] = O. (120)

On voit done immédiatement que %, v sont des constantes; nous
les désignerons dorénavant o, B. Les correspondances analytiques dé-
pendent dans ce cas de deux constantes arbitraires.

42. Equations finies des correspondances analytiques dans ce cas.
Soient x, y les variables indépendantes. On trouve tout d’abord par un

calcul facile W'y = 0’y =0. (121)

Ils éxistent donc les fonctions w, v des variables z, y qui sont
définies au point x,, y, et dans son voisinage, de telle sorte qu’on a

identiquement 0, = du, wy= dv. (122)

Prenons « et v pour variables indépendantes. Les A4;¥, B,® sont
fonctions de u et v seulement qui satisfont aux systémes d’équations
aux dérivées partielles

24 94

o
WAt 4 TR 45
aa_‘j;l: ad,— f 4, aa—‘:lz— gA (123)
24, o 04, 3
w4 —gd = gedtd
LI W
2B o oB
aB2_ o aBg_ 3
2y = B+1B —5bB G =—5eB+DB

de sorte qu'un systdme se transforme dans l'autre par la substitution

uo
5}

F (o, ¢, B) resp. Fy(4, o, ) étant la fonetion caractéristique du
premier resp. du deuxiéme groupe des équations différentielles (123)%,

soient @,, @5, @3 les racines de l'équation F(g, @, B)=0 et Ay, 4y, 44

# C'est-a-dire

_%_p 1 0 — 0o 1
F, (p, o, )= 0 &a—9p —B 1F2()‘7 @, B)=—8 —A 0f,
0 —— 3 1 —
- @ T P BN
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celles de I’équation F, (4, e, B)=0. A étant le discriminant de I'équation
F3 (A a, 3)=0, on obtient par un caleul facile

—JM%%®=@—%@—§—ﬁ (125)

—Fy(h & ) =1+ FAt (126)
1 ol

—md=g 5 (127)

Cela posé, plusieurs cas sont & distinguer:
a) 4=30. Dans ce cas on obtient tout d’abord du deuxiéme groupe

des équations différentielles du systéme (125) la solution de ce systéme
dans la forme

A= 01811" -+ Gzekﬂ’ + CV e)\ v
3 3
A1: 01 (1,12 + 2“) 611” + 02 (1‘2 + a) elgﬂ_{_ 03 (l?g + ) e)\;v (128)
Ay = 01 ).1611" - 02 Ay ehe? -+ Cs }vselav

les Cy, Oy Oj dépendant de la variable u seulement. Nous les déter-
minerons en comparant les seconds membres des équations (128) avec
la solution du systéme (123) que l’on trouve du premier groupe des
équations différentielles (123). Cette solution a la forme, @ étant différent
de zéro,

A= kiep¥ —+ kaepe® + kgef,

Ay =k, (91 "i‘.i) eft + Iy (02 + i) ef-t -+ kg (93 + %) e
= 9
s W i O
o «a
+k3 (2 T g — 03 )3?3“,

les ky, ko, k3 dépendant de la variable » seulement. En posant ¥=—0 on
aura done

8
BC, =475 Z k2 UM e, (130)
i1
ou %" désignent des constantes arbitraires et

U9 = (ley1—hay o) {‘6 (Mt s deqa+ @i —a) —

B aQ. 2 k= 1, 2’ 3 )
(lk+1 "|_ )Vk-]- 2) { 2 — % )}. (l4= z"1) 1'5 - )'2

Puis, en posant
M=—a-+b, y—sa-+ &b, \z3—8&%a+ &b (2=1, ef=1) (132)
on déduira tout d’abord de I'équation Fy(4, e, §)=0

—B=a®+ b a=—2ab (133)
3

(131)
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et on s’assure par un calcul facile
01 =a? + b2, gy-—=¢%a® 4 ¢b? g;—sea® - D2, (134)
On trouve ensuite & l'aide des formules (131), (132), (133), (134)
0. _{3[5’8(1 — &) (a®* — b®) pour ik
0 pour ik,

d’ou résulte, en faisant un changement des notations des constantes £

facile & comprendre, p.u
Ck == kkO e*

et puis
A=FkPehvten | Fehvton 4 foekot o, (135)

On peut donc écrire les équations finies des correspondances analy-
tiques considérées dans la forme, en supposant 30, 4 —1,

Z = e Pr—pu+(h—A)w E—ep/—pNu+ M —Ane

y=epr—putta=d)v g — o —pHut W= A)v (136)

ol ¢/, 0o, ¢ désignent les racines de I'équation F, (0, 2, 4+1)=0,
Ay Ay, A5" celles de I'équation Fy(4, a, 8 -+1)=0.

On trouve par un caleul analogue, en supposant 8 =—1, a3=0,
8o 3a
5 — (Prput (=l E—pt "TITT"’ (137)
y—e pe~p)u+—Ay)v n= e‘/‘—““",

01, 03, 03 désignant les racines de l'équation F; (g9, @, — 1)=0, A, Ay,
Ay celles de l'équation Fy (A, o, — 1)=0.

On trouve, en supposant 3 ——1, ¢ =0,
= el—eutu—eyy E§=2u+ ¢*
y: 8—3(1-—3)(1‘—0) n ___v; (138)
on trouve, en supposant 3 =0,
32u--{— ——;311)
r—e? 2 E— elpr—paut+ A—day (139)
Y= eV—Tav n= e(Pa—Pa)’“-l—()\z—)\s)”’

01, 03, @5 désignant les racines de l'équation F (p,t,— 1)=0, 1,, 4,
Ag celles de I'équation F (4, ,—1)=0.
b) 4=0, 840. Dans ce cas on trouve, en supposant 83 —1,

Xr— ecau — (10 + % a)eczu+cv g___ ca'eu _ (10 _}_% 0’)63'%4—0'"
27 2T .., 140
y:xu_%gcﬁu—l—cv 77:&"__2_0760 u-{—cv, ( )

3" 3
ou Pon & posé pour abréger V—gza, 1 %:0’; on trouve, en

supposant 3— —1,
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3 '
r—e*— 10—§i/_2 eut\8 E— gutv
97 N (141)
yzxu_}_meu-i-vvs 1]———62"
¢) 4=0, §=0. Dans ce cas, on trouve
z=2u -+ v* E—el—em+@—ev
y=v n_e—s(l—s)(u—v) (142)

43. Les courbes caractéristiques de ces correspondances ne sont
pas en général projectivement identiques. Considérons, en effet, les équa-
tions génerales de ces correspondances qui sont données par les formules
(136). Les courbes earactéristiques de ces correspondances des plans (4),
(B) étant données par des formules

zh—2As, Yy~ A—As) — k’ §)\'2—')\'s N/ (N1—Ng) — )4
ol k, &’ désignent des constantes on voit que ce sont des courbes W
Ai—2As A — A

T — R’ Ay — 12y sont

de Klein et Lie dont les invariants projectifs

distinets.
44. Cas 9g=0. Dans ce cas chacun des éléments linéaires de I'élé-
ment plan E, remplit les équations linéaires, d’apres (103), (30), (109),

W1 —T1a =03, W13 —7Ty; O, Wy —To; =0, 09— T10=0, wgg— 730=0,
w1, = hw, + ko,
Wy — 3 ko,
Wag — V0Iy,
W19 == — Vg,

(143)

et chaque couple d’éléments linéaires remplit les relations quadratiques
extérieures, d’aprés (110),

[01(dh  4kw1p —herge)] + [02 (dk — 2k 059)] + (2kR 4 v) [01 0] = O,
[y (dk —— 2k39)] + 2K [wy 0] = O,
[0 (dv — Bvwyy)] — 3 kv [0, w3] =0, (144)
[y (dv — 3 vwgs)] + 3 v [wy @] = O-

On déduit des deux derniéres relations que chacun des éléments
lindaires de I'élément plan E, satisfait aussi a I'équation linéaire

dv — 3 vwey = 3 hvwy + 3 kvw, (145)
laquelle équation entriine & son tour la relation quadratique extérieure
v[wy(dh — 1 ko — hwgy)] + v [0y (dk — 2 kwgs)] + (146)

+v(2kh'—v) [wl w2] :O.
On voit done qu'il est identiquement
V= 0,

de sorte que les équations (143) s’écriront
8%
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W1 — T1g= 0y, 013 — T3 =0, Wy — T3 =0, w9 — 71 =10, W3y — 730=0,
W11 = hoy - ko,
w9 = 3 ko,

(90 =0, (147)
w9 =0,
et les relations quadratiques (144) auront la forme
[@; (dh — 4 kwy3— hogg)] + [0 (dk — 2 kwyg)] + 2k [004 @3] = O, (148)
[0 (Ak-— 2 kwgg)] + 2 k* [wg w,] = O.

45. Chacun des éléments linéaires de 1'élément plan &, satisfait
aux équations lindaires

€op = €11 = €39 = €3y — O,

6k — kegg, 6}& —4 k€12 + 7&622,

de sorte que I'on a deux cas a distinguer:

Au point z,, y, et par suite dans un certain voisinage de ce point,
k ne s’annule pas.

%k s’annule identiquement.

46. Cas k0. Dans ce cas on peut lier les variables par la re-
lation nouvelle

(149)

E=1. (150)
Faisons alors cette liaison. Les premiéres deux des équations (147) auront
la forme Wy, — how; + 0y, 0y =3 ;. (151)

47. La liaison des variables par la relation (150) a comme con-
séquence que chacun des éléments linéaires de I'élément plan E; satisfait
aux équations linéaires, d’aprés (147), (148),

0y = hoy + s

W9 = 3 0y,

wg9 =0, (152)
W10 =— 07

Wop = — WO, — 2 @,

et chaque couple d’éléments linéaires de cet élément plan remplit les
relations quadratiques extérieures, qui en résultent

[w1 (dh -_— 4 W12>J + w [wl W2] — O, (1 53)
[0 (dw — 2 0y5)] +2 (2w —h) [0y 03] =0.
Chacun des éléments linéaires de 1’élément plan &, vérifie les
équations, d’aprés (149),
€00 == €10~ €11 = €3y = €31 = €33 =0
Sh—4 ey (154)

48. On voit done qu’il est permis de lier les variables par la re-
lation nouvelle B O, (155)
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Lions alors les variables par cette relation. La premiére des équa-

tions (152) aura la forme

49. La liaison des variables par la relation (156) entraine comme
conséquence ce que chacun des éléments linaires de 1’élément plan E,
remplit les équations lindaires, d’aprés (143), (152), (153),

Wyp — T1g = @y, W3 — T1y — 0, Wgy — Ty =0, 0,9 — T10="0, 0y — T9p=0,

Wog — — WO — 2 0y,

Wi — 07

W11 = Wy,

Wy5 = 20y + L wo,, (157)
Wao — 07

Woy =— 3 Wy,

et par suite chaque couple d’éléments linéaires de cet élément plan
remplit les relations quadratiques extéricures qui en résultent

[duwe,] — 3w [0, 03] =0,

[dwws] — 2 [dew,] — %— [w;0,] =0. (158)

Les systémes de référence sont donc parfaitement déterminés; pour
cette espece des correspondances analytiques deux fonctions holomorphes
qui remplissent les conditions d’intégrabilité (158) ont été définies par
la particularisation des systémes de référence. Ce sont les invariants
projectifs fondamentaux des correspondances analytiques de cette espce.

50. Cas k=0. Dans ce cas chacun des éléments linéaires de 1’élé-
ment plan correspondant E,; remplit les équations linéaires, d’apreés (147),

W13 — Typ =0y, B33 — Ty =0, Wy — 731 =0, 01, — 710 =0, 03— 730=0,

W1y = hw,,

wg; =0,

om0 (159)
wlo - 07

et chaque couple de ses éléments linéaires remplit la relation quadratique
extérieure, d’aprés (148),
[0, (dh — hwye)| = 0. (160)

51. Chacun des éléments linéaires de 1’élément plan &, remplit
les équations linéaires, d’aprés (149),

€10— €31 — 20— €9y =0

Oh — heyy

de sorte qu’on a deux cas & distinguer: _

Au point z, gy, et par suite dans un voisinage de ce point, /4 ne
s’annule pas.

h s’annule identiquement.

(161)
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52. Cas h=3=0. Dans ce cas, on voit inmédiatement qu’il est permis
de lier les variables par la relation nouvelle

h=1. (162)
Lions alors les variables par cette relation. On aura, d’aprés (159),
wll p— wl. (163)

53. Il résulte de la liaison des variables, exprimée par la relation (162),
que chacun des éléments linéaires de 1'élément plan correspondant E,
remplit les relations linéaires, d’aprés (159), (160),

W1 = 0y, Wy =0, 0y =0, wy 0, 0y =wow,, (164)

et par suite chaque couple de ses éléments linéaires remplit la relation
quadratique extérieure qui en résulte

| dewew ] = 0. (165)

Chacun des éléments linéaires de 'élément plan €, remplit alors
les équations linéaires, d’apres (161),

€op = €10 — €11 €g0 = €1 — €32 =0, (166)
quellesque soient les valeurs admissibles des paramétres.

54. On trouve maintenant par un calcul facile que w,"==0; on peut
done poser w; — du et on peut prendre la fonetion % comme une variable
nouvelle. Alors il résulte immédiatement de la relation (165) que w est
une fonction de cette variable seule et on s’assure facilement en appli-
quant les formules (164) que la fonction e—J(»+2ds est un facteur inté-

grant de la forme @,,. Chacun des éléments linéaires de 1’élément plan Eg
satisfait donc & I’équation linéaire

df = e~ Jwtnaug (167)

et par suite chacun des éléments linéaires de I'élément plan &€, & I'équation
Of = g~ HDE o (168)

On voit done qu’il est permis de lier les variables par la relation nouvelle
f=0. (169)

55. Il résulte de la relation (169) que chacun des éléments linéaires

de I'élément plan E, en question, satisfait aux équations, d’aprés (159),
(164), (167),

Wig—T1g =01, Oy —Ty3=0, Oy —7T3;=0, 00— 71p=0, @9 —Tz=0

Wog = WOy, . wys =0,
0wy =0, g9 — O, (170)
Wy = 0y, W — (-

—[ewt+1)du

On en déduit que la fonction e est un facteur intégrant



de la forme w, de sorte que l'on peut écrire
e—-r(2w+’)duw2 = dv (171)

et on peut prendre la fonction v comme une variable indépendante.
Les correspondances considerées dépendent done d’'une fonction arbi-
traire d'un argument.
56. Il est facile de trouver les équations finies de ces correspon-
dances. En effet, en posant ¢ au lieu de eJ»9 on obtient par un caleul
facile que les fonctions A, B; satisfont aux systémes d’équations diffé-

rentielles
Y arn Mo e
'()_44_2: _ (24_ 1) A, 3A2:0’
ou P ov
0B ! o8 (172)
=g BT D 0 — 9D
332 . ¢’ ?&_
s B _15%4)32 0.

En les intégrant on obtient tout d’abord les équations finies des
correspondances considérées sous la forme

= §: U_J-.eu—fwdu (‘re—2u——fwdudu) du
y-_:feu—fwdudu nzj-eu—‘jwdudu‘

Soit Y (¥) une fonction arbitraire de la variable indépendante t analy-
tique awu point ty, dont la deuxiéme et la troisiéme dérivée ne s’annule pas

1 int. Soit
& ce point. Soi w=—13log " (f)

une fonction de la variable indépendante ¢ dont la valeur au point £,
est uy. La dérivée de la fonction % au point #, étant différente de zéro,
on peut prendre la fonction % pour variable indépendante et ¢ pour sa
fonction dont #, est la valeur au point w, et dont la dérivée y est
différente de zéro.

En t t”

posan w1 — z

on peut mettre dans le voisinage du point #, les équations des correspon-
dances considérées sous la forme

r=uv §=v— ()
Yy — 1 n= ‘.
Ces correspondances analytiques ne contiennent done pas les corre-
spondances quadratiques, Y (¢¥) y étant ¢2 (ou Y (¥)=at? + bt + ¢).

(173)
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57. Cas h=0. Dans ce cas trés particulier, on s’assure {acilement
en appliquant les raisonnements exposés plus haut, qu’il est permis de
lier les variables par des relations convenablement choisies, de sorte que
chacun des éléments linéaires de I'élément plan correspondant E, rem-
plisse les équations linéaires

W13 — Ty =0y, Oy —7Ty3=0, 0y —75=0, w,y—7,=0,
T W — Ty — 0 (174)
Wog == Wy = Byy = W1y = Wy — Wy = Wy = 0.
En intégrant les systémes d’équations différentielles correspondantes
on obtient les équations finies de ces correspondances

r—v §—ov—1i*

5
y=t n="=. (175)

58. Les courbes caractéristiques des correspondances analytiques dans
le cas g=0 sont projectivement identiques. En effet, cette propriété des
courbes caractéristiques de ces correspondances analytiques résulte immé-
diatement de la remarque que, w,—0 étant I'équation différentielle des
courbes caractéristiques, on a identiquement,

Togo— Wqgy T1=—0Wy1, Tag=— Wy, Ty19~ Wygy, T11— W11, T3 =— W19,
Too == Wgq, Tgy—— g1, Tog=— Wgg,

si 'on se déplace sur une courbe caractéristique quelconque.

59. Correspondances analytiques de la quatriéme espéce.
D’aprés ce qui précéde (v. N° 13) les fonctions ¢, ¢y, €5, ¢3 s’annulent
dans ce cas identiquement.

Chacun des éléments linéaires de I'élément plan Eg remplit done
pour toutes les valeurs admissibles des variables les équations linéaires

W13 —T12=0, 013 —713=0, 0y — 75 =0, w;p— ;9= g0y,
Wog — Tgo ~— YW;.

(176)
Différentions la deuxi¢me de ces équations; nous déduirons ainsi

que chaque couple d’éléments linéaires du méme élément plan E; satis-
fait & la relation quadratique extérieure

g [0,0,] =0, 177)
quellesque soient les valeurs des variables.

On voit done que g s’annule identiquement, de sorte que les équa-
tions (176) s’écriront

013 —T13 =0, 0y, —713;=0, wy—75,=0, w;p—73p=0
W20 — 720 — O .
Or, on conclut immédiatement des formules (13), (21), (3), (178)

que Zfoute correspondance analytique de la quatriéme espéce w’est qu’une
correspondance projective, résultat évident a priori.

’ (178)
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