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metrickych vysledki velmi lehce, vysledkii velmi obeenych,
z kterych rdzem dostaneme Getné véty specidlni.

Pro vzdjemny vztah metrické a projektivni geometrie
a pro pochopenf geometrie neeuklidovské maji tyto poznat-
ky vyznam fundamentélni.

b) Redlnd kulové plocha 2% + 32 + 22 = 72 obsahuje
dvé soustavy pifmek. PfSeme-li jeji rovnici ve tvaru

(z+1y) (x—1y) = (r + 2) (r —2), (1)
jevi se ndm jako vysledek vylouéeni veli¢iny « z rovnic
zHiy=oa(r—z), a(x—iy)=r+ 2, (2)

nebo jako vysledek vyloudeni veliéiny — § z rovnic
—ple—ity)=r—z z+iy=—fr+2. @)

Pri konstantnim & znamenaji rovnice (2) dvé roviny, tedy
primku, pfi proménném o znaéi soustavu piimek. Prdvé tak
rovnice (3) vyjadfuje pfi proménném pf druhy systém
piimek. Piimky téZe osnovy (parametry «,, «,) jeou vidy
mimobéZné, jedna pfimka prvé osnovy a jedna druhé osnovy
se vidy protinaji v redlném bodé plochy.

Ostatné z hotejSich rovnic plyne

1_0‘.3 _ri(l'l'aﬂ) 0‘+ﬂ 4)
o — ﬂ ’ - x — ﬂ H o — ,B’

soufadnice bodu na ploSe jsou vyjddfeny jako funkce dvou
parametri o, 8. Je-li « konstantni, jsou =z, y,z linedrni
funkce jednoho parametru a tedy bod probéhne pfimku
jedné osnovy; podobné pii konstantnim f probéhne bod
piimku druhé osnovy. Aby bod byl redlny, musf byt o

a —71;- komplexn{ sdruZené. Skuteéné pii o = x; + o6,

zZ=r

r=r.

= —ﬁ daji (4) redlné hodnoty. PHimky na redlné
1 Yy

kulové ploe jsou vesmés imagindrni prvého druhu, Ostatné
se snadno presvédéime, %e prisek teéné roviny s plochou jsou
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dvé imagindrni pfimky. Na' pf. teénd rovina bodu (0; 0; r)
jest z = r; dosadime-li do (1), dostaneme 2 + y* = 0 ¢ili
(z + 2y) (x — 2y) = 0. V8echny piimky kulové plochy pro-
tinaji absolutni{ kruZnici, jsou to tedy piimky minimdlni.
¢) Imagindrn{ kulovd plocha dand rovnici
B4 P LR A=0
nemd Zzidného redlného bodu. Reédlny vSak je polarni systém
ji definovany. Redlnému bodu P (zy; y,; 2,) patii redlnd
polarni rovina

Txy+ YYo + 229+ 2= 0.
Presvédéime se snadno, Ze tomu tak je i obrdcené.
Vezmeme-li opét redlnou kulovou plochu
Pt —rr=0
za redlnou zdstupkyni imagindrn{ plochy, vidime, Ze poldrni
rovina bodu P vzhledem k ni, t. j.
%o+ Yy + 22— 12 =0,

je podle stiedu O symetricky poloZend s prvou. Polarite
k imagindrni kulové ploSe (antipolarita redlné) je tedy
sloZena z polarity k redlné zdstupkyni a sttedové symetrie.

Na takové kulové plode jsou jen imagindrn{ pf{mky dru-
hého druhu, Lze je napsati

z+ 1y =« (4 ), z + iy = B (z — i),
1
z—iy:—;—(z—ri), a:—iy:—%(z—l—ri).
d) Podobné imagindrni elipsoid je ddn rovnic{
® oyt 2
atptatl=o
Nemé redlného bodu a obsahuje dva systémy imagindrnich

pfimek druhého druhu. Polirn{ systém je redlny podobné
jako u imagindrni kulové plochy.
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e) Redlnd plocha kuZelovd druhého stupné

o vrcholu v poédtku m4 rovnici tvaru

g 2

a2 B 2
rovina z = konst ji sede v elipse (na pf. z = ¢ ddvé elipsu
8 poloosami a, b). Obecny prusek je kuZeloseéka. Kdy dosta-
neme prisek kruhovy? KruZnice je kuZelosedka, kterd pro-
chdzf{ kruhovymi body v nekoneénu ve své roviné. Ale
kuZelose¢ka v nekoneénu na kuZeli a absolutni kruZnice
maji spoleéné &tyfi body. Ty maji 6 spojnic, ale jenom dvé
z nich jsou redlné, totiz ty, které spojuji vidy dva a dva
sdruZené body. Jsou tedy dvé osnovy kruhovych priseki.
Dany kuZel a kuZel isotropicky o spoleéném vrcholu
O (0; 0; 0) urcujf svazek kuZeli

22 2 2

o

=0, (@a>b>c)

Az*+ y? + 28 =0.
Trojim zpiasobem lze voliti 4, aby se kuZel rozpadl ve dvo-

jici rovin; pro A =(% je takovd dvojice redlnd a lze ji na-

1 1 1 1
2ot a)—(a—a) =0

Pii a = b splynou obé osnovy; v tomto piipadé plocha je
rotadni plochou kuZelovou. Stopa rota¢ni kuzelové plochy na
roviné nevlastni je tedy kuZelosecka, kterd m4 s absolutni
kruZnici dotyk ve dvou bodech. (Osou plochy — osou z —
jdou dvé isotropické roviny, které se dotykaji kuZelové
plochy podél isotropickych pifmek v roviné z = 0.)

Ostatné snadno pozndme, e kazd4 rotaén{ plocha druhého
stupné m4 v nevlastnf roviné kuZelosetku, kterd se dvakrat
dotykd absolutni kruZnice v kruhovych bodech roviny kolmé
k ose. Rotaéni vdlec mé v nevlastni roviné dvojinu pfimek,
které jsou teénami absolutnf kruZnice. '

psati
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f) Hyperboloid jednodilny
2 y2 z2
@2TeET @

obsahuje dvé soustavy redlnych piimek, jak ukazuje rozklad

(E =)=+

odtud dostaneme totiZ soustavy primek

Srtealod) (rD)=sled)

x z 1 y) z z 1 ( _1/)
;_?_a(l_i_b' a ?_ﬂl b
Pro «, f reélné jsou primky reélné. Volfme-li o, f komplexni,
dostaneme pifmky imagindrni druhého druhu.
g) Bud déna elipsa e v roviné z =0 o poloosdch a, b

(e > b), tedy rovnicemi

s 2

?4-%:1, z2=0. 1)

Kazdou teénou této elipsy prochdzeji dvé isotropické
roviny a viechny obaluji plochu (imagindrni), kterd je
symetrickd podle vZech rovin 2= 0, y =0, z = 0. Proto
v kaZdé této roviné je dvojnd kiivka, t. j. takovd, Ze kaZzdou
teénou jdou dvé vytvorujiei roviny. V z= 0 je to dand
elipsa e; ukdfeme, Ze v y = 0 je také redlnd dvojnd kiivka,
hyperbola k.

NapiSme podminku, aby isotropickd rovina
uzx+ovy+wz+1=0, (u®+ v+ w2 = 0) (2)
se dotykala elipsy e. Tato podminka vychdz{ ve tvaru

au? 4 b2 = 1,



nebo, dosadfme-li v* = — (u? 4 w?), ve tvaru
e2u? — b2t = 1, (e2 = a% — b2).

Prisecnice roviny (2) s ¥y = 0 jest ux + wz + 1 = 0, &ili

ux+v—62?z+1=0. (3)

Bodem v roviné y = O prochdzeji dvé pi"fmky (3); nebot
Pii pevném z a z dostdvame pro u kvadratickou rovnici

u? (b2z? — e222) 4 2b%ux - b2 4 22 = 0. (4)
Tyto piimky obaluji kiivku, jejim? bodem jdou dvé piimky
splyvajici. PaloZ{me-li proto diskriminant rovnice (4) rovny
nule, dostaneme rovnici obélky ’
z? 22
e bt
je to hyperbola & v roviné y = 0. Vrcholy redlné osy jsou
v ohniskdch elipsy e, ohniska jeji jsou ve vrcholech elipsy,
nebot e? | b2 = a2
V roviné x = 0 dostaneme jako dvojnou kfivku imagi-
nérni elipsu. ’
M4 tedy uvaZovand plocha, obalend isotropickymi rovi-
nami, celkem ¢étyTFi dvojné kuZelosedky, a to dvé redlné e, b
a dvé imagindrn{, jednu v * = 0 a druhou absolutn{ kruZnici
v nekoneénu. Tyto &tyfi kuZelosecky hraji dileZitou tdlohu
v teorii konfokalnich ploch druhého stupné a jedté
i jinych geometrickych utvara (Dupinovy cyklidy).
UkéZeme jen jednu vlastnost, kterou lze téZ velmi snadno
dokédzati elementdrné bez pouZiti imagindrnich Wtvard.
Bud M libovolny bod na kb a sestrojme kuZelovou plochu,
kterd mé vrchol M a prochézi elipsou e. Teénou ¢y jdou dvé
teéné roviny ke kuZeli, je% se dotykaji kiivek &, e i absolutn{
kruZnice a dotykajf se kuZele M (e) i uvaZované plochy iso-
tropickych rovin podél tych% dvou povrchovych primek.
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KuZelovd plocha M (e) se dotykd dvakrét absolutnf kruZnice
a je tedy rotaéni. Hyperbola % je geometrické misto
vrcholu rotaéni kuZelové plochy, kterd prochdz{

\ “’

ey

elipsou ¢ a obrédcené ¢ je geometrické misto vrcholu
rotaén{ kuZelové plochy, kterd jde hyperbolou k.
Vzéjemnou polohu kfivek e a A v prostoru zndzoriuje
obr. 21.
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