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§11. LOKALNE SOUVISLE PROSTORY

11.1. OBECNE VETY O LOKALNI SOUVISLOSTI

Definice 11.1.1. Bod a ¢ P nazveme bodem lokdlni souvislosti pro-
storu P, jestlize souvisld okoli bodu a tvoii uplnou soustavu okoli to-
hoto bodu. Bod a ¢ P je bodem lokdint souvislosti mno#iny @ c P, jestlize
ta okoli U bodu a, pro kterd mnozina @ n U je souvisla, tvofi iplnou
soustavu okoli tohoto bodu. (Pfi tom nemusi byt a € Q.)

11.1.1. Budiz @ vnofen do P; budiZ ac@. Aby a byl bod
lokalni souvislosti vnoteného prostoru @, k tomu je nutné
a staéi, aby v prostoru P byl a bodem lokalni souvislosti
mnoziny Q. Ze podminka stadi, plyne ze 4.6.3. Je-li a bod lokalni
souvislosti vnofeného prostoru @ a je-li U okoli bodu a, je podle 4.6.2
@nU relativnim okolim bodu «, takZe existuje souvislé relativni
okoli H c @ n U bodu a; podle 4.6.2 existuje takové okoli V bodu a,
te @nV = H; podle 4.2.5 je W = U nV okoli bodu a, jest Wc U
a mnozina ¢ n W = H je souvisla. -

11.1.2. Je-li @ bod lokalni souvislosti bodové mnoziny
Qc P, jest ae@Q. Je-li U okoli bodu a, pak existuje takové okoli
V c U bodu a, Ze mnozina @ nV je souvisld; jest @nV + @, tedy
Q@nU + ¢. Tudiz a ¢« Q podle 4.2.9.

11.1.3. Budi% a bod lok4lnisouvislosti prostoru P. Budiz U
okolf bodu a. Pak je ¢ bod lokalni souvislosti mnoziny U.
Viz 4.3.6.

11.1.4. BudiZ U okoli bodu aeP. Je-li a bod lokalni sou-
vislosti mnoziny U, je a bodem lokalni souvislosti pro-
storu P. Viz 4.3.6,

319



11.1.5. Budiz @, c P, @,c P, ae®,nQ,. Je-li a bod lokdalni
souvislosti jak mnoZiny @,, tak i mnoZiny @, je ¢ bodem
lokalni souvislosti mnoziny @, U @,. MuZeme pFedpokladat, Ze
Q.U Q, = P. Je-li U okoli bodu a, pak pro i =1, 2 je @;n U rela-
tivni okoli bodu a v prostoru Q; (viz 4.6.2). TudiZ pro ¢ = 1, 2 existuje
souvislé relativni okoli ¥V, c @, n U bodu a v prostoru @,. Jest V =
=V,uV,c U; podle 4.6.18 je V okoli bodu a v prostoru P. Z 10.1.5
plyne, Ze mnozina V je souvisla, nebot @ ¢ V, n V, podle 4.2.3.

11.1.6. BudiZz P metrisovatelny prostor; budiz @c P.
Budiz L(Q)) mnoZina v8ech bodt lokdlni souvislosti mnoZiny
Q v prostoru P. Pak L(Q) je G;-mnoZina.

Dukaz. I. BudiZ p metrika v P. Pro kazdé & > 0 budiZ ll(¢) sou-
stava bodovych mnozZin U s t€émito vlastnostmi:

(1] 2, €U, z,e U= o(m, 7,) < &5
[2] mnoZina @ n U je souvisla.

Daéle budiz G(¢) mnozina téch z e P, které maji aspon jedno okoli
U e U(e).

IT. Dokézeme, Ze mnoZiny G(e) jsou oteviené, taukZe F| G(n1) je

n=1
Gs-mnozina. Je-li z € G(e), existuje okoli U € ll(¢) bodu z. ProtoZe P je
F-prostor (viz 9.1.5), je vnitfek V okoli U okolim bodu z (viz 4.5.1 a
4.5.5); je-li y € V, jest U okolim bodu y, tedy y € G(¢). Tudiz V c G(e),
takZe G(e) je okolim bodu z podle 4.2.4 a mnoZina G(e) je oteviend
podle 4.2.8 a 4.4.12.

III. Dokézeme, %e L(Q) c ﬁ G(n-1). Je-li ddn bod a ¢ L(Q) a index =,
’ n=1

jest U = &, [p(a, ) < (2n)~'] okoli bodu a; existuje takové okoli
V c U bodu a, Ze mnoZina @ n V je souvisla. Je-liz, eV, z, eV, jest
& € U, x2 € U’ tedy Q(xl’ x2) é Q(xl’ a’) + Q(a” xz) < (271’)_1 + (21’1,)—1 =
= n~L. Tudiz V ¢ U(n-1), takie a e G(n1).
IV. Dokézeme, e (} G(n-1) ¢ L(Q). Jo-li dén bod a € [} G(n-1) a okoli
n=1 - .

n=1
U bodu a, existuje takovy index n, Ze o(a, ) << n~!= z ¢ U. Protoie
a e G(n-1), existuje takové okoli ¥V bodu a, ze V e U(n-1). MnoZina
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Q@ nV je tedy souvisld a jest: x e V = o(a, ) < n-? (viz 4.2.3), takize
VcU. Tudiz a e L(Q).

Definice 11.1.2. Prostor P se nazyva lokdlné souvisly, jestlize
kazdy jeho bod je bodem lokalni souvislosti prostoru. Bodovd mno-
zina @ c P je lokdlné souvisla, jestlize vnofeny prostor @ je lokdlné
souvisly.

11.1.7. Budiz Q@ c P. Aby mnoZ%ina @ byla lokdlng souvislj,
k tomu je nutné a stadi, aby kazdy bod z¢@Q byl bodem lo-
kélnisouvislostimnoZiny @ v prostoru P. Viz 11.1.1.

11.1.8. BudiZz P lokalné souvisly prostor. BudiZ @ oteviend
mnozina. Pak @ jelokdlnésouvisld. Viz 4.4.13, 11.1.3 2 11.1.7.

11.1.9. Budiz P lokalné souvisly prostor. Budiz @ oteviena
mno#ina. BudiZ K komponentamnozZiny (. Pak K je oteviena
mnozina. BudiZ a ¢ K. Podle 4.4.13 je @ okoli bodu a. Protoze a je
bod lokalni souvislosti prostoru P, existuje souvislé okoli U c @ bodu a.
Podle 10.2.2 je U ¢&asti privé jedné komponenty mnoziny ¢. Podle
423 jeac U, tedy U c K. TudiZz K je okoli bodu a podle 4.2.4 a mno-
zina K je oteviena podle 4.2.8 a 4.4.12.

11.1.10. Budiz P F-prostor. KaZdid komponenta kazdé
otevifené mnoZiny budiZ oteviena. Pak P je lokalné sou-
visly. Budiz U okoli bodu a ¢ P. Podle 4.2.3 a 4.5.6 existuje takova
oteviend mnoZina G c U, Ze a € G. BudiZ K ta komponenta mnoZiny G,
kterd obsahuje bod a. MnoZina K je oteviend, je tedy (4.4.13) okolim
bodu @; K je souvisld podle 10.2.1 a jest K c U. TudiZ a je bod lokalni
souvislosti prostoru P.

11.1.11.  Budi# » F-modifikace topologie v v mno%ind P.
Je-li (P, v) lok4dlné souvisly prostor, pak totéz plati o (P, ).
Viz 4.6.17, 10.2.6, 11.1.9 a 11.1.10.

11.1.12. BudiZ P lokaln& souvisly F-prostor; budiZz aeP.
Oteviens souvisla okoli bodu a tvo¥i iplnou soustavu okoli
bodu a. Budiz U okoli bodu @; podle 4.5.6 existuje oteviené okoli
@ c U bodu a. Jest a € G (viz 4.2.3); budiz K ta komponenta mnoziny
G, ktera obsahuje bod a. Jest K c U a mnozina K je souvisld podle

10.2.1; K je oteviena podle 11.1.9, je tedy okolim bodu a (viz 4.4.13).
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11.1.13. Budiz P lokalné souvisly prostor. Kvasikompo-
nenty prostoru P jsou totoiné s jeho komponentami. Budiz
a ¢ P. Komponentu (kvasikomponentu) prostoru P obsahujici bod a-
oznaéme K(Q). Podle 10.2.10 jest K c §. Je-li K + @, pak existuje
bod be¢@ — K. Podle 10.2.4 je K uzaviend, podle 11.1.9 je P — K
uzaviend; tudiz K, P — K jsou oddélené podle 5.1.4. To je nemozné,
nebot ae K, 'be P — K, P=Ku (P — K) a body a,b lezi v téze
kvasikomponenté prostoru P.

11.1.14. Budtez S,c P, S,c P uzaviené lokdlné souvislé
mnoZiny. Pak mnoZina S,uU S, je lokdlné souvisld. Budiz
a ¢ 8; U S,; midme ukazat (viz 11.1.7), Ze a je bod lokalni souvislosti
mnoziny S, U S,. Proa ¢S, n §, to plyne z 11.1.5; stadi vy3etfit jesté
piipad a € §; — S,. Podle 4.4.13 je P — 8§, okoli bodu a; podle 4.6.2 je
S, —8=8nF—=5,) = (S,US,)n (P — 8,) relativni okoli bodu
a i ve vnofeném prostoru S, i ve vnofeném prostoru S, u §,. Nyni
z 11.1.3 plyne, %e a je bod lokalni souvislosti mnoziny S, — §,, takze
z 11.1.4 plyne, Ze a je bod lokalni souvislosti mnoZiny S, u S,.

11.1.15. Budiz C + 0. Prokazdé ze C budiz P(z) lokdlné sou-
visly prostor; jestliZze mnoZina C je nekoneéna, pak necht
prostor P(z) je souvisly pro kaidé ze¢C. Budiz R = PP(z)
(z € C). Pak je P lokalné souvisly prostor. Budiz U okoli bodu a
v prostoru R. Pak existuje takovd koneénd mnozina K c C, Zze U>
> P,V (z), kde V(z) pro z ¢ K je okoli bodu a(z) v prostoru P(z) a pro
z2e € — K jest V(z) = P(z). Pro konetné K miZeme piedpoklidat, Ze
K = C. Pro kazdé z € K existuje souvislé okoli W(z) c V(z) bodu a(z)
v prostoru P(z); proz e C — K budiz W(z) = P(z). Pak je W = P, W(2)
okoli bodu a v prostoru R, jest W c U a podle 10.1.21 mnozZina W je
souvisla.

11.1.16. Prostor E, je lokdlné souvisly. Pro n = 1 tvofi inter-
valy &,[|t — a| < €] (¢ > 0) tdplnou soustavu okoli bodu a ¢ E,, takie
prostor E, je lokalné souvisly podle 10.1.16. Obecné tvrzeni nyni plyne
z 11.1.15.

11.1.17. Budi% P F-prostor. BudiZ ¢ bod lokalni souvislosti
husté mnoziny H c P. Pak a je bod lokalni souvislosti pro-
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storu P. BudiZz U okoli bodu a. Existuje takové okoli V c U bodu a,
ze mnoZina H nV je souvisld. Podle 4.5.6 existuje oteviené okoli
G cV bodu a. Budiz W=UnHnV, takte Wc U. Protoze Hn
nVcWcHnV, je mnozina W souvisls podle 10.1.8. Mimo to W
je okoli bodu a podle 4.2.4, nebot U5 G VoG=UnHnV>Gn
nHnGapodle 4911 jest Gn Hn G = G.

11.1.18. Budiz P F-prostor. Budiz @c T c P. Kazdy bod
zeT budiz bodem lokalni souvislosti mnoZiny Q. Pak mno-
tina T je lokalné souvisla. Podle 4.6.10 miZeme piedpoklidat, Ze
T = P; pak mnozZina € je husté podle 11.1.2 a tvrzeni plyne z 11.1.17.

11.1.19. BudiZ P lokaln& souvisly prostor. Budiz Gc P
oteviend mnozina. BudiZ § souvisld ¢4st mnoZiny G. Aby S

byla komponenta mnoZiny @, k tomu je nutné a staci, aby
bylo GnFrS =9 '

Dikaz. I. Podle 10.2.2 existuje takova komponenta K mnoZiny @,
ze Sc K. Je-li GnFrS =0, plyne ze 4.8.16, Ze relativni hranice
mnoziny S v prostoru G je prazdna. Z toho plyne podle 4.8.5 a 4.8.6, Ze
mnoziny S a G — 8§ jsou relativng uzaviené v G, takze S, G — § jsou
oddglené podle 5.1.5. Nyni @ + Sc K c @ = Su (G — S) a mnoZina
K je podle 10.2.1 souvisl4; tudiz podle 10.1.3 je K c S, a tedy K = §.
(Lokalni souvislosti prostoru P jsme dosud neu#ili.)

II. Je-li S komponenta mnoziny @, pak Gn 8 = S podle 10.2.4,

P—8=P—8 podle 11.1.9. Tudiz Fr8§=8SnP—ScP —G.

11.1.20. Budiz P lok4ln& souvisly F-prostor. BudiZ ae P,
beP, M c P. Aby mno%ina M ireducibilné roztinala P mezi
body a, b, k tomu je nutné a stali, aby existovaly takové
dvé navzijem rizné souvislé mnoziny S, T, Ze

(1) aeT, beS, SuTcP—-M, FrS=M=FrT.

Dikaz. I. Plati-li (1) se souvislymi S, 7' (S =+ T'), pak mnozina M je
uzaviens podle 4.8.8. Tudiz z 11.1.19 plyne, Ze S, T jsou dvé rizné
komponenty mno#iny P — M. Podle 10.2.4 je mnozina T a podle 4:6.7
a 11.1.9 také (P — M) — T > S relativné uzaviensd v P — M, takie
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mnoziny T, (P — M) — T podle 5.1.5 jsou oddélené. ProtoZe a e T,
beSc(P— M)—T, roztinA M prostor P mezi body a, b. Necht
také M, c M roztind P mezi a, b; mame dokizat, Ze M, = M. Budiz
naopak M — M, + 0. Jest M — Myc M = Fr T c T a mnotzina T je
souvisla; tudiz 7' v (M — M,) je souvisld podle 10.1.8. Stejns se zjisti,
ze také Su (M — M,) je souvisld, takZe podle 10.1.5 téz H = Su
uTu (M — M,) je souvislé. Protoze M, roztina P mezi body a, b,
existuji takové oddélené A4, B, %6 P — My, =AuUB, aeA, beB.
Nyni H=SuvTHYu(M —M)c(P—Myu(M —-—M)) =P—M,
H je souvisld a jest a e Hn A. Tudiz H n B = ¢ podle 10.1.3. To je
nemozné, nebot b ¢ H n B.

II. Jestlize M ireducibilné roztind P mezi body a, b, pak mnoZina M
je uzaviena podle 10.4.8. Protoze M roztind P mezi a, b, existuji podle
10.2.10 a 10.4.1 takové dvé razné komponenty S, T oteviené mnoZiny
P— M, ¢ aeT, beS. Podle 10.2.1 a2 11.1.19 jest Fr T c M, tedy
aeT —FrT. Podle 10.24 je T = T n (P — M), takie be P — T.
Z 10.4.2 tedy plyne, Ze Fr T roztind P mezi body a, b. ProtoZe M >
> Fr T ireducibilng roztind P mezi a, b, jest Fr T = M. Stejné se

dostane, ze Fr § = M. Vztah (1) je tim dokazan.

11.1.21. BudiZz P lokalné souvisly F-prostor. BudiZz G sou-
visld oteviena bodova mnoZina. Budiz

ae@, beP—GcP—Fr@.

Budi% § ta komponenta mnoziny P — Fr @, kterd obsahuje
bod b. Pak mnoZina Fr § ireducibilné roztinid P mezi body
a, b. Mnoziny Fr @, Fr § jsou uzaviené podle 4.8.8. Protoze S je kom-
ponenta oteviené mnoziny P — Fr G, jest Fr S c Fr ¢ podle 11.1.19.
ProtoZe @ je oteviend, jest G n Fr @ = 0 podle 4.8.6; tudiz bod a ¢ G
lezi v mnozing P — Fr G ¢ P — Fr § a existuje takovd komponenta T
mnoziny P — Fr 8, %e a ¢ T. Protoze GnFr@ =0, FrSc Fr G, je G
souvisld &ast mnoziny P — Fr S, obsahujici bod a komponenty T' této
mnoZiny. Podle 10.2.2 tedy je G c 7T'. Z toho plyne, Ze S + 7T'; nebot
v piipadé S = T' by souvisld mnozina S obsahovala bod a € @ i bod
beP —G@c P — G;z10.1.9 by potom plynulo SNnFrG + ¢ a to je
nemoZné. Protoze T je komponenta oteviené mnoziny P — Fr §, je
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Fr T c Fr 8 podle 11.1.19; mnozina T je oteviens podle 11.1.9, takze
FrT =T — T podle 4.8.7; mimo to

GcT=FrScFrGc@GcT

aTcP —FrS;protoje FrScT — T = Fr T. Tim je dokizéno, Ze
Fr§ = Fr T. Protoze 8, T jsou podle 11.1.9 oteviené, jest S n Fr§ =
=0 =TnFrT podle 4.8.6. Tudiz S, T jsou dvé navzijem riazné
bodové mnoZiny a jest

aeT, beS, SuTcP—-—M, FrS=M=FrT.
7 11.1.20 tedy plyne, Ze Fr § ireducibilné roztina P mezi a, b.

11.1.22. Budi% Plok4iln&souvisly F-prostor. Necht mnozina
M c Proztind P mezi body a, b. Aby eéxistovala Hc M iredu-
cibilné roztinajici P mezi body a, b, k tomu staéi, aby byla
splnéna néktera z nasledujicich t¥i podminek:

[1] mnoZina M je uzaviens;
[2] prostor P je dédiéné normaélni;
[3] mnoZina P — M je husté.

Existuje takovd uzaviend F c M, kterd roztind P mezi a, b; nebot
v piipadé [1] je to ziejmé, v pripadé [2] to plyne z 10.4.4 a v piipads
(3] z 10.4.5. Podle 10.2.10 a 10.4.1 leZi body a, b ve dvou riznych
komponentéch oteviené mnoziny P — F. Budif ¢ ta komponenta
mnoziny P — F, kterd obsahuje bod a, takze b ¢ (P — F) — G. Podle
10.2.4 jest Gn (P — F) =@, takie be P — Gc P — Fr G. Budiz S
ta komponenta mnoziny P — Fr @, ktera obsahuje bod b. Podle 10.2.1,
11.1.9 a 11.1.21 mnoZina H = Fr S ireducibilné roztind P mezi a, b.
MnoZina P — Fr G je podle 4.8.8 oteviend, takie H c Fr G podle
11.1.19, a tedy H ¢ G — G podle 4.8.7, nebot G je oteviena podle 11.1.9.
Protoze Gn (P — F) =@, Hc G — G, jest Hc Fc M.

11.1.23. Budi% P lokaln& souvisly prostor; budiz M libo-
volnd bodovad mnoZina. Pro kazdou komponentu K mnoZiny
M jest FrKcFr M. Budiz naopak aeFr K — Fr M. ProtoZe
a e P — Fr M, existuje podle 4.8.2 takové okoli U bodu g, Ze je budto
Uc M nebo U c P — M. Existuje takové souvislé okoli V bodu a, Ze
V c U; pak je budto V ¢ M nebo V c P — M. Protoze a ¢ Fr K, exis:
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tuje bod be KnV a bod ceV — K. Protoze be KnV, Kc M, je
inkluse V ¢ P — M nemo#na, takie V c M. Protote V je souvisld
a obsahuje bod b komponenty K mnoziny M, jest V ¢ K podle 10.2.2,
To je nemozné, nebot ce V — K. )

11.1.24. BudiZ P metrisovatelny prostor. Budiz S lokalné
souvisla bodovd mnoZina. Pak 8 je podmnoZinou lokalnd
souvislé Gy-mnoziny. Viz 11.1.1, 11.1.6 a 11.1.18.

11.2. VETA 0 EXISTENCI OBLOUKU

11.2.1. Prostor P budiz metricky dplny, souvisly a lokalné
souvisly. BudizaeP, be P, a + b. Pak existuje oblouk Cc P
s koncovymi body a, b.

Dikaz. I. Podle 9.1.5 je P F-prostor. Proto z 11.1.12 plyne, %e
kazdy = ¢ P ma takové oteviené souvislé okoli V(z), Ze:

2 eV(x), z,eV(@)=> 0(z,2) <1.
Podle 4.2.3 jest P = U V() (x € P), tak#e podle 10.1.23 existuje takovi

1 3
v 2 » k v _ YA
koneénd bodova posloupnost {x;};%,, Ze ¥, = a, ,, = b a Ze:

1212k, =V(@,_)nV(z;) £ 0. Snadno se piesvédéime, Ze lze
z {z;} vybrat takovou konednou posloupnost {y;}M, Ze y, =g,
Yn, = b a Ze:
l=se=h=>Vya)nV(y) = 0;
0<i<h, 0Sj=h, [i—j=2=>V@E)nV(y)=290.

Polozme UM = V(y,) pro 0 <4 < h,.

II. Piedpoklidejme nyni obecné, e pii uréitém ne¢ N (pro n =1
viz I) jsme nasli koneénou posloupnost bodovyeh mnozin {U{™}}2,
s témito vlastnostmi:

(1], a e U, be UL,

2], UPin UM + 0 pro 1 < ¢ < hy;

38, UMnUM =9 pro 0<i<h, 0<j=<h,

—il=2
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[4], mnoZiny U™ (0 < i < h,) jsou oteviens;

[5], mnoziny U™ (0 <4 < h,) jsou souvislé;

(6], 20 € U™, 2,e UM = 021, 2,) <m? (0 <4 < hy).

PoloZzme ¢y, = a, ¢;,,; = b a pro 1 <4 < h,zvolme ¢; e U™, n UM,
coZ je mozné podle [2],. Ze [4], plyne podle 4.4.13, 4.5.6, 5.4.5 a 9.1.8,
e pro kazdy z e U™ (0 < 1 < k,) existuje takovi oteviend mnozina
Hi(x); ie

zeHyx), H(xr)c U™,
. 1
ZeH,(x)=> Q(x, Z) < 2(7”——'_1) .

Budiz W(x) ta komponenta mnoziny H,(x), kters obsahuje bod z. Jest
veWix), Wiz)cUM,
zoe Wix), z,e Wizx)=

1
= 0(21, 22) = 0(21, @) + 0(2, 25) < FE ;
mnozina W,(x) je souvisla podle 10.2.1 a oteviend podle 11.1.9. Jest
UM = Wiz) (xeUM); ¢, e U™, ¢; e UM

a mnoziny W,(z) jsou relativné oteviené v U{™ podle 4.6.5. TudiZ

z [5], plyne podle 10.1.23, Ze pro 0 = 7 < h, existuje takova konetna

bodova posloupnost {&,.}7¢,, Ze

§io=0Ci, &ip,= Cis1,
l=sr=p;=> Wik, )nWi(&,) +0.
Z posloupnosti {&;,}2, (0 < i < h,} sestavime novou koneénou bo-
bn

dovou posloupnost {v;}}_o, kde k = > (p; + 1), dokteré pfijde napfed

i=0
Po + 1 bodd &, (0 =< r < p,), za nimi p, + 1 bodha &, (0 =r = p,)
atd., aZ na konec ptijde p, ,, bodl &, , (0 =7 = p, ). Pro v; = &,
polozme W, (£,,) = W(v,). Pak jest
' vo=a, vp=b; 1<j<k= Wi_)n W) +9.
Snadno se pfesvédéime, %e z {v;} lze vybrat koneénou bodovou po-
sloupnost {u;}*4 tak, ze:
by 1=§=hyn= Wua)n W) +0;

Uy =a; uhn+1= ’
Sj S b, li—dlZ2=>Wu)n W) =90.

0<i <y, O
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Polozme UL+ = W(u,) pro 0 < j < h,,,. Pak jsou splnény vlast-
nosti [1],,, aZ [6],,, a mimo to plati jests:
[7]. ke kazdému indexu ¢ (0 =i =< h,,,) existuje takovy index
A@) [0 S A(E) < h,), 2e UFD c UR);
[8], indexy A(7) je mozno zvolit tak, Ze: 0 = ¢ < § < kg = A2) =
= 20()-
ITI. MiZeme tedy rekurentné pro n=1,2, 3,... uréit takové
koneéné posloupnosti bodovych mnozin {U™}*, %e pro v3ecka
n € N jsou splnény vlastnosti [1], aZ [8],. PoloZme

hg
G,=UUP» n=123,..).
i=0

Bodové mnoziny G, jsou oteviené podle [4], a 4.4.10 a souvislé podle

(2], [5]. & 10.1.5. Ze [7], plyne, Ze G, , C G, (n ¢ N), takze
0=N6=nNG.
n=1 n=1

IV. Jesta e C, b e C, nebot z [1], plyne, ze a € G,, b € G, pro viecka n.

V. Mno#ina C je kompaktni podle [6],, 9.1.20 a 9.4.7.

VI. Mnozina C je souvisld. Neni-li tomu tak, pak existuji takové
dvé oddélené mnoZiny 4, B, 76 C = Au B, A + ¢ + B. Podle 5.1.15,
5.4.9 a 9.1.8 existuji takové dvé oteviené mnoziny X, Y, 2e X nY =
=@ AcX, BcY, tedy Cc XuY. Protoze X,Y jsou oteviené,
jest P — (X uUY) uzavieni podle 4.4.10, takie G, ., — (XuY)c

c P — (XuY). ProtoZe G, c @, je tedy
Goy— XuY)cG, —(XuY).

Protote §+AcCnXc@,nX, 0+BcCnYc@,nY, jest
G.nX % 0+ G,nY. Nyni mnoziny X, Y podle 5.1.9 a 5.1.12 jsou
oddélené, takZe podle 5.1.7 také G, n X a G, n Y jsou oddélené. Tudiz
mnozina (@, n X) U (G,nY) neni souvisld, takZe neni totoina s G,

tj. G, — (XUY) + 8 Ze [6], a 9:4.7 plyne nyni snadno, %o M [G, —

el

— (X uY)] # 0. Protoze ﬁ G,=CcXuY, je to nemozZné.
n=1
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VII. BudiZ ce C, a + ¢ + b. Chceme dokézat, %e ¢ roztind C' mezi
body a, b. Pro kazdé n jest C'c G, takZe musi existovat takovy index s,,
te 0 < 8, < hy, ¢ ¢ U, Zvolme takovy index p, Ze

3 3
— < g(a,c), — < o(bec).
P o(a, c) » e(b, c)

Z [1],, [2], a [6], plyne podle trojihelnikové nerovnosti

sy 4+ 1 By — s, + 1
o - - < m _n =
oa, ) S, b s Tt
takze
n=p=>3=s,<h,—3.
Budiz
a3 hy
H,=UU, K,= U Up wzp),

© i=3,+3

H=UH11: K=DK1|

Nmp R=p
Mnoziny H, K jsou oteviené podle [4], a 4.4.10; podle [1], jest a ¢ H,
be K. Budiz zeC, x + ¢c. Index m zvolme tak, aby bylo m = p,
3.m™! < g(c, ). Existuje takovy index j, Ze 0 < § < h,,, x e U™.
Kdyby bylo |s,, — j| < 2, pak by z [2], a [6], vySlo pomoci trojihelni-
kové nerovnosti, Ze o(c, z) = 3 . m~1, a to je nemozné. Tudi |s,, — j| =
= 3, takie x € H, U K,,. Tim je dokdzdno, 7e C — (¢) c H U K. Jest-
lize jesté dokazeme, e H n K = @, pak jsou H, K oddélené podle 5.1.9
a 5.1.12, takse H* = H n [C — (c)], K* = K n [C — (¢)] jsou oddé-
lené podle 5.1.7; protoze C — (¢c) = H* U K*, a ¢ K* b ¢ K*, roztind ¢
mno%inu C mezi body a, b. Zbyva odvodit spor z predpokladu H n
nK + 0. Je-liviak H n K # ¢, pak existuje takovy bod z, a takové
indexy m = p, r = p, %e xy e H, n K,. Jest budto r = m nebo r = m;
budiz nejprve » < m. Podle [7], a [8], (r =< n < m) miZeme kazdému
indexu ¢ (0 < ¢ < h,,) ptifadit takovy index u(i) [0 < u(i) = h,), Ze
UM cUR, a e
0 =<0 <j = hp= pi) = p() -

Protoze x, € H,, existuje takovy index i,, Ze 0 < iy < 8, — 3, 2 ¢ U{",

tedy z, e UY) . Protoze z, ¢ K, existuje takovy index j,, Ze s, + 3 <

Sjo=<h, zyeU. Protote m,e UL, nU, jest |u(ie) — ol =1
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podle [3],, takie u(iy) = s, + 2. ProtoZe i, << s,, jest u(iy) = u(s,),
tedy pu(sn) = s, + 2, takie U() | n U” = @ podle [3),. To je nemo#ng,
nebot ce U n U(:'_'), umc Uﬁ;; v pfipad® r <m jsme hotovi.
V plipadé r = m postupu]eme zcela obdobné. Podle [7], a [8], (m £
= n < r) miZeme kazdému indexu ¢ (0 =<+ < h,) piifadit takovy

index u(i) [0 =< u(i) < hn), 2e U c UF) a Ze:

0=1<j=h=pu@)=ui.

Opét existuji takové indexy i, ,, Ze 0 < iy < 5, — 3, Zoe UL, s, +
+3=jo=h, % eU. Protoze U c U, jest 2e UM n UG,
takZe |u(jo) — ]| =1 podle [3],, tedy u(j) = s, — 2. ProtoZe
Jo > sr, Jest u(jo) = p(s,), tedy u(s,) = sn — 2, takie UV n UR)) =9
podle [3],. To je nemoZné, nebot ¢e U’ n U™, tedy U’ c U,

VIII. Ze IV, V, VI a VII soudime podle 10.5.2, 10.5.10, 10.5.16,
10.5.17 a 10.5:22, 7e C je oblouk s koncovymi body @, b.

11.2.2. Prostor P budiz topologicky dplny, souvisly a lo-
kalné souvisly. Budizae P, beP, a + b. Pak existuje takové
kontinuum Cc P,ieacC, beC.

Dikaz. I. Existuje takovy kompaktni FH-prostor T, Ze P je Gs-mno-
Zina v T'. Topologii prostoru 7' oznaéme v. Existuji takové oteviené
H,cT, % P= ﬁlﬂ,,.

II. Pro kaidy bod z ¢ P jest H, okolim bodu z v prostoru 7' podle
4.4.13. Podle 5.4.5 a 8.3.19 existuje takové okoli U,(z) bodu x v pro-
storu T, %e oU,(x) c H,. Podle 4.6.2 jest P n U,(x) okolim bodu z
v prostoru P. Lokalné souvisly prostor P je F-prostor (viz 4.6.10).
Z 11.1.12 tedy plyne, Ze existuje takové oteviené souvislé okoli V(x)
bodu z v prostoru P, ze V,(z)c Pn U,(z). Podle 4.2.3 jest P =
= U V.i(x) (x e P), takie podle 10.1.23 v prostoru P existuje takovéd
koneéna bodova posloupnost {z;;}2,, Ze a eV (zy), be V (xl,,) a Ze:

14 =< hy= Vi(zy;y)n Vi) £ 0. Poloime G, = U V(x,;). Pak
jest a € Gy, b e G; mnoZina G, je podle 4.4.10 otevrena v prostoru P

a podle 10.1.5 je souvisld; protoZe V,(x) c U,(x), jest vG; c H,.
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ITI. Predpokladejme nynf obecné, Ze pro urdité n e N je uf dana
takova souvisld oteviend G, c P,%e a € Gy, b € G,, v&, c H,. Pro kazdy
z e G, podle 4.4.13 je H,,, okolim bodu «z v prostoru 7. Podle 5.4.5 a
8.3.19 existuje takové okolf U, (x) bodu z v prostoru T, ze vU,,,,(z) c
c H,,,. Prostor @, je F-prostor podle 4.6.10 a je lokdlné souvisly podle
11.1.8. Podle 4.6.2 je G,n U, (x) okolim bodu x v prostoru G,.
Z 11.1.12 tedy plyne, Ze existuje takové relativné oteviené souvislé
okoli V,.,(x) bodu x v prostoru G,, ze V,,,(z) c G, n U,,,(x). Podle
4.2.3 jest G, = UV, (x) (x € G,), takZe podle 10.1.23 v prostoru G,
existuje takovd Lkoneénd bodovd posloupnost {ar:,m,i}:l "o, Ze ae
€Var1(@ni1,0), b € Vara(@nsahass) 8 200 1 S0 S by = Viy(@nga,i-0) N

hl
nV(r,,:) + 0. Poloime G,,, = OIVHl(an,,-). Pak jest aeG,,,,
i=0

beG,,+1, Griy C Gy podle 4.4.10 a 4.6.7 mnoZina @,,, je oteviend

v prostoru P a podle 10.1.5 je souvisla; protoze V, ,(x) c U, ,.(z), jest
'UGn+1 c H'n+1'

IV. Mizeme tedy rekurentné definovat takovou posloupnost
{G,}P, Ze pro kazdé n ¢ N je G, oteviend souvisld podmnoZina pro-
storu P a % ae@,, be@G,, G, c@, vG,c H, Bodové mnoiiny
vG, c T jsou podle 10.1.7 souvislé a podle 8.3.1 kompaktni; jsou to
tedy kontinua, nebot nejsou jednobodové, protoze a ¢ vG, b € vG,.

Dile jest v#,,, c vG,, takie C = F] v, podle 10.3.4 je kontinuum
n=1

obsahujici body a, b. Protoze vG, c H,, P = ﬁ H,, jest C c P.
Nal

11.2.3. Prostor P budiZ topologicky dplny a lokalné sou-
visly. Pak konstituanty prostoru P jsoutotoZnés jeho kom-
ponentami. Budiz K komponenta prostoru P; podle 10.2.1 je K
souvisl4 mnozina. Podle 11.1.9 je K otevieni v P; podle 9.4.15 je
tedy K topologicky dplny prostor, ktery je lokilné souvisly podle
11.1.8. Podle 11.2.2 je K semikontinuum. TudiZ K je konstituant pro-
storn P podle 10.3.18.

11.2.24. Prostor P budiZ topologicky tdplny a lokalnd
souvisly. Jestlize uzaviend mnoZina M rozpojuje P mezi
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bodya, b, pak M roztina P mezia, b. MnoZina P — M je oteviens,
tudiz lokalné souvisla podle 11.1.8 a je topologicky Gplnym prostorem
podle 9.4.15. Tudi% tvrzeni plyne z 10.4.1, 10.4.8, 11.1.13 a2 11.2.3.

11.3. LOEALNE SOUVISLA KONTINUA

11.3.1. Aby S-kompaktni prostor P byl lokdlné souvisly,
k tomu je nutné a staéi, aby pfedné P mél koneéné mnoho
komponent a aby za druhé kazda komponenta byla lokalng
souvisla.

Dikaz. I. Je-li P lokalné souvisly, pak podle 11.1.8 a 11.1.9 plati
totéz o kazdé jeho komponenté. Kdyby komponent bylo nekoneéné
mnoho, pak by existovala nekoneénd mnozina M c P, jejiz zddné dva
body by nelezely v téZze komponenté. Podle 8.2.6 by existoval hromad-
ny bod @ mnoziny M. Existuje souvislé okoli U bodu a. Podle 10.2.2
mnozina M n U je nejvys jednobodova. To je nemoziné podle 4.2.11.

II. Podle 4.4.6 a 10.2.4 sjednoceni kone&né mnoha komponent je
uzaviena mnozina. Z toho plyne, e je-li komponent koneénd mnoho,
je kaida z nich oteviena. Je-li potom a ¢ P, pak komponenta K pro-
storu P obsahujici bod a je okolim bodu a podle 4.4.13. Jestlize K je
lokalné souvisla, pak podle 11.1.1 a 11.1.4 je a bod lokalni souvislosti

prostoru P.

11.3.2, Budiz P FR-prostor. Necht ke kazdému koneénému
zakryti & prostoru P otevienymi mnoZinami existuje
takovékoneénézakryti@prostoru PsouvislymimnoZinami,
Ze kazda Se¢& je dasti nékteré G'e 8. Pak P je lokalné sou-
visly S-kompaktni prostor.

Diukaz, I. BudiZ U okoli bodu a € P. ProtoZe P je FR-prostor, exis-
tuji takové oteviené mnoiiny_ G, H,2eae H,H c G c U.Soustavadvou
otevienych mnoZin ¢, P — H zakryva P. TudiZ existuje takova ko-

neéna posloupnost {8,}7 souvislych mnozin, Ze | S; = P a Ze pro kazdé
i=1

i=
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1 plati budto S; c @ nebo S, c P — H. MtZeme ptedpoklidat, Ze a € S,
a Ze existuje takovy index m (1 < m < n), Ze

, 1ZSi=m=ael,, m+1<i<n=>acP-§,.

Budiz V = U 8. ProtoZe a ¢ S, jest a e V, tedy V = G [S; U (a)], kde
i=1 i=1

mnoziny S; U (a) obsahuji bod a a podle 10.1.8 jsou souvislé, tak¥e
mnoZina V podle 10.1.6 je souvisld. Je-li 1 < ¢ < m, jest aeS,n H;
podle 4.4.15 jest S; n H + @, tak¥e nemuize byt S; c P — H, a tudiz
musi byt S; c G. Protofe m + 1 <i<n=>aeP — 8, jest ae P —
— P — V; tudiz V je okolim bodu a. Tim je dokizano, e ka?dé okoli U
bodu a obsahuje souvislé okoli ¥ bodu a, tj. a je bod lokalni souvislosti
prostoru P.

II. Jestlize P neni S-kompaktni, pak podle 8.2.6 existuje takovs
nekonetnd M c P, ze M' = 9. Ziejmé X ¢ M — X' = §, takZe podle
4.4.2 kazdd X c M je uzaviend mnoZina. Existuje takova prostd bo-

dové posloupnost {x,)7, Ze ¥, ¢ M pro viecka n. Budiz 4 = G (x,) c M.
’ n=1

Pak mnozina 4 — (z,) je uzaviena, takie (z,) u (P — 4) podle 4.4.13
je okolim bodu z,. ProtoZe P je FR-prostor, existuje takové oteviené
okoli U, bodu a:,,, e (x,) = An U,. Budiz V, = U, a pron > 1 budi

Vo="U, —UU“ podle 4.2.3 je z, ¢ V,; mnoZina ¥V, ]epodle 4.4.6 a

4.4.11 otevrena, je tedy okolim bodu z, podle 4.4.13. MnoZiny ¥V,
jsou ziejmé disjunktni. MnoZiny G¢ = UV, a P — A jsou oteviené a
n=l

jest Gu (P — A) = P. Tudi? existuje takova koneénd soustava &
souvislych mnozin, Ze & zakryvd P a Ze kaida S e je Gdsti jedné
z obou mnozin @, P — A. Pro kazdé n ¢ N existujetakova S, ¢ ®, Ze
- &, € 8,. ProtoZe soustava & je koneéna, existuji takové dva navzijem
rizné indexy %, k, Ze S; = S;. ProtoZe x;¢ A n S,, nemize byt S; c
cP — 4, atedy musi byt S; ¢ G. MnoZina G —V, = U. V. (n + 1) je
oteviend; také V, je oteviend. Podle 5.1.9 a 5.1.12 jsou tedy V.,
G — V, oddélené; protoze S; c V,u (@ — V,), z; € S;n V; a protoze S;
je souvisla, jest S; n (@ — V) = 0 podle 10.1.3. To je nemozné, nebot
reSp,nVec8;n (G—V),).

333



11.3.3. Budiz P #+ ¢ S-kompaktnilokdln& souvisly prostor.
BudiZ & koneéné zakryti prostoru P otevienymi mnozi-
nami. Pak existuje takové konecéné zakryti & prostoru P
otevienymi souvislymi mnoZinami, Ze kazdd S¢S je &asti
nékteré G e ©.

Dikaz. I. MiZeme predpokladat, Ze neni @ e ®. Jestlize viecky
X € @ jsou souvislé, neni co dokazovat. V opaéném piipadé zvolme
G, ¢ @ tak, aby G, nebyla souvisla, a ozna¢me & soustavu viech kom-
ponent mnoZiny G,. Budiz &, soustava v8ech K ¢ & obsaZenych vy X
(Xe®, X + G,); budiz & =& — &,. Necht soustava § vznikne
ze soustavy & tim, Ze nejprve vynechdme mnozinu (f, a potom pfi-
pojime viecky K € &,. Soustava §) zfejmé zakryva P a podle 11.1.9 se
sklada z otevienych mnozin. MnoZiny K € & jsou podle 10.2.1 souvislé;
tudiZ v soustavé § je méné nesouvislych mnoZin nezli v soustavé &.
DokaZeme jests, Ze soustava §) je koneénd. Neni-li tomu tak, pak exis-
tuje takova prosta posloupnost { K, }* komponent mnoZiny &, a takova
bodové posloupnost {z,}P, Ze z, € K, — @ pro vSecka n, kde @ =
= U X(X €6, X *+ G,). Posloupnost { K} je ziejmé disjunktni, takze
posloupnost {z,} je prosta. ProtoZe P je S-kompaktni, existuje hromad-

ny bod a -mnoiinynul(xn). Existuje takova G @, %e a ¢ G. Budiz K ta

komponenta mnoziny @, ktera obsahuje bod a. Podle 4.4.13 a 11.1.9 je
K okolim bodu a. Podle 4.2.11 tedy existuji takové dva razné indexy
1, ], Ze x; € K, x; ¢ K. Protoze K je komponenta mnoZiny &' ¢ & a pro-
toZe x; e P — @, plyne z definice mnoZiny @, Ze @ = G,. Oba body z;, z;
nalezeji tedy do téZe komponenty K mnozZiny G,. Tudiz K; = K = K.
To je nemozné, nebot K; + K.

II. Je-li dino koneéné zakryti & prostoru P otevienymi mnoZinami,
které nejsou viecky souvislé, mizeme podle I piejit od & k takovému
konetnému zakryti §) otevienymi mnoZinami, zZe kazda H e §) je dasti
nékteré G ¢ @ a Ze § obsahuje méné nesouvislych mnoZin nez . Ko-
neénym podtem takovych pfechodit dojdeme od soustavy @ k Zidané
soustavé &.

11.3.4. Pseudooblouk je lokdlné souvisly prostor. Definu-
jici okoli bodu (viz definici 10.5.3) jsou souvisld podle 10.5.6, 10.5.9
a 10.5.16.
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11.3.5. Budiz P lokalné souvisly prostor,ireducibilng sou-
visly mezi body a,b. Pak P je pseudooblouk s koncovymi
body a, b. Oznaéme u danou topologii prostoru P. Podle 10.5.9 exis-
tuje linedrni orientace prostoru P, pfi které bod a je prvnim a bod b
poslednim. Tato linedrni orientace uréuje podle definice 6.1.2 novou
topologii v prostoru P, pii které P je pseudooblouk s koncovymi body
@, b (viz dikaz véty 10.5.15). Bézi o dikaz, Ze u = v. Podle 10.5.5 je »
jemn&jsi nez v, takZe mdme dokédzat, Ze v je jemn&jsi neZ u. Zvolme
¢ ¢ P a zvolme u-okoli U bodu c; podle 4.2.12 mame dokazat, e U je
v-okolim bodu c¢. ProtoZe prostor (P, %) je lokalné souvisly, existuje
takové souvislé u-okoli U, bodu ¢, Ze U, c U. Podle 10.5.6 mnoZina U,
mé tu vlastnost, Ze zvolime-li kterékoli dva rtzné jeji body, pak U,
obsahuje v¥ecky body leZici mezi nimi. Ze 4.2.6 plyne nyni snadno, Ze
muZeme piedpokladat, Ze nastane jeden z téchto ¢tyt pipadi:

(1] Uy = (e);

(2] U, = (c) U &, [« pied x pied ¢],

[3] Uy = (c)u &, [cpied z pfed f],

(4] U, = (c) U &, [« pFed x pied F],

kde « v ptipadech [2] a [3] je bod lezici pted ¢, B v piipadech [2], [4] je
bod lezici za ¢. Z definice topologie v plyne, Ze mnoZina U; je v-okolim
kazdého z ¢ U; — (c), a tedy, protoZe w je jemnéjsi nez v, podle 4.2.12
6% u-okolim kazdého z ¢ U; — (¢). Mimo to je U, také u-okolim bodu c,
takZe podle 4.2.8 a 4.4.12 mnozina U, je u-oteviena. Z toho plyne podle
10.5.6, ze p¥ipad [1] je nemozny, piipad [2] je moZny pouze pro ¢ = b,
ptipad [3] je mozny pouze pro ¢ = a. Podle definice topologie v je
tedy U, v-okolim bodu ¢, takZe podle 4.2.4 také U > U, je v-okolim
bodu c.

11.3.6. Pseudokruznice je lokaln& souvisly prostor. Viz
10.6.23, 11.1.14 a 11.3.4.

11.3.7. Budi% P cyklicky prostor. Je-1i P lokalné souvisly,
pak P je pseudokruznice. Podle definice 10.6.9 mdme ukézat, Ze P
je kompaktni. Zvolme a¢P, beP, a +b. Podle 10.6.15 existuji

takové dvé uzaviené a mezi body g, b ireducibilné souvislé mnoZiny
8,8, % S,U8, =P, 8 n8,=(a)u (b). Podle 8.3.2 stati ukazat,
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ze §,, S, jsou kompaktni, Ze tedy (viz 10.5.17) to jsou pseudooblouky;
diukaz stadi provést pro S,. Podle 11.1.7 a 11.3.5 staéi dokazat, Ze
kazdy bod xS, je bodem lokalni souvislosti mnoZiny S;. Je-li
‘a+x +b pak P— 8, a tedy téZ 8, > P — S, je okolim bodu z,
takZe x je bodem lokalni souvislosti mnoziny 8, podle 11.1.3. Zbyvi
ukdzat, Ze také body a, b jsou body lokilni souvislosti mnoziny S;;
stadi provést dikaz pro bod a. BudiZz U okoli bodu a; mame dokazat,
Ze existuje takové okoli ¥V bodu a, Ze V c U a Ze mnoZina S;nV je
souvisld. Podle 4.2.6 miZeme predpoklidat, e b« P — U. Protoze a
je bod lokélni souvislosti prostoru P, existuje takové souvislé okoli V
bodua, e V c U. Mnoziny S, nV, 8, n V jsou relativné uzaviené ve V
podle 4.6.4, mnozina (S, NnV)u(S,nV)=VF je souvisld a také
BinV)n (SynV) = (a) je souvisld. Tudiz S, nV je souvisla podle
10.1.11.

11.3.8. BudiZ f oboustranné spojité zobrazeni lokalné sou-
vislého prostoru P na prostor P,. Pak také P, je lokalné sou-
visly prostor. Budiz V okoli bodu b e P,. Podle 7.1.1 pro kazdy
z € f~1(b) je f~Y(V) okoli bodu =z, tudiZ existuje souvislé okoli U(z) c
c f74b) bodu z ¢ P. Mnozina W = UU(x) [x € f71(b)] je podle 4.2.8
okolim mnozZiny f-1(b) c P, takie f{(W) je okolim bodu & ¢ P, podle
7.2.2. Ztejmé fA(W)c V. Pro zef-1(b) jest x e U(x), f(z) = b, tedy
b e fAlU(x)] a mnozina f{U(x)] podle 10.1.12 je souvisla; podle 10.1.6
také mnozina f{(W) = U fALU(x)] [z € {~2(b)] je souvisld. Tudiz b je bod
lokélni souvislosti prostoru P,.

11.3.9. BudizZ f spojité zobrazeni lokdlné souvislého kon-
tinua P na H-prostor P,. Pak P, je jednobodovy nebo je to
lok&lné souvislé kontinuum. Prostor P, je kompaktni podle
8.3.15 a souvisly podle 10.1.12. Z 8.3.23 a 11.3.8 plyne, Ze P, je lokalné
souvisly.

11.3.10. BudizZ f spojité zobrazeni intervalu &,{0 = ¢ = 1]c
c E, navicenez jednobodovy prostor P. Pak P je metrisova-
telné lokaln® souvislé kontinuum, P je metrisovatelny prostor
podle 8.2.14 a 9.3.3. P je lokalné souvislé kontinuum podle 10.5.16,
10.5.17, 10.5.20, 11.3.4 a 11.3.9.
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11.3.11. BudiZ P metrisovatelné lokdln& souvislé konti-
nuum. Pak existuje spojité zobrazeni intervalu T = &,
[0<¢t=<1]cE, na P.

Dukaz. I. BudiZ ¢ metrika v P. Pro.ae P, ¢ > 0 budiz S(a, &) =
=&, [o(a, ) < ¢€].

1 ,
) 53> ktera

obsahuje bod z. Jest z € V(x); ddle jest: 2, € V(z), 2, € V(2) = o(2y, 2,) <
< } podle trojihelnikové nerovnosti; mnozina V(x) je souvisld podle
10.2.1 a oteviend podle 9.1.6 a 11.1.9. Protoze P je kompaktni, plyne
z 8.1.2, Ze existuje takova konedni bodova posloupnost {z;}7_,, Ze

II. Pro x ¢ P budiz V(r) ta komponenta mnoZiny S (:z:

G V(z;) = P. Z 10.1.23 plyne snadno, Ze existuje takova koneéna bo-
A=1

dova posloupnost {y,}¥, Ze {z;} je vybrana z {y,}, Ze kazdy. bod y, je
roven nékterému z; a Ze: 1<i<=h—1=V(y)nV(y) + 0.
Posloupnost {y;}» milZeme jesté upravit nékolikerym opakovinim
posledniho élenu; tim docilime, Ze &islo A; mé tvar 27 = 2™, PoloZme
UP=Vy) A=i=h)

III. Obecnéji pfedpoklidejme, %e pii uréitém = ¢ N je dana koneénd

posloupnost bodovych mnogin {U™M}M*, (k, = 2™)s témito vlastnostmi:

o
1. U U?) = P;
i-1

21, UM nUM, £ 0 pro 1 <i < h, — 1

(8], mnoziny U™ (1 < ¢ < h,) jsou oteviené;

[4), mnoziny U™ (1 <4 < h,) jsou souvislé;

(5] 2, e U™, 2, e U™ = p(2,, 25) < 27 (1 =4 Z hy).
Pro 1 <i <h,, ze¢U® budiz W,z) ta komponenta mnoziny S(z,
2-n-2), kter4 obsahuje bod z. Jest x e W,(z); 2, € W(x), 25 € W,(x) =
= 0(zy, 2,) < 2-™1; W(x) je souvisld (viz 10.2.1) a oteviend (viz 9.1.6.
a11.1.9). ProtoZe P je kompaktni a protoze P ='(P — U™) u U W(z)
[xe U™, existuje (viz 8.1.2) takové koneind bodovd posloupnost

JE— q3 - o w v,
{z‘;”}z::l, Je z;f’e U™, U Wi(z;f’) > Um. Podle [2], miZeme ptedpo-
1

. P
klidat, Ze: _
’ 2= h,=> 20 UMD n UM,
. () __ Ji+1)
1< i Zhoy=2y) =207
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ProtoZe mnoZiny U™ podle [4], a 10.1.7 jsou souvislé a mnoziny
U™ n W(2) podle 4.6.5 jsou relativng oteviené v U™, plynez 10.1.23,
Ze existuje takova konetnid bodova posloupnost {u")}, 1, Ze pledné
(pfi pevném i) {27} je vybrina z {u{"}, za druhé kazdy bod u” je
roven nékterému z(”, zejména uf? = 2, w) =2 a za tieti: 1 <
Sr<k,— 1= W,u®) n W(u,) + 9. Posloupnost {u{P}* , mui-
Zeme jeSté nékolikerym opakovanim posledniho ¢lenu upravit tak, Ze
k; = 2™+t kde m,,, > O nezdvisi na ¢. Nyni z &, = 2™ posloupnosti
{Wi(ul)}e 2"'"“ sestavime novou posloupnost {U**VYr:d kde h,yy =
= 2MNn+1 N,,+1 = N, + m,,;. Do nové posloupnosti pn]dou jeden po
druhém nejprve viecky &leny posloupnosti {W,(u{?)}:™3, za nimi
jeden po druhém viecky &leny posloupnosti { W,(u?)}2™1 atd. Pak
jsou splnény vlastnosti [1],, a,z (51541 & mimo to ze 4.4.15 se snadno
odvodi, zZe plati jesté:

1<i<h, 1 <r<2™4 j=(—1)2™ fr=
[6]n = U$n+1) n Ugn) + ﬂ
IV. MiZeme tedy rekurentné pro » =1, 2, 3, ... urdit koneéné
posloupnosti bodovych mnozin {U™}!*, tak, Ze plati [1], aZ [6], pro
viecka n. Jest h, = 2™ N, =m, N,,, =N, + m,,,, tedy N, =

= > m, Ze [2], nebo [4], vidime, Ze U + @, zvolme 2{ e U™
s=1
(meN, 1 <4< h,).
V. Pro ne N definujme zobrazeni f, intervalu 7' do prostoru P
takto. Je-li ¢ ¢ T, pak existuje pravé jeden takovy index i (1 =i =
< h, = 2™), e

< ¢.27"» v pfipadé ¢ < b,

-— _Nﬂ<
t—=1.2 =£{§z.2’”"vpnpadez_h

Polozme f,(t) = 2.
VI. Dokazme, Ze pro ka%dé ¢ e T posloupnost {f,(t)}x_, je konver-
gentni v prostoru P, takZe miZeme definovat zobrazeni f intervalu'T

do P tak, Ze: »
teT = f(t) = Lim f,(¢) .

Podle 8.3.3 a 9.4.10 je prostor P metricky uplny, takZe je tfeba pouze
dokazat, %e posloupnost {f,(t)} je Cauchyovska. Jest f,(f) = 2",
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fana(®) = 2", kde indexy i, j jsou uréeny predpisem vylozenym v V.
Snadno se nahlédne, Ze existuje takovy index r, Ze 1 <7 < 2™e+1
j= (3 — 1) 2™+ + r. Podle [6], existuje bod & ¢ U Y q U™, Pro-
toze 2" e U™, 25"+ e U+ Y, plyne z [5], podle trojihelnikové nerov-
nosti, Ze

Q[fn(t)) f"+1(t)] é @(zgn)7 E) + Q(E) z§n+1)) < 2-nt1 .
Tudiz jest pro m > n: -

m-n-1

(n olfx(8), ) fm(®)] = Z Ol fn+st), frsstalt < z 2—n-stl — -tz

Tim je dokéazano, Ze {f,(t)} je Cauchyovska posloupnost. Mimo to z (1)
ge odvodi, Ze

(2) Colfalt), ()] = 2772

VII. Dale dokaZme, e zobrazeni f je spojité. Budiz f, ¢ T, a = f(t,);
budiz V okoli bodu a. Podle 7.1.1 staéi dokdzat, Ze p¥i vhodném & > 0:

teT, [t—t)| <e=>ft)eV
Existuje takové & > 0, Ze S(a, 6) c V. Existujé takovy index n, Ze
2-m4 < §. Polozme 27™ =¢. Je-li teT, |t — t| < e pak existuji
takové indexy 3, §, Ze:
fn(t) = zgn) ’ fn(to) = z;n) y
G—1.27Mm <t <. 27N
(G—1).2™ <t <j.27™,
protoze [t — t,| << 27 jest i — j| < 1. TudiZ ze [2], plyne, Ze exis-
tuje bod & e U™ n UJ™; protoze 2™ e U™, z{™ e U™, jest:
elfa(®), falta)] < (2™, &) + e(&, Z) < 27
podle [5],. Ze (2) vSak plyne
olf2(®), f(O)] = 27742, olfalbe), f(to)] = 2772
Tudiz
elf(®), f(ta)] = olf(®), fo(t)] + elfalt), falta)] + elfulto), f(t)] =
é 9—n+2 + 9-n+1 + Q-nt2 9Q-ntd < by

neboli o[f(¢), a] < 9, tj. f(t) e S(a, o) c V.

VIII. Zbyva dokazat, Ze f je zobrazeni intervalu T' na P, tj., Ze
f{T) = P. Podle 8.2.14 2 9.1.20 je T kompaktni, podle 8.3.15 také f(T)
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je kompaktni. Protoze P je H-prostor (viz 9.1.5), je mnozina f(T)
uzaviend v P (viz 8.3.13). Podle 4.9.2 tedy stadi dokézat, %e f1(7T) je
hustd v P. BudiZ a ¢ P, 6 > 0. Podle 4.9.3 sta¢i dokazat, Ze existuje
takové t e T, Ze p[f(t), a] < 4. Existuje takovy index n, Ze 2-7+3 < 4,
Podle [1], existuje takovy index 7, Ze 1 < ¢ < h,, a e U™. Budii
= (i —1).27" Pak jest t e T, f,(t) = 2™ e U™, takie o[f.(t), a] <
< 27" podle [5],. ProtoZe o[f,(), f(£)] = 27*2 [viz (2)], jest [f(t), a] <
< 2—n+2‘+ 2-n £ Q-nk3 o §, ‘

11:3.12, Necht FHL-prostor P je kontinuum. Nechf aeP
neni bodem lokédlni souvislosti prostoru P. Pak existuje
takové kontinuum Cc P,%eaeC a e 24dny x ¢ C neni bodem
lokalni souvislosti prostoru P.

Dikaz. I. Existuje oteviené okoli U bodu a, které neobsahuje Zadné
souvislé okoli bodu a. Podle 5.4.5 a 8.3.19 existuje takové oteviené
okoli ¥V bodu a, %e ¥ c U. Budiz H ta komponenta prostoru U, kters
obsahuje bod a@; protoZze mnoZina H je souvislda (viz 10.2.2), neni H
okolim bodu a, takie ae P — H = P — U u U — H; protoze U jest
okoli bodu a, jest ae P — P — U, tudiz a e U — H. Protoze P je
L-prostor, existuje takovd bodova posloupnost {a,}, Ze a, e U — H,
lim a, = a. Budiz A4, ta komponenta mnoZiny U, kterid obsahuje bod
a,; protoZze a, e U — H, jest Hn 4, = 9. Protoie a e U, lima, = ¢,

a,eAd,, jest aeUn G A, (viz 6.3.7); protoze e¢e H, Hn A4, =¥,

n=1

v

=)
nelezi bod a v mnoziné | 4,; tato mnozZina tedy neni relativné uza-
el

viend v U a z toho plyne snadno (viz 4.4.6 a 10.2.4), Ze je nekoneéné
mnoho riaznych 4,. Ze 6.3.3 plyne, Ze muZeme piedpokladat, ze
viecky A4, jsou navzdjem razné. Protoze V je okoli bodu a a protoze
lim a, = a, muiZeme piedpokladat, Ze a, ¢ V pro viecka n.

II. Mnozina A, c U je souvisld (viz 10.2.1), takie 4, budto.je
jednobodova nebo je to kontinuum (viz 8.3.1 a 10.1.7). Zfejmé U + P,
takze 4, — U + 0 podle 4.8.6 a 10.3.7. Tudiz 4, je kontinuum a jest
4, —V + 9. Na druhé strans jest a, ¢ 4, nV; budiz B, ta kompo-
nenta mnoziny A, n V, kterd obsahuje bod a,. Podle 10.2.1 je B,
souvisld. Podle 4.6.4 je 4, n V relativnd uzaviend v 4,; tudiz z 10.3.6
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(kde za P, F, @ dosadime 4,, A4, nV, B,) plyne (viz té2 4.8.16), ze
existuje bod b, e B, n Fr V.

III. Budi? C mnoZina viech z ¢ P s tou vlastnosti, Ze pro kazdé
okoli W bodu z je nekoneéné mnoho takovych n, 2e Wn B, + 0.
Podle 10.3.5 je C budto jednobodové nebo je to kontinuum. Ziejmé
aeC. Protoze B, c A,, b, e B, a protoze A, jsou navzdjem rfizné
komponenty téZe bodové mnoZiny, jsou body b, na,vzé,jem razné.

Podle 8.2.6 a 8.3.3 existuje hroma,d_ny bod b mnoZiny U ( n). Ziejmé

be C. ProtoZe b, e Fr V, jest b ¢ Fr V podle 4.8.8. Pod_le 4B6a, 4.8.10
jebe P —V, tedy b + a. Tudi# C nenf jednobodové a je to tedy kon-
tinuum. )

1V. Zbyva odvodit spor z predpokladu, Ze ¢ € C je bod lokalni sou-
vislosti prostoru P. Z definice mnoziny C a ze vztahu B, c V plyne, ze
0 cV c U. Souvisla mnozina C c U obsahuje bod a komponenty H
mnoziny U, tak?e C c H pod e 10.2.2. Oteviend mnoZina U je okolim
bodu ¢ podle 4.4.13; je-li ¢ bod lokalni souvislosti prostoru P, existuje
souvislé okoli § ¢ U bodu ¢; protoze ¢ € H a protoze H je komponenta
“mnoziny U, jest S c H podle 10.2.2. Protoze S je okoli bodu ceC,
existuje takové n, ¢ B, n S + §. Protoie B, c 4,, Sc H, jest 4, n
nH + §. To je nemozné, nebot H, 4, jsou dv& rizné komponenty
mnoziny U.

11.4. Cviteni k § 11

Prostory P, a% P, byly popsdny v definicich 10.7.1 aZ 10.7.7.

11.4.1. Prostory P,, P, jsou lokélné souvislé. Prostor P, mé tu vlastnost, %e
ka?dé do ndho vnofené kontinuum je lokdlnd souvislé. M4 také prostor Pg tuto
vlastnost?

11.4.2. Které body jsou body lokélni souvislosti prostora P,, P,, Py, P;, P,?
11.4.3. Ka#dé lokdlns souvislé kontinuum vnofené do P; je oblouk.

11.4.4. P,, P, budte? F-prostory. Pro ka¥dou X, c P, otevienou v P, a pro
ka¥dou X , C P, otevienou v P, necl'_lﬁ kaZdé komponenta mnoZiny X; X X, je
oteviend v P, x P,. Pak prostor P, X P, je lokélné souvisly.

"
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11.4.5. Budtez P,, P, lokélné souvislé prostory. BudiZ f spojitd funkee v oboru
P, x P,. BudiZ M c P, X P,. Necht pro ka¥dy bod a ¢ M plat{:

zeP, X Pj, fx)=Ha)=>xz=a.

Pak Zddny bod z ¢ P, X P, nen{ hromadnym bodem mno¥iny M. (Viz cvid,
10.8.11)

11.4.6. Jsou-li M, c P, M, C P lokilns souvislé mno¥iny a je-li M, u M, =
= P, nemus{ prostor P byt lokdln® souvisly. Piiklad: P = P,. Proto v 11.1.14
nelze vynechat slovo ,,uzavieny*; lze je viak nahradit slovem ,,otevieny*‘.

11.4.7. BudiZ e = (0, 0). Pak a je bod lokélni souvislosti F-prostoru P,.
AvBak kaZdé oteviené souvislé okolf bodu @ musf obsahovat bod (1, 0).

11.4.8. BudiZ P mno#%ina viech tch bodul (z, y) ¢ E,, které maji aspon jednu
iraciondlnf soufadnici. Pak P je souvisly a lokdlnd souvisly topologicky uplny
prostor. '

11.4.9. Budi% P lokdlné souvisly prostor. Budi% A lokélnd souvisld uzaviend
bodovd mnoZina. BudiZ B sjednocenf{ nékterych koneénd nebo nekonednd
mnohe komponent mnoZiny P — A. Pak 4 u B je uzaviend lokdlnd souvisld
mnozina.

11.4.10. Aby prostor P byl lokdlné souvisly, k tomu je nutné a stadi, aby byla
splnéna tato podminka: Je-li M + @ soustava bodovych mnoZin, je-i 4 = U X,
B=UFrX XemM),pak 4 cA4vuB.

11.4.11. Budiz P vice nei jednobodovy H-prostor. Aby existovalo spojité
zobrazeni prostoru E, na prostor P, k tomu je nutné a stadf, aby existovala
takovd posloupnost {K,}? metrisovatelnych lokdlné souvislych kontinui, Ze

@®

K, CcK,,, (neN),P= UIK,,.
n= .
11.4.12. BudiZ N mnoZina viech celych kladnych &isel, Z mnoZina viech
(raciondlnich i iracionélnich) zépornych éisel; budiZ « prirozend topologie v E;.
UvaZujme prostor P = Nu Z u (0) v takto definované topologii: BudiZ
XcP. Jest ZnX =ZnwXnZ). Jest 0e¢X pravd tehdy, jestlize budto
0 ¢ X nebo mnoZina N n X je nekoneénd. V ptipadé 0 e u(X n Z) budiZ N C X,
jinak budi¥ N n X = N n X. Pak bod 0 neni bodem lokélni souvislosti pro-
storu P; nicménd v prostoru P kaZdé komponenta kazdé oteviené mnoZiny je
oteviend. Z toho plyne, Ze v 11.1.10 nelze vynechat pfedpoklad, Ze P je

F-prostor. ’
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