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§10. SOUVISLE MNOZINY

10.1. POJEM - SOUVISLOSTI

Definice 10.1.1. Bodov4d mnoZina M c P se nazyva souvisld, jest-
lize M + 0 a jestlize ze vztahu M = AU B, A + ¢ + B plyne, e
mnoziny A4, B nejsou oddélené (viz definici 5.1.1).

10.1.1. BudiZ @ vnofen do P. Budiz M c Q. MnoZina M je
prévé tehdy souvisld v prostoru @), je-lisouvisld v prostoru
P.Viz 5.1.3.

10.1.2. Jednobodova mnoZina je souvisld. Viz 5.1.1.

10.1.3. Bodové mnoziiny Ac P, Bc P budtez oddélené;
bodovd mno%ina Sc AuB budiZ souvisld. Pak je budto
Scd4, SnB=90neboScB SnA=0. Podle 51.7 jsou Sn 4,
8 n B oddélené. Protoze 8 = (S n 4) u (S n B) je souvisld, je budto
Snd =9, tedy Sc B,nebo SnB =90, tedy Sc 4.

10.1.4. JestliZe ka%dé dva navzijem rizné body a,b pro-
storu P & @jsouobsaZenyvsouvislé S(a, b) c P,pakprostor P
je souvisly. Necht naopak P=4nB, A + 0 + B s oddélenymi
A4, B. Zvolme ae¢d, beB. Pak je AnS(a,d) + 0+ BnS(a,b).
Protoze S(a, b) je souvisld, je to podle 10.1.3 nemoZné.

10.1.5. Budtez S,c P, S,c P souvislé bodové mnoZiny.
Je-1i 8;nS, + 0, je také S, u S, souvislad. Ziejmé §,uS, + 0.
Budiz 8, uU S, = 4 u B; mnoZiny A, B budteZ oddélené. Mame do-.
kizat, ¢ budto 4 = @ nebo B = f. Necht naopak 4 + ¢ + B.
Z10.1.3 plyne jednak, %e budto S; n 4 = @ nebo 8, n B = 0, jednak,
Ze budto S, n 4 = @ nebo S, n B = §. Jsou &tyfi mozZnosti: [1] S, n
Nnd=8,nd=0; [2] §;nB=8,nB=4¢ [3] Ssnd=28,n
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NnB=20; [4)S,nB=8,n4 = 0. Aviak [1] ddva 4 = 9, [2] davi
B = 9, [3] nebo [4] déva S, n S, = @; to vie je nemozné.

10.1.6. BudiZ a ¢ P. Budiz M + Psoustava souvislych bodo-
vych mnozin, z nichz kaZida obsahuje bod a. Pak mnoZina
T=UX (X eM) je souvislad. Ziejmé T + @. Budiz b, ¢ T, b, e T.
Existuji takové S, e M, S, e M, e b, €S, byeS,. Jest b, eS8, US,,
b, €8, U S,az10.1.5 plyne, Ze mnoZina S, U S, je souvisld. Tudiz T je
souvisld podle 10.1.4.

10.1.7. Jestlize mno%ina Sc P je souvisl4, pak také § je
souvislé. Ziejm& S + 0. Budtez 4, B oddélené a budiz S = 4 v B;
méme dokazat, Ze je budto 4 = § nebo B = @. Podle 10.1.1 muZeme
predpoklidat S = P. Pak jsou 4, B disjunktni a uzaviené podle 5.1.5.
Podle 10.1.3 je budto S c 4 nebo S c B, takie podle 4.4.7 je budto
8 c A4 nebo 8 c B; z toho plyne snadno, ¢ 4 = @ nebo B = 0.

10.1.8. Sc P budiz souvisls. Je-li ScTc &, pa,k' také T
je souvisla. To plyne z 10.1.1 a 10.1.7, nebot 7' = T n S je relativni
uzavér mnoziny S v prostoru 7'.

10.1.9. Budiz Ac P, Sc P. S budiz souvisld; budiz An S *
+P+S—A Pak je SnFrd +09. Jest P=AuP — A) =
=AuP—4, tudiz S=(nd)u(SnP—A4) Protote Snd>
28nA+0, SnP—A>8 — A4 + 0 a protoze S 'je souvisld, ne-
mohou S n 4, SnP —A4 byt oddélené; jsou viak relativné uzaviené
ve svém sjednoceni S, takZe podle 5.1.5 nemohou byt disjunktni. TudiZ
SnAnP—4 + 0 neboli SnFrd + 0.

10.1.10. BudiZ P souvisly prostor. Bodov4d mnozina §
budiz budto prazdna nebo souvisld. Budiz P— S =AuB
s odd&lenymi 4, B. Pak kazd4 z obou mnoZin Su 4, Su B je
budto prazdna nebo souvisla. Staéi uvazovat Su A. Budii
SuAd=HuK s oddélenymi H, K. Mame dokdazat, %e budto H = §
nebo K = 0. Jelikoz S c Hu K, je podle 10.1.3 budto S ¢ H nebo

"8 ¢ K. Bez tijmy na obecnosti budiz S ¢ H. Protoze SU A = HU K,
Sc H, je K c A (viz 5.1.1). Mnoziny K, B jsou oddélené podle 5.1.13,
takZe K, H U B jsou oddé&lené podle 5.1.14. AvSak snadno se zjisti, Ze
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P = K u(HuB). Podle 10.1.3 je tedy budto K = @ nebo Hu B =
=¢,a,tedyH=¢

40.1.11. Bodové mnoZiny A 4+ 6, B %+ ¢ budte? uzaviené.
Bodové mnoziny AuB, AnB budteZ souvislé. Pak také
mnoZiny A4, B jsou souvislé. Podle 447 je A —Bc A4, tedy
A — Bn(B A) = 0 a podobng téz B — A n (4 — B) = 0, takie
mnoZiny A — B, B — A jsou odd8lené podle 5.1.2. Tudi jsou splnény
pfedpoklady véty 10.1.10, jestliZe do ni za P, S, 4, B dosadime po
fad¢ AuB, AnB, A — B, B— A. Z toho plyne (viz 10.1.1), e mno-
jiny A=(AnB)u(d—B), B=(AnB)yu(B— 4) jsou sou-
vislé (nebot 4 + 0 & B).

10.1.12. BudiZ f spojité zobrazeni souvislého prostoru P
na prostor P,. Pak také P, je souvisly. Ziejmé P, + §. Budiz
P, = A u B soddélenymi A, B. Mime dokézat, Ze budto A = @ nebo
B=0. Jest P = f}(4) u {~Y(B) a mnoziny f-1(4), f~X(B) jsou oddé-
lené podle 7.1.13. Protoze P je souvisly, jest f-1(4) = @ nebo f-1(B) =
=0, a tedy 4 = 0 nebo B = 0.

10.1.13. Budtez u,v dvé topologie v mnoZiné P. Je-li u
jemnéjsine% vaje-1i Sc Psouvisld pfitopologii 4, je S sou-
visla i pti topologii ». Topologie u (v) prostoru P uréuje topologii
u* (v*) vnofeného prostoru S; zfejmé u* je jemnéjsi nez v*. Je-li mno-
zina S souvisld p¥i topologii «, je prostor (S, u*) souvisly podle 10.1.1.
Ze 7.1.11 2 10.1.12 plyne, Ze také prostor (S, v*) je souvisly, takze podle
10.1.1 mnoZina § je souvisld pii topologii ».

10.1.14. Budi? » F-modifikace topologie v v mnoziné P.
Necht mnoZina Sc P je budto uzaviend v (P, v) nebo ote-
viens v (P, v) nebo je prinikem mnoZiny uzaviené v (P, v)
smno%inouotevienouv (P, v). Je-liSsouvisla piitopologiiw,
pak S je souvisld i pti topologii v. Definujme u*, v* stejné jako
v piedeslém duakazu. Jestlize S neni souvisld pii topologii v, plyne
z81.5 3¢ S=AUB, kde A4 + ¢ ¥ B, AnB =0 a mnoiiny 4, B
jsou relativné uzavené v (S, v*). Podle 4.6.8 je A = S n F, kde F je
uzaviensd v (P, v). Z definice topologie u plyne, ze I je uzaviend
v (P, u), tak#e podle 4.6.4 mnozina A = Sn F je relativné uzaviend,
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v (S, u*). Podobné téz B je relativné uzaviend v (S, u*). ProtoZe
S=AuB, 4 +0+ B AnB =0 plyne z 5.1.5, Ze S neni souvisld
pfi topologii u.

10.1.15. BudiZ P + @ uspofddany prostor. Aby P byl sou-
visly, k tomu je nutné a stacéi, aby v P nebyly ani skoky ani
mezery.

Dukaz. I. Je-li (4, B) skok nebo mezera v P, plyne snadno z defi-
nice 6.1.2, Ze mnoZiny A, B jsou oteviené v P. Protoze Au B = P,
AnB =9, jsou 4, B oddélené podle 5.1.6. Protoze A + § + B,
neni P souvisly.

JII. Necht P neni souvisly. Pak je P=AuB, kde A + 0+ B
a mnoiiny A, B jsou oddélené. Zvolme a e A, b e B. Podle 5.1.1 je
a #+ b; miZeme piedpoklidat, Zze v P leZi a pfed b. Definujme mnozinu
C c P takto. Bod z ¢ P zafadime do C privé tehdy, jestlize pfedné z
lezi pfed b a za druhé budto je x € 4 nebo existuje y € 4, ktery lezi
mezi = a b. PoloZme jest& D =P — C. Ziejmé aeC, be D, tedy
C %+ ¢ + D. Mimo to je patrné, Ze:

xeC, zeP, zpled x=>2¢C.
Tudiz (C, D) je fez v uspofddané mnozing P. Rozeznividme dva p¥i-
pady.

III. Prvniptipad. V mnoZing C existuje posledni prvek ¢. Snadno
zjistime, Ze ¢ lezi pfed b, Ze c € A a %e Zadny y € 4 neleZi mezi ¢ a b.
Podle 5.1.2 je ¢ ¢ P — B. Tudiz podle 4.2.9 a podle definice 6.1.2 exis-
tuje takové okoli zprava U bodu ¢, Z2e U n B = @. MiZeme pfedpo-
kladat, Ze viecky body y ¢ U lezi pied b; pak je ziejmé U n 4 = (c).
Protoze A U B = P, jest U = (¢). Z toho plyne podle 6.1.1, Ze existuje
d € P, ktery lezi pfimo za c. Zfejmé je d prvni prvek v mnoziné D.
Tudiz (C, D) je skok.

IV. Druhy pfipad. V mno#iné C neexistuje posledni prvek. Jest-
li¥e v mnoZiné D neexistuje prvni prvek, jest (C, D) mezera a dikaz je
hotov. Necht tedy d je prvni prvek v mnoziné D. Snadno se nahlédne,
Je d ¢ B, %e budto d = b nebo d le7i pfed b a Ze Zadny y € A nelezi mezi
d a b. Podle 5.1.2 je d ¢ P — A. Tudiz podle 4.2.9 a podle definice
6.1.2 existuje takové okoli zleva U bodu d, Ze U n 4 = §. Kdyby bylo

\
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zeUn B, z + d, pak by z lezel pted b a mezi  a b by nelezel z4dny
y e A, takie by bylo x € D; to je nemoZné, protoZe by pak z ¢ D lezel
pied prvnim prvkem d ¢ D. Tudiz U n B = (d). Protoze AU B =P,
jest U = (d). ProtoZe d ¢ D neni prvnim v mnoZing P, plyne ze 6.1.1,
te existuje ¢ ¢ P, ktery lezi pfimo p¥ed d. Zfejmd je ¢ posledni v mno#ing
C a to je nemozné.

10.1.16. Aby bodova mno%ina T c E; byla souvisld, k tomu
je nutné a staéi, aby budto 7 byla jednobodovd nebo aby to
bylinterval. Zejména prostor E; je sim souvisly. Viz 10.1.15.

10.1.17. Souvisld mnoZina je budto jednobodova nebo ne-
konedna.

10.1.18. Budiz P prostor. BudiZ f spojita funkce v oboru P.
Je-li mnozina Sc P souvisld a obsahuje-li fi(S) vice neiz
jedno ¢&islo, pak fi(S) je interval. Viz 10.1.12 a 10.1.16.

10.1.19. Budiz P souvisly iiplné regularni prostor. Jestlize
Pnenijednobodovy, jest moh P =exp¥, BudiZ aeP, beP,
a + b. Podle 4.4.3 a podle definice 8.4.1 existuje takova spojitd
funkece f v oboru P, Ze f(a) = 0, f(b) = 1. Podle 2.3.4 a 10.1.18 je
moh f}(P) = exp ¥,, takZe moh P = exp R,.

10.1.20. Souvisly FR-prostor je jednobodovy nebo nespo-
¢etny. Jinak by podle 10.1.17 existoval spoéetny souvisly FE-prostor
P a to je podle 10.1.19 nemo#né, protoze podle 5.4.10 a 8.4.3 by P
byl 1plné regularni.

10.1.21. Budi? C + 0. Pro ka#dé ze¢C budiz P(z) souvisly
prostor. Budiz R = PP(z) (zeC). Pak také R je souvisly
prostor,

Dikaz. I. Necht prostory P, P, jsou souvislé. DokéZeme, Ze také
P, X P, je souvisly. BudiZ aeP; X Py, be P, X Py, a = (a, ay),
b = (b, b,). Podle 10.1.4 stadi udat takovou souvislou § c P, X P,, Ze
aeS, beS. Protoze P, je souvisly, soudime ze 6.2.7, Ze také mnoZina
8, = P, X (a,) je souvisld; podobné té% mnoZina S, = (b;) X P, je
souvisli. Protoze (b, a,) € S; n S,, je mnoZina § = 8, u S, souvisld
podle 10.1.5 a jest a € S, b e S.
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II. Je-li C koneéna, soudime z I indukei, Ze prostor R je souvisly.
V piipadé nekoneéné C vedeme dikaz nepfimo. Jestlize R neni sou-
visly, jest R = A u B, kde A + ¢ + B a mnoZiny 4, B jsou oddélené.
Zvolme aec A, be B. Z 5.1.6 plyne, Ze mnozina B c P je oteviend,
takze B je okoli bodu b podle 4.4.13. Tudiz existuje takova koneénd
¢ast K + @ mnoziny C, Ze P,U(z) c B, kde pro z ¢ K je U(z) vhodné
volené okoli bodu b(z) € P(z) a pro ze C — K je U(z) = P(z). Budiz ¢
ten bod prostoru R, pro ktery

zeK=c(z) =b(z), zeC— K=c(z) =a(z).
Podle 4.2.3 je ¢ ¢ B. Budiz ¢ mnozina téch x ¢ R, pro néz plati
2e C— K= x(z) = a(z) ;

dale budiz T' = PP(?) (¢t € K). Protoze mnozina K + 0 je kone¢na, je T
souvisly prostor. Zfejmé existuje takové prosté zobrazeni f prostoru 7
na mnozinu @, Ze pro z ¢ T, t ¢ K splyne t-soufadnice bodu z s t-sou-
fadnici bodu f(z). Snadno se zjisti, Ze zobrazeni f je homeomorfni,
takZe mnoZina @ = fY(T) je souvisla. Jest @ c B = 4 U B s oddéle-
nymi 4, B. Podle 10.1.3 je tedy budto @ n 4 = ® nebo @ n B = 9.
To je nemozné, nebot ae @ n 4, ce @ n B.

10.1.22. BudiZ f inversné spojité zobrazeni prostoru P na
prostor P,. Pro kaidy y ¢ P, budiZ f~!(y) souvisld mnoZina.
Je-li S8;c P, souvisld, je také S = f1(S,) souvisla. Ziejmeé
S #+ §. Kdyby S nebyla souvisla, existovaly by v P takové oddélené
mnoziny A, B, 2e A + ¢ £+ B, AuB = S. Budiz 4, = f{(4), B, =
= fYB), takie A, + 9 + B,, A,uB, =8,. Ziejmé A c f(4,).
Je-li viak x € f~1(4,), y = f(x), jest y € f(4), tedy fy)n A + 0. Jest
yef(S) =S8, tedy fy)cfUS,)=8=A4uB. Protoze f-(y)c
c 4 u B, protoze A, B jsou oddélené a protoze f~(y)n A + @, plyne
z 10.1.3, e f~1(y) c A. Protoze y = f(x), jest z ¢ A. Tim je dokézano, Ze
A = f-1(4,), a stejné se dokdZe, ze B = f~1(B,). Protoze A, B jsou
oddélené, jsou 4,, B, oddélené podle 7.2.7. To je nemozné, nebot
8, =4,u B, jesouvisld a 4, + ¢ + B,.

10.1.23. BudiZ P souvisly prostor. Budiz & + ¢ soustava
otevienych mnoZin; budiz P=UX (Xe®). Budiz acP,
beP. Pak existuje takovd konedénd posloupnost {4;}], Ze:
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Mlsi=n=>4;,eG21=i=n—1=4;,n4,,, + 0; [3Jlacd,
be A,. Zvolme mnoZinu H, ¢ @ tak, aby bylo a ¢ H,. Oznatme @&,
soustavu viech takovych G ¢ &, ke kterym lze udat konednou posloup-
nost {G;}1tak, aby bylo: (111 € i <n=> G, 2]1 <i<n — 1=
=G, nG;, £ 90 [3] G, =H, G, = G. Ztejmé plati:

(1) Ge®,, G*c®, GnG* +0=0*cE,.

Existuje takovd H, e ®, Ze b H,. Mdme ukazat, %e H, ¢ ®,. Necht
naopak H, e ® — &,. Zftejmé H, ¢ 8,. Poloime

M,=UX (Xe@), M,=UX (XeB®—6,).

Pak je ae M,, be M,, tedy M, + 0 + M,. Ziejmé P = M, u M,.
Z (1) plyne M, n M, = ¢. Podle 4.4.10 jsou M,, M, oteviené. Tudiz
M,, M, jsou oddélené podle 5.1.6. ProtoZe prostor P je souvisly, je to
nemozné.

10.2. KOMPONENTY A KVASIKOMPONENTY

Definice 10.2.1. Budiz P =+ § prostor. Je-li ¢ P, y ¢ P, pak necht
(2, ) € € znamen4, %e existuje souvisld bodovd mno%ina, kters obsa-
huje oba body z, y. Pak je € vztah ekvivalence v mnozing P (viz 1.3);
nebot (I€) plyne z 10.1.2, (II€) je ztejmé a (IIIE) plyne z 10.1.5. TudiZ
vztah € uréuje podle 1.3 rozklad & mnoziny P; pisy tohoto rozkladu
nazveme komponentami prostoru P. Komponenty bodové mnoZiny
M c P dostaneme, pokliddme-li M za vnofeny prostor. § nema zadnou
komponentu.

10.2.1. Komponenty prostoru P jsou souvislé mnoziny.
Viz 10.1.4.

10.2.2. Kazd4 souvisla édst prostoru P je ¢dstiprave jedné
komponenty prostoru P.

10.2.3. Aby prostor P byl souvisly, k tomu je nutné a staci,
aby P m&l pravé jednu komponentu. Viz 10.2.1 a 10.2.2.
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10.2.4. Komponenty prostoru P jsou uzaviené mnozZiny.
Je-li @ komponenta prostoru P, je @ souvisld mnozina podle 10.1.7
a 10.2.1. Tudiz @ = @ podle 10.2.2.

10.2.5. Dvé rizné komponenty prostoru P jsou oddélené
mnoziny. Viz 5.1.4 a 10.2.4.

10.2.6. Budiz u F-modifikace topologie v v mno%iné P.
Komponenty prostoru P jsou stejné pii topologii u jako pfi
topologiiv. Budiz T’ v-komponenta prostoru P. Podle 10.2.1 mnoZina
T je v-souvisla; z 10.1.13 plyne, Ze T je u-souvisld. Tudiz podle 10.2.2
je T c Ty, kde T, je u-komponenta prostoru P. AvSak mnoZina T, je
u-uzaviens podle 10.2.4, takZe podle definice topologie » je T', v-uza-
viend; mimo to je T, u-souvisld podle 10.2.1. Tudiz T, je v-souvisld
podle 10.1.14, takZe podle 10.2.2 je T', &dsti uréité v-komponenty pro-
storu P. ProtoZe T c T, je »-komponenta prostoru P, je T = T',.

10.2.7. Budiz P souvisly prostor. BudiZ § souvisld bodové
mnozina a budiz K komponenta mnozZiny P — §. Pak P — K
je souvisld mnoZina. ProtoZe S + 9, Kc P — 8, je P — K + §.
Jestlize P — K neni souvisla, existuji takové oddélené mnoziny 4, B,
e A +#90+ B P— K=AuUB. MnoZiny Ku A, KuB jsou sou-
vislé podle 10.1.10 a 10.2.1. Protoze SnK =9, je Sc AuB;
z 10.1.3 tedy plyne, Ze je budto Sc 4, SnB =0 nebo Sc B, Sn
n 4 = §. Bez tjmy na obecnosti budiz §c B, Sn 4 = 0. Potom je
K u A souvisld ¢dst mnoziny P — 8, takZe podle 10.2.2 existuje ta-
kové komponenta K, mnoziny P — 8, e K U A c K,. Protoze také K
je komponenta mnoziny P — 8, jest K = K, tedy A c K. Aviak
Ac P — K; tedy A = 0 a to je nemozné.

10.2.8. BudiZ f oboustranné spojité zobrazeni prostoru P
na prostor P,. Pro kazdy y ¢ P, budiz f~*(y) souvisld mnoZina.
Probiha-li K; vSecky komponenty prostoru P,, probihi
f(K,) vSeckykomponenty prostoru P. Je-li K, komponenta pro-
storu P,, pak mnozina f~1(K,) c P je souvisla podle 10.1.22, takze podle
10.2.2 existuje takova komponenta K prostoru P, ze f~}(K;) c K. Jest
K, c f(K), K, je komponenta prostoru P, a mnoZina f(K)c P, je
souvisld podle 7.1.8 a 10.1.12. Tudiz K, = f(K) podle 10.2.2, takZe
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f~YK;) > K. Tim je dokdzéno, ze f~}(K,) = K, tj. ze {1(K,) je kompo-
nenta prostoru P. Probiha-li K, viecky komponenty prostoru P,,
tvofi mnoziny K, rozklad prostoru P,, a tudiZ mnoZiny f-1(K,) tvoii
rozklad prostoru P, takZe kromé nich nemi P Zidnou daldi kompo-
nentu.

Definice 10.2.2. Budiz P # ¢ prostor. Pro 2 ¢ P, y ¢ P necht
(z, y) € €, znamen4, Ze nelze udat takové oddélené mnoZiny 4, B, aby
byloxe A, ye B, Au B = P. Pak je €, vztah ekvivalence v mnoZiné
P (viz 1.3); nebot vlastnosti (I1€), (II€) vztahu €, jsou zfejmé a také
vlastnost (ILIIE) vztahu €, se snadno dokaZe: Budiz (z, y) ¢ €, (y, 2) €
e €;; mame dokazat, Ze (z, 2) € €,. Jsou-li 4, B oddélené a je-li z € 4,
zeB, AuB =P, musi byt budto y ¢ 4 nebo y ¢ B; protoZe viak
(z, ) € €, je y e B nemoiné a protoze (y, z) ¢ §,, je také y ¢ 4 ne-
mozné. Tento spor ukazuje, Ze skuteéné (z, z) ¢ €,. Vztah €, tudiZ
podle 1.3 urduje rozklad R, prostoru P. Pisy rozkladu R, nazveme
kvasikomponentami prostoru P. Kvasikomponenty bodové- mnoziny
dostaneme, poklddame-li ji za vnofeny prostor. # nemd Zidnou kvasi-
komponentu.

10.2.9. Aby prostor P bylsouvisly, k tomu je nutné a staéi,
aby P mél pravé jednu kvasikomponentu.

10.2.10. Ka?d4 komponenta prostoru P je ¢asti pravé jed-
né kvasikomponenty. Viz 10:1.3 a 10.2.1.

10.2.11. Aby kvasikomponenta @ prostoru P byla kompo-
nentou prostoru P, k tomu je nutné a staéi, aby @ byla sou-
visla. Podminka je nutni podle 10.2.1 a staéi podle 10.2.2 a 10.2.10.

10.2.12. Kvasikomponenty prostoru P jsou uzaviené mno-
ziny. Budiz @ c P kvasikomponenta a budiZ a ¢ @. Budiz 9 soustava
téch X c P, pro které ptedné je a ¢ X a za druhé X, P — X jsou oddé-
lené. (Jest P e M, tedy M + 9.) Ziejmé @ = NX (X ¢ M). Kazdd
X ¢ M je uzaviend podle 5.1.5. Tudi# @ je uzaviena podle 4.4.5.

10.2.13. Dv& razné kvasikomponenty prostoru P jsou
H-oddé&lené mnoziny. Budtez @,, @, kvasikomponenty, @, + Q..
Zvolme a € Q,, b ¢ Q,. Existuji takové dvé odd&lené mnoziny 4, B, Ze
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aed beB, 4AduB=P.Zfejmé @, c 4, @, c B. MnozZiny 4, B podle
5.1.6 jsou disjunktni a oteviené, takZe podle 5.1.12 jsou H-oddg&lené.
Tudiz @,, @, jsou H-oddélené podle 5.1.13.

10.2.14. Ma-li prostor P konedéné mnoho kvasikomponent,
pak kvasikomponenty prostoru P jsou totozné s jeho kom-
ponentami. Budiz @ c P kvasikomponenta. Podle 10.2.11 mame
dokazat, ze @ je souvisla. V piipadé @ = P je tomu tak podle 10.2.9.

ProQ + PjoP — Q= U Q, kde @, (1 < i < n) jsou ostatni kvasi-
i=1

komponenty. MnoZina P — @ je uzaviend podle 4.4.6 a 10.2.12. Jestli-
%e ) nenf souvisld, jest @ = 4 u B, kde mnoziny 4 + @, B + 0§ jsou
oddélené. Zvolme a e A, b e B. Mnoziny A, B jsou uzaviené podle
4.6.6, 5.1.5 a 10.2.12. Podle 4.4.6 také C = Bu (P — Q) je uzavieni.
Tudiz P=AuUC, aecA, beC a mnoziny 4, C jsou oddélené podle
5.1.4. ProtozZe body a, b jsou v téZe kvasikomponenté prostoru P, je to
nemozné,

10.2.15. BudiZ » F-modifikace topologie v v mnoZiné P.
Kvasikomponenty prostoru Pjsoutytéz prtitopologiiujako
pli topologii v. Body x ¢ P, y ¢ P néleZeji podle 5.1.5 a podle defi-
nice 10.2.2 pravé tehdy do dvou riznych kvasikomponent, jestliZe
existuji takové dvé disjunktni uzaviené mnoziny A, B, Ze xe A,
ye B, A uB = P. AvSak mnoziny uzaviené pfi topologii % jsou totoz-
né s mno#inami uzavienymi pri topologii ».

10.3. KONTINUA

Definice 10.3.1. Pravime, Ze prostor P jé kontinuum, jestlize P
obsahuje vice nez jeden bod a je kompaktni a souvisly. Bodov4 mno-
zina M c P je kontinuum, jestlize M jakoZto vnofeny prostor je
kontinuum.

10.3.1, KaZda komponentakompaktnihoprostorujebudto
jednobodova nebo je to kontinuum. Viz 8.3.1, 10.2.1 a 10.2.4.
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10.3.2. Budiz P kompaktni prostor. Budiz U okolf kvasi-
komponenty @ prostoru P. Pak existuji takové dvé oddélené
mnoZiny 4, B,2e AuB =P, Q c A cU. Budiz M soustava viech
téch X c P — @, které jsou v prostoru P soudasné oteviené i uzaviené.
Podle 5.1.5 plyne z definice 10.2.2, 26 P — @ = |J X (X « M), takie M
pokryva P — @ (viz 8.1.2). Pfidime-li k soustavé M mnoZinu U,
dostaneme pokryti prostoru P. ProtoZe P je kompaktni, existuji takové

Ay .y Ay eM, Z6 UuUA;—P. Nyni stati polosit B = |) A4,
i=1 ‘ i=1
A=P_B

10.3.3. Budiz P kompaktni FH-prostor. Kvasikomponenty
prostoru P jsoutotoZnés jeho komponentami. Budiz @ kvasi-
komponenta prostoru P. Podle 10.2.11 mame dokazat, Ze mnozina ¢
je souvisld. Neni-li tomu tak, jest ¢ = 4 u B, kde mnoZiny 4 + 6,
B + @ jsou oddélené. Zvolme a ¢ 4, b ¢ B. Mnoziny 4, B jsou disjunktni
podle 5.1.1 a uzaviené podle 4.6.6, 5.1.5 a 10.2.12, Tudiz 4, B jsou
H-oddélené podle 8.3.19, takZe podle 5.1.15 existuji takové oteviené
G H % AcG, Bc H GnH=0. Podle 4.4.10 a 4.4.13 je oteviend
mnozina @ U H okolim mnoziny 4 u B = @, tak¥e podle 10.3.2 exis-
tuji takové dvé oddélené mnoZiny K, L e Qc KcGUH KuL=
= P.Tudiz K = (KnG)u (K n H). Mnoziny K n G a L jsou oddé-
lené podle 5.1.7; mnoziny K n @ a K n H jsou odd&lené podle 4.6.5
a 5.1.6; tudiz K n @ a (K n H)U L jsou oddélené podle 5.1.8. Jest
aeKnG be(KnH UL, (KnGYu[(KnH)uL]=P; tudiZa, b
naleZeji do dvou riznych kvasikomponent prostoru P.

V ptikladé 8.3.3 je P kompaktni H-prostor, ktery md kvasikompo-
nentu (z) U (b), jez neni komponentou. UvaZujeme-li P v F-modifi-
kaci pivodni topologie, plati totéz a P je F-prostor. Proto v 10.3.3
piedpoklad FH-prostoru nelze nahradit ani predpokladem H-prostoru
ani pfedpokladem F-prostoru.

10.3.4. Budiz P FH-prostor. Budiz M + # monoténni sou-
stava bodovych mno%in. Kazdd X e¢M budiZ kontinuum.
Pak mno%ina C =NX (X ¢ M) budto je jednobodova nebo je
t0 kontinuum. Zvolme libovolné mnozinu R e¢M a oznadme M,
soustavy vech takovych X ¢ M, Ze X c R. Pak M, + @ je monoténni
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soustava bodovych mnozin v prostoru E, ktery je kompaktni a mimo
to je FH-prostorem podle 4.6.10 a 5.2.1. Zfejmé& C = N X (X ¢ M,).
V dalsim prabéhu dikazu pokliddme R za zikladni prostor. Podle
8.3.10 a 8.3.13 je C + 0; podle 8.3.14 je C kompaktni, takZe podle
8.3.13 mnozina C je uzavfena v prostoru R. Zbyva dokazat, Ze mnozina
C je souvisla. Neni-li tomu tak, pak existuji takové dvé oddélené mno-
ziny C, = 0, C, + 0, ze C = C, U C,. Mnoziny C,, C, jsou disjunktni
podle 5.1.1 a uzaviené podle 4.6.6 a 5.1.5, takze jsou H-oddélené podle
8.3.19. Tudiz podle 5.1.15 existuji takové dvé oteviené mnozZiny
G, Gy, % C,c G, C,C G,, G; n G, = P. Kdyby existovala v soustavé
M, mnotina X c G, U G,, bylo by X = (X nG,) U (X nG,); protoze
C,c X n@Gy,byloby X n @G, + §apodobné by bylo téz X n G, +
mnoziny X n G, X n G, by podle 4.6.5 a 5.1.6 byly oddélené; protoze
X € M, je souvisld, je to nemozné. Tudiz X e My = X n F + @, jestlize
F =R — (G,u@G,), takie F podle 4.4.10 je uzaviend. Mnoziny X n F
jsou uzaviené podle 4.4.5 a 8.3.13. Soustava mnozin X n F (X ¢ M,)
je monoténni, takze podle 8.3.10 ma neprazdny prunik, tj. Cn F =+ ¢
a to je zFejmé nemozné.

10.3.5. Budiz Pkompaktni FH-prostor. Budiza, ¢ P, lim a, =
= a. Budiz {4,} posloupnost souvislych bodovych mnozin;
budiZ a, e 4, pro viecka ne N. BudiZz C mnoZina viech ze P
s tou vlastnosti, Ze pro kazdé okoli U bodu z je nekonedné
mnoho takovych =, ze Un 4, + 0. Pak mnoZina C budto je
jednobodova nebo je to kontinuum. Zfejmé je a ¢ C. Snadno se
dokazZe, Ze mnoZina C je uzaviena, takze podle 8.3.1 C je kompaktni.
Zbyva dokazat, Ze mnoZina C je souvisld. Neni-li tomu tak, pak exis-
tuji takové dvé oddélené mnozZiny C, + 0, C, + @, Ze C = C, u C,.
ProtoZe a € C, muZeme predpokladat, Ze a e C,. Zvolme b ¢ C,. Mno-
#iny C, C, jsou disjunktni podle 5.1.1 a uzaviené podle 4.6.6 a 5.1.5,
tak?e jsou H-oddglené podle 8.3.19. TudiZ podle 5.1.15 existuji takové
dvé oteviené mnoZiny &, G,, Ze C, c G4, Coc Gy, Gy n Gy = 9. Je-li
xeP — (G,U@,), jest xe P — C, takie existuje okoli U(z) bodu =
a takovy index k(x), e n > k(x) = 4, n U(z) = 0. Podle 4.4.13 mno-
ziny G,, G, spolu s mnoZinami U(z) [x e P — (G, U (,)] tvoii pokryti
prostoru P. ProtoZe P je kompaktni, existuji takové body x;e P —
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—(G1UG,) (1 <i=mn)v konetném pottu n, %o P — (G, u G, c
c .UIU(%-)- (Je-li P = @G, u G,, pak body z; odpadnou.) Zvolme index k

tak, aby bylo k > k(z;) pro 1 <7 < n. (Je-li P = G, U G, je index k
libovolny.) Pro n >k je potom A4,c G; UG, Nyni méame be C,
a = lim a,; mimo to podle 4.4.13 G, je okolim bodu a, G, je okolim
bodu b. ProtoZe lim a, = a, existuje podle definice 6.3.1 takovy index
h, ze pro viecka n > h je a,€ @, a tedy A, n @, + §. ProtoZe G,
je okolim bodu b e O, existuje takovy index n > h, n >k, %e 4, n
nG, £ 0. Protoze n > k, jest 4, = (4,n Gy) U (4, n G,). MnoZiny
4,n G, 4,0 G, jsou oddélené podle 4.6.5 a 5.1.6. Protoze mnoZina
A, je souvisla, je to nemozné. '

10.3.6. FH-prostor P budiZ kontinuum. Budiz K kompo-
nenta uzaviené mnoziny F + P. Pak je KnF¥rF + ¢. Budiz
naopak K c @, kde G = F — P —F. Podle 4.4.13 a 4.6.5 je G rela-
tivnim okolim mnoziny K ve vnofeném prostoru F, ktery je FH-pro-
storem podle 4.6.10 a 5.2.1 a je kompaktni podle 8.3.1. Tudi# z 10.3.3
plyne, Ze K je kvasikomponentou prostoru ¥. Podle 5.1.3 a 10.3.2 exis-
tuji v prostoru P takové dvé oddélené mnoiiny 4, B, ze K c A c @G,
AuB = F.Podle 5.1.1 je An B = #; podle 4.6.6 a 5.1.5 jsou 4, B
uzaviené. Protoze AU B = F, jest 4 U (Bu P —F)= P. Mnoziny
4 a BUP—F jsou uzaviené (viz 4.4.6). Protoze 4 nB =1,
AcG=F —P—F, jest An(BUP —F)=¢. Tudiz 4, Bu
U P — F jsou oddélené podle 5.1.4. Protoze 4 #+ @ a protoZe mnoZina
P=Au(BUP—F) je souvisld, jest BUP —F = 0§, tedy F = P
a to je nemozné. -

10.3.7. FH-prostor P budiZ kontinuum. BudiZ K kompo-
nenta oteviené mnoziny G + P. Pak je K nFrG + ¢. Budiz
naopak KnFrG@ = 0 neboli K n (@ — G) =9 (viz 4.8.7). Je viak
K c G, tedy K c G, takie K c G. Podle 4.4.13, 5.4.6 a 8.3.19 existuje
takové okoli U mnoZiny K, 7e U c @. MnoZina U je uzaviena; protoZe
Uc@, je U + P. Podle 10.1.7 a 10.2.1 je K souvisla. Podle 4.2.3 je
KcUcTU; z 10.2.2 tedy plyne, Ze existuje takovd komponenta L
mnoziny U, #e K c L. Protoge L c U c G, plyne z 10.2.2 dale, Ze exis-
tuje takovs komponenta M mnoziny G, e Lc M. Tudiz Kc K c
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c L c M, kde K, M jsou komponenty mnoziny G; tudiz K = M, a tedy
té% K = L, tj. K je komponenta mnoziny U. AvSak mnozina U + P je
uzaviens, takie podle 10.3.6 je KnFrU + 0, a tedy téz Kn
nFr U + § podle 4.8.10. To je nemozné, nebot FrUc P —U a U je
okoli mnoziny K.

10.3.8. FH-prostor P budiz kontinuum. BudiZz U okoli
bodu a. Pak existuje takové kontinuum K, 3e aec K, Kc U.
Podle 5.4.6 a 8.3.19 existuje takové okoli ¥ bodu a, Ze ¥ c U. Podle
4.23 je a eV, tedy a e V. Tudi existuje takova komponenta K mno-
ziny V, %e a ¢ K. MnoZina K je uzavtens podle 4.6.6 a 10.2.4, je tedy
kompaktni podle 8.3.1; podle 10.2.1 je K souvisld. Zbyva dokazat, ze K
neni jednobodova, a to je zfejmé pro ¥ = P, nebot pak je K = P.
Necht tedy V + P.Podle 10.3.6je KnFrV + 9, tedy KnFrV + ¢
podle 4.8.10. Tudiz K neni jednobodova, nebot a € K a V je okoli bodu
a, tak¥e a e P — P —V a naproti tomu FrV c P —7V.

10.3.9. Jsou-li K, c P, K,c P kontinua a je-li K,n K, + 0,
je také K, u K, kontinuum. MnoZina K, u K, je zfejmé vice nez
jednobodova, podle 10.1.5 je souvisld a podle 8.3.2 je kompaktni.

Definice 10.3.2. Bodova mnozina S se nazyva semikontinuum, jest-
lize budto S je jednobodova nebo S obsahuje vice nez jeden bod a ke
kterymkoli dv&ma rtiznym bodéim a S, b e S existuje takové kon-
tinuum K c 8, %e ae K, be K.

10.3.10. Kazda jednobodovd mnoZina a kazdé kontinuum
je semikontinuum.

10.3.11. Kazdé semikontinuum je souvislé. Viz 10.1.2 a
10.1.4.

10.3.12. Kompaktnisemikontinuum je budto jednobodové
nebo je to kontinuum.

10.3.13. Jsou-li8; c P, 8, c P semikontinua a je-li 8;n S, +
+ 0, je také S; U S, semikontinuum. Viz 10.3.9.

10.3.14. Jestlize ka?dé dva navzajem rizné body prostoru
P + ¢ jsou obsaZeny v néjakém semikontinuu prostoru P,
je P semikontinuum.
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Definice 10.3.3. Budiz P # ¢ prostor. Je-li « € P, y ¢ P, pak nechf
(z, ¥) € €, znamend, Ze budto 2 = y nebo existuje takové kontinuum
KcP,zexe K, yec K. Pak €, je vztah ekvivalence v mnozing P (viz
1.3), nebot vlastnosti [I€] a [II€] vztahu €, jsou zfejmé a vlastnost
[IIIE] plyne z 10.3.9. Tudiz vztah €, uréuje podle 1.3 rozklad R, pro-
storu P. Kazdy pas rozkladu R, nazveme konstituantem prostoru P.
Konstituanty bodové mnoziny M c P dostaneme, povazujeme-li M za
vnofeny prostor. § nema zidny konstituant.

10.3.15. Konstituanty prostoru P jsou semikontinua.

10.3.16. Jestlize bodova mnoZina Sc P je semikontinuum,
je S tasti pravé jednoho konstituantu prostoru P.

10.3.17. Ka7dy konstituant prostoru P je ¢asti pravé jedné
komponenty prostoru P. Viz 10.2.2, 10.3.11 a 10.3.15.

10.3.18. Jestlize komponenta K prostoru P je semikonti-
nuum, je K konstituant prostoru P. Viz 10.3.16 a 10.3.17.

10.3.19. Aby prostor Pbylsemikontinuum, ktomu je nutné
a stadi, aby P mél pravé jeden konstituant. Viz 10.3.15 a
10.3.16.

10.3.20. Konstituanty kompaktniho prostoru P jsou to-
to%né s jeho komponentami. Budiz S komponenta prostoru P.
Mnozina S je souvisld podle 10.2.1 a je kompaktni podle 8.3.1 a 10.2.4.
Tudiz S je konstituant prostoru P podle 10.3.10 a 10.3.18.

10.4. RozTiNANI PROSTORU

Definice 10.4.1. Pravime, se bodova mnozina M roztind prostor P
mezi body a, b, existuji-li takové dvé oddélené bodové mnoZiny A, B,
teaed beB, AuB =P — M. Pii tom je nutnd a + b (viz 5.1.1).
Pravime, %e bod c € P roztind P mezi body a, b, jestliZe jednobodovi
mnozina (c) roztindg P mezi body a, b.
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10.4.1. Aby bodovad mnoZina M roztinala prostor P mezi
bodya, b,ktomujenutnéastadiabybyloaeP — M, beP— M
a aby kvasikomponenta mnoziny P — M obsahujici a byla
rizné od kvasikomponenty obsahujici b. Podminka ¥iks, Ze
acd, beB P— M= AuB, kde 4, B jsou oddélené ve vnofeném
prostoru P — M. Tudiz tvrzeni plyne z 5.1.3.

10.4.2. Budiz Mc P, ac M —Fr M, be P — M. Pak bodovi
mnozina Fr M roztinid P mezi body a, b. Jest Fr M = M n P —
—M, takie P—FrM =AuB kde A=P—P—M, B=P —
— M. Jest ac A, be B. Mimo to je M okoli mnoziny 4, P — M je
okoli mnoziny B a jest M n (P — M) = @, takZe mnoziny 4, B jsou
H-oddélené. Tudiz 4, B jsou oddélené podle 5.1.9.

10.4.3. Budiz G c Poteviendmnozina;budizacG,beP — Q.
Pak mnozina FrG = G — G’roztlna P mezibody a, b. Viz 4.8.6,
4.8.7 a 10.4.2.

10.4.4. Necht bodova mnoZina M roztind dédi¢né normélni
prostor Pmezibody a, b. Pak existuje takovéd uzaviena mno-
Zina F, 2e F c M a e Froztina P mezibody a, b. Existuji takové
dvé oddé€lené mnoziny A, B, Ze ae 4, beB, P — M = Au B. Pro-
stor P je F-prostor a podle 5.4.9 mnoziny A, B jsou H-oddélené. Podle
5.1.15 tedy existuji takové oteviené mnoziny &, H, 2e A c G, Bc H,
GnH=4¢. Podle 4.4.10 je také G u H oteviens, takie F = P —
— (@u H) je uzaviend. Jest ae @, be H GUH=P —F, Fc M
a mnoziny G, H jsou oddélené podle 5.1.9 a 5.1.12.

10.4.5. Necht bodovd mnozina M roztind F-prostor P mezi
body a, b. Mno%ina P — M budiZ hustéd. Pak existuje takova
uzaviend mnozina F, ze Fc M a %e F roztind P mezi body
a; b. Existuji takové dvé oddélené mnoziny A, B, Ze ae A, beB,
P — M = AvuB. Protote P — M jehusti,je P=P —M = Au.B.
Budiz F = A n'B. Pak F je uzavien. Podle 5.1.2 je F c M a jest
aed—B beB—A4A. Mimo to P—M=(A—B)uB —4) a
z 5.1.2 plyne, e A — B, B — A jsou oddélens.

Definice 10.4.2. Pravime, %e bodova mnozina M ireducibilné roz-
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tind prostor P mezi body a, b, jestlize mno%ina X c M roztind P mezi
body a, b pravé tehdy, kdyz X = M.

10.4.6. Budiz P F-prostor. JestliZe mnozina M c P iredu-
cibilné roztind P mezi body «a, b, jest M uzaviend mnozina.
Podle 10.4.5 stadi ukdzat, Ze mnozina P — M je hust, tj. 2e P — M =
= P. BudiZ naopak ¢ e P — P — M. Protoze M roztini P mezi body
a, b, existuji takové dvé odd&léné mnoziny A4, B, %e ae 4, be B,
P— M = AvuB. Mnoiiny P— M, (c) jsou oddglené podle 5.1.2;
tudiz 4, (c) jsou oddélené podle 5.1.7, takze A, B u (¢) jsou oddglené
podle 5.1.8. Jest aed, beBu(c), P —[M — (¢)] = AU [Bu ()],
takze M — (c) roztina P mezi body a, b a to je nemoiné.

Definice 10.4.3. Pravime, 7e a ¢ P je délici bod prostoru P, jest-
lize P je souvisly, ale mnozina P — (a) neni souvisld.

10.4.7. BudiZ P souvisly prostor. Aby ae P byl délici bod
prostoru P, k tomu je nutné a stadi, aby budto bylo P = (a)
nebo aby existovaly takové body b, ¢, Ze a roztind P mezi
nimi. Piipad P = (a) je zfejmy; jinak viz 10.2.9 a 10.4.1.

Definice 10.4.4: Pravime, %e bodovad mnoZina M rozpojuje prostor
P mezi body a, b, jestlize a, b jsou dva rtzné body mnoziny P — M
a jestlize K n M + @ pro kazdé kontinuum K c P, pro které je a ¢ K,
be K.

10.4.8. Aby bodovd mno%ina M rozpojovala prostor P mezi
bodya,b,ktomujenutnéastaciabybyloae P— M, beP — M
a aby konstituant mnoZiny P — M obsahujici @ byl rizny
od konstituantu obsahujiciho b.

10.4.9. Jestlize bodov4d mnoZina M roztind prostor P mezi
body a, b, pak M rozpojuje P mezi a,b. Viz 10.2.10, 10.3.17,
10.4.1 a 10.4.8.

10.4.10. Budiz P FH-prostor. Jestlize kompaktni Qc P
rozpojuje P mezi body @, b, pak existuje kompaktni M c @
s td&mito vlastnostmi: [1] M rozpojuje P mezi body @, b;
[2] jestlize kompaktni H c M rozpojuje P mezibody a, b, jest
H = M. Budiz 9 soustava vSech kompaktnich X c @, které rozpojuji
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P mezi body a, b. Jest M =+ P, nebot @ ¢ M. Budiz M, + 0 monoténni
podsoustava soustavy M g budiz K = N X (X € M,). Podle 3.9.3 stadi
dokazat, Zze K ¢ M. Podle 8.3.14 je K kompaktni a zfejmé K c Q.
Jestlize tedy neni K ¢ M, pak existuje takové kontinuum C c P — K,
zea e C,b e C. Protoze My c M, jest: X e My= C n X + §. Vsoustavé
M, + 0 vSech mnozin Cn X (X €M) se tedy nevyskytuje prazdnd
mnoZina. Soustava I, je zfejmé monoténni a ze 4.6.4 a 8.3.13 plyne,
ze M, se sklad4 z relativné uzavienych podmnozin vnofeného prostoru
C, ktery je kompaktni a podle 4.6.10 je F-prostorem. Z 8.3.10 tedy
plyne, Ze § + D =NY (Y ¢ M,). To je nemoiné, nebot D = C n K,
CcP—K, tedy D=29.

10.5. IREDUCIBILNE SOUVISLE PROSTORY

10.5.1. Budiz P souvisly prostor. BudiZ ae P, be P, a + b.
Necht mnoZzina @ se skldadd z bodua, z bodu b a ze viech téch
ze P, které roztinaji P mezi a a b. Existuji pravé dvé uspo-
f4ddni mnoZiny @, jeZ maji tu vlastnost, ze jestliZe z, ¢ @ leZi
meziz, e Qax,e@ pak 2, roztind P mezix, a2, Tato dvé uspo-
fadani jsou navzadjem inversni a pfi kazdém z nich je jeden
z bodt a,b prvnim a druhy poslednim. ’

Dikaz. I. Budiz @* = @ — [{a) U (b)]. Pro kazdy bod = ¢ @* podle
definice 10.4.1 existuji takové dvé oddélené mnoziny A(x), B(x), Ze
aeA(x), beB(x), P — (z) = A(zx) u B(zx). Podle 5.1.1 je A(x)n
n B(z) = 0. .

II. Podle 10.1.2 a 10.1.10 jsou mnoZiny (z)U 4(z), (z) U B(z)
souvislé pro kazdy x e @*.

III. Je-li x € @* y e @* 2 * y, pak je budto 4(x) >y U A(y) nebo
() U A(z) c A(y). Nebot je budto y € A(x) nebo y e B(x). Je-li pfedns
y € A(x), pak (x) U B(z) je souvisla ¢ast mnoziny P — (y) = A(y)u
U B(y) obsahujici bod b ¢ B(y), takZe (x) U B(x) c B(y) podle 10.1.3;
protoze A(x) = P — [(x) u B(z)], B(y) = P — [(y) U A(®)], jest A(x)>
o (y) U A(y). Je-li za druhé y ¢ B(x), pak (x) U A(x) je souvisld ast
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mnoZiny P — (y) = 4(y).u B(y) obsahujici bod a e A(y), takie (x) U
U A(z) ¢ A(y) podle 10.1.3.

IV. Pro z € Q*, y € @* budiz
(%, y) e O¥ <= (x) U A(z) C A(y) .

Pak je D* uspofddani mnoziny @Q*, tj. O* spliiuje axiomy (ID) az
(IIIO) vyslovené ve 3.1: (ID) plyne z toho, %e A(z) c P — (), (IID)
plyne z III a platnost (ITID) je zfejmé. Uspofddani O* mnoziny @*
roz$ifime v uspotaddni © mnoziny @ tak, aby a byl prvnim a b posled-
nim bodem pfi D.

V. Necht z, € @ lezi pii O mezi z, € @ a 2, € Q; mame dokazat, Ze ,
roztiné @ mezi body z,, x,. MiZeme piedpokladat, 7e x, lei za , a pied
z,. Jest a + x, = b; mimo to je budto x; = a nebo (x,) U A(z,)
c A(z,) a podobné budto z; = b nebo (z,) U A(z,) c A(x,). Jisté tedy
je z, € A(x,), 3 € P — [(,) U A(x,)] = B(x,). ProtoZe mnoziny A(x,),
B(z,) jsou oddélené a protoze P — (x,) = A(x,) u B(z,), roztini z,
prostor P mezi body x,, z;, tj. uspofadani O mnoziny ¢ m4a vlastnost
ve vété vyslovenou a je ziejmé, Ze touz vlastnost mi i uspofadani
inversni k ©.

VI. Necht uspofddini £, mnoziny @ ma vlastnost ve vété vyslove-
nou. Kdyby bod b lezel pii O, mezi a a ¢ € @*, pak by bod b roztinal P
mezi body a a ¢, tj. existovaly by takové oddélené mnoiiny A4, C,,
%e by bylo P — (b) = 4,u Oy, a e 4,, c e Cy; pak by bylo C; = (¢) U
Ud(c)c P — (b),aedyn Cy, ce Cyn C;; podle 10.1.3 by tedy mno-
Zina C, nebyla souvisld a to je nemozné. Stejné se zjisti, Ze bod a ne-
mize pii O, leZet mezi b a c € @*.

VII. Ze VI plyne, ze pii O, je budto a prvnim a b poslednim bodem
nebo a poslednim a b prvnim bodem mnoziny ¢. MaZeme predpokld-
dat, Ze nastane prva z téchto dvou moznosti, a mame dokézat, Ze potom
je O, = O*. Ktomu je zfejmé t¥eba pouze zjistit, Ze jestlize pii Oy bod
y e @* lezi pred bodem z e @* pak nemuze byt (z)u A(x)c A(y).
Ziejmé pti O, lezi bod y mezi body a, z, tj. existuji takové oddélené
mnoziny 4, X,, ze P — (y) = 4,0 X, a e 4,, v ¢ X,. Kdyby nyni
bylo X, = (x)u A(zx) c A(y), bylo by X, cP — (y)=4,uX,,
aeX, nd, xeX,nX,a podle 10.1.3 by mnozina X, nebyla sou-
visla a to je nemozné.
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Definice 10.5.1. BudteZ a, b dva rizné body prostoru P. Pravime,
ze P je ireducibilné souvisly mezi body a, b, jestlize P je souvisly, ale
zZadna souvisld bodova mnoZina S =+ P neobsahuje oba body a, b.
Bodovd mmnozina M c P je ireducibilné souvisld mezi a, b, jestlie
vnofeny prostor M je ireducibilng souvisly mezi a, b.

10.5.2. BudiZ P souvisly prostor. Budiz ae P, be P, a + b.
Aby P byl ireducibilné souvisly mezi body @, b, k tomu je
nutné a stadi, aby kazdy od aiodd razny bod roztinal P
mezi body a, b.

‘Dikaz. I. Necht podminka je splnéna. Budiz Sc P £ 8§, ae 8,
b € 8; mame dokazat, Ze mnozina S neni souvislad. Existuje bodc e P —
— 8. Jest a + ¢ + b, takZe podle predpoklidané podminky existuji
takové dvé oddslené mnoziny 4, B, Zze ae A, be B, P — (¢) = A u B.
Protoze Sc P —(c),aeAnS, beBnS, plyne z 10.1.3, Ze § neni
souvisla. - .

II. Necht P je ireducibilné souvisly mezi body a, b. BudiZ c ¢ P,
a *+ ¢ £ b. Mame dokazat, Ze ¢ roztind P mezi body a, b. Protoze
aeP — (¢c), b e P — (c), neni mnoZina P — (c) souvisld. Proto existuji
takové dvé oddélené mnoziny 4, B, 726 P — (c)=AUB, acAd,
B + §. Stac¢i dokazat, Ze b €« B. Neni-li tomu tak, pak mnozina 4 U (c)
obsahuje oba body a, b; aviak 4 U (c) podle 10.1.10 je sm/wislé,, takie
A U (c) = P a to je nemozné, nebot AU (¢) =P — B, B-+ §.

10.5.3. Budiz » F-modifikace topologie v v mnoZiné P.
BudiZz aeP, beP, a + b. Aby prostor (P, v) byl ireducibilné
souvisly mezia, b, k tomu je nutné a staci, aby totéz platilo
o prostoru (P, u). Podle 10.1.13 a 10.1.14 je (P, v) souvisly pravé
tehdy, jestlize (P, u) je souvisly. Aby potom P byl ireducibilng sou-
visly mezi g, b, k tomu je podle 10.4.1 a 10.5.2 nutné a staci, aby pro
kazdy bod c € P — [(a) U (b)] lezely body a, b ve dvou riznych kvasi-
komponentach oteviené mnoziny P — (c¢). Tvrzeni tedy plyne ze
4.6.17 a 10.2.15. ‘

Definice 10.5.2. Pravime, Ze prostor P je linedrné orientovdn, jest-
lize P obsahuje vice ne# jeden bod, je souvisly a je dino uspofidani
mnoziny P s tou vlastnosti, Ze kdykoli bod z, lezi mezi body =z,, z,,
pak z, roztind P mezi z,, z,.
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10.5.4. Budiz P linedrné orientovany prostor. Budiz ¢ce P.
Budiz '

(1) A=¢6, [rpledc], B=¢&, [rzac].

Kazd4d z obou mnozin 4, B je oteviend a budto prazdna
nebo souvisld. MnoZiny A u (c), BU (¢) jsou uzaviené a sou-
vislé. ’

Dikaz. I. Budtez z,, x,, x, tfi rizné body. Jestlize z, lezi mezi
z,, T3, pak z, roztind P mezi x,, ;. Obricend nechf x, roztind P mezi
x,, 3; dokaZeme, Ze x, leii mezi ,, z,. Existuji takové oddélené 4,, B,,
ie P — (x;) = Ay U By, 2, € Ay, x3¢ By. Mnoziny A, U (z,), By U (x,)
jsou souvislé podle 10.1.2 a 10.1.10. Protoze oba body «,, 2, lezi v sou-
vislé éasti By U (z,) mnoziny P — (z,), plyne z 10.1.3, Je z, neroztind P
mezi x,, 5, takZe x, nelezi mezi x,, z;. Protoie oba body =z,, z, leZi
v souvislé éasti 4, U (x,) mnoZiny P — (x,), plyne opét z 10.1.3, Ze z,
neroztind P mezi z,, z,, takZe x, nelezi mezi z,, x,. Nyni body z,, z,, ,
jsou navzajem rizné a ani z, ani x; nelezi mezi ostatnimi dvéma; tedy
z, lezi mezi x;, x,.

II. Necht ¢ € P neni ani prvni ani posledni v P. Maji-li A, B vyznam
(1), plyne z I podle 10.4.1, e mnoZina P — (c) mé pravé dvé kvasi-
komponenty, jimiZ jsou mnoZiny A4, B; podle 10.2.14 jsou 4, B kompo-
nenty mnoziny P — (c), takZe jsou souvislé podle 10.2.1. Z 10.2.4
plyne, 7e mnoZina B je relativné uzaviend v P — (c), takze A =
=[P — (¢)] — B je relativng oteviend, a tedy A je oteviend v P
podle 4.6.7. Podobng téz B je oteviend v P. Tudiz AU (¢c) = P — B,
Bu (c) = P — A jsou uzaviené. Posléze jsou 4, B oddélené napft.
podle 5.1.3 a 10.2.5. Protoze P — {¢) = A u B, jsou 4 U (¢), Bu (c)
souvislé podle 10.1.2 a 10.1.10.

III. Necht ¢ € P je prvni v P. Z I plyne podle 10.4.1, Zze P — (c) ma
jedinou kvasikomponentu, takZe mnozina B = P — (c¢) je souvisld
podle 10.2.9. Jest A = 0; mnoZina B U (¢) = P je souvisld; také
4 u (c) = (c) je souvisld podle 10.1.2. Ze A, B jsou oteviené a Ze
AU (c), Bu (c) jsou uzaviené, je ziejmé. Podobné se dokédze tvrzeni
i v piipadé, kdy c € P je posledni v P.

10.5.5. BudiZ P line4rnd orientovany prostor. Dané topo-
logie v P je jemné&j§i ne# ta, kterd vznikne z orientace podle
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definice 6.1.2. P¥i topologii z definice 6.1.2 m4 kaZdé definujici okoli
bodu ¢ € P jeden ze t¥i tvard:

A=¢&, [apledx],

B =¢&, [xpiedd],

C =&, [aptedx, x pied b],

kde a lezi pFed ¢, b leii za c. Podle 4.3.4 stadi ukdzat, Ze kazda takova
mnozina je i pfi pivodni topologii okolim bodu ¢. Aviak A4, B jsou
oteviené podle 10.5.4, takze podle 4.4.11 také C = 4 n B je otevien4.
Protoze viecky t¥i mnoZiny obsahuji bod ¢, plyne tvrzeni ze 4.4.13.

10.5.6. Budiz P linearné orientovany prostor. Aby bodova
mnoZina S % @ byla souvisla, k tomu je nutné a staédi, aby
kazdy bod leZici mezi dvéma body mnoziny S néleZzel do S.
Je-1li § souvisla, pak S je oteviend pravé tehdy, jsou-li
splnény tyto dvé podminky: [1] S budto nemi prvni bod
nebo bod prvni v 8§ je také v P prvnim; [2] § budto nema po-
sledni bod nebo bod posledni v § je také v P poslednim.

Dikaz. I. Necht existuji takové body ae S, be P — 8, ce S, Ze-b
leZi mezi a, c. Mime dokézat, Ze S neni souvisld. Podle definice 10.5.2
existuji takové oddélené A, C, e ae A, ce C, P — (b) = A u C. Pro-
toze ScP —(b),aednsS, ceCnS, plyne z 10.1.3, Ze mnozina S
neni souvisla.

IT. Necht kazdy bod leZici mezi dvéma body mnoziny S nélezi do S.
Mime ukazat, Zze S je souvisld. Podle 10.1.2 muzeme pfedpoklidat, Ze
S obsahuje vice nez jeden bod; necht tedy a ¢S, b e S a necht a lezi
pfed b. Podle 10.1.4 stadi udat takovou souvislou S(a, b)c S, Ze
a e 8(a, b), beS(a,b). Budiz
A=¢, [rpleda)], B=4&, [xpfedd], S(a,b)=[Bu@®)]— 4.
Mnozina S(a, b) se skldda z bodu a, z bodu b a ze viech téch bodd, ,
které lezi mezi a, b; tudiz S(a, b) ¢ S. Z 10.5.4 plyne, ze mnoziny 4 u
U (a), Bu (b) jsou uzaviené a ze A je oteviend, takZe S(a, b) =
=[Bu ®)]nP — A) je uzaviend podle 4.45. Nyni [4 U (a)]u
U S(a, b) = B U (b) je souvisld podle 10.5.4, [4 U (a)] n S(a, b) = (a)
je souvisld podle 10.1.2. Tudiz S(a, b) je souvisld podle 10.1.11.
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III. Necht kazdy bod leZici mezi dvéma body mnoziny S nalezi do S.
Jsou-li splnény podminky [1], [2], plyne snadno z 10.5.4, 7e S je otevte-
né. Jestlize podminka [1] neni splnéna, pak existuje bod ¢ € S, ktery je
prvni v S, ale neni prvni v P, takZe mnoZina 4 = &, [z p¥ed c] neni
prazdné. BudiZ je&t® B = &, [z za ¢]; mnoZiny 4, B jsou oteviené.
Kdyby S byla oteviend, pak by podle 4.4.10 také Bu S = Bu (c) .
byla oteviend. Mnoziny 4, B u (c) by pak podle 5.1.9 a 5.1.12 byly
oddélené; to je vSak nemoZné, nebot prostor P je souvisly, P =
=Au[Bu(c)], A + 0, Bu(c}) + 0. Stejnése dokdZe, ze S neni ote-
viena, neni-li splnéna podminka [2].

10.5.7. BudiZ P linearné orientovany prostor. Budiz ae P,
beP,a + b.Necht Sc Pseskldddzbodua, zbodubaze vieoh
bodl lezicich mezi a, b. Pak je § 1reduclb11ne souvisld mezi
body a, b. Viz 10.5.6.

10.5.8. Necht linedrné orientovany prostor P ma prvni
bod a i posledni bod b. Pak P je ireducibilné souvisly mezi
a,b. Viz 10.5.7. -

L. 3

10.5.9. Necht prostor P je ireducibilné souvisly mezi
body a, b. Existuji pravé dvé uspoi¥adani mnoziny P, vzhle-
dem k nimz je P linedrné orientovany prostor. P¥i jedné
line4drni orientaci je bod a prvni, bod b posledni, pti druhé
obricen&. Obé& linedrni orientace jsou navzajem inversni.
Viz 10.5.1 a 10.5.2.

10.5.10. Prostor P budiZ ireducibilné souvisly mezi body
a,bataké mezibodyc, d. Pak je budtoa =¢, b =dneboa =d,
b =¢. Viz 10.5.9.

10.5.11. Budiz P linedrné&-orientovany prostor; budiz S
souvisld bodovd mnoZina obsahujici vice neZ jeden bod.
Danym uspofddidnimprostoru Puréenéuspoifddidni mnoziny
S-je linearni orientace vnofeného prostoru S. Necht bod
z, € S lezi mezi body z, € S, z, ¢ S; madme ukdzat, Ze x, roztind S mezi
body x;, x,. Nyni x, roztind P mezi body z,, ¥, takze existuji takové
oddélené A, B,ze P — (x,) = AU B, z, e 4,2,¢ B. Pakje § — (z,) =

287



= nd)u(SnB),z,¢eSn4, z¢SnBamnoiiny Sn4, SnB
jsou oddélené v prostoru S podle 5.1.3 a 5.1.7.

10.5.12. BudteZ a, b, ¢ t¥i rizné body prostoru P. Necht
8;c P je ireducibilng souvisld mezi body @, b; necht S,c P
jeireducibilné souvisld mezi body b, ¢c. Aby P bylireducibil-
né souvisly mezi body a, ¢, k tomu je nutné a staéi, aby bylo
predné S, uS,=P, §,n8,=(b) a aby za druhé mnoziny
8, S, byly uzaviené v P,

Dikaz. I. BudiZ P ireducibilné souvisly mezi a, ¢. Podle 10.5.9 mi-
Zeme predpokladat, Ze P je orientovan tak, Ze bod a je prvni a bod ¢
posledni. Budiz

A=¢&, [xptedd], B=4&, [bptedx].

Pakje AnB =0, AUBu(b)=P. Z10.5.6 snadno plyne, %e §, =
=AU ((b), 8, =Bu (). Tudiz S,uS,=P, S, nS, = (b); mnoZiny
8,, 8, jsou uzaviené podle 10.5.4.

II. Budiz S, u 8, =P, S;n S, = (b); mnoziny S,, S, budteZ uza-
viené. P je souvisly podle 10.1.5. Naproti tomu mnozina P — (b) =
=[S, — (6)] U [S, — ()] neni souvisls, nebot mn8iny S, — (b),
8, — (b) jsou oddélené podle 5.1.5 a jest aeS; — (b), ceS, — b.
Mime dokazat, Ze musi byt T' = P, jestlize mnozina T' c P je souvisla
a jestlize a e T, ceT. Pro x ¢ P budiz:

zeS,=> fi@) =z, zeP — 8,=fi(x) =b;

TxeSy= folx) =2, xeP — S, = fo(x) =b.
Dokazeme-li, Ze zobrazeni f,, f, jsou spojitd, je snadné diikaz dokondit;
nebot jestlize 7' c P je souvisla, je fi(T) c 8, souvislad podle 10.1.12;
jestlize mimo to ae T, ceT, je acfi(T), befi(T), tedy S, c f1(T) a
z toho plyne, Ze S; — (b) c T, podobné se zjisti, Ze také S, — (b) c T,
takze P — (b) c T, a tedy T' = P, nebof mnoZina P — (b) neni sou-
vislad. Stadi odivodnit spojitost zobrazeni f,. Budiz z ¢ P a budii
V c 8, relativni okoli bodu f,(x); podle 7.1.1 mame ukézat, ze {7 (V) jé
okoli bodu z. Rozezndvejme dva pfipady. Pfedné budiz f,(z) + b,
tak¥e x = f,(x) e P — 8S,. Podle 4.4.13 je P — 8, okoli bodu . Podle
4.6.2 existuje takové okoli U bodu z, Ze S, n U = V. Podle 4.2.5 je
U—8,=Un(P—8,) okoli bodu z. Ziejmé U — S, =V — 8§, c
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c fX(V), takze f{*(V) je okoli bodu z podle 4.2.4. Za druhé budi filx)=
= b. Opét existuje takové okoli U bodu z, #e S, n U = V. Z¥ejms
13 (V) =V us8,> U, takze f{}(V) je okoli bodu z podle 4.2.4.

10.5.13. Budtez a; (0 <4 <n) navzijem rizné body pro-
storu P. Pro 1 =47 < budiZ 8, uzaviena bodova mnoZina

ireducibilné souvisla mezi body a,_,, a;. Budiz P = LﬂJS‘.. Pro
f=1

l1=si<j=nbudiz S;us; = (a;) vpiipadé j=1+1,8,nS,=90
v pfipadé j > ¢ 4 1. Pak prostor P je ireducibilné souvisly mezi body
@y, A, DokazZe se indukef na zakladé 10.5.12.

10.5.14. Budiz P linearné orientovany prostor. Pak P je
H-prostor. Necht a ¢ P lezi pfed b ¢ P. Budiz

A=2¢&, [xpfeda)], B=¢&, [bpfedz].

Mnoziny 4 U (a), B U (b) jsou disjunktni a podle 10.5.4 jsou uzaviens,
takZe podle 5.1.4 jsou oddélené. Protoze 4 u (a) + # + B u (b) a pro-
toze prostor P je souvisly, existuje bod ¢ e P, ktery nendleZi ani do
A u (a) ani do B u (b). Je-li

C,=¢&, [vpledc], C,=¢&; [cpled2],

jest ae Cy, beCy, C, nCy =0 a mnoziny C,, C, jsou oteviené podle
10.5.4. Podle 4.4.13 je tedy C, okoli bodu a a C, je okoli bodu b. Pro-
toze C; n C, = §, jsou body a, b H-oddélené.

Definice 10.5.3. Pravime, Ze prostor P je pseudooblouk, je-li P
uspofddany prostor bez skoki a bez mezer obsahujici prvni bod a i po-
sledni bod b + a. Bodovou mnozinu M nazveme pseudooblouk, jestlize
vnofeny prostor M je pseudooblouk.

10.5.15. Budi% P prostor ireducibilné souvisly mezi body
a,b. Pak existuje prosté spojité zobrazeni prostoru P na
pseudooblouk. Oznadme u danou topologii v mno#ing P. Podle
10.5.9 mizeme ptedpoklddat, 7e P je linedrné orientovan tak, Ze bod
a je prvni a b posledni. Tato orientace uréuje podle definice 6.1.2
topologii v v mno%iné P. Podle 10.5.5 je u jemnéjsi neZ v, takze podle
7.1.11 identické zobrazeni P na P je prosté spojité zobrazeni prosto-
ru (P, ) na prostor (P, v). Nyni (P, v) je uspofddany prostor s prv-
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nim bodem a a poslednim bodem b. Podle 10.1.13 je (P, v) souvisly
prostor. Tudiz podle 10.1.15 nejsou v P ani skoky ani mezery, takZe
(P, v) je pseudooblouk.

Definice 10.5.4. Budiz P souvisly prostor. Bod a ¢ P se nazyva
koncovyym bodem prostoru P, jestlize ke kazdému okoli U bodu a exis-
tuje takové okoli V ¢ U bodu-a, Ze mnoZina Fr V je jednobodovi.

10.5.16. Pseudooblouk P m4 pravé dva koncové body a,b
a je ireducibilné souvisly mezi body a, b.

Dakaz. I. P je uspofddany prostor s prvnim bodem a a poslednim
bodem b # a, ktery nemd skoki ani mezer, takze P je souvisly podle
10.1.15. Je-liceP,a+c+ bajelid = &, [xpledc], B= &, [rzac)
jsou mnoZiny A, B oteviené a jest P — (¢) = AUDB, aed, beB,
An B =90. Mnoziny 4, B jsou oddélené podle 5.1.9 a 5.1.12. Tudiz
¢ roztind P mezi body a, b a prostor P je ireducibilné souvisly mezi a, b
podle 10.5.2.

II. BudiZz U okoli bodu a. Existuje takovy bod ¢ + a, Ze V = &,
[z pted ¢] c V; V je oteviené okoli bodu a. Protoie a eV, be P —V
a protoze P je souvisly, je Fr V + ¢ podle 10.1.9. Ztejm& V c V U (c),
takze Fr V = (¢) podle 4.8.3 a 4.8.6. Tim je dokéazdno, Ze a je koncovy
bod prostoru P. Podobné také b je koncovy bod.

III. Budizce P,a + ¢ + b. Budiz A = &, [z ptedc], B = &,[2zac]
jako v I. Jest P — (¢) = AU B, ae A, be B a mnoziny 4, B jsou
oddélené. Tudiz jsou 4 v (c), B U (c) souvislé podle 10.1.2 2 10.1.10, coz
ostatné plyne téz z 10.1.15. Podle 4.4.13 je U = P — [(a) u (b)] okoli
bodu ¢. Je-li V c U okoli bodu ¢, jestce P— P —V cP — FrV. Na
druhé strané je ceVn{d u(c)], ae[4d U (¢c)] — V a mnoZina 4 U (c)
je souvisld, takZie [AU (c)InFrV + @ podle 10.4.9. Tudiz An
n Fr V + 0 apodobné se zjisti tézZ Bn FrV % 0. Protoze A nB =,
neni ¢ konecovy bod prostoru P.

10.5.17. BudiZ P prostor ireducibilné souvisly mezi body
a,b. Aby P byl pseudooblouk, k tomu je nutné a stadi, aby P
byl kompaktni.

Dikaz. I. Je-li P pseudooblouk, je P kompaktni podle 8.3.28.
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II. Podle 10.5.15 existuje prosté spojité zobrazeni f prostoru P na
pseudooblouk P,. Podle 6.1.7 je P, H-prostor. Je-li P kompaktni, pak
podle 8.3.24 f je homeomorfni a P je pseudooblouk.

10.5.18. BudteZ a, (0 <4 < ) navzajem rdzné body H-pro-
storu P. Pro 1 =¢ <n budiz S;c P pseudooblouk s konco-
vymi body a;;, a; (viz 10.5.16). Pro 1 <i <j < n budiz S;n
nS; = (a;) vptipadéj=14¢41,8,n8; =0 vptipadd j> i+ L

Pak je S =US; pseudooblouk s koncovymi body a,, a,. Pro
i-1

1 £ ¢ < njemnozina §;ireducibilné souvisld mezia,_,, a; podle 10.5.16.
Mimo to je S; kompaktni podle 10.5.17, tedy uzaviend podle 8.3.13,
tedy relativné uzaviena v § podle 4.6.4. TudiZ 8 je ireducibilné sou-
visld mezi a,, a, podle 10.5.13. Podle 8.3.2 je S kompaktni. TudiZ S je
pseudooblouk podle 10.5.17 a q,, a, jsou koncové body mnoziny S
podle 10.5.10 a 10.5.16.

10.5.19. Budiz Bc P, F c P; Bbudiz pseudooblouk, F budiz
uzaviena. Budiz Bn F # 0. Je-li B orientovana, je mnoZina
Bn F uspotddana jakoitopodmnozina B. Ve mnoZiné Bn F
existuje i prvni i posledni bod. B je uspofidany prostor. B je
kompaktni podle 10.5.17 a mnozina B n F je relativné uzaviend v B
podle 4.6.4, tak?e B n F je kompaktni podle 8.3.1. Bn F je uspofa-
dany prostor podle 6.1.4 a 8.3.29; tudiz tvrzeni plyne z 8.3.28.

Definice 10.5.5. Pravime, %e prostor P je jednoduchy oblouk (v této
knize struné oblouk), je-li P pseudooblouk obsahujici hustou spodet-
nou mnozinu. Mnozinu M c P nazveme oblouk, jestlize M jako vno-
feny prostor je oblouk.

10.5.20. BudiZaeE,,becE,;,a < b.IntervalJ =&, [a St =b]c
cE, je oblouk s koncovymi body a, b. J ireducibilné souvisly
mezi body a, b podle 10.1.16. J je kompaktni podle 8.2.14 a 9.1.20.
Tudiz J je pseudooblouk podle 10.5.17. Zi¥ejmé J obsahuje hustou spo-
getnou mnozinu.

10.5.21. Budi# P oblouk. Pak existuje homeomorfni zobra-
zeni prostoru P na interval J = &, [0=¢ < 1]. Budtez a,} oba
koncové body prostoru P (viz 10.5.16). Existuje spotetna hustd D c P;
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miZeme predpoklidat, e ae D, beD. P je uspotddany prostor
s prvnim bodem @ a poslednim b; v P neexistuji skoky ani mezery.
Jakozto Gast P je D uspoiadana; ze 6.1.8 plyne snadno, Ze D je husté
uspofadana. Podle 3.2.6 existuje podobné zobrazeni ¢ mnoZiny D na
mnoZinu v8ech raciondlnich &isel intervalu J. Snadno se zjisti, Ze
existuje podobné zobrazeni f prostoru P do mnoZiny J, pro které je
@ = [ | D, a Ze zobrazeni f je homeomorfni. ProtoZze P je kompaktni
(viz 10.5.17), je také f\(P) c J kompaktni podle 8.3.15; takZe mnozina,
fY(P) je uzaviend v J podle 8.3.13. Protoze f{(D) = ¢!(D) je husta v J,
musi byt f/(P) =J.

10.5.22. Metrisovatelnypseudoobloukjeoblouk. Viz 4.12.21,
8.3.3 a 9.1.19.

10.5.23. BudteZ a; (0 =<¢ =< n) navzijem rizné body H-
prostoru P. Pro 1 <4 =< budiz §;c P oblouk s koncovymi
body a;,_y,a;. Pro 1 =¢<j =n budiz §;nS; = (a,) v ptipadé

j=1+1, 8;n8; =0 v ptipadé j>1¢+ 1. Pak S=US; je
t=1
oblouk s koncovymi body a,, a,. Pro 1 < i < n existuje spodetna
_— n
mno#ina D,, kterd je hustd v 8,, tj. D;c S; c D,. Je-liD = U D;, pak D
: i-1

je spotetna podle 2.2.6 a D c S c D, tj. D je hustd v S. Tvrzeni nyni
plyne z 10.5.18.

10.5.24. BudiZ a koncovy bod souvislého prostoru P. Paka
nenidélici bod prostoru P. Z definice 10.5.4 je patrné, Ze P je vice
ne# jednobodovy. Je-li @ dglici bod prostoru P, pak existuji takové
oddélené mnozZiny 4, B, 7¢ 4 + ¢ + B, P — (a) = Au B. Podle
4.2.6 existuje takové okoli U bodu a, ¢ A — U + ¢ + B — U. Je-li
V c U okoli bodu a, jest FrV ¢ P —V c P — (a). Podle 10.1.9 je vSak
AnFrV £ 0 %+ BnFrV, protoie mnoziny 4 n (a), Bn (a) podle
10.1.2 3 10.1.10 jsou souvislé. TudiZ mnozina Fr V obsahuje aspoi dva
rizné body, a to je nemozné, je-li @ koncovy bod prostoru P.

10.5.25. Budiz P kontinuum. Pak existuji aspoii dva body,
které nejsou délicimi body prostoru P. Existuji-li pouze
dva takové body, pak P je pseudooblouk.
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Dtkaz. I. BudteZ a ¢ P, b ¢ P dva rizné body; predpoklidejme, Ze
kazdy x ¢ P — [(a) U (b)] je délici bod prostoru P. Dokazeme, %e P je
ireducibilné souvisly mezi body a, b. Jakmile to provedeme, dokondi se
diikaz véty uz snadno. Nebot P je kompaktni, tedy P je pseudooblouk
podle 10.5.17 a podle 10.5.10 a 10.5.16 jsou a, b jeho koncové body.
Z 10.5.24 pak plyne spravnost tvrzeni véty.

IT. Zvolme ce P, a % ¢ # b. Pak ¢ je d&lici bod prostoru P. Tudiz
existuji takové dvé oddélené mnoiiny 4,, B, %e P — (¢) = 4,U B,,
A, + 0 + B,. Podle 5.1.1 je A,n B, =0, podle 10.1.2 a 10.1.10
mnozina A, U (¢) = P — B, je souvisld. MiZeme predpokléddat, Ze
aeAy Z 10.5.2 je patrné, Ze stadi dokazat, Ze b ¢ B,. BudiZz naopak
beA,.

III. Je-li x € By, jest a + x + b, tak’e « je délici bod prostoru P
a existuji takové dvé oddélené mnoziny A(x) + @, B(z) + 0, %e P —
— (x) = A(x) U B(x). Protoze P — B, je souvisld &ist mnoZiny
P — (x), je P — B, podle 10.1.3 obsaZena budto v 4(x) nebo v B(z);
bez Gjmy na obecnosti budiz P — B, c A(x). Mno#ina (z) u A(z) je
podle 10.1.2 a 10.1.10 souvisla.

IV. Pro z € By, y € By necht , x pfed y* znamena, Ze (x) U A(z) C
'c A(y). Snadno se zjisti, Ze je tim definovdno éisteéné uspotidini mno-
ziny B,. Zvolme libovolné x e B, y e B(zx). Protoze P — B, c 4(z),
je yeB, Souvisld mnoZina (2)ud@x)=P — Blz)c P — (y) =
="A4(y) v B(y) je podle 10.1.3 obsaZena budto v A(y) nebo v B(y) a
protoze 9§ = P — Byc A(x)n 4A(y), je (z)u A(z) c A(y). Tedy ke
kazdému z € B, existuje takovy y ¢ B,, Ze je x pied y v Gasteéné uspo-
fadané mnoZing B,. )

V. Ze 3.9.1 nyni plyne, Ze existuje takova linedrné uspofddand pod-
mnoZina 7 + ¢ mnoZiny B,, ke které v B, neexistuje Zadny horni
odhad. Pro z ¢ T, y ¢ T, & y je budto (z) U A(x) c A(y) nebo (y)u
U A(y) c A(z). V prvém piipadé je ziejmé B(y) c B(z), ve druhém
B(z) c B(y). Neprazdné mnoziny B(x) (x € T') tvofi tudiz monoténni
soustavu. ProtoZe prostor P je kompaktni, existuje podle 8.3.7 a 8.3.8
takovy bod y, Ze y ¢ B(x) pro kaidy c ¢ T. ProtoZe P — B, c A(z) c
¢ P — B(z) pro kazdy z e T, je y ¢ B,. Dokézeme-li, Ze y je horni
odhad mnoziny 7, budeme hotovi. Necht tedy ¢ 7, z + y; méme
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dokéazat, %Ze (x)U A(z)c A(y). Protoze A(x)c P — B(x)c P — (y),
z Fy je(x)u A(x) c P — (y) astejné jako ve IV vyjde (z) u A(x) c
c A(y).

10.6. CYRLICKY USPORADANE MNOZINY A CYKLICKE PROSTORY

Definice 10.6.1. Mnozinu P nazveme cyklicky uspofddanou, jestlize
je dana mnoZina € c P X P X P spliiujici tyto éty¥i axiomy (z, v, 2, ¢
jsou libovolné prvky mnoziny P):

[1€] (z,y,2) e €= (y,2,2) ¢ €.
[TI€] Je-li (x, y, 2) € €, pak neni (y, z, z) € €.
[ITI€] Je-lixz + y + z #+ z, je budto (z, y, 2) e € nebo (y, z, 2) € €.

€ nazveme cyklickym uspordddnim mnoZiny P.

10.6.1. BudiZ € cyklické uspotfddini mnoziny P. Pak plati
toto:

[1] Je-li (x,y,2) e, jest (y,2,2) e €, (2,2, 9) €, ale neni ani
(y,z,2) e € ani (2,9, ) e € ani (x, 2z, y) ¢ €.

[2] (x,y,2)eC> 2 + y + 2 + x.

[8] (x,94,2) €, (x,2,t)e €= (x,y,t) e C.
Z (IQ) plyne: (z, y, 2) e € = (y, 2, ) e € = (z, , y) € €; uZijeme-li jesté
[II€], dostaneme [1]. Z [1] plyne snadno [2]. Budiz koneéns (z, ¥, 2) € €,
(z, 2, t) € €; podle [I€] je (y, 2, z) € €, (2, ¢, x) € €, takZe podle [IVE] je
(y, t, x) € €; z toho plyne (x, ¥, t) € € podle [1], takze platii [3].

Definice 10.6.2. Polozime-li

(,9,2) eC*<=(z,y,2) €,

plyne z 10.6.1, 7e zaroveii s € také €* je cyklické uspofddani mnoziny
P. Pravime, ze €* je inversni k €; protoZe ziejmé také € je inversni
k €* pravime také, ze €, €* jsou navzdjem inversni.

Definice 10.6.3, Budiz € cyklické uspofddéni mnoziny P + 0.
Zvolme a ¢ P. Pro x e P — (a), y ¢ P — (a) budiz

(x,y) e D<=>(x,y,a)e €.
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Pak je © uspofddéni mnoZiny P — (a), tj. jsou splnény axiomy [I1D] a%
(IIID], nebot:

(II€] = [ID], [III€]=[IID], ([IVE]= [IIID].
Pravime, Ze uspofdddni O mnofiny P — (a) je vytvofeno cyklickym
usporaddnim € mnofiny P.

10.6.2. BudiZ a ¢ P. BudiZz © uspofdddni mnoZiny P — (a).
Existujeprivéjednotakovécyklické uspotddini € mnoziny
P, kterym je vytvoteno D.

Dikaz. I. Existuje-li Zddané cyklické uspofddini € mnoZiny P,
odvodi se snadno z [I€] a ze [2] v 10.6.1:

(a,z,y)eC=(x,y,a) e €<= (y, a,2) e C<=
<>xeP —(a),yeP — (a), (x,y)eD.

Nyni budtez z, y, z t¥i prvky mnoziny P — (a). Pfedpoklidejme x +
+ y + z £ z, nebot podle [2] v 10.6.1 pouze za tohoto piedpokladu
muZe byt (z, y, z) ¢ €. Pii uspofaddni O leZi budto z pfed z nebo z
pted x. Lezi-li x pfed z, jest (z, 2, a) € €; je-li (z, y, 2) € €, jest (x,y, a) e €
podle [3] v 10.6.1, tj.je zpfed y; mimo to je (%, y,2) e € a (a,x,2) €
podle [1] v 10.6.1, takZe (a, y, z) ¢ € podle [IVE], (y, 2, a) ¢ € podle
[I€], tj. je y pfed z. Obracend budiz x pied y, y pred z; pak je (z,y, a) € €,
(y,2,a) e € tedy (2,a,y)eC, (a,z,9)e€ podle [1] v 10.6.1, takie
(2, z, y) e € podle [IVE] a (z, v, z) ¢ € podle [I€]. Tim je dokazano, Ze
v piipad$ (z, 2z) e O plati (z, , 2) € € pravé tehdy, jestlize y lezi mezi
x, 2. Zaménime-li z, z, vidime, Ze v piipadé (z, z) ¢ O plati (2, y, ) ¢ €
pravé tehdy, jestlize y lezi mezi x, z. AvSak ze [III€] a z [1] v 10.6.1
plyne, %e (pro z #+ y + 2 + x) z obou vztahl (z,y,2) €€, (2,4, %) e €
vZdy plati pravé jeden. Dostivame tedy vysledek, Ze jsou-li z, y, z tfi
prvky mnoZiny P — (a), pak je (z, y, z) ¢ € pravé tehdy, jestlize na-
stane jeden ze t¥i pfipadia . '

@, 9)eD, (y,2) eD;

#,2) eD, (z,2)eD;

(2,2) eD, (x,y)eD.

Srovname-li s tim, co bylo fedeno na poditku dikazu, vidime, Ze
cyklické uspoiadéni €, existuje-li, je uspofddanim O jednoznaéné
uréeno.
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II. Zbyva ukizat, Ze takto urfend mnoZina €c P X P X P je
cyklickym uspofadidnim mnoZiny P, tj., Ze jsou splnény &éty#i axiomy
[I€] az [IVE]. BudiZ nejprve (z, y, 2) ¢ €. Pak nastane jeden z téchto
Sesti pripadi: (1) x=a, (¥,2)eD; () y=20a, (2,2)eD; (3) z=aq,
(z, ) € D; (4) (2,9) €D, (¢,2) € D; (5) (4, 2) € D, (2, 7) € D; (6) (2, @) € D,
(z, y) € O. V kazdém z téchto pripadi je (y, 2, ) ¢ € a v Zd4dném neni
(¥, z, 2) € €. Axiomy [I€] a [II€] jsou tedy splnény. Je-li za druhé
z *+ y * z + z, pak je zfejmé, Ze budto jeden ze t¥i prvki z, y, z je
roven a a z obou ostatnich leZi jeden pfed druhym v uspotddané mno-
ziné P — (a), nebo Ze viecky t¥i prvky =z, y, z lezi v P — (a) a jeden
z nich lezi mezi ostatnimi dvéma. V kazdém z obou p¥ipadu je budto
(%, ¥, z) € € nebo (y, x, 2) € €, takZe axiom [III€] je splnén. BudiZ ko-
necné (x, y, t) € §, (y, 2, t) € €. Pak nastane jeden z téchto osmi pfipadi:

(1) z=a, (¥,2)eD, (1) ¢D;
(2) y=a, (21t D, () eD;
(3) z=a, (x)ed, (r,y)eD;
(4) Il =a, (xyy)EQ: (3/;2)59;
(5) (x;y)GD: (y,Z)ED, (Z;t) GD;
(6) (y,2) €D, (2,1 eDH, (tz)eD;
(7) (zt) €D, (tx)eD, (x,y)ed;
(8) tx) eD, (x,y)ed, (y,2)ed.

V kazdém z osmi pfipadi je (z, z) € €, takZe axiom [IVE] je splnén.

Definice 10.6.4. BudiZ € cyklické uspofadani mnoZiny P. Budiz
aecP,beP,a + b Podmnozinu P skladajicise z prvku a, z prvku b a z
viech téch z ¢ P, pro né% plati (a, z, b) e €, nazveme intervalem cyklicky
usporddané mnoZiny P s poldtkem a a koncem b a oznaéime ji int (P;
a, b; €) nebo strudnéji int (P; a, b).

10.6.3. Budtez §, €* vzdjemné inversni cyklickd uspota-
dini mnoziny P. BudiZ ae P, be P, a + b. Pak jest int (P; a, b;.
€*) = int (P; b, a; €). }

10.6.4. Budiz € cyklické uspofddani mnoziny P. Budiz
aeP,beP,a+b Podledefinice 10.6.3 vytviti € uspofadani O
mno%iny P — (a). MnoZina int (P; a, b; €) se skldda z bodi a, b
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a ze vech (pfi uspotddini ) pfed bodem b leZicich prvka mno-
ziny P — (a); mnoZina int (P; b, a; €) se skldd4 z bodt a, b a ze
viech za bodem b leZicich prvkid mnoziny P — (a). Je-li x ¢ P,
a+x+b jest: xeint (P;a, b; €)<>(a, 2, b) € €; podle [1] v 10.6.1
jest: (@, z, b) e €<=>(x, b, a) e € <=>(x, b) € O. Podobns: z ¢ int (P; b, a;
Q) <=>(b,z,a) e C<=>(b, x) e D.

10.6.5. Budiz € cyklické uspofiddini mnoziny P. Budiz
aeP, beP, a +b, S =int (P;a,b;C), S, =int (P;b, a;€). Pak
jest S;US, =P, 8, nS, = (a)u (). Viz 10.6.4.

Definice 10.6.5. Budiz € cyklické uspofdddni mnoZiny P. Budiz
aeP,beP,a % b, S = int (P; a, b; €). Podle definice 10.6.3 vytviti €
uspofddani O, mnoziny P — (a) a uspofdddni O, mnoZiny P — (b).
O, uréuje uspofddani mnoziny S — (a) c P — (a) a toto uspofddédni
miiZzeme rozsitit pravé jednim zpiisobem na takové uspofddani O mno-
ziny S, p¥i kterém prvek a je prvnim. Pravime, Ze uspordddni O mno-
Ziny S je vytvoteno cyklickym uspofdddnim € mnofiny P.

10.6.6. V definici 10.6.5 zavedené uspofiddani O intervalu
Sc P muZeme obdrZet také tak, ze vyjdeme od uspofddani
mnoziny § — (b) uréeného uspofadanim O, mnoziny P — (b)
a toto uspotfdddni roz§ifime v uspofadani mnoziny § tak,
aby bbylv S poslednim. ProtoZe a je v § prvnim, je (a, b) € . Je-li
zeS, a £z + b, jest (a, z, b) € €, tedy (z, b, a) € € podle [I€], takze
(5 b) € ©. Tudiz je b poslednim prvkem mnoziny § pii uspofadani .
Déle mdme dokézat, Ze pro x e S — (b), ye 8 — (b) jest: (z, y) e D=
=> (2, y) € D,. Je-li viak (x,y)eD, je jisté y + a, tedy (a,y, b) e C.
Je-liz = a, dostdvame ihned (z, y) ¢ O,. Je-li z + a, pak podle definice
D jest (z, y, a) € €; z [IC€] plyne (y, b, a) € €, (y, a, x) € €, takZe podle
(3] v 10.6.1 jest (y, b, z) e €; z [1] v 10.6.1 nyni plyne (z, y, b) « €, tj.
(x, ¥) € D,.

10.6.7. Budiz € cyklické uspofddani mnoZiny P. Budiz
aeP, beP, a+b S=int(P;ab;C€), ceP— 8. Budiz D uspo-
¥4déani mnoziny P — (c) vytvo¥ené cyklickym uspofddénim
€. MnoZina S se sklddi z bodt a,b a z téch bodd mnoZiny
P — (c), které ptiusporddani O lezi mezibody a, b. Uspoi"é,dé,-'
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nim O uréené uspotaddni mnoziny Sc P — (c) je vytvokeno
cyklickym uspofddanim €. Jest @ + ¢ & b a vztah (a, ¢, b) € € je
nespravny; ze [1II€] plyne (¢, a, b) € €. TudizZ je (a, b, ¢) ¢ € podle [1€],
tj. (a, b) € O: a lei v mnozing P — (c) pred (b). Je-lizeS, a + = + b,
jest (a, z, b) € €; protoze (a, z, b) € €, (a, b, ¢) € €, plyne ze [3] v 10.6.1,
ze (a,z,¢c)e€ tj. (a,x)eD; protoZe (¢, a,b)eC, (a z b)e€ jest
(c, z, b) « € podle [IVE] a (z, b, c) ¢ € podle [I€], tj. (x, b) e O; tim je
dokazano, ze v P — (¢) lezi z mezi a, b. Jestlize obricend v P — (c)
leZi « mezi a, b, jest (@, 2)eD, (x,0)eD, tj. (@, 2,¢c)eC (z,bc)eC
a z [I€] plyne (=, ¢, a) € €; protoZe (z, b, ¢) € €, (x, ¢, a) € €, plyne ze [3]
v 10.6.1, Ze (z, b, a) € €, takZe podle [1] v 10.6.1 jest (a, z, b) € €. Vime
u%, Ze a je v S prvni; zbyva tudiz dokazat: (z, y) e D = (z, y, @) e € pro
xeS —(a), ye 8 — (a). Je-li (x, ¥) € O, jest (x, y, ¢) € € mimo to jest
(a, ) € O, tj. (@, z, c) € €, tedy (x, ¢, a) e € podle [I€]; ze [3] v 10.6.1
plyne (z, y, a) € €.

10.6.8. Budiz P=8,uS, §;nS, = (a)u (b), a + b. Budiz D,
uspofadani mnozZiny S, pfikterém prvek a je prvnim, prvek
b poslednim. BudiZ O, uspotfadini mnoZiny S, pfi kterém
prvek b je prvnim, prvek a poslednim. Existuje pravé jedno
takové cyklické uspoiddani € mnoziny P, Zze §; = int (£; q, b;
€),S,=int (P;b,a;C)aze € vytvifiobé uspofddani D,, O,.

Dikaz. I. Existuje-li €, pak € vytvafi uspofadani © mnoziny P —
— (@). Budiz z e P — (a), y ¢ P — (a). Je osm moznych pfipada. Za
prvé budiz x + b + y, x € S,, y ¢ S}; podle definice 10.6.5 jest: (z, y) ¢
eD<(x,y) e, Zadruhé budiZ z 4 b + y, z € S, y € S,; podle 10.6.6
jest: (z,y) e D<= (2, y) € D,. Za tfeti budiz: z £ b + y, xS, ye Sy
pak jest (a, z, b) € €, (b, y, a) e €; podle [I€] jest (x, b, a) e €, takze ze
[IVE] plyne (z,y, a) e Q, tj. (x,y)eD. Za &étvrté budiz = £ b + 7,
z €8, yelS,;; pak jest (y, z) ¢ O, takZe neni (z, y) ¢ O. Za paté budii
xz="5b, yeS;; podle definice 10.6.5 jest: (z,y) e D<(z, y) e D,. Za
Sesté budiz x = b, y € S,; podle 10.6.6 jest: (x, y) e D<= (2, y) € D,. Za
sedmé budiZ y = b, zeS;; pak jest (y,x)eD<(y,z)eD,, tedy
(@, y) e D<>(z, y) e O,. Za osmé budit y = b, x € S,; pak jest (y, x)¢
eD<(y, ) eD,, tedy (xr, y) e D<>(x, y) € D,. Z toho plyne, Ze D je
jednoznadéné uréeno, takze podle 10.6.2 je € jednoznacdné urceno.

298 )



II. Je nyni jasné, jak definovat mnozinu® c [P — (a)] X [P — (a)):
jest (z, y) € © pravé tehdy, jestlize budto x € S, y € S, (z, y) € O, nebo
€8, ye8,, (x,y) €D, nebo konetné xe8,, yeS,, z 4 y. (Ve pro
z % a % y.) Snadno se pfesvédéime, Ze takto urdené O je usporadani
mnoziny P — (a), tj., Ze jsou splnény axiomy [ID] az [IIID]. Podle
10.6.2 existuje cyklické uspofadini € mnoZiny P, které vytvaii O;
z 10.6.6 a z definice 10.6.5 plyne, Ze € vytvéii D, i D,.

Definice 10.6.6. Budiz € cyklické uspofddani mnoZiny P. Jsou-li
a, b, ¢, d prvky mnoziny P, pravime, Ze dvojice (a, b) se k¥i#i s dvojict
(c, d), je-li budto

(a’c’b)€€7 (b)d)tl)EG
nebo

(a,d,b)eC, (bc,a)eC.

Je ziejmé, Ze nezileii na vzajemném pofadi bodi v jednotlivych dvo-
jicich. Z nasledujici véty plyne, Ze muzeme také fikat, Ze dvojice
(a, b), (c, d) se navzdjem kfiZi.

10.6.9. Mnozina P budiz cyklicky uspofidana. Jestlize
dvojice (a, b) se ktizi s dvojici (¢, d),pak dvojice (¢, d) se k¥izi
sdvojici (a,b). MiZeme predpoklidat, Ze (a, ¢,b) € €, (b,d,a) e €. Podle
[I€] jest (c,b,a)e €, (d,a,b)eC. Protoie (d,a,b)e€, (a,c b)eC,
plyne ze [IVE], Ze (d, ¢, b) € €. Protoze (c, b, a) € €, (b, d, a) € €, plyne
ze [IVQ], Ze (¢, d, a) € €. Podle [I€] je tedy (¢, b, d) € €, (d, a, ¢) € €, tj.
dvojice (¢, d) se kiizi s dvojici (a, b).

10.6.10. Mnozina P budiZz cyklicky uspofiddana. Jestlize
dvojice (a, b) se ktizi s dvojici (¢, d), jsou prvky @, b, ¢, d na-
vzijem rtzné. MiaZeme predpoklidat, Ze (a,c, b) €€, (b, d, a)c€C.
Podle [2] v 10.6.1 by mohlo byt nejvys ¢ = d, alepodle [1] tamtéZ ani
10 neni moZné.

10.6.11. €, €* budtez dvé navzidjem inversni cyklicks
uspotrddani mnoziny P. Jestlize dvojice (a, b) se kiizi s dvo-
jief (¢, d)jvzhledem k €, pak plati totéz vzhledem k €*.

10.6.12. Mno%ina P budiz cyklicky uspofiddana. Ze &tyt
navzajemréznych prvkilze pravé jednimzpiisobem vybrat
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dvé navzijem se k¥izici dvojice. Podminka, aby dvojice (a, b) se
kiizila s dvojici (¢, d), da se podle [1] v 10.6.1 vyjadiit tak, Ze ma byt
budto (c,b, a) €, (b,d,a) €€ nebo (d, b, a)eC, (b,c, a)eC. Zavede-
me-li uspofddani © mnoZiny P — (a) vytvofené cyklickym uspofada-
nim €, miZeme také Fici, Ze vzhledem k © ma prvek b mnoziny P — (a)
lezet mezi prvky a, ¢ téZe mnozZiny. Z toho plyne ihned spravnost
tvrzeni.

Definice 10.6.7. Pravime, Ze prostor P je cyklicky orientovdn, je-li P
souvisly, obsahuje-li vice nez jeden bod, nema-li Zadny délici bod a je-li
dano cyklické usporadani mnoZiny P s tou vlastnosti, Ze kdykoli dvojice
bodi (a, b) se k¥izi s dvojici bodi (¢, d), pak bodovd mnozina (a) U (b)
roztind P mezi body ¢, d.

10.6.13. Budiz P cyklicky orientovany prostor. Budii
aeP. Dané cyklické uspotddani € mnoziny P vytvaki podle
definice. 10.6.3 uspofddani © vnofeného prostoru P — (a).
Vzhledem k © je P — (a) linearné orientovany prostor. Pro-
toZe P je souvisly a nema délicich bodil, je mnozina P — (a) souvisld.
Podle 10.1.17 obsahuje P — (a) vice ne% jeden bod. Budiz (c, b) ¢ D,
(b, d) € ©; madme ukézat, Ze b roztind P — (a) mezi body c, d. Podle
definice O jest (c, b, a) € €, (b, d, a) € €, takZe z [1] v 10.6.1 plyne podle
definice 10.6.6, Ze dvojice (a,b) se kiiZi s dvojici (c,d). Tudiz (a) u (b}
roztind P mezi body ¢, d, tj. existuji takové v prostoru P oddé&lené
C,D, 2e P—[(a)u(®)]=CuD, ceC, deD. Nyni P—[(a)u
U (b)] =[P — (a)] — (b) a mnoZiny C, D jsou podle 5.1.3 také v pro-
storu P — (a) oddglené. Proto (b) roztind P — (a) mezi body ¢, d.

10.6.14. Budiz P cyklicky orientovany prostor. Budii
aeP, beP,a+b Budiz S = int (P;a, b). Dané cyklické uspo-
fadani € prostoru P vytvafipodle definice 10.6.5 uspofadani
D vnofeného prostoru S. MnoZina 8 je v P uzaviend a je
mezi body a, b ireducibilné souvisld. O je linearni orientace
prostoru 8, ptikteré je a prvnim a b poslednim bodem."

Dikaz. I. Zavedeme nejprve piedpoklad P — S + 0, o kterém
- dodatedné zjistime, Ze je vidy splnén. Zvolime bod ce P — §; € vy-
tvor usporadani O* vnofeného prostoru P — (c). UvaZujeme-li P — (c)
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v uspofadani D*, je P — (c) linedrn orientovany prostor podle 10.6.13.
Z 10.6.7 plyne, Ze S se sklidd z bodi a, b a z bodé mnoziny P — (c)
lezicich mezi a,b. Proto podle 10.5.7 mno%ina S jeireducibilné souvisls
mezi body a, b. Jestlize x, ¢ S lezi mezi body x, ¢ 8, x; ¢ § vzhledem
k uspofddéni O mnoziny S, plati podle 10.6.7 totéZ vzhledem k uspo-
fadani O* mnoZiny P — (c). ProtoZe D* je linedrni orientace prostoru
P — (c), roztind z, prostor P — (c) mezi body x,, z;. Existuji tedy
takové dvé v P — (c) oddélené mnoziny X,, X, %e [P — (¢)] — (z,) =
=X, uX, xeX,, 2;¢X;. Potom je S—(2,)=(8nX,)uSn
nX,), z;eSnX;, z,¢Sn X, a podle 5.1.3 a 5.1.7 jsou mnoziny
SnX,, Sn X; oddélené v prostoru S. Z toho plyne, 7e O je linedrni
orientace prostoru S. Protoze ¢ e P — 8§, jest (b, c, a) ¢ € podle 10.6.4,
takZe (a, b, ¢) € € podle [1] v 10.6.1, tj. (a, b) € O*. Podle 10.6.7 je tedy
bod a prvni a bod b posledni v S.

II. Podle 10.6.4 se skladd P — § ze viech téch z ¢ P, pro néz je
(b, 2, a) € €. Proto P — § se sklad4 ze vSech téch bodi mnoZiny P —
— (a), které lez{ za bodem & p¥i uspotddani O, mnoZiny P — (a) vytvo-
feném cyklickym uspofadanim €. Podle 10.6.13 je ©, linearni orientace
prostoru P — (a), takze z 10.5.4 plyne, Ze mnoZina P — § je relativné
oteviena v P — (a). Ze 4.6.7 plyne, Ze mnozina P — § je oteviena,
a tedy S uzaviend v prostoru P.

ITI. Zbyv4 odvodit spor z predpokladu P — § = @. Budiz S, =
= int (P; b, a). Podle 10.6.5je Su S, = P, Sn 8, = (a) u (b). Kdyby
byloP — 8§ =P — 8§, = 0, byloby P = (a) U (b) a to je podle 10.1.17
nemozné, nebot prostor P je souvisly. V piipadé P — § = 0§ by tedy
bylo P — S, + 0 a z Gvahy provedené v I by plynulo, Ze mnozina §,
je souvisla. Podle 10.1.17 by existoval bod z € Sy, a + x + b; protoze
SnS,=(a)u (b), bylo by zeP — 8, tedy piece jen P — S + 0,

Definice 10.6.8. Pravime, e prostor P je cyklickyj, je-li mozné jej
cyklicky orientovat. Bodova mnoZina M c P je cyklicka, jestlize vno-
feny prostor M je cyklicky.

10.6.15. Budiz P cyklicky prostor. Budiz ae P, be P, a * b.
Pak existuji pravé dvé bodové mnoziny S,, S, ireducibilné
souvislé mezi body a,b. Jest S;uS, =P, 8;,nS,=(a)U(d).
Bodové mnoziny 8,, S, jsou uzaviené. Je-li P cyklicky orien-
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tovan, pak jedna z mnoZin 8, 8, je intervalem s poddtkem
a a koncem b, druh4 je intervalem s podatkem b a koncem a.
Muzeme predpoklidat, Ze je ddno cyklické uspotddani € prostoru P,
Budiz 8, =int (P;q, b;€), S,=int (P;b, a; ). Podle 10.6.5 je
S;u8, =P, 8,n8, = (a)v (b). Podle 10.6.14 jsou mnoziny S§,, S,
uzaviené a ireducibilné souvislé mezi @, b. Budiz S c P ireducibilng
souvisld mezi a, b; mame dokézat, Ze je budto § = S, nebo § = 8§,.
Zrejmé S + P, takZe existuje bod ¢ e P — S. Protoie S;n S, = (a)u
U () c S, jebudtoce P — 8;neboce P — §,. MiZeme pfedpokladat,
Ze ce P — §,, a dokédZeme, %e potom je S = S;. BudiZ O uspofadani
mnoziny P — (c) vytvofené cyklickym uspofadinim €. Uvazujeme-li
vnofeny prostor P — (c¢) v uspofddani O, je P — (c) linedrné oriento-
vany prostor podle 10.6.13. ProtoZe mnozina 8 c P — (c) je souvisld
a obsahuje oba body a, b, plyne z 10.5.6, Ze S obsahuje viecky body,
které v P — (c) lezi mezi a, b. Protoze v8ak ¢ e P — S}, plyne z 10.6.7, Ze
S, se sklada z bodi a, b a ze v8ech z ¢ P — (c) lezicich mezi a, b. TudiZ
8, c 8; protoze a € S;, b €8, mnozina 8, jé souvisld a mnozina S je
mezi a, b ireducibilné souvisld, jest § = §,.

10.6.16. BudiZ aeP, beP, a +b. Bodové mnoZziny S, c P,
S,c P budtez uzaviené a. mezi a,b ireducibilné souvislé.
Mimo to.budiz S,uS, =P, §,n 8, = (@)U (b). Pak je P cyk-
licky prostor.

Dukaz. I. Podle 10.5.9 existuje linedrni orientace O, mnoZiny S,
pii které je a prvnim a b poslednim bodem, a linedrni orientace 9,
mnoziny 8,, p¥i které je b prvnim a a poslednim bodem.

II. Prostor P obsahuje vice neZ jeden bod a podle 10.1.5 je souvisly.
BudiZ z € P; dokdZeme, Ze z neni délici bod, tj., Ze mnozina P — () je
souvisla. Jsou &tyti mozné p¥ipady: [1]x = a, [2]xe P — 8,,[8]z =,
[4] x € P — 8,; stadi v8ak vySettit prvni dva. Je-liz = a, plyne z 10.5.6,
%e mnoziny S; — (z), S, — () jsou souvislé; protoze [S; — (z)]u
U[S, — @)] =P — (&), befS; — (@)]n[8; — (¢)], je mnoZina P —
— (z) souvisld podle 10.1.5. Je-li ze P — 8,, je zeS;, a + « + b;
z 10.5.6 plyne snadno, Ze existuji takové dvé souvislé mnoziny T',, T,
teaeT, beT, T,uT, =S8, — (x). Jest P— (x) =T,u8,uT,
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aeT n8, beS,nT,; uiijeme-li dvakrit za sebou véty 10.1.5, dosta-
neme, ze mnozina P — () je souvisl4.

III. Podle 10.6.8 existuje takové cyklické uspofzidrim’ € prostoru
P, e
8, =int (P; a, b;€), S,=int (P;d, a;C)

a Ze € vytvari ob& uspofadani O,, O,.

IV. Budiz pe P, a #+ p, H, = int (P; a, p; €), H, = int (P; p, a; €).
Dokézeme, Ze mnoZiny H,, H, jsou uzaviené. Cyklické usporddini €
vytvaii podle definice 10.6.3 usporddini O, mnoziny P — (a). Podle
10.6.4 jest

S =@uBué, [x+a, (z,b)eD)],
8, =(@uB)ué, [z+a (ba)ed],
H =(@u(pué, [z +a,(x,p)eD],
Hy,=@UuU@ué, [z+a (pr)ed].

V piipadé p = b jsou mnoiiny H, = 8,, H, = 8, uzaviené podle

predpokladu. V piipadé p + b je budto (p, b) € O, nebo (b, p) € £,.

Je-li (p, b) € D, jest pe S, a
Hi=@u(@ué, S — (@), (2 p)ed]ch,
HynS, =(@u(p)ué, [xeS —(a), (p,x)eD],

H,=8,u(H,nS,).

ProtoZe D, je linedrni orientace prostoru §,, plyne z 10.5.4, Ze mnoziny

H,, H, n 8, jsou relativng uzaviené v 8. Tudiz H,, H, n S; jsou uza-

viené v P podle 4.6.6 a H, je uzaviend v P podle 4.4.6. V pfipadé

(b, p) € D, probiha dikaz obdobné (viz vétu 10.6.6).

V. Budiz peP, qeP, p +q, K,=1int(P;p, ¢ €), K, =int (P;
g, p; €). Dokazeme, %e mnoziny K,;, K, jsou uzaviené. Podle IV mii-
zeme predpoklidat, Ze p + a + ¢g. Podle 10.6.5 jest

(1) K,UK,=P, K,nK,=(pu(q.

Jest budto a ¢ P — K, nebo a e P — K,; muZeme piedpoklidat, Ze
aeP — K,. Je-li op&t O, uspotdddni mnoziny P — (a) uréené cyklic-
kym uspofddénim €, plyne z 10.6.4:

303



( U(p)ng [27#01, (%P)EQOJ;

(2) ( u (p) u gz [x =|= a) (p7 (E) € 90] b
Ll =1nt(P,a,,q, @)= a U(q)ugz [x*a’) (x,q)e@ol,

( U(Q) Uépa: [.’B *a: (q7 x) 690]'

Jest budto (p, q) € O, nebo (g, p) € O,. Protoze ae P — K,, plyne
z 10.6.7:
(p; 9)€Do:> -Kl = (p) u (q) u g: [25 =|= a’: (p7 x) EDD; (x; 9) 690]:
(g, P) GDOD Kl = (p)u (Q) ué, [z * a, (q’ z) € DO; (z, p) EDO] .
Z (1), (2) a (3) plyne v piipadd (p, q) € O,
(@uK,=H,nL,, K2=(a)UK2=H1UL2

a v ptipadsé (g, p) € O,. .

(@uK,=H,nL,, K= (a)uK,=H,UuL,.
Mnoziny H,, H,, L,, L, jsou uzaviené podle IV, takie (a)u K,,
(a) U K, jsou uzaviené podle 4.4.5 a 4.4.6. Podobné se dokize, Ze téZ
GYU K, (B)uK, jsou uzaviené, takie také K, =[(a)u K,]n
n [(b) v K,] je uzaviend a stejné i K,.

(3)

VI. Dokazeme-li, Ze € je cyklickd orientace prostoru P, budeme
hotovi. Budtez (z,, z,), (¥,, ¥,) dvé navzijem se kiizici dvojice boddy;
podle II a podle definice 10.6.7 je tieba pouze ukazat, Ze mnozZina

(%) U (x,) roztind P mezi body y,, y,. Podle definice 10.6.6 je budto

(T1, Y1, %2) € €, (25, Yp, 7;) € €
nebo )

(xb Yo, xz) € G ’ (x2; Y xl) € @ >
mizeme pFedpoklidat, Ze nastane prvni pfipad. Je-li X, = int (P;
%y, Ty; €), X, = int (P; z,, x;; €), jest y, € X, y, € X,. Podle 10.6.5 jest
X,uX, =P, X, nX, = (x;) U (z,). Podle 10.6.10 jest
P—[@)U(r)]=(P—X,)Uu(P —X;), yeP —X,,
y,e P — X, .

Mnoziny P — X,, P — X, jsou disjunktni a podle V jsou oteviené;
podle 5.1.9 a 5.1.12 jsou tedy oddélené, takZe (x,) U (x,) roztina P
mezi body ¥, ¥s. '
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10.6.17. BudiZz n = 3. Budtez a, (1 <7 < n) navzdjem rtizné
body prostoru P; budiz e, = a,. Prol <7 < nbudiz S, uzavie-
nd mnozina ireducibilné souvisl4 mezi body «,_,, a;. Budiz
P=US;, Prol=i:=<n—1 budiz S;nS,;,;, = (a;); budiz S,n

i=1 ’
NnS,=(,); prol =i=<n—2,14+2=7j=mn,0,19) * (1, n) budiz
8;nS; =9. Pakje Pcyklicky prostor. Podle 4.4.6, 4.6.6 2 10.5.13

n=1
je T = U 8, uzaviend mezi body a, = a, a a,_, ireducibilné souvisla
i=l

mnozina. ProtoZe totéZ plati o mnoZiné S, a protoze Tu §, = P,
Tn S, =(a,) VU (a,_,), plyne tvrzeni z 10.6.16.

10.6.18. Budiz P cyklicky prostor. Existuji pravé dvé
cyklické orientace prostoru P; jsou navzajem inversni.
Budiz ae P, be P, a #+ b. Podle 10.6.15 existuji privé dvé mezi a,b
ireducibilng souvislé bodové mnoZiny S, S, a jest S,uS,= P,
S;n8, = (a)u (b). Budiz € ecyklickd orientace prostoru P. Podle
10.6.15 muiZeme pfedpoklidat, Ze

S, =int (P;a,b;€), S,=int(P;b,a;@q).
Je-li €* cyklickd orientace inversni k €, je podle 10.6.3
8, = int (P; b, a; €*), 8, = int (P;a, b; €*).
Jestlize nyni také €, je cyklickd orientace prostoru P, pak podle
10.6.15 mnozina int (P; a, b; €;) splyne s jednou z obou mnozin §,, S,,
takze je budto
(1) int (P; a, b; §)) = int (P; a,b; €) = 8,
nebo
int (P; a, b; €;) = int (P; a, b; €*) .

Muzeme predpokladat, Ze plati (1) a dokdZeme, Ze potom jest €, = €.
Vedle (1) plati podle 10.6.15 jesté

int (P; b, a; €,) = int (P; b, a; €) = S,.

UZijeme véty 10.6.14. Podle této véty € vytvaii linedrni orientaci O,
mnoZiny S, a linedrni orientaci O, mnoziny S,; podle téze véty €,
vytvaii linedrni orientaci ©,, mnoZiny S, a linedrni orientaci D,
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mnoziny S,. P¥i O, i pfi £, je @ prvnim bodem mnoZiny 8;; pii O,
ipti D, je b prvnim bodem mnoziny S,. Podle 10.5.9 je tedy ©,, = 9,
Dy = 9,, takze €, = € podle 10.6.8.

10.6.19. BudiZ » F-modifikace topologie v prostoru P. Aby
(P, v) byl eyklicky prostor, k tomu je nutné astaci, aby totéi
platiloo (P, u). Z 10.6.15 a 10.6.16 plyne, Ze P je pravs tehdy eyklicky
prostor, jestlize existuji takové dva body a, b a takové dvé uzaviené
mnoziny 8,, S,, Ze S, U8, =P, 8, n 8, = (a) U (b) a Ze ob& mnoziny
Sy, 8, jsou ireducibilné souvislé mezi a, b. Proto tvrzeni plyne ze
4.6.17 a 10.5.3.

10.6.20. Budiz P cyklicky prostor. Pak P je H-prostor.
Budiz ae P, be P, a + b. Budiz € cyklickd orientace prostoru P.
Podle 10.1.17 a 10.6.14 existuji takové body ¢, d, %e (a,¢c, b)e§,
(b, d, a) e €. Podle 10.6.9 jest a ¢Sy, beS, kde S; = int (P; ¢, d; €),
S, = int (P; ¢, d; €). Podle 10.6.14 jsou mnoZiny S,, S, uzaviené,
takze P — S;, P — 8, jsou oteviené. Zrejmé ae P — S,, be P — 8§,
takZe podle 4.4.13 P — S, je okoli bodu @ a P — 8§, je okoli bodu b.
AvBak (P — 8S;)n (P — 8,) = 0 podle 10.6.5, tak?e body a, b jsou
H-oddélené.

Definice 10.6.9. Prostor P nazveme pseudokruZnict, je-li P kom-
paktni a cyklicky. Bodova mnoZina M c P je pseudokruZnice, jestlize
vnofeny prostor M je pseudokruZnice.

10.6.21. Pseudokruznice je kontinuum.

10.6.22. PseudokruZnice je FH-prostor. BudiZ v dana topologie
prostoru P a budiz % jeji F-modifikace. Prostor (P, v) je kompaktni.
Prostor (P, u) je H-prostor podle 10.6.19 a 10.6.20. Tudiz « = v podle
8.3.25.

10.6.23. Budiz P pseudokruznice. Budiz a¢ P, be P, a +.b.
Pak existuji pravé dva pseudooblouky S, c P, S,c P s kon-
covymi body a,b. Jest S;uS, =P, S n8,=(a)u (d). Mno-
Zziny S,, 8, jsou uzaviené. Podle 10.6.15 existuji pravé dvé mez
a, b ireducibilng souvislé bodové mnoziny S;, S,; jest S, u S, =P,
8;n S, = {a) u (b)) 2 mnoziny S,, S, jsou uzaviené. Podle 8.3.1 jsou
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S,, 8, kompaktni, takze to jsou pseudooblouky podle 10.5.17. Z 10.5.10
a 10.5.16 plyne, Ze a, b jsou koncové body pseudoobloukd S,, S, a ze P
neobsahuje zadny jiny pseudooblouk s koncovymi body a, b.

10.6.24. BudiZz ae P, be P, a + b. Uzaviené mnoZiny S, c P,
S, c P budtez pseudooblouky s koncovymi body e, b. Budiz
S,uS, =P, 8,n8S;,=(a)u (). Pak P je pseudokruZnice.
Prostor P je cyklicky podle 10.5.16 a 10.6.16; P je kompaktni podle
8.3.2 3 10.5.17.

10.6.25. Budiz P H-prostor. BudiZae P, be P,a + b. Budte?
S,c P, 8, c P pseudooblouky s koncovymi body a, . Budiz
S,uS, =P, 8,nS,=()u (). Pak P je pseudokruznice.
Mnoziny 8,, S, jsou uzaviené podle 8.3.13 a 10.5.17; tvrzeni plyne
tedy z 10.6.24.

10.6.26. BudiZ n = 3. BudteZ a; (1 < ¢ < n) navzdjem ruzné
body H-prostoru P; budiz a,=a, Pro 1 <:=n budiz §;
pseudooblouk s krajnimi body a@;,,a,. Pro 1=:1=n—1
budiz S;n 8;;; = (a,); budiz S;n 8, = (a,); pro 1 =i <n— 2,
1+2=29=mn, (7)) *(1,n) budiz 8,nS;=0 Budiz Q=

n n-1
=US;cP. Pak @ je pseudokruznice. Podle 10.5.18je T = U S;
i=1 i=1

pseudooblouk s koncovymi body a,_,, a,; totéz plati o S,. Protoze
S.nT = (a,_;) U (a,), plyne tvrzeni z 5.2.1 a 10.6.25.

10.6.27. Budiz P kontinuum; pro Ziddnou dvoubodovou
Zc P nechf mnozina P — Z neni souvisli. Pak P je pseudo-
kruznice.

Dikaz. I. Podle 10.5.25 existuji takové dva rtzné body a, b, Ze
mnoziny P — (a), P — (b) jsou souvislé. MnoZina P — [(a)u (b)]
podle 10.1.17 neni prizdna a podle piedpokladu neni souvisld. Tudiz
existuji takové dvd oddélené mnoziny 4, B, Z¢ P — [(a)u (b)] =
=AUB, A 9+ B. Budiz

S;=Au(@u@®d)=P—B, S,=Bu(au(d)=P—4.
Mno#iny 4, B jsou podle 5.1.6 relativng oteviené v P — [(a) U ()],
takze podle 4.6.7 jsou oteviené a S,, S, jsou uzaviené. Zfejmé S, uU.
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U8, = P. Podle 5.1.1 jest 8, n S, = (a) U (b). MnoZina P — (a) je
souvisld; protoze [P — (a)] — (b) = 4 U B a mnoziny 4, B jsou oddé-
lené, jsou A u (b), B u (b) souvislé podle 10.1.2 a 10.1.10. Podobng
se zjisti, Ze téZ A U (a), B U (a) jsou souvislé. Tudiz S, S, jsou sou-
vislé podle 10.1.5; podle 8.3.1 to jsou.tedy kontinua.

I1. Podle 10.6.24 stadi dokazat, Ze S;, S, jsou pseudooblouky s kon-
covymi body a, b. Stadi provést diikaz pro S;. Podle 10.5.24 a 10.5.25
staci dokazat, ze kazdy od a i od b rizny bod z € S, je délicim bodem
mnoziny ;. Predpoklidejme naopak, Ze existuje takovy ceS; —
— [(a@) u (b)], Ze mnozina S, — (c) je souvisld. Budizxz € S,, @ + = + b.
Kdyby mnozina 8, — (z) byla souvisld, pak by podle 10.1.5 také P —
—[(e) u ()] =[S, — (¢)] U [S, — ()] byla souvisld, nebot a €[S, —
— (¢)]n [S; — (%)); protoZe (c¢)u (z) je dvoubodovad mnozZina, je to
nemo#né. Tudiz z 10.5.24 a 10.5.25 plyne, Ze S, je pseudooblouk s kon-
covymi body a, b. Podle 10.5.16 je tedy S, mnozina ireducibilné sou-
visld mezi body a, b. Podle 10.1.17 existuje bod deS,, a + d + b.
Z 10.5.6 a 10.5.9 odvodime snadno, Ze existuji takové dvé souvislé
bodové mnoziny T, Ty, e aeT,,beT, T, 0T, = S, — (d). Protoze
aeT, n[8; — ()], beT,n[S; — (¢)], dostaneme dvojnasobnym uZi-
tim véty 10.1.5, Ze mnoZina P — [(c) U (d)] =T, u T, u [S; — (c)] je
souvisla. Protoze (¢) U (d) je dvoubodova mnoZina, je to nemozné.

Definice 10.6.10. Prostor P se nazyva topologickd krusnice (nebo
také jednoduchd zaviend kfivka), je-li P pseudokruinice obsahujici
hustou spoletnou mnozinu. Bodovd mnozZina M c P je topologické
kruZnice, jestlize vnotfeny prostor M je topologicka kruZnice.

10.6.28. BudiZz P topologicka kruznice. Budiz ae¢P, be P
a £ b. Pak existuji pravé dva oblouky S, c P, 8,c P s konco-
vymi body a,b. Jest S;uS,=P, S;nS,=(a)u (d). Podle
10.6.23 existuji pravé dva pseudooblouky S, c P, 8, c P s koncovymi
body a,b a jest S;uS,=P, S;n8S,=(a)u (b). Podle 8.3.13
10.5.16, 10.5.17 a 10.6.22 jsou S,, S, uzav¥ené mnoZiny. Nyni existuje
spodetna hustd D c P; muZeme piedpoklidat, Ze ae D, b ¢ D. Budi
D,=8nD, D,=8,nD. Pak je P=D=D,uD,=28, US,.,
podle 4.4.7 jest D,c S,, D,c 8,; protofe aeD,nD, beD,nD,
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8,n8; = (a)u (b), jest D, = S,, D, = 8,. Tudi D, je husté v S,, D,
je hustd v 8, a §;, 8, jsou oblouky.

10.6.29. Budiz P H-prostor. BudiZaeP, be P, a + b. Budte?
S,c P, S8,c Pobloukyskoncovymibody e, b. Budiz $;n S, =
= (a)u (b). Pak S,US, je topologickd kruZnice. S,uS, je
pseudokruznice podle 5.2.1 a 10.6.25. Pro ¢ = 1, 2 existuje spodetna
mno%ina D, hustd v S,. Jest D, 5 S,, tedy D, u D, > 8, U S,, tj. mno-
zina Dy U D, je hustd v 8, u S;; D, U D, je spodetnd podle 2.2.6.

10.6.30. Mnozina § = &, [2® + 2 = 1] c E, je topologicks
kruznice. Budiz 8§, =8né&,,»[y=0], S;=8n6Eu.n [y <0),
a=(1,0), b= (—1,0). Pak je S,u8, =5, 8;n8,=(a)u(b).
Pro (z, y) € E, budiZ f(z, y) = x. Snadno se dokéZe, %e pro s = 1, 2 jest
f|S: homeomorfni zobrazeni mnoziny §; na &, [0 <t < 1]. Podle
10.5.20 jsou tedy S,, S, oblouky s koncovymi body a, 5. Podle 9.1.5 a
9.1.22 je E, H-prostor. Tudiz S je topologicksa kruznice podle 10.6.29.

10.6.31. BudiZ P topologicka kruznice. Pak existuje ho-
meomorfni zobrazeni prostoru P na mnoZzinu &, [2*+ %% =
= 1] c E,. Viz 10.5.21 a 10.6.28.

10.6.32. Metrisovatelnd pseudokruZnice je topologicks
kruznice. Viz 10.5.22, 10.6.22, 10.6.23 a 10.6.29.

10.7. NEKOLIK VET 0 DELICICH BODECH

10.7.1. Budiz P souvisly prostor. Budiz Sc P souvisla
mnozina. BudiZ Z mnoZina téch xS, které jsou délicimi
body prostoru P, ale nejsou délicimi body vnoteného pro-
storu S. Pak existuje v prostoru P takova disjunktni sou-
stava @ neprazdnych otevienych mnozin, e moh & = moh Z.
Pro z ¢ Z existuji takové odd8lené mnoziny A(x), B(x), ze P — (x)
= A(zx) u B(x), A(x) + 0 + B(z). Protoze mnozina'§ — (x) c P — (x)
je souvisl4, mtZeme podle 10.1.3 piedpokladat, Ze S — (z) c A(x).
Mnozina B(x) je podle 4.6.7 a 5.1.6 oteviend. Staci dokédzat, Ze pro

I
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xeZ,yeZ,x £ yjeB(x)n B(y) = 0. Jestye S — (x) c A(x), xS —
— (y) c A(y). MnoZina y u B(y) = P — A(y) je souvisld podle 10.1.2
a 10.1.10. Protoze x e A(y), jest y U B(y)c A(x)u B(z). Protoze
y e A(z), plyne z 10.1.3, %e B(y)c A(x) c P — B(z), takze B(z)n
nBy) = 0.

10.7.2, BudiZ P souvisly F-prostor s druhym axiomem
spocetnosti. Budiz S c P cyklickd mnoZina. Pak S obsahuje
nejvys$ spoéetné mnoho délicich bodu prostoru P. Pfedpokla-
déme-li opak a v3imneme-li si toho, Ze S podle definic 10.6.7 a 10.6.8
nemd 7adny d8lici bod, soudime z 10.7.1, Ze v prostoru P existuje ne-
spodetnd disjunktni soustava neprdzdnych otevienych bodovych
mnozZin. Je vSak ziejmé, Ze to odporuje druhému axiomu spodetnosti.

10.7.3. BudiZz P kontinuum. BudiZ Sc P souvisld mno-
Zina, S + P. Pak existuje bod ae P — 8, ktery neni délicim
bodem prostoru P. BudiZ b ¢ P — §. JestliZe b neni délici bod pro-
storu P, jsme hotovi. JestliZe b je d8lici bod, existuji takové oddélené
mnoziny 4 + @, B+ 9, ze P — (b) = Au B. Protoze Sc P — (b)
je souvisld, mufeme podle 10.1.3 predpoklidat, e Sc 4. Z 10.1.2
a 10.1.10 plyne, Ze bodové mnoziny 4 U (b), B U (b) jsou souvislé.
Podle 4.6.7 a 5.1.6 je mnoZina A oteviend, takie Bu (b)) =P — A4 je
uzaviend; podle 8.3.1 je tedy B u (b) kompaktni. Protoze B u (b)
neni jednobodova, je to kontinuum. Podle 10.5.25 existuje bod a € B,
ktery neni délicim bodem mnoZiny B u (b), tj. mnoZina C = [Bu
U (b)] — (a) je souvisld. Protoze P — (@) =[Au (B)JUuC, be[du
u®]InC, plyne z 10.1.5, Ze mnozina P — (a) je souvisld, tj. @ neni
délicim bodem prostoru P. ProtoZe S c 4, a € B, jest a e P — S podle
5.1.1.

10.7.4. Budiz P souvisly prostor; budiz M c P hust4 mno-
Zina. BudiZ S mnoZina téch z ¢ P, pro néz P — (x) m4a vice neZ
dvé komponenty. Pak jest moh S < moh M. ‘

Dikaz. I. Trividini ptipad jednobodového P muZeme nechat stra-
nou. Podle 10.1.17 je prostor P nekoneény, takie podle 4.1.6 také mno-

Zina M je nekonedna. Ze 3.7.9 plyne, Ze moh M = moh M, kde M, =
=MxMxM.
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II. Je-li z ¢ S, pak mnoZina P — (z) je neprazdni a neni souvisld
(viz 10.2.3). Tudi% existuji takové dvé oddélené mnoziny A(x), K(x), ze
P — (z) = A(z) U K(x), A(x) + ¢ + K(z). Protoze P — (x) mé vice
nez dvé komponenty, mtzeme podle 10.2.2 pfedpoklidat, e mnoZina
K(z) neni souvisla, takze existuji takové odd&lené B(z), C(x), %e K(z) =
= B(z) U C(z), B(z) + ® + C(x). Tudiz (viz 5.1.7):

() P — (x) = A(z) U B(z) u C(x),
(2) A@) + 9, B@)+90, C@) +90,
A(x), B(z)

(3) A(x), C(x) ; jsou oddslené .
B(z), C(z)

Podle 5.1.8 jsou A(x) u B(z), C(x) oddélené, takze C(z) podle 5.1.6
je relativng oteviend v P — (z) a podle 4.6.7 je C(z) oteviend v P.
"Protoze M je hustd v P, je M n C(x) hustd v C(z) podle 4.9.11, takZe
existuje bod fy(x) e M n C(x). Podobné se zjisti, Ze existuji body
i) e M n A(z), fy(z) e M n Blz). Je-li f(z) = [f,(2), 4(2), f2(®)], je |
zobrazeni mnoZiny S do M, takZe podle I zbyva pouze ukazat, Ze
zobrazeni | je prosté.

III. BudiZ naopak z,¢ S, z,¢8, z;, + z,, f{x;) = fi(x,) pro 7+ =
=1, 2, 3. Z 5.1.1 plyne podle (3), Ze mnoZiny napravo v (1) jsou dis-
junktni. Zfejmé muzeme predpoklidat, Ze:

(4) xy € Olzy)

Nyni P — (z,) = A(z,) U [B(z,) U C(z,)] a ze (3) plyne podle 5.1.8,
ze mnoZiny A4(z,), B(z;) U C(z,) jsou oddélené. Z 10.1.2 a 10.1.10
soudime tedy, Ze mnoZina z, U A(x,) je souvisla.

Podobné také (z,) U B(z,) a tedy podle 10.1.5 téz

8 = (z,) U A(z,) U B(y)
je souvisla. AvSak S c P — C(x,), takZe podle (1) a (4) S c A(z,) U
u [B(z,) u C(z,)], Podle 10.1.3 je tedy budto S n A(z,) = ¢ nebo
8 n[B(x,) U C(z,)] = 0. To je nemoiné, nebot S obsahuje body
fil@) = fu(x,) € A(z), fo(21) = fulxs) € B(wy).

10.7.5. Budiz P souvisly F-prostor s druhym axiomem spo-
detnosti. Mno%ina téch x ¢ P, pro n&z P — (z) ma vice nez dvé
komponenty, je nejvys spodetnd. Viz 4.12.21 a 10.7.4.
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10.8. Cvi¢ent k § 10

Nejprve budeme definovat 11 prostora P; (1 = ¢ = 11) vnofenych do E,. Pti
tom uZijeme tohoto oznadeni: je-li a = (a,, a,) € E,, b = (by, b,) € Ey, @ + b, pak
necht Uf(a, b) znamend mnoZinu boda (z,y)eE,, kde z =1ta, + (1 — ) b,,
y=ta, +'(1 —2)b,, 0 < ¢t =< 1; v terminologii elementdrni geometrie je tedy
U(a, b) usedka spojujici bod a s bodem b.

Priklady 10.8.1, 10.8.2. Je-li ¢; = (0,0), b, = (0,1) a pro n =1: a, =
= (n74,0), b, = (n71, 1), pak

[- =]
= U Ula,, b,) u Ulay, @) U U(bg, by)

N=
(=<}
=U U(a'm bo) .
n=0
Piiklad 10.8.3. Je-li D mnoZina bodt (z, 0) ¢ E,, kde = probihd triadické
diskontinuum (viz definici 9.6.4), a je-li opét b, = (0, 1), pak
=U:U( b)) (EeD).
P#{klad 10.8.4. BudiZ a, = (0,0), a, = (1,0); proneN, 1 << 2" — 1
budiz b,;, = (¢.27",0), ¢,; = (¢. 2", 2"); pak

o 2n-1
P, =U(a,, a,) u Ul U U(bpss Cna) -
nel =1

Priklad 10.8.5. Budi¥ ¢, = (0, 0), @, = (0, 1); pro n ¢ N budiZ b, = (r~1, 0),
¢, = (n71, 1); pak

Py =Ula;, a5) v UI[U(bm ¢p) U Uley, by 1a)] -

Priklad 10.8.6. BudiZ ¢, = (0,0),a, = (1,0); pron e N, 1 =7 < 2"-! budi%
b ='[(26 — 1) 277, 2-]; pak

®» 29-1

Py=Ula, a5) u U1 UI[U(bm’ n+1,2{— ) v Uy, b n+1, 21)]
n i=

Piriklad 10.8.7. BudiZ a = (0, 0); pron ¢ N budiZ b, = (n~1, 0); pro n ¢ N,
2 ¢ N budiZ c,; = [(n + 1)}, n~%%1]; pak
P = U(a’ 1) U U U U(b'n’ c'nz)

n=1z¢=1

Piiklad 10.8.8. BudiZ 4, mnoZina téch boda (—1, y) € E,, pro né% y = 0;
budiZ 4, mnoZina téch bodl (1, y) € E,, pro né% y = 0; pro n ¢ N budiZ

App-3 = (1 - 2_n’ O) s AQp-1 = (_ 1 + 2_7;’ 0) y Ggp = (Ov n) H
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pek
@

Pyg=4,u4d,u UIU(a,,, @pia) -
n=

Piiklad 10.8.9. Pron ¢ N budiZ 4, mnoZinatéch (z, y) € E,, pro né% z = n-1,
y 2 0; pro n ¢ N budi? B, mnofina téch (z,y) ¢ E,, pro né% je predns n*(x? +
+ 4?) = 1 a za druhé budto z < 0 nebo ¥ < 0; pak

Py=yU (4,uB,).

n=1
Priklady 10.8.10, 10.8.11. Pro n = 0,1, 2, 3, ... budi¥ 4, mnoZina téch
(@, y) € Ey, pro néZ (x + n)? + y2 — 3y = 0, B, mnoZina téch (x, y) ¢ E,, prond
(@ + n) + y* + 3y = 0, C,, mnokina viech (n, y) ¢ E,. Déle budi# CF mno¥ina
téch (0, y) € E,, pro né% y = 0, D mnoZina viech (z, 0) ¢ E,. Pak

@
Py=UM4,uB,uC)uCyuD,
1

=

@
P,=U(4,uB,uC,)uC¥uB,uD.
n=1
10.8.1. Prostory P,, P,, Py, P,, P;, Py, P, jsou kontinud. Prostory Py, P,,
Py, Py, jsou souvislé.
10.8.2. Budi% a = (0, 0), b = (0, 1). Budi#
M=é”(z,'u) [z=00<y<1],
N=~&4z, [0<z=1y=0mneboy=1].
Pak je (a) u (b) kvasikomponenta prostoru P, — (M u N).
(-2} .
10.8.3. Konstituanty prostoru Py = U (4, u B,) jsou mnoZiny 4, u B,

el
(n e N).
10.8.4. Bod (0, 1) je dlicim bodem prostoru P,.
10.8.5. Body a, b, (n € N) byly definovdny v piikladé 10.8.7. MnoZina

Q@=[P;, —U@b)lu(@uv Ul(bn) C P

je souvisld; body b, (n ¢ N) jsou délicimi body mno#iny Q.

10.8.6. Existuje prosté spojité zobrazeni prostoru P, ne prostor P,; i prosté
8pojité zobrazeni prostoru P,; na prostor P, avSak neexistuje homeomorfni
zobrazeni prostoru P,, na prostor P,,. Ditkaz posledniho tvrzeni lze opiit o to, Ze
piedné existuje takové okolf U bodu (0, 0) v prostoru Py, Ze pro kazdé v U obsa-
Zené okoll ¥ bodu (0, 0) v prostoru P,, mnoZina Fr V obsahuje aspot pét bodu,
a ¥e za druhé v kazdém okoli W bodu (0, 0) v prostoru Py, je obsaZeno takové
okoli T'bodu (0, 0) v prostoru P,,, e mnoZina Fr V neobsahuje vic neZ pét bodi.
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10.8.7. Budte¥ S, c P, S, c P souvislé mnoZiny. Aby mnoZina S, u S, byla
souvisld, k tomu je nutné a staéf, aby mnoZiny S,, S, nebyly oddélené.

10.8.8. Budi¥ M + @ soustava souvislych bodovych mnoZin prostoru P.
Necht pro Zédnou volbu dvou mnoZin 4 ¢ M, B ¢« M nejsou A, B oddélené. Pak
mnoZina |J U (X € M) je souvislé.

10.8.9. Aby prostor P # § byl souvisly, k tomu je nutné a staé{, aby platilo:
XcP, 0X+P=>FrX+0.

10.8.10. Budiz S c P, S # §; budiZ P — S = 4 u B s odddlenymi 4, B. Pro
kaZdou od S riznou X c S necht mnofina P — X je souvisld. Pak mnoZiny
A u S, BuS jsou souvislé.

_ 10.8.11. Necht P, @ jsou dva vice ne% jednobodové souvislé prostory. Pak
prostor P X @ nemd Zddny délici bod.

10.8.12. Komponenty prostoru P X @ jsou mnoZiny X X ¥, kde X (Y) pro-
bihé komponenty prostoru P (Q).

10.8.13. Budi# P souvisly prostor. Necht mnoZina S ¢ P mé koneéné mnoho
komponent. Budi¥ P — § = 4 u B s oddélenymi A, B. Pak také S u A md
koneény podéet komponent, nejvys rovny poétu komponent mnoZiny S.

10.8.14. Necht mnoZiny 4 c P, B C P jsou uzaviené; necht 4 u B je sou-
visld; necht 4 n B mé koneéné mnoho komponent. Pak mnoZina 4 nemé vice
komponent neZ mnoZina 4 n B.

10.8.15. Ve cvi¢enf 10.8.14 je dovoleno slovo ,,uzaviené‘ nahradit slovem
,,oteviends:.

1Q8.16. BudiZ P souvisly prostor. Budiz f spojitd funkce v oboru P. BudiZ
aeP,beP,cel, fla) < f(b) < f(c). Budiz:
zeP, x+b= flx)+ {b).
Pak je b délici bod prostoru P.

10.8.17. BudteZ P, Q vice neZ jednohodové souvislé prostory. Budif | spojité
funkee v oboru P X @. Pak prostor P X @ obsahuje nejvys dva takové body ¢,
Ze:

zeP X Q, z+ &= f@)+ {(&.

10.8.18. Aby prostor P mél nekoneéné mnoho komponent, k tomu je nutné
a stadi, aby existovala spojitd funkce f v oboru P, pro kterou moh f1(P) = N,

10.8.19. Tvrzeni véty 10.3.2 neplati pro prostor P = P, — (M u N) (viz
ptiklad 10.8.1 a cvié. 10.8.2). ,

10.8.20. Ve vété 10.3.6 nelze piedpoklad, Ze P je kontinuum, nahradit pfed-

pokladem, %e P je souvisld mnoZina. To lze odivodnit piikladem, ve kterém
P c P, (viz piiklad 10.8.1). ‘
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10.8.21. Ve v&td 10.3.7 nelze pfedpoklad, %e P je kontinuum, nahradit pred-
pokladem, Ze P je souvisld mnoZina.

10.8.22. FH-prostor P budiZ kontinuum; budi¥ a ¢ P. Budi# M mno%ina
téch x ¢ P, ko kterym existuje takové kontinuum K c P, %e K + P, a ¢ K,
x e K. Pak M je hustd mnoZina.

10.8.23. Budiz P souvisly prostor; budte? K, c P, K, ¢ P kontinua. Pro
z e K,, y € K, necht existuje z ¢ P, ktery roztinéd P mezi z, y. Pak existuje takovy
aeP,%0 P — (@) = A u B,kde 4 > K, B> K, amnoZiny 4, B jsou oddglené.

10.8.24. FH-prostor P budi# kontinuum; 4, B budte? neprézdné disjunktni
uzaviené bodové mnozZiny. Pak existuje takové kontinuum K c P,%e K n A +
* @ = K n B, aviak pro kezdé od K rizné kontinuum H c K je budto H n
nA4Ad=0nebo Hn B = 0.

10.8.25. FH-prostor P budiZ kontinuum; budiz M cP,M *+ @ Pak existuje
takové kontinuum K C P, 7e K D M, aviak M — H + ) pro ka?dé od K rizné
kontinuum H c K.

10.8.26. Budiz 0 <z <1, a, = (0,0), a, = (0, 1), b = (0, z). Pak bod b
rozpojuje prostor Py (viz ptiklad 10.8.5) mezi body a,, a,, aviak bod b neroztind
P, mezi a,, a,.

1 1

,—) pro n e N,

1
10.8.27. BudiZ ¢ = (0,0), b = (0, 1), ¢ = |0, -], =\
oo oo (o), om (2

@
= {¢) u U (¢,). MnoZina S roztind prostor P, (viz piiklad 10.8.2) mezi body
Tal

a, b. Neexistuje M C P,, kterd by ireducibilné roztinala P, mezi a, b. Bod ¢ roz-
pojuje P, mezi a, b.

10.8.28. BudiZ H mnoZina vSech racionédlnich éisel, K mnoZina v8ech iracio-
ndlnich &isel. BudiZ P c E, mnoZina vSech téch (z, y) € E,, pro néZ plati budto
zeH,y ¢ Hneboz ¢ K, y « K. Pak P jo souvisly prostor. Dikaz struéné nazna-
¢ime. Je-li P = A u B, 4 % 0 * B ajsou-li 4, B oddélens, plyne ze souvislosti
prostoru E,, %e musi existovat takové redlné ¢islo a, Ze kaZdé z obou mnoZin
4, B obsahuje bod tvaru (a, y). ProtoZe A, B jsou oteviené, miZeme predpokld-
dat a ¢« K. BudiZ (a, b) € 4, (a, ¢) ¢« B. Existuje takové &islo 6 > 0, Ze

zeKy= (z,b)ed, (xr,c)eB, kde Ky=&,[zeK,a<z<a-+d].

Pro ka?dé x ¢ K, existuje takové nejvétsi f(z) ¢ E;, %e pfednd b < f(z) <c
a za druhé

a<y<f@®, yeK=>(@y)ed.
Pro ka?dé z € K, jest [z, f(z)]e A n B cE, — P a tedy f(z) e H. BudiZ {r,}P
posloupnost jejimiZ &leny j jsou pravé ta y ¢« H, pro kterd b < y < ¢. Jest K, =

= U M,, kde M, = &, [ ¢ K,, f(x) = r,]. Existuje takové n ¢ N a takovy in-

=l

r

315



terval JcE,la<xz<a + 8), Ze: zeJ n K = flx) = 7,. Pro zeJ n K jest
(z,7,) e A n B; totéZ musi pak platit pro z¢J n H. To je nemo%né, nebot
zeH = (x,r,)ePcE, — 4 nB.

10.8.29. BudiZ P tyZ prostor jako ve cvi¢. 10.8.28. Budiz D mnoZina téch
disel = ¢ E;, pro né% 2" .z je celé pfi vhodném n ¢ N. BudiZ @ mnoZina téch
(x,y) e P, pro néZ x ¢ E;, — D. VSechny komponenty prostoru @ jsou jedno-
bodové. Body (z, ¥) € @, (§, 1) € @ ndleZeji pravé tehdy oba do téZe kvasikompo-
nenty prostoru @, jestliZe z = £. Dakaz posledniho tvrzeni lze vést podobné
jako dukaz ve cvié. 10.8.28.

10.8.30. BudiZ D triadické diskontinuum (viz definici 9.6.4); budiz B (S)
mno#ina v8ech pistupnych (nepfistupnych) bodi mnoZiny D. BudiZ @ = (0, 1).
Pro z ¢ D budiz L(z) = Ula, (z, 0)]. BudiZ @, mnoZina vSech téch (z, y) ¢ E,
-8 raciondlnim y, pro néZ existuje takové & e R, %e (x, y) ¢ L(£). BudiZ @, mnoZina
vSech téch (z, y) € E, s iraciondlnim ¥, pro néz existuje takové & ¢ S, Ze (z, y) ¢
€ L(&). Budiz P = @, v @, C E,. KaZdd vice neZ jednobodovéd souvisld ¢dst P
obsahuje bod a. Nicméné prostor P je souvisly; dikaz struéné naznaéime. Budiz
P = 4 u B s oddélenymi A, B, kde a ¢ A, B + @; mame dojit ke sporu. Je-l
& eSS, budiz & € S, nebo & ¢S, podle toho, zda @, n L(§) c 4 & B n L(§) + 0.
Je-li & € S,, pak existuje nejmensi takové f(£) e Ey, Ze 0 < f(£) < laZe(x,y) e 4
pro kazdy (z, y) #L(§) s iraciondlnim y > f(£). Pro & € S, budiZ (&) ten bod
(z,y) « L(§), pro ktery y = f(£). Pak plati: £eS, >¢(é)e A n B CE, — P;

@
z toho plyne, Ze f(£) je raciondlni, a tudi% S, = U E,, kde hodnota f(£) je téZ pro
1

ne= " '
viecky £ € E,; budi¥ {(£) = a, pro & € E,. Proka?dé & ¢ D existuje bod p(£) € L(&)
s druhou soufadnici rovnou a,. Pro & ¢ R jest p(é) e P C E, — (4 n B); pro
EeE, _]est p(€) = p(&) e A n B. Z toho plyne, Ze mnozina E, je fidké v D, takZe

Ru U E, = R u S, je prvni kategorie v D; z toho plyne, Ze S, je hustd v .D. Je-li
nal

nynifeD,xze L(E) a je-li U oteviené okoli bodu z, pek existuje takové n € S, Ze
L(p) n U # @. Protoze mno%ina U n L(z) je hustd v L(n), je také P n L(n) n
nU £ 0,tedy A n U + @, nebot P n L(yn) C A. Z toho plyne, %e A>3 Pato je
nemozné.

10.8.31. BudiZ opét P, = (P,, u) prostor z prikladu 10.8.1; budiZ opét a, =

= (0, 0), @, = (1, 0) a budiZ T = Ul(ay, a,) — (a,). Pro X ¢ P, budiZ »X = uX,
jestlize @y e X u (X n T), jinak budiz vX = u(X) — (@,). BudiZ w F-modifi-
kace topologie v v mnoZiné P,. MnoZina § = P, — T je souvisld pfi topologii w,’
ale neni souvislé pfi topologii v.

10.8.32. BudiZ u pfirozend topologie v E,. BudiZz @ = &,[0 <z = 1]; budiZ w
symbol rizny od prvki mnoZiny @; budiZ P = @ u (w). Necht mnoZina F c P
se sklddd z prvku w a z disel n~! (n ¢ N). Topologii v mnoZiné P definujeme takto.

Pro XcP jest X — [(0) u (@)] = u[X — (w)] — (0); mimo to: 0eX<=>
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<>0eceu(X — F), w e X<>budto w ¢ X nebo 0 eu[(X n F) — (0)]. Pak P jo
H-prostor a je to kontinuum. MnoZina F je v P uzaviend a K = (w) je jeji kom-
ponenta; avSak K n Fr F = §). Z toho plyne, %e v 10.3.6 nelze vynechat pied-
poklad, %e P je F-prostor. Rovné% tak nelze v 10.3.6 vynechat predpoklad, e P
jo H-prostor. Abychom to nahlédli, miZeme pravé popsanou topologii v mnoZing
P nahradit jeji F-modifikaci a poloZit '

, ® S
F = v(iuvUU©¢é — =z —|, K= .
(@) v (9) ,Hl £ [2n 41 = = 2n] (@)
10.8.33. Je-lia ¢ P, b ¢ Py, a + b (viz pfiklad 10.8.1), pak existuje nekoneéns
mnoho obloukd C ¢ P s koncovymi body a, b.

10.8.34. BudiZ P = P, nebo P = P, (viz piiklady 10.8.4, 10.8.8). Budi%
€ + ¢ disjunktni soustava obloukd C c P. Budi% U pokryt{ prostoru P. Pak
existuje jen konedné mnoho takovych C ¢ €, pronéZ plati: X ¢ Il = ¢ — X + 0.

10.8.35. Je-li P néktery z prostord Py, Py, P); (vizptiklady 10.8.9 aZ 10.8.11)
a je-li C c P oblouk, pak mnoZina P — C neni hustd. Naproti tomu pro P = E,
je mnoZina P — C husté pro kaZdy oblouk C c P.

10.8.36. BudiZ P mnoZina téch bodl (z, ¥) € E,, pro né% jest: z = 0, ¥y = 0,
z + y < 1. Existuje takovd disjunktni soustava € oblouka, Ze P = | (X € §).
Ka%d4 takové soustava € je nespodetné.

10.8.37. Podle 10.5.25 existuji v kaZdém kontinuu P aspon dva takové body
z,%Ze prostor P — (z) je souvisly. Naproti tomu kontinuum P; (viz piiklad 10.8.5)
obsahuje jediny takovy bod a, %6 P — (a) je sernikontinuum a lze udat podobné
kontinuum, které neobsahuje Z4dny takovy bod a. .

10.8.38. Budiz P = P, nebo P = P, (viz ptiklady 10.8.1, 10.8.6). Budiz
ae¢P, beP, a + b. Existuje takovéd topologickd kruZnice C C P, %e a¢C,
beC.

10.8.39. Budi¥ 0 <t £ 1, a(t) = (0,¢), Q(t) = &, [x e Ps, z > 0] (viz p¥iklad
10.8.5). Pak mnoZina Q() u (a(t)) je ireducibilné souvisld mezi body (1, 0), a(t).

10.8.40. Budi? f funkece v oboru E;. Aby mnoZina é’(z’m [y = f(x)] obsahovala
kontinuum, k tomu je nutné a stadi, aby existoval takovy interval J, Ze funkce
f1J je spojitd.

1 .
10.8.41. Budi% ¢(0) = 0; prox ¢ E, — (0) budiZ ¢(x) = sin e Necht mnoZina

viech &lenti posloupnosti {#,}® je mno¥ina viech racionéleth éfsel. Prox ¢ E,
budiz
@
1
fo) = D o plw— )
n=1
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BudiZ P = &, [y = f(2)1 C 52 Pak P je linedrnd orientovany prostor, ktery
neobsahuje Z4dné kontinuum.

10.8.42. BudiZ f funkce v oboru E;. Mno#ina &', 4, [y = f(x)] C E, budiZ sou-
vislé. Pak ke ka%dému a ¢ E, existuji takové &selné posloupnosti {a,}, {b,}, Ze
a, < a < b, pro viecka n, lim g, = lim b, = a, lim f(a,) = lim f(b,) = f(a).

10.8.43. BudiZ f funkee prvni t¥idy v oboru E,. Necht ke kaZdému a ¢ E, exis-
tuji takové ¢iselné posloupnosti {a,}, {a,}, Ze a, < a < b, pro vieckan, lim a, =
= lim b, = @, lim {(a,) = lim {(b,) = f{a). Pak prostor P = & (..., [y = }(x)] C E,
je souvisly; dikaz stru¢né naznaéfme. BudiZ P = 4 u B s neprdzdnymi oddéle-
nymi A, B. Pro ¢ E, budiZ z ¢ 4, v piHpadé [z, f(x)] e 4, = ¢ B, v piipadd
[x, f(z)] e B. BudiZ 0 mnoZina vSech bodi spojitosti funkee f. Je-liz e 4, n C,
pak z je vnitinim bodem intervalu obsaZeného v A ; existuje nejvétsi takovy
interval, ktery oznadéime J(zx). Podobné pro x e By n C budiZ J(r) nejvétsf
z intervala s vnitinim bodem x obseZenych v B,. KaZdy J(z) (z € C) jo uzavieny
interval. Podle 9.5.26 je mnoZina C hustd v E,; totéZ plati omnozind S = |J J(z)
(x € C). Je-li T mnoZina viech krajnich bodu vech intervala J(z) (x € C), plyne
z hustoty mnoZiny S, 2e S u T' = E,. Proto¥e 4, * @ *+ B,, jest T * §; snadno
ge zjisti, ¥e T' c Ay n B,. Podle 9.5.26 existuje ¢ ¢ T, ktery je bodem spojitosti
funlkee f | T'. Pro urditost necht ¢ € 4,. Bod ¢ le#{ uvniti takového intervalu U, Ze
UnTc A, Jest U c 4,. Kdyby toti% bylo U n B, % §, bylo by Un B, n
nS %P nebot E, = SuT,UnTc A4, Podle definice mno¥iny § by existo-
valo takové z, ¢ C, %e J(x,) C By, J(x,) n U £ 9. ProtoZe U obsehuje bod
ce Ay, C E, — J(z,), leZel by v U néktery krajni bod d intervalu J(z,); protoZe
interval J(z,) C B, je uzavieny, hylo by d ¢ B, a to je nemo#né, nebot d ¢ U n
nTcAd, Tim je dokdzéno, Ze U c 4y, = P — B,. ProtoZe U je okoli bodu ¢,
jest ¢ € E;, — B,. To je nemo#né, nebot ¢ ¢ T, T c B,, a tedy T c B,.
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