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§10. S O U V I S L É M N O Ž I N Y 

10.1. POJEM SOUVISLOSTI 

D e f i n i c e 10.1.1. Bodová množina JH c P se nazývá souvislá, jest-
liže i l í 4= 0 a jestliže ze vztahu M = Au B, A 4= 0 4= B plyne, že 
množiny A, B nejsou oddělené (viz definici 5.1.1). 

10.1.1. B u d i ž Q v n o ř e n d o P . B u d i ž McQ. M n o ž i n a M j e 
p r á v ě t e h d y s o u v i s l á v p r o s t o r u Q, j e - l i s o u v i s l á v p r o s t o r u 
P. Viz 5.1.3. 

10.1.2. J e d n o b o d o . v á m n o ž i n a j e s o u v i s l á . Viz 5.1.1. 

10.1.3. B o d o v é m n o ž i n y A c P , P c P b u d t e ž o d d ě l e n é ; 
b o d o v á m n o ž i n a ( S c i u í b u d i ž s o u v i s l á . P a k j e b u ď t o 
8 c A, SnB = 0 n e b o S c B, S n A = 0. Podle 5.1.7 jsou S n A, 

8 n B oddělené. Protože S = (S ň A) u (S n P ) je souvislá, je buďto 
S n 4 = 0, tedy S c B, nebo S n P = 0, tedy S c i . 

10.1.4. J e s t l i ž e k a ž d é d v a n a v z á j e m r ů z n é b o d y a, b p r o -
s t o r u P =# 0 j s o u o b s a ž e n y v s o u v i s l é S{a, b) c P , p a k p r o s t o r P 
je s o u v i s l ý . Nechť naopak P = Ar\B, A + 0 + Bs oddělenými 
A, B. Zvolme a e A, b e P . Pak je A n S(a, b) 4= 0 4= P n S(a, b). 

Protože S(a, b) je souvislá, je to podle 10.1.3 nemožné. 

10.1.5. B u ď t e ž S1cP, S2cP s o u v i s l é b o d o v é m n o ž i n y . 
Je - l i n S2 4= 0, j e t a k é S1 u S2 s o u v i s l á . Zřejmě u St 4= 0. 
Budiž u S2 = A u P ; množiny A, B buďtež oddělené. Máme do-
kázat, že buďto A = 0 nebo B = 0. Nechť naopak A 4= 0 4= B. 

Z 10.1.3 plyne jednak, že buďto S1c\A = Q nebo n P = 0, jednak, 
že buďto S2 n A = 0 nebo S2 n B = 0. Jsou čtyři možnosti: [1] S1 n 
n A = S2 n A = 0; [2] S1 n B = S2 n p = 0; [3] n = S2 n 
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fl B = 0; [4] S± n B = S2 n A = 0. Avšak [1] dává A = 0, [2] dává 
B = 0, [3] nebo [4] dává n S2 = 0; to vše je nemožné. 

10.1.6. B u d i ž ae P. B u d i ž SDi 4= 0 s o u s t a v a s o u v i s l ý c h b o d o -
v ý c h m n o ž i n , z n i c h ž k a ž d á o b s a h u j e b o d a. P a k m n o ž i n a 
T = U X (X e SDí) j e s o u v i s l á . Zře jmě T * 0. Budiž bx e T, b2e T. 

Existuj í takové Sx e 50?, S2e 5DÍ, že bx e S1} b2 e S2. Jest e u S2, 

b2 e St u S2 a z 10.1.5 plyne, že množina Sx u S2 je souvislá. Tudíž T je 
souvislá podle 10.1.4. 

10.1.7. J e s t l i ž e m n o ž i n a ScP j e s o u v i s l á , p a k t a k é S j e 
s o u v i s l á . Zře jmě S 4= 0. Buďtež A, B oddělené a budiž S = A u B\ 

máme dokázat, že je buďto A = 0 nebo B = 0. Podle 10.1 .1 můžeme 
předpokládat S = P. Pak jsou A, B disjunktní a uzavřené podle 5.1.5. 
Podle 1 0 . 1 . 3 je buďto S c A nebo S c B, takže podle 4 . 4 . 7 je buďto 
S c A nebo S c B; z toho plyne snadno, že A = 0 nebo B — 0. 

10.1.8. ScP b u d i ž s o u v i s l á . J e - l i ScTcS, p a k t a k é T 
j e s o u v i s l á . T o plyne z 10.1 .1 a 10.1.7, neboť T = T n S je relativní 
uzávěr množiny S v prostoru T. 

10.1.9. B u d i ž AcP, ScP. S b u d i ž s o u v i s l á ; b u d i ž 

4= 0 * S — A. P a k je ' S n F r A 4= 0. Jest P = A u ( P - A) = 

= A u P — A, tudíž S = ( S n í ) u ( S n P^A). Protože S n i : 
D i S n i 4= 0, S n P — A 3 S — A 4= 0 a protože S je souvislá, ne-
mohou S n A, S n P — A bý t oddělené; jsou však relativně uzavřené 
v e svém sjednocení S, takže podle 5 . 1 . 5 nemohou bý t disjunktní. Tudíž 
S n Z n P — A 4= 0 neboli ^ n F r i 4= 0. 

10.1.10. B u d i ž P s o u v i s l ý p r o s t o r . B o d o v á m n o ž i n a S 

b u d i ž b u ď t o p r á z d n á n e b o s o u v i s l á . B u d i ž P — S = A u B 

s o d d ě l e n ý m i A, B. P a k k a ž d á z o b o u m n o ž i n S u A, S u B je 
b u ď t o p r á z d n á n e b o s o u v i s l á . Stačí uvažovat $11^4. Budiž 
S u A = H u K s oddělenými H, II. Máme dokázat, že buďto H = 0 
nebo K = 0. Jelikož S c H u K, je podle 10.1.3 buďto S c H nebo 
S c K. Bez ú jmy na obecnosti budiž S c H. Protože S u A = H u K, 

S c H, je K c A (viz 5.1.1). Množiny K, B jsou oddělené podle 5.1.13, 
takže K, H U B jsou oddělené podle 5.1.14. Avšak snadno se zjistí, že 
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P = K u (H u P ) . Podle 1 0 . 1 . 3 je tedy buďto K = 0 nebo H u B = 

= 0, a tedy H = 0. 

10.1.11. B o d o v é m n o ž i n y A 4= 0, i? 4= 0 b u ď t e ž u z a v ř e n é . 
B o d o v é m n o ž i n y Au B, A n B b u ď t e ž s o u v i s l é . P a k t a k é 
m n o ž i n y A, B j s o u s o u v i s l é . Podle 4 .4 .7 je A — B c A, tedy 
A—B n (B - A) = 0 a podobně též B—A n (A - B) = 0, takže 
množiny A — P, B — A jsou oddělené podle 5.1.2. Tudíž jsou splněny 
předpoklady vě ty 1 0 . 1 . 1 0 , jestliže do ní za P, S, A, B dosadíme po 
řadě A u B, A n B, A — B, B — A. Z toho plyne (viz 1 0 . 1 . 1 ) , že mno-
žiny A = (A n B) u (A - B), B = (A n B) u ( P - A) jsou sou-
vislé (neboť A 4= 0 * B). 

10.1.12. B u d i ž / s p o j i t é z o b r a z e n í s o u v i s l é h o p r o s t o r u P 
na p r o s t o r P1. P a k t a k é P x j e s o u v i s l ý . Zřejmě P1 4= 0. Budiž 
P j = A u B s oddělenými A, B. Máme dokázat, že buďto A = 0 nebo 
P = 0. Jest P = f - i ( A ) u /"HP) a množiny f - ^ A ) , f - ^ B ) jsou oddě-
lené podle 7.1.13. Protože P je souvislý, jest f-1{A) = 0 nebo / _ 1 ( P ) = 
= 0, a tedy A = 0 nebo B = 0. 

10.1.13. B u ď t e ž u, v d v ě t o p o l o g i e v m n o ž i n ě P . J e - l i u 
j e m n ě j š í n e ž v a j e - l i S c P s o u v i s l á p ř i t o p o l o g i i u, j e S sou-
v i s l á i p ř i t o p o l o g i i v. Topologie u (v) prostoru P určuje topologii 
u* (v*) vnořeného prostoru S; zřejmě u* je jemnější než v*. Je-li mno-
žina S souvislá při topologii u, je prostor (S, u*) souvislý podle 10.1.1. 
Ze 7 . 1 . 1 1 a 10.1 .12 plyne, že také prostor (S, v*) je souvislý, takže podle 
10.1.1 množina S je souvislá při topologii v. 

10.1.14. B u d i ž u P - m o d i f i k a c e t o p o l o g i e v v m n o ž i n ě P . 
N e c h ť m n o ž i n a ScP j e b u ď t o u z a v ř e n á v (P, v) n e b o o te -
v ř e n á v (P, v) n e b o j e p r ů n i k e m m n o ž i n y u z a v ř e n é v (P, v) 

s m n o ž i n o u o t e v ř e n o u v (P, v). J e - l i S s o u v i s l á p ř i t o p o l o g i i u, 

p a k S j e s o u v i s l á i p ř i t o p o l o g i i v. Definujme u*, v* stejně jako 
v předešlém důkazu. Jestliže S není souvislá při topologii v, plyne 
z 5.1.5, že S = A u P , kde A 4= 0 4= B, A n P = 0 a množiny A, B 
jsou relativně uzavřené v (S, v*). Podle 4 .6 .8 je A = S n F, kde P je 
uzavřená v (P, v). Z definice topologie u pijme, že P je uzavřená 
v (P, u), takže podle 4 . 6 . 4 množina A = S n F je relativně uzavřená, 
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v (S, u*). Podobně též B je relativně uzavřená v (S, u*). Protože 
S = A u B, A + 0 + B, A n B = 0, plyne z 5.1.5, že S není souvislá 
při topologii u. 

1 0 . 1 . 1 5 . B u d i ž P =# 0 u s p o ř á d a n ý p r o s t o r . A b y P b y l sou-
v i s l ý , k t o m u j e n u t n é a s t a č í , a b y v P n e b y l y a n i s k o k y an i 
m e z e r y . 

D ů k a z . I . Je-li {A, B) skok nebo mezera v P, plyne snadno z defi-
nice 6.1.2, že množiny A, B jsou otevřené v P. Protože A u B = P , 
A n B = 0, jsou A, B oddělené podle 5.1.6. Protože A 4= 0 4= P , 
není P souvislý. 

I I . Nechť P není souvislý. Pak je P = A u P , kde A 0 + B 

a množiny A, B jsou oddělené. Zvo lme a e A, b e B. Podle 5 . 1 . 1 je 
a =(= b\ můžeme předpokládat, že v P leží a před b. Def inujme množinu 
C c P takto. Bod x e P zařadíme do C právě tehdy, jestliže předně x 

leží před b a za druhé buďto je x e A nebo existuje y e A, který leží 
mezi x a b. Položme ještě D = P — C. Zře jmě a e C, b e D, tedy 
C #= 0 =|= D. Mimo to je patrné, že: 

x e C, z eP, z před x=> z e C . 

Tudíž (C, D) je řez v uspořádané množině P . Rozeznáváme dva pří-
pady. 

I I I . P r v n í p ř í p a d . V množině C existuje poslední prvek c. Snadno 
zjistíme, že c leží před b, že c e A a že žádný y e A neleží mezi c a b. 

Podle 5 . 1 . 2 je c e P — B. Tudíž podle 4 . 2 . 9 a podle definice 6 . 1 . 2 exis-
tuje takové okolí zprava U bodu c, že U n P = 0. Můžeme předpo-
kládat, že všecky body y e U leží před b; pak je zřejmě U n A = (c). 

Protože A u P = P , jest U = (c). Z toho pi jme podle 6.1.1, že existuje 
de P, který leží přímo za c. Zře jmě je d první prvek v množině D. 

Tudíž (C, D) je skok. 

I V . D r u h ý p ř í p a d . V množině C neexistuje poslední prvek. Jest-
liže v množině D neexistuje první prvek, jest (C, D) mezera a důkaz je 
hotov. Nechť tedy d je první prvek v množině D. Snadno se nahlédne, 
že d e B, že buďto d = b nebo d leží před 6 a že žádný y e A neleží mezi 
d a b. Podle 5 . 1 . 2 je de P — A. Tudíž podle 4 . 2 . 9 a podle definice 
6 . 1 . 2 existuje takové okolí zleva U bodu d, že U n A = 0. K d y b y by lo 
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x e U n -B, x =|= d, pak by x ležel před b a mezi a; a 6 by neležel žádný 
y e A, takže by bylo x e D\ to je nemožné, protože by pak x e D ležel 
před prvním prvkem d e D. Tudíž U n B = (d). Protože A u B = P, 

jest U = (d). Protože d e D není prvním v množině P, plyne ze 6.1.1, 
že existuje c e P, který leží přímo před d. Zřejmě je c poslední v množině 
C a to je nemožné. 

10.1.16. A b y b o d o v á m n o ž i n a T c E1 b y l a s o u v i s l á , k t o m u 
je n u t n é a s t a č í , a b y b u ď t o T b y l a j e d n o b o d o v á n e b o a b y t o 
b y l i n t e r v a l . Z e j m é n a p r o s t o r j e s ám s o u v i s l ý . Viz 10.1.15. 

10.1.17. S o u v i s l á m n o ž i n a j e b u ď t o j e d n o b o d o v á n e b o ne-
k o n e č n á . 

10.1.18. B u d i ž P p r o s t o r . B u d i ž / s p o j i t á f u n k c e v o b o r u P. 
J e - l i m n o ž i n a S c P s o u v i s l á a o b s a h u j e - l i /*(S) v í c e než 
j e d n o č í s l o , p a k ^ ( S ) j e i n t e r v a l . Viz 10.1.12 a 10.1.16. 

1 0 . 1 . 1 9 . B u d i ž P s o u v i s l ý úp lně r e g u l á r n í p r o s t o r . J e s t l i ž e 
P n e n í j e d n o b o d o v ý , j e s t moh P exp Budiž aeP, beP, 

a =# b. Podle 4 . 4 . 3 a podle definice 8.4.1 existuje taková spojitá 
funkce / v oboru P , že f(a) = 0, f(b) = 1. Podle 2 . 3 . 4 a 1 0 . 1 . 1 8 je 
moli /J (P) = exp N0, takže moh P exp X0. 

1 0 . 1 . 2 0 . S o u v i s l ý P P - p r o s t o r j e j e d n o b o d o v ý n e b o nespo -
č e t n ý . Jinak by podle 10.1.17 existoval spočetný souvislý PP-prostor 
P a to je podle 10.1.19 nemožné, protože podle 5.4.10 a 8.4.3 by P 
byl úplně regulární. 

1 0 . 1 . 2 1 . B u d i ž C #= 0. P r o k a ž d é zeC b u d i ž P ( z ) s o u v i s l ý 
p r o s t o r . B u d i ž R = tyP(z) {z e C). P a k t a k é R j e s o u v i s l ý 
p r o s t o r . 

D ů k a z . I . Nechť prostory Pu P 2 jsou souvislé. Dokážeme, že také 
P j X P 2 je souvislý. Budiž aeP1X P 2 , beP1 X P2, a = (au a2), 
b ~ (&i> t>2). Podle 10.1.4 stačí udat takovou souvislou S c Px X P 2 , že 
ae S, b e S. Protože P x je souvislý, soudíme ze 6.2.7, že také množina 

= P j x (a2) je souvislá; podobně též množina S2 = (bj X P 2 je 
souvislá. Protože (blt a2) e Sx n S2, je množina S = U S2 souvislá 
podle 1 0 . 1 . 5 a jest a e S, b e S. 
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I I . Je-li C konečná, soudime z I indukcí, že prostor R je souvislý. 
V případě nekonečné C vedeme důkaz nepřímo. Jestliže R není sou-
vislý, jest R = A u B, kde A 4= 0 4= B a množiny A, B jsou oddělené. 
Zvolme a e A, b e B. Z 5.1.6 plyne, že množina BcP je otevřená, 
takže B je okolí bodu 6 podle 4.4.13. Tudíž existuje taková konečná 
část K -j=0 množiny C, že tyzU(z) c B, kde pro z e K je U(z) vhodně 
volené okolí bodu b(z) e P(z) a pro ze C — K je U(z) = P(z). Budiž c 
ten bod prostoru R, pro který 

ze K=> c(z) = b(z), z e C — K => c(z) - a(z) . 

Podle 4.2.3 je c e B. Budiž Q množina těch x e R, pro něž platí 

z e C — K =>- x(z) = a(z) ; 

dále budiž T = tyP(t) (t e K). Protože množina K 4= 0 je konečná, je T 
souvislý prostor. Zřejmě existuje takové prosté zobrazení / prostoru T 

na množinu Q, že pro x e T, t e K splyne ť-souřadnice bodu x s ¿-sou-
řadnicí bodu f{x). Snadno se zjistí, že zobrazení / je homeomorfní, 
takže množina Q = /1 (T) je souvislá. Jest QcR = AuBs odděle-
nými A, B. Podle 10.1.3 je tedy buďto Q n A = $ nebo Q n B = 0. 
T o je nemožné, neboť a e Q n A, c e Q n B. 

10.1.22. B u d i ž / i n v e r s n ě s p o j i t é z o b r a z e n í p r o s t o r u P na 
p r o s t o r Px. P r o k a ž d ý yePx b u d i ž /-1(Í/) s o u v i s l á m n o ž i n a . 
J e - l i S1c.P1 s o u v i s l á , j e t a k é S = / _ 1 (£ i ) s o u v i s l á . Zřejmě 
S + 0. K d y b y S nebyla souvislá, existovaly by v P takové oddělené 
množiny A, B, že A * 0 * B, A u B = S. Budiž Ax = p{A), Bx = 

= f\B), takže Ax 4= 0 4= Bx, A1uB1 = Zře jmě A c Z " 1 ^ ) . 
Je-li však x e f-^AJ, y = f(x), jest y e f^A), tedy n A 4= 0. Jest 

y e fí(S) = Slt tedy f-^y) c f-^Sj) = S = A u B. Protože / - % ) c 
c A u B, protože A, B jsou oddělené a protože /-1(ž/) n A 4= 0, plyne 
z 10.1.3, že /-1(2/) c A. Protože y = f(x), jest x e A. T ím je dokázáno, že 
A = a stejně se dokáže, že B = (^(BJ. Protože A, B jsou 
oddělené, jsou Alt Bx oddělené podle 7.2.7. T o je nemožné, neboť 

= Ax u Bx je souvislá a Ax 4= 0 4= Bv 

10.1.23. B u d i ž P s o u v i s l ý p r o s t o r . B u d i ž @ 4= 0 s o u s t a v a 
o t e v ř e n ý c h m n o ž i n ; b u d i ž P = U X ( I f ® ) . B u d i ž aeP, 

beP. P a k e x i s t u j e t a k o v á k o n e č n á p o s l o u p n o s t {A{}", že: 
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[1]1 ^ ť ^ n = > i 4 < 6 @ ; [ 2]1 ^ i ^ n - 1 => At n Ai+1 #= 0; [3 ]aeA1, 
beAn. Zvolme množinu H1 e @ tak, aby bylo a e Označme @1 

soustavu všech takových G e ©, ke kterým lze udat konečnou posloup-
nost {(?<}" tak, aby bylo: [1] 1 ^ i ^ n => (?ť e [2] 1 ^ i ^ n — 1 => 

=> Ot fl Gi+1 * 0, [3] G1 = H1} Gn = G. Zřejmě platí: 

(1) 0 ( 0 , , G*e®, GnCř* 4= 0 = > 0 * 6 ® ! . 

Existuje taková H2e®, že b e H2. Máme ukázat, že H2 e Nechť 
naopak H2e® — @1. Zřejmě H1 e ®1. Položme 

M1 = \JX ( Z e , Mt = U X (X <= ® - ®t) . 

Pak je aeMlt be M2, tedy M1 4= 0 4= M2. Zřejmě P = M1u M2. 

Z (1) plyne Mlr\M2 = 0. Podle 4.4.10 jsou Mu M2 otevřené. Tudíž 
M1} M2 jsou oddělené podle 5.1.6. Protože prostor P je souvislý, je to 
nemožné. 

1 0 . 2 . KOMPONENTY A KVASIKOMPONENTY 

D e f i n i c e 10.2.1. Budiž P 4= 0 prostor. Je-li x e P, y e P, pak nechť 
(x, y) e £ znamená, že existuje souvislá bodová množina, která obsa-
huje oba body x, y. Pak je £ vztah ekvivalence v množině P (viz 1 . 3 ) ; 

neboť ( I g ) plyne z 1 0 . 1 . 2 , ( l i g ) je zřejmé a ( I l l g ) plyne z 1 0 . 1 . 5 . Tudíž 
vztah g určuje podle 1 . 3 rozklad 91 množiny P ; pásy tohoto rozkladu 
nazveme komponentami prostoru P . Komponenty bodové množiny 
M c P dostaneme, pokládáme-li M za vnořený prostor. 0 nemá žádnou 
komponentu. 

10.2.1. K o m p o n e n t y p r o s t o r u P j s o u s o u v i s l é m n o ž i n y . 
Viz 10.1.4. 

10.2.2. K a ž d á s o u v i s l á čás t p r o s t o r u P j e č á s t í p r á v ě j e d n é 
k o m p o n e n t y p r o s t o r u P . 

10.2.3. A b y p r o s t o r P b y l s o u v i s l ý , k t o m u j e n u t n é a s tač í , 
aby P m ě l p r á v ě j e d n u k o m p o n e n t u . Viz 10.2.1 a 10.2.2. 
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10.2.4. K o m p o n e n t y p r o s t o r u P j s o u u z a v ř e n é m n o ž i n y . 
Je-li Q komponenta prostoru P, je Q souvislá množina podle 10.1.7 
a 10 .2 . 1 . Tudíž Q = t podle 10.2.2. 

10.2.5. D v ě r ů z n é k o m p o n e n t y p r o s t o r u P j s o u o d d ě l e n é 
m n o ž i n y . V iz 5.1.4 a 10.2.4. 

10.2.6. B u d i ž « P - m o d i f i k a c e t o p o l o g i e v v m n o ž i n ě P. 
K o m p o n e n t y p r o s t o r u P j s o u s t e j n é p ř i t o p o l o g i i « j a k o p ř i 
t o p o l o g i i v. Budiž T «-komponenta prostoru P. Podle 10.2.1 množina 
T je u-souvislá; z 10.1 .13 plyne, že T je «-souvislá. Tudíž podle 10.2.2 
je T c T0, kde T0 je « -komponenta prostoru P. Avšak množina T0 je 
« -uzavřená podle 10.2.4, takže podle definice topologie « je T0 v-uza-
vřená; mimo to je T0 «-souvislá podle 10.2.1. Tudíž T0 je v-souvislá 
podle 10.1.14, takže podle 10.2.2 je ÍT0 částí určité v-komponenty pro-
storu P. Protože T cT0 je «-komponenta prostoru P , je T = T0. 

10.2.7. B u d i ž P s o u v i s l ý p r o s t o r . B u d i ž S s o u v i s l á b o d o v á 
m n o ž i n a a b u d i ž K k o m p o n e n t a m n o ž i n y P — S. P a k P — K 

j e s o u v i s l á m n o ž i n a . Protože 8 4= 0, K c P — 8, je P — K 4= 0. 
Jestliže P — K není souvislá, existují takové oddělené množiny A, P , 
že .4 4= 0 4= P , P — K = Au B. Množiny Ku A, Ku B jsou sou-
vislé podle 10.1.10 a 10.2.1. Protože S n K = 0, je S c A u P ; 
z 1 0 . 1 . 3 tedy plyne, že je buďto S c A, 8 n B = 0 nebo S c P , S n 
n A = 0. Bez ú jmy na obecnosti budiž S c P , S n A = 0. Po tom je 
Ku A souvislá část množiny P — 8, takže podle 10.2.2 existuje ta-
ková komponenta K0 množiny P — S, že K u A c K 0 . Protože také K 

je komponenta množiny P — S, jest K = K0) tedy A c K. Avšak 
A c P — K; t edy A = 0 a to je nemožné. 

10.2.8. B u d i ž / o b o u s t r a n n ě s p o j i t é z o b r a z e n í p r o s t o r u P 
na p r o s t o r Pv P r o k a ž d ý y e P x b u d i ž f_1(y) s o u v i s l á m n o ž i n a . 
P r o b í h á - l i K1 v š e c k y k o m p o n e n t y p r o s t o r u P 1 ; p r o b í h á 
¡^(K^ v š e c k y k o m p o n e n t y p r o s t o r u P . Je-li K1 komponenta pro-
storu P1} pak množina / - 1 ( P 1 ) c P je souvislá podle 10.1.22, takže podle 
10.2.2 existuje taková komponenta K prostoru P , že /~1(P'1) c K. Jest 
K1 c fí{K)! Kx je komponenta prostoru P1 a množina /*(K ) c P x je 
souvislá podle 7.1.8 a 10.1.12. Tudíž Kx = f\K) podle 10.2.2, takže 
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/ - i ( K J o K. T ím je dokázáno, že f-^KJ = K, t j . že f-^KJ je kompo-
nenta prostoru P . Probíhá-li K± všecky komponenty prostoru Plt 

tvoří množiny rozklad prostoru P 1 ; a tudíž množiny / _ 1 ( i í 1 ) tvoř í 
rozklad prostoru P , takže kromě nich nemá P žádnou další kompo-
nentu. 

D e f i n i c e 10.2.2. Budiž P 4= 0 prostor. Pro x e P , yeP nechť 
(x, y) e g j znamená, že nelze udat takové oddělené množiny A, B, aby 
bylo x e A, y e B, A \J B = P. Pak je g x vztah ekvivalence v množině 
P (viz 1 . 3 ) ; neboť vlastnosti ( I g ) , ( l i g ) vztahu g x jsou zřejmé a také 
vlastnost ( I l l g ) vztahu g t se snadno dokáže: Budiž (x, y) e g j , (y, z) e 

e gx ; máme dokázat, že (x, z) e g x . Jsou-li A, B oddělené a je-li x e A, 

ze B, A u B = P , musí bý t buďto y e A nebo y e B; protože však 
(x, y) e g1? je y e B nemozne a protože (y, z) e g j , je také yeA ne-
možné. Tento spor ukazuje, že skutečně (x, z) e g x . Vztah g x tudíž 
podle 1 . 3 určuje rozklad prostoru P . Pásy rozkladu 9tx nazveme 
kvasikomponentami prostoru P . Kvasikomponenty bodové- množiny 
dostaneme, pokládáme-li j i za vnořený prostor. 0 nemá žádnou kvasi-
komponentu. 

10.2.9. A b y p r o s t o r P b y l s o u v i s l ý , k t o m u j e n u t n é a s tač í , 
a b y P m ě l p r á v ě j e d n u k v a s i k o m p o n e n t u . 

1 0 . 2 . 1 0 . K a ž d á k o m p o n e n t a p r o s t o r u P j e č á s t í p r á v ě j e d -
né k v a s i k o m p o n e n t y . Viz 10M.3 a 10.2.1. 

1 0 . 2 . 1 1 . A b y k v a s i k o m p o n e n t a Q p r o s t o r u P b y l a k o m p o -
n e n t o u p r o s t o r u P , k t o m u j e n u t n é a s tač í , a b y Q b y l a sou-
v i s l á . Podmínka je nutná podle 10.2.1 a stačí podle 10.2.2 a 10.2.10. 

1 0 . 2 . 1 2 . K v a s i k o m p o n e n t y p r o s t o r u P j s o u u z a v ř e n é mno-
ž iny . Budiž Q c P kvasikomponenta a budiž a e Q. Budiž soustava 
těch X c P , pro které předně je a e X a za druhé X, P — X jsou oddě-
lené. (Jest PeW, tedy * 0.) Zřejmě Q = f l ^ e 50?). Každá 
X e 3JÍ je uzavřená podle 5.1.5. Tudíž Q je uzavřená podle 4.4.5. 

1 0 . 2 . 1 3 . D v ě r ů z n é k v a s i k o m p o n e n t y p r o s t o r u P j s o u 
í ř - o d d ě l e n é m n o ž i n y . Buďtež Q2 kvasikomponenty, + Q2. 

Zvolme a e Q1} b e Q2. Existuj í takové dvě oddělené množiny A, B, že 
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a e A, b e B, A u B = P. Zřejmě Qx c A, Q2 c B. Množiny A, B podle 
5.1.6 jsou disjunktní a otevřené, takže podle 5 .1 .12 jsou íř-oddělené. 
Tudíž Qu Q2 jsou //-oddělené podle 5.1.13. 

10.2.14. M á - l i p r o s t o r P k o n e č n ě m n o h o k v a s i k o m p o n e n t , 
p a k k v a s i k o m p o n e n t y p r o s t o r u P j s ou t o t o ž n é s j e h o k o m -
p o n e n t a m i . Budiž QcP kvasikomponenta. Podle 10.2.11 máme 
dokázat, že Q je souvislá. V případě Q = P je tomu tak podle 10.2.9. 

n 

Pro Q #= P j e P — Q = (J Qit kde (1 i n) jsou ostatní kvasi-
i-1 

komponenty. Množina P — Q je uzavřená podle 4.4.6 a 10.2.12. Jestli-
že Q není souvislá, jest Q = A u B, kde množiny A =|= 0, B =|= 0 jsou 
oddělené. Zvolme a e A, b e B. Množiny A, B jsou uzavřené podle 
4.6.6, 5.1.5 a 10.2.12. Podle 4.4.6 také G = B u ( P — Q) je uzavřená. 
Tudíž P = A u C, a e A, b e C a množiny A, C jsou oddělené podle 
5.1.4. Protože body a, b jsou v téže kvasikomponentě prostoru P , je to 
nemožné. 

10.2.15. B u d i ž u P - m o d i f i k a c e t o p o l o g i e v v m n o ž i n ě P . 
K v a s i k o m p o n e n t y p r o s t o r u P j s o u t y t é ž p ř i t o p o l o g i i u j a k o 
p ř i t o p o l o g i i v. Body xeP, y e P náležejí podle 5 . 1 . 5 a podle defi-
nice 10.2.2 právě tehdy do dvou různých kvasikomponent, jestliže 
existují takové dvě disjunktní uzavřené množiny A, B, že x e A, 

y e B, A U B = P. Avšak množiny uzavřené při topologii u jsou totož-
né s množinami uzavřenými při topologii v. 

1 0 . 3 . KONTINUA 

D e f i n i c e 10.3.1. Pravíme, že prostor P jé kontinuum, jestliže P 
obsahuje více než jeden bod a je kompaktní a souvislý. Bodová mno-
žina M c P je kontinuum, jesthže M jakožto vnořený prostor je 
kontinuum. 

10.3.1. K a ž d á k o m p o n e n t a k o m p a k t n í h o p r o s t o r u j e b u ď t o 
j e d n o b o d o v á n e b o j e t o k o n t i n u u m . Viz 8.3.1, 10.2.1 a 10.2.4. 
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10.3.2. B u d i ž P k o m p a k t n í p r o s t o r . B u d i ž U o k o l í k v a s i -
k o m p o n e n t y Q p r o s t o r u P. P a k e x i s t u j í t a k o v é d v ě o d d ě l e n é 
m n o ž i n y A, B, ž e A u B = P, Q c A c U. Budiž soustava všech 
těch X c P — Q, které jsou v prostoru P současně otevřené i uzavřené. 
Podle 5.1.5 plyne z definice 10.2.2, že P — Q = |J X (X e tyt), takže tyt 
pokrývá P — Q (viz 8.1.2<). Přidáme-li k soustavě tyt množinu U, 
dostaneme pokrytí prostoru P . Protože P je kompaktní, existují takové 

Alt ...,Anetyt, že U u ¡J A{ = P. Nyn í stačí položit P = U Au 
i-i • i=i 

A = P — B. 

10.3.3. B u d i ž P k o m p a k t n í P/ ř -p ros to r . K v a s i k o m p o n e n t y 
p r o s t o r u P j s o u t o t o ž n é s j e h o k o m p o n e n t a m i . Budiž Q kvasi-
komponenta prostoru P . Podle 10.2.11 máme dokázat, že množina Q 
je souvislá. Není-li tomu tak, jest Q = A u B, kde množiny .4 # 0, 
B -1=0 jsou oddělené. Zvolme a e A, b e B. Množiny A, B jsou disjunktní 
podle 5.1.1 a uzavřené podle 4.6.6, 5.1.5 a 10.2.12. Tudíž A, B jsou 
¿/-oddělené podle 8.3.19, takže podle 5.1.15 existují takové otevřené 
G, H, že A c G, B c H, G n H = 0. Podle 4.4.10 a 4.4.13 je otevřená 
množina G u H okolím množiny A u P = Q, takže podle 10.3.2 exis-
tují takové dvě oddělené množiny K, L, ieQcKcGuH,KuL = 
= P . Tudíž K = (K n G) u (K n H). Množiny í n f f a i jsou oddě-
lené podle 5.1.7; množiny K n G a K n H jsou oddělené podle 4.6.5 
a 5.1.6; tudíž K n G a (K n H) U L jsou oddělené podle 5.1.8. Jest 
a € K n G, b 6 (K n H) u L, (K n G) u [(K n H) u L] = P ; tudíž a, b 

náležejí do dvou různých kvasikomponent prostoru P . 

V příkladě 8 . 3 . 3 je P kompaktní /¿-prostor, který má kvasikompo-
nentu (a) U (b), jež není komponentou. Uvažujeme-li P v P-modif i -
kaci původní topologie, platí totéž a P je P-prostor. Proto v 10.3.3 
předpoklad P/Z-prostoru nelze nahradit ani předpokladem ¿/-prostoru 
ani předpokladem P-prostoru. 

10.3.4. B u d i ž P PZ ř -p ros t o r . B u d i ž 50? 4= 0 m o n o t ó n n í sou-
s t a v a b o d o v ý c h m n o ž i n . K a ž d á Xetyl b u d i ž k o n t i n u u m . 
P a k m n o ž i n a G = f| X (X e 2)?) b u ď t o j e j e d n o b o d o v á n e b o j e 
tó k o n t i n u u m . Zvolme libovolně množinu R etyt a označme tyt0 

soustavu všech takových X e tyjt, že X c R. Pak =t= 0 je monotónní 
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soustava bodových množin v prostoru R, 'který je kompaktní a mimo 
to je P-řř-prostorem podle 4.6.10 a 5.2.1. Zřejmě C = f)X (X e 2)i0). 
V dalším průběhu důkazu pokládáme R za základní prostor. Podle 
8.3.10 a 8.3.13 je C =(= 0; podle 8.3.14 je C kompaktní, takže podle 
8.3.13 množina C je uzavřená v prostoru R. Zbývá dokázat, že množina 
G je souvislá. Není-li tomu tak, pak existují takové dvě oddělené mno-
žiny C j 4= 0, C2 #= 0, že C = C j U C2. Množiny C\, C2 jsou disjunktní 
podle 5.1.1 a uzavřené podle 4.6.6 a 5.1.5, takže jsou ií-oddělené podle 
8.3.19. Tudíž podle 5.1.15 existují takové dvě otevřené množiny 
Glt čr2, že G1 c G1} C2 c G2, n GJ = 0. K d y b y existovala v soustavě 
9)í0 množina X c G1u G2, bylo by X = (X n G{) u (X n £?2); protože 
C1! c X n Gít by lo b y l n l ? ! 4= 0 a podobně by bylo též X n G2 4= 0; 
množiny X n G1} X n G2 by podle 4.6.5 a 5.1.6 by ly oddělené; protože 
X e 2Jí0 je souvislá, je to nemožné. Tudíž X e 5Jí0 => X n F 4= 0, jestliže 
F = R — (Gx u G2), takže F podle 4.4.10 je uzavřená. Množiny X n F 

jsou uzavřené podle 4.4.5 a 8.3.13. Soustava množin X n F (X e 9J?0) 
je monotónní, takže podle 8.3.10 má neprázdný průnik, t j . C n F 4= 0 
a to je zřejmě nemožné. 

10.3.5. B u d i ž Pkompaktní J^/í-prostor. B u d i ž an e P, lim an = 
= a. B u d i ž {An} p o s l o u p n o s t s o u v i s l ý c h b o d o v ý c h m n o ž i n ; 
b u d i ž an e An p r o v š e c k a ne N. B u d i ž C m n o ž i n a v š e c h x eP 

s t o u v l a s t n o s t í , ž e p r o k a ž d é o k o l í U b o d u x j é n e k o n e č n ě 
m n o h o t a k o v ý c h n, ž e U n A„ 4= 0- P a k m n o ž i n a C b u ď t o je 
j e d n o b o d o v á n e b o j e t o k o n t i n u u m . Zřejmě je a e G. Snadno se 
dokáže, že množina C je uzavřená, takže podle 8.3.1 G je kompaktní. 
Zbývá dokázat, že množina G je souvislá. Není-li tomu tak, pak exis-
tuj í takové dvě oddělené množiny C1 4= 0, C2 4= 0, že C = C1 u C2. 
Protože a e G, můžeme předpokládat, že a e C1. Zvolme b e C2. Mno-
žiny C1, C2 jsou disjunktní podle 5.1.1 a uzavřené podle 4.6.6 a 5.1.5, 
takže jsou Zř-oddělené podle 8.3.19. Tudíž podle 5.1.15 existují takové 
dvě otevřené množiny Glt G2, že C1 c Glt C2 c G2, G1r\G2 = 0. Je-li 
x e P — ((?! u G2), jest x e P — C, takže existuje okolí U(x) bodu x 

a takový index k(x), že n > k(x) => A„ n U(x) = 0. Podle 4.4.13 mno-
žiny Gu G2 spolu s množinami U(x) [x e P — (Gt u í?2)] tvoří pokrjrtí 
prostoru P. Protože P je kompaktní, existují takové body xt e P — 
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— ((?! u G2) (1 <: i ^ n) v konečném počtu n, že P — (Gx u Gt) c 
n 

c u (Je-li P = U C?2, pak body Xj odpadnou.) Zvolme index k 
i-1 

tak, aby bylo k > k(xt) pro 1 i n. (Je-li P = Gx u G2, je index k 

libovolný.) Pro n> k je potom An c u G2. Nyní máme b e G, 

a = lim an; mimo to podle 4 . 4 . 1 3 je okolím bodu a, G2 je okolím 
bodu b. Protože lim a„ = a, existuje podle definice 6 . 3 . 1 takový index 
h, že pro všecka n > h je ane Glt a tedy An n G1 + 0. Protože G2 

je okolím bodu b e C, existuje takový index n > h, n > k, že An n 
n (?2 4= 0. Protože n > k, jest An = (An n Gx) u (A n n (?2). Množiny 
An n Gu An n G2 jsou oddělené podlé 4.6.5 a 5.1.6. Protože množina 
An je souvislá, je to nemožné. 

10.3.6. FH-prostor P b u d i ž k o n t i n u u m . B u d i ž K k o m p o -
n e n t a u z a v ř e n é m n o ž i n y P + P . P a k j e K n Fr P 4= 0. Budiž 
naopak K c G, kde G = P - P — P . Podle 4 . 4 . 1 3 a 4 .6 .5 je G rela-
tivním okolím množiny K ve vnořeném prostoru P , který je FH-pro-
storem podle 4.6.10 a 5.2.1 a je kompaktní podle 8.3.1. Tudíž z 10.3.3 
plyne, že K je kvasikomponentou prostoru P . Podle 5.1.3 a 10.3.2 exis-
tují v prostoru P takové dvě oddělené množiny A, B, že K c A c G, 

Au B = F. Podle 5 . 1 . 1 je A n P = 0; podle 4 .6.6 a 5 . 1 . 5 jsou A, B 

uzavřené. Protože A u P = P , jest i u ( £ u P —F) = P. Množiny 
A a BuP — P jsou uzavřené (viz 4.4.6). Protože A n P = 0, 
A c 6 = F - P — F, jest A n ( P u P = P ) = 0. Tudíž A, B u 
LiP — P jsou oddělené podle 5.1.4. Protože A 4= 0 a protože množina 
P = A u ( P U P — F) je souvislá, jest P u P — F = 0, tedy P = P 
a to je nemožné. 

10.3.7. P f ř - p r o s t o r P b u d i ž k o n t i n u u m . B u d i ž K k o m p o -
n e n t a o t e v ř e n é m n o ž i n y G 4= P . P a k j e K n Fr G 4= 0- Budiž 
naopak K n Fr G = 0 neboli Z n (<? - (?) = 0 (viz 4.8.7). Je však 
KcG, tedy K c G, takže K c G. Podle 4.4.13, J .4.6 a 8.3.19 existuje 
takové okolí U množiny K, že U c G. Množina U je uzavřená; protože 
U c G, je U 4= p . Podle 10.1 .7 a 10.2.1 je K souvislá. Podle 4.2.3 je 
K c U c U] z 10.2.2 tedy plyne, že existuje taková komponenta L 
množiny U, že K c P . Protože L cU c G, plyne z 10.2.2 dále, že exis-
tuje taková komponenta M množiny G, že L c l i . Tudíž K c K c 
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c L c M, kde K, M jsou komponenty množiny G; tudíž K = M, a tedy 
též K = L, t j . K je komponenta množiny U. Avšak množina TJ 4= P je 
uzavřená, takže podle 10.3.6 je K n Fr TJ 4= 0, a tedy též K n 
D Fr TJ 4= 0 podle 4.8.10. T o je nemožné, neboť Fr TJ c P — TJ a TJ je 
okolí množiny K. 

10.3.8. .F i7 -pros tor P b u d i ž k o n t i n u u m . B u d i ž TJ o k o l í 
b o d u a. P a k e x i s t u j e t a k o v é k o n t i n u u m K, že a e K, KcU. 

Podle 5.4.6 a 8.3.19 existuje takové okolí F bodu a, že F c TJ. Podle 
4 . 2 . 3 je a e V, t edy a eV. Tudíž existuje taková komponenta K mno-
žiny V, že a e K. Množina K je uzavřená podle 4.6.6 a 10.2.4, je tedy 
kompaktní podle 8.3.1; podle 10.2.1 je K souvislá. Zbývá dokázat, že K 
není jednobodová, a to je zřejmé pro V = P, neboť pak je K = P. 

Nechť tedy V 4= P. Podle 1 0 . 3 . 6 je K ri Fr V 4= 0, tedy K n Fr V 4= 0 
podle 4.8.10. Tudíž K není jednobodová, neboť a e K a F je okolí bodu 
a, takže a e P — P — F a naproti tomu Fr F c P — F. 

10.3.9. J s o u - l i Kl<zP, K2 C P k o n t i n u a a j e - l i K^nK^^ 0, 
j e t a k é Kx u K2 k o n t i n u u m . Množina K1 u K2 je zřejmě více než 
jednobodová, podle 10.1.5 je souvislá a podle 8.3.2 je kompaktní. 

D e f i n i c e 10.3.2. Bodová/množina S se nazývá semikontinuum, jest-
liže buďto S je jednobodová nebo S obsahuje více než jeden bod a ke 
kterýmkol i dvěma různým bodům a e S, b e S existuje takové kon-
tinuum K c S, že a e K, b e K. 

10.3.10. K a ž d á j e d n o b o d o v á m n o ž i n a a k a ž d é k o n t i n u u m 
j e s e m i k o n t i n u u m . 

10.3.11. K a ž d é s e m i k o n t i n u u m j e s o u v i s l é . Viz 10.1.2 a 
10.1.4. 

1 0 . 3 . 1 2 . K o m p a k t n í s e m i k o n t i n u u m j e b u ď t o j e d n o b o d o v é 
n e b o j e t o k o n t i n u u m . 

10.3.13. J s o u - l i Sx c P, S2 c P s e m i k o n t i n u a a j e - l i JŜ  n + 
4= 0, j e t a k é U S2 s e m i k o n t i n u u m . Viz 10.3.9. 

1 0 . 3 . 1 4 . J e s t l i ž e k a ž d é d v a n a v z á j e m r ů z n é b o d y p r o s t o r u 
P 4= 0 j s o u o b s a ž e n y v n ě j a k é m s e m i k o n t i n u u p r o s t o r u P, 

j e P s e m i k o n t i n u u m . 
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D e f i n i c e 10.3.3. Budiž P #= 0 prostor. Je-li x e P, y e P, pak nechť 
(x, y) e g 2 znamená, že buďto x = y nebo existuje takové kontinuum 
K c P, že x e K, y e K. Pak g 2 je vztah ekvivalence v množině P (viz 
1 .3) , neboť vlastnosti [1(5] a [ I I £ ] vztahu (S2 jsou zřejmé a vlastnost 
[ I l l g ] plyne z 10.3.9. Tudíž vztah S2 určuje podle 1.3 rozklad 9t2 pro-
storu P. K a ž d ý pás rozkladu 3Ft2 nazveme konstituantem prostoru P. 
Konstituanty bodové množiny M c P dostaneme, považujeme-li M za 
vnořený prostor. 0 nemá žádný konstituant. 

1 0 . 3 . 1 5 . K o n s t i t u a n t y p r o s t o r u P j s o u s e m i k o n t i n u a . 

10.3.16. J e s t l i ž e b o d o v á m n o ž i n a S c P j e s e m i k o n t i n u u m , 
je S č á s t í p r á v ě j e d n o h o k o n s t i t u a n t u p r o s t o r u P. 

1 0 . 3 . 1 7 . K a ž d ý k o n s t i t u a n t p r o s t o r u P j e č á s t í p r á v ě j e d n é 
k o m p o n e n t y p r o s t o r u P . Viz 10.2.2, 10.3.11 a 10.3.15. 

1 0 . 3 . 1 8 . J e s t l i ž e k o m p o n e n t a K p r o s t o r u P j e s e m i k o n t i -
nuum, j e K k o n s t i t u a n t p r o s t o r u P . Viz 10.3.16 a 10.3.17. 

10.3.19. A b y p r o s t o r P b y l s e m i k o n t i n u u m , k t o m u j e n u t n é 
a s tač í , a b y P m ě l p r á v ě j e d e n k o n s t i t u a n t . Viz 10.3.15 a 
10.3.16. 

1 0 . 3 . 2 0 . K o n s t i t u a n t y k o m p a k t n í h o p r o s t o r u P j s o u t o -
t o ž n é s j e h o k o m p o n e n t a m i . Budiž S komponenta prostoru P . 
Množina S je souvislá podle 10.2.1 a je kompaktní podle 8.3.1 a 10.2.4. 
Tudíž S je konstituant prostoru P podle 10.3.10 a 10.3.18. 

1 0 . 4 . ROZTÍNÁNÍ PROSTORU 

D e f i n i c e 10.4.1. Pravíme, že bodová množina M roztíná prostor P 
mezi body a, b, existují-li takové dvě oddělené bodové množiny A, B, 

že ae A, be B, A u B = P — M. Při tom je nutně a * b (viz 5 . 1 . 1 ) . 
Pravíme, že bod c e P roztíná P mezi body a, b, jestliže jednobodová 
množina (c) roztíná P mezi body a, b. 
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10.4.1. A b y b o d o v á m n o ž i n a M r o z t í n a l a p r o s t o r P m e z i 
b o d y a, b, k t o m u j e n u t n é a s t a č í , a b y b y l o aeP — M,beP — M 
a a b y k v a s i k o m p o n e n t a m n o ž i n y P — M o b s a h u j í c í a b y l a 
r ů z n á o d k v a s i k o m p o n e n t y o b s a h u j í c í b. Podmínka říká, že 
a e A, b e B, P — M = A u B, kde A, B jsou oddělené ve vnořeném 
prostoru P — M. Tudíž tvrzení plyne z 5.1.3. 

10.4.2. Bud i ž McP, ae M — Fr M, beP — M. P a k b o d o v á 
m n o ž i n a F r M r o z t í n á P m e z i b o d y a, b. Jest F r M = M n P — 

^ M , takže P - F r M = A u B, kde A = P - P — M, B = P -

— M. Jest ae A, b e B. Mimo to je M okolí množiny A, P — M je 
okolí množiny B a jest M n (P — M) = 0, takže množiny A, B jsou 
Jí-oddělené. Tudíž A, B jsou oddělené podle 5.1.9. 

10.4.3. B u d i ž G c P o t e v ř e n á m n o ž i n a ; b u d i ž a e G,b e P — G. 
P a k m n o ž i n a F r G = G — G r o z t í n á P m e z i b o d y a, b. Viz 4.8.6, 
4.8.7 a 10.4.2. 

10.4.4. N e c h ť b o d o v á m n o ž i n a M r o z t í n á d ě d i č n ě n o r m á l n í 
p r o s t o r P m e z i b o d y a, b. P a k e x i s t u j e t a k o v á u z a v ř e n á mno-
ž i n a F, že F c M a ž e F r o z t í n á P m e z i b o d y a, b. Existují takové 
dvě oddělené množiny A, B, že a e A, b e B, P — M = Au B. Pro-
stor P je -F-prostor a podle 5 . 4 . 9 množiny A, B jsou //-oddělené. Podle 
5.1.15 tedy existují takové otevřené množiny G, H, že A c G, B c H, 
GnH = 0. Podle 4.4.10 je také G u H otevřená, takže F = P -
— (GuH) je uzavřená. Jest a e G, b e H, Gu H = P — F, F cM 

a množiny G, H jsou oddělené podle 5.1.9 a 5.1.12. 

10.4.5. N e c h ť b o d o v á m n o ž i n a M r o z t í n á P - p r o s t o r P m e z i 
b o d y a, b. M n o ž i n a P — M b u d i ž h u s t á . P a k e x i s t u j e t a k o v á 
u z a v ř e n á m n o ž i n a F, ž e F c M a že F r o z t í n á P m e z i b o d y 
a, b. Existuj í takové dvě oddělené množiny A, B, že a e A, b eB, 

P — M = Au B. Protože P — M je hustá, je P = P — M = i u l 
Budiž F = A n '5. Pak F je uzavřená. Podle 5 . 1 . 2 je F c M a jest 
aeA—B, beB - A. Mimo to P - M = (A — B) U (B - A) a 
z 5 . 1 . 2 plyne, že A — B, B — A jsou oddělené. 

D e f i n i c e 10.4.2. Pravíme, že bodová množina M ireducibilně roz-
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tíná prostor P mezi body a, b, jestliže množina X c M roztíná P mezi 
body a, b právě tehdy, když X = M. . 

10.4.6. B u d i ž P P - p r o s t o r . J e s t l i ž e m n o ž i n a McP i r edu-
c ib i lně r o z t í n á P m e z i b o d y a, b, j e s t M u z a v ř e n á m n o ž i n a . 
Podle 10.4.5 stačí ukázat, že množina P — M je hustá, t j . že P — M = 
= P. Budiž naopak c e P — P — M. Protože M roztíná P mezi body 
a, b, existují takové dvě odděléné množiny A, B, že a e A, be B, 
P — M = Au B. Množiny P — M, (c) jsou oddělené podle 5.1.2; 
tudíž A, (c) jsou oddělené podle 5.1.7, takže A, B u (c) jsou oddělené 
podle 5.1.8. Jest a e A, beBu (c), P — [M — (c)] = A u[Bu (c)], 
takže M — (c) roztíná P mezi body a,b a to je nemožné. 

D e f i n i c e 10.4.3. Pravíme, že aeP je dělicí bod prostoru P, jest-
liže P je souvislý, ale množina P — (a) není souvislá. 

10.4.7. B u d i ž P s o u v i s l ý p r o s t o r . A b y aeP b y l d ě l i c í b o d 
p r o s t o r u P , k t o m u j e n u t n é a s tač í , ab j r b u ď t o b y l o P = (a) 

nebo a b y e x i s t o v a l y t a k o v é b o d y b, c, že a r o z t í n á P m e z i 
n imi . Případ P = (a) je zřejmý; jinak viz 10.2.9 a 10.4.1. 

D e f i n i c e 10.4.4.- Pravíme, že bodová množina M rozpojuje prostor 
P mezi body a, b, jestliže a, b jsou dva různé body množiny P — M 

a jestliže K n M # 0 pro každé kontinuum K c P , pro které je a e K, 

beK. 

10.4.8. A b y b o d o v á m n o ž i n a M r o z p o j o v a l a p r o s t o r P m e z i 
b o d y a, b, k t o m u j e n u t n é a s tač í , a b y b y l o a e P — M,b e P — M 

a a b y k o n s t i t u a n t m n o ž i n y P — M o b s a h u j í c í a b y l r ů z n ý 
od k o n s t i t u a n t u o b s a h u j í c í h o b. 

10.4.9. J e s t l i ž e b o d o v á m n o ž i n a M r o z t í n á p r o s t o r P m e z i 
body ' a, b, pak M r o z p o j u j e P mez i a,b. Viz 10.2.10, 10 .3 . 17 , 
10.4.1 a 10.4.8. 

1 0 . 4 . 1 0 . B u d i ž P FH-prostor. J e s t l i ž e k o m p a k t n í QcP 

r o z p o j u j e P m e z i b o d y a, b, p a k e x i s t u j e k o m p a k t n í M c Q 

s t ě m i t o v l a s t n o s t m i : [1] M r o z p o j u j e P m e z i b o d y a, b; 
[2] j e s t l i ž e k o m p a k t n í H c M r o z p o j u j e P m e z i b o d y a, b, j e s t 
H = M. Budiž 9J? soustava všech kompaktních X c Q, které rozpojují 
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P mezi body a, b. Jest SCř =1= 0, neboť Q e tyl. Budiž ?D?0 #= 0 monotónní 
podsoustava soustavy SOí g, budiž K = f | X (X e tyl0). Podle 3.9.3stačí 
dokázat, že Ke tyl. Podle 8.3.14 je K kompaktní a zřejmě K c Q. 
Jestliže tedy není K etyl, pak existuje takové kontinuum C c P — K, 
že a e C,b e C. Protože SK0 c SK, jest: X e SDí0 => C n Z * 0. V soustavě 
SO?! + 0 všech množin C n X (X e 2J?0) se tedy nevyskytuje prázdná 
množina. Soustava SDíj je zřejmě monotómií a ze 4.6.4 a 8.3.13 plyne, 
že SD?! se skládá z relativně uzavřených podmnožin vnořeného prostoru 
C, který je kompaktní a podle 4.6.10 je P-prostorem. Z 8.3.10 tedy 
plyne, že 0 #= D = f| Y (Y e SVIJ. T o je nemožné, neboť D = C n K, 

C c P - K, tedy D = 0. 

1 0 . 5 . IREDUCIBILNĚ SOUVISLÉ PROSTORY 

10.5.1. B u d i ž P s o u v i s l ý p r o s t o r . B u d i ž a e P, beP, a #= b. 
N e c h ť m n o ž i n a Q se s k l á d á z b o d u a, z b o d u b a ze v š e c h t ě c h 
x e P, k t e r é r o z t í n a j í P m e z i a a b. E x i s t u j í p r á v ě d v ě uspo-
ř á d á n í m n o ž i n y Q, j e ž m a j í t u v l a s t n o s t , ž e j e s t l i ž e x2e Q l e ž í 
m e z i xx e Q a x3 e Q, p a k x2 r o z t í n á P m e z i x1 a x3. T a t o d v ě uspo-
ř á d á n í j s o u n a v z á j e m i n v e r s n í a p ř i k a ž d é m z n i c h j e j e d e n 
z b o d ů a, b p r v n í m a d r u h ý p o s l e d n í m . 

D ů k a z . I . Budiž Q* = Q - [(a) u (b)]. P ro každý bod x e Q* podle 
definice 10.4.1 existují takové dvě oddělené množiny A(x), B(x), že 
a e A(x), b e B(x), P - (x) = A(x) U B(x). Podle 5 . 1 . 1 je A(x) n 

D B(x) = 0. 

I I . Podle 10.1.2 a 10.1 .10 jsou množiny (x) u A(x), (x) u B{x) 
souvislé pro každý x e Q*. 

I I I . Je-li x e Q*, y e Q*, x + y, pak je buďto A{x) D p A(y) nebo 
(x) u A(x) c A(y). Neboť je buďto y e A(x) nebo y e B(x). Je-li předně 
y e A(x), pak (x) u B(x) je souvislá část množiny P — (y) = A(y) u 

U B(y) obsahující bod b e B(y), takže (x) u B(x) c B(y) podle 10.1.3; 
protože A{x) = P - [(¡r) u B(x)], B(y) = P - [(y) u A{y)\ jest A(x) o 
D (y) u A(y). Je-li za druhé y e B(x), pak (x) u A{x) je souvislá část 
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množiny P — (y) = A(y),u B{y) obsahující bod a e A{y), takže (x) u 
u A(x) c A(y) podle 10.1.3. 

I V . P ro x e Q*, y e Q* budiž 

(x, y)eO*o (x) u A(x) c A(y) . 

Pak je £>* uspořádání množiny Q*, t j . £)* splňuje axiomy ( ID ) až 
( I I I O ) vyslovené ve 3.1: (10) plyne z toho, že A(x) c P — (x), (II£>) 
plyne z I I I a platnost ( H I C ) je zřejmá. Uspořádání £)* množiny Q* 

rozšíříme v uspořádání O množiny Q tak, aby a by l prvním a b posled-
ním bodem při £>. 

V. Nechť x2 e Q leží při £) mezi xx e Q a x3 e Q; máme dokázat, že x2 

roztíná Q mezi body xlf x3. Můžeme předpokládat, že x2 leží Zdi 2/j 2b před 
x3. Jest a #= x2 4= 6; mimo to je buďto xy = a nebo ( x j u A{xJ c 
c A(x2) a podobně buďto x3 = b nebo (x2) u -4(x2) c A(x3). Jistě tedy 
je Xj e A(x2), x3e P — [ (x2 ) u A{x2)~] = B{x%). Protože množiny A(x2), 
B(x2) jsoú oddělené a protože P — (x2) = A(x2) u B(x2), roztíná x2 

prostor P mezi body x1; x3, t j . uspořádání D množiny Q má vlastnost 
ve větě vyslovenou a je zřejmé, že touž vlastnost má i uspořádání 
inversní k D. 

V I . Nechť uspořádání £>„ množiny Q má vlastnost ve větě vyslove-
nou. K d y b y bod b ležel při £)„ mezi a a c e Q*, pak by bod b Toztínal P 

mezi body a a c, t j . existovaly by takové oddělené množiny Aa, C0, 

že by bylo P — (6) = A0 u C 0 , a e A0, c e C 0 ; pak by bylo Gt = (c) u 

U A(c) c P — (b), a e A0 n Clt c e C0 n C ^ podle 1 0 . 1 . 3 by tedy mno-
žina C1 nebyla souvislá a to je nemožné. Stejně se zjistí, že bod a ne-
může při £)0 ležet mezi b a c e Q*. 

V I I . Ze V I plyne, že při D0 je buďto a prvním a b posledním bodem 
nebo a posledním a b prvním bodem množiny Q. Můžeme předpoklá-
dat, že nastane prvá z těchto dvou možností, a máme dokázat, že potom 
je Dg = O*. K t o m u je zřejmě třeba pouze zjistit, že jestliže při £)0 bod 
y e Q* leží před bodem x e Q*, pak nemůže být (x) u A{x) c A{y). 

Zřejmě při £>0 leží bod y mezi body a, x, t j . existují takové oddělené 
množiny A0, X0, že P — (y) = 4 0 U I 0 , ae A0, x e X0. K d y b y nyní 
bylo Z 1 = (x )u A(x)cA(y), bylo by Xxc P - (y) = A0o X0, 

a e Z j n A0, i £ í , n l 0 a podle 10.1.3 by množina Xx nebyla sou-
vislá a to je nemožné. 
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D e f i n i c e 10.5.1. Buďtež a, b dva různé body prostoru P . Pravíme, 
že P je ireducibilné souvislý mezi body a, b, jestliže P je souvislý, ale 
žádná souvislá bodová množina S 4= P neobsahuje oba body a, b. 

Bodová množina M c P je ireducibilné souvislá mezi a, b, jestliže 
vnořený prostor M je ireducibilné souvislý mezi a, b. 

10.5.2. B u d i ž P s o u v i s l ý p r o s t o r . B u d i ž aeP, beP, a 4= b. 
A b y P b y l i r e d u c i b i l n é s o u v i s l ý m e z i b o d y a, b, k t o m u je 
n u t n é a s t a č í , a b y k a ž d ý o d a i o d b r ů z n ý b o d r o z t í n a l P 

m e z i b o d y a, b. 

' D ů k a z . I . Nechť podmínka je splněna. Budiž S c P 4= S, a e S, 

b e máme dokázat, že množina S není souvislá. Existuje bod c e P — 
— S. Jest a 4= c 4= b, takže podle předpokládané podmínky existují 
takové dvě oddělené množiny A, B, že a e A, b e B, P — (c) = A u B. 

Protože S c P — (c), a e A n S, b e B r\ S, plyne z 10.1.3, že S není 
souvislá. 

I I . Nechť P jet ireducibilné souvislý mezi body a, b. Budiž c e Pr 

a 4= c 4= b. Máme dokázat, že c roztíná P mezi body a, b. Protože 
a e P — (c), b e P — (c), není množina P — (c) souvislá. Pro to existují 
takové dvě oddělené množiny A, B, že P — (c) = A U B, a e Ay 

B 4= 0. Stačí dokázat, že 6 e B. Není-li tomu tak, pak množina A u (c) 
obsahuje oba body a, b; avšak A u (c) podle 10.1.10 je souvislá, takže 
A u (c) = P a to je nemožné, neboť A u (c) = P — B, B + 0. 

10.5.3. B u d i ž u P - m o d i f i k a c e t o p o l o g i e v v m n o ž i n ě P . 
B u d i ž ae P, b e P , a 4= b. A b y p r o s t o r (P , v) b y l i r e d u c i b i l n é 
s o u v i s l ý m e z i a, b, k t o m u j e n u t n é a s t ač í , a b y t o t é ž p l a t i l o 
o p r o s t o r u (P , u). Podle 10.1.13 a 10.1.14 je (P , v) souvislý právě 
tehdy, jestliže (P , u) je souvislý. A b y potom P by l ireducibilně sou-
vislý mezi a, b, k tomu je podle 1 0 . 4 . 1 a 1 0 . 5 . 2 nutné a stačí, aby pro 
každý bod c e P — [ (a) U (6)] ležely body a, b ve dvou různých kvasi-
komponentách otevřené množiny P — (c). Tvrzení tedy plyne ze 
4.6.17 a 10.2.15. 

D e f i n i c e 10.5.2. Pravíme, že prostor P je lineárně orientován, jest-
liže P obsahuje více než jeden bod, je souvislý a je dáno uspořádání 
množiny P s tou vlastností, že kdykol i bod x2 leží mezi body x1; x3, 

pak x2 roztíná P mezi x1} x3. 
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10.5.4. B u d i ž P l i n e á r n ě o r i e n t o v a n ý p r o s t o r . B u d i ž c e P. 
B u d i ž 

(1) A = Sx [x před c ] , B = Sx [x za c] . 

K a ž d á z o b o u m n o ž i n A, B j e o t e v ř e n á a b u ď t o p r á z d n á 
n e b o s o u v i s l á . M n o ž i n y A u (c), B u (c) j s o u u z a v ř e n é a sou-
v i s l é . 

D ů k a z . I . Buďtež xu x2, x3 tři různé body. Jestliže x2 leží mezi 
x2 roztíná P mezi x1} x3. Obráceně nechť x2 roztíná P mezi 

xlt x3; dokážeme, že x2 leží mezi xly x3. Existují takové oddělené A0, B0, 

že P — (x£) = A0 u B0, xx e A0, x3 e B0. Množiny A0 u (x2), B0 u (z2 ) 
jsou souvislé podle 10.1 .2 a 10.1.10. Protože oba body x2, x3 leží v sou-
vislé části B0 u (x2) množiny P — (xj, plyne z 10.1.3, že neroztíná P 
mezi x2, x3) takže x1 neleží mezi x2, x3. Protože oba body xlr x2 leží 
v souvislé části Ag u (x2) množiny P — (a;3), plyne opět z 10.1.3, že x3 

neroztíná P mezi x1} x2, takže x3 neleží mezi x1} x2. Nyn í body x1, x2, x3 

jsou navzájem různé a ani xx ani x3 neleží mezi ostatními dvěma; tedy 
x2 leží mezi xlr x3. 

I I . Nechť c e P není ani první ani poslední v P. Mají-l i A, B význam 
(1), plyne z I podle 10.4.1, že množina P — (c) má právě dvě kvasi-
komponenty, j imiž jsou množiny A, B\ podle 10.2.14 jsou A, B kompo-
nenty množiny P — (c), takže jsou souvislé podle 10.2.1. Z 10.2.4 
plyne, že množina B je relativně uzavřená v P — (c), takže A = 

= [ P — (c)] — B je relativně otevřená, a tedy A je otevřená v P 
podle 4.6.7. Podobně též B je otevřená v P . Tudíž A u (c) = P - B, 
B u (c) = P — A jsou uzavřené. Posléze jsou A, B oddělené např. 
podle 5.1.3 a 10.2.5. Protože P — (c) = A u B, jsou A u (c), B u (c) 
souvislé podle 10.1.2 a 10.1.10. 

I I I . Nechť c e P je první v P . Z I plyne podle 1 0 . 4 . 1 , že P — (c) má 
jedinou kvasikomponentu, takže množina B = P — (c) je souvislá 
podle 10.2.9. Jest A = 0] množina B u (c) = P je souvislá; také 
A u (c) = (c) je souvislá podle 10.1.2. Ze A, B jsou otevřené a že 
A u (c), B u (c) jsou uzavřené, je zřejmé. Podobně se dokáže tvrzení 
i v případě, kdy c e P je poslední v P . 

10.5.5. B u d i ž P l i n e á r n ě o r i e n t o v a n ý p r o s t o r . D a n á t o p o -
l o g i e v P j e j e m n ě j š í n e ž ta, k t e r á v z n i k n e z o r i e n t a c e p o d l e 
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d e f i n i c e 6.1.2. Př i topologii z definice 6.1.2 má každé definující okolí 
bodu c e P jeden ze tří tvarů: 

A = ďx [a před x\, 
B = Sx [x před 6 ] , 
C = Sx \a před x, x před 6 ] , 

kde a leží před c, b leží za c. Podle 4 . 3 . 4 stačí ukázat, že každá taková 
množina je i při původní topologii okolím bodu c. Avšak A, B jsou 
otevřené podle 10.5.4, takže podle 4.4.11 také C = A n B je otevřená. 
Protože všecky tři množiny obsahují bod c, plyne tvrzení ze 4.4.13. 

10.5.6. B u d i ž P l i n e á r n ě o r i e n t o v a n ý p r o s t o r . A b y b o d o v á 
m n o ž i n a $ 4= 0 b y l a s o u v i s l á , k t o m u j e n u t n é a s t a č í , a b y 
k a ž d ý b o d l e ž í c í m e z i d v ě m a b o d y m n o ž i n y S n á l e ž e l d o S. 

J e - l i S s o u v i s l á , p a k S j e o t e v ř e n á p r á v ě t e h d y , j s o u - l i 
s p l n ě n y t y t o d v ě p o d m í n k y : [1] S b u ď t o n e m á p r v n í b o d 
n e b o b o d p r v n í v S j e t a k é v P p r v n í m ; [2] S b u ď t o n e m á po -
s l e d n í b o d n e b o b o d p o s l e d n í v S j e t a k é v P p o s l e d n í m . 

D ů k a z . I . Nechť existují takové body a e S, b e P — S, c e S, že b 

leží mezi a, c. Máme dokázat, že S není souvislá. Podle definice 10.5.2 
existují takové oddělené A, C, že a e A, c e C, P — (b) = A u C. Pro-
tože 8 c P — (b), a e 4 n c e C n S , plyne z 10.1.3, že množina 8 
není souvislá. 

I I . Nechť každý bod ležící mezi dvěma body množiny S náleží do S. 

Máme ukázat, že S je souvislá. Podle 10.1.2 můžeme předpokládat, že 
8 obsahuje více než jeden bod; nechť tedy ae S, b e S a nechť a leží 
před b. Podle 10.1.4 stačí udat takovou souvislou S(a, b) c S, že 
aeS(a, b), b e S(a, b). Budiž 

A = SX [x před a], B = ď x [x před b], S(a, b) = [B u (b)] — A . 

Množina 8(a, b) se skládá z bodu a, z bodu b a ze všech těch bodů,, 
které leží mezi a, b\ tudíž 8(a, b) c S. Z 10.5.4 plyne, že množiny A u 
U (a), B u (b) jsou uzavřené a že A je otevřená, takže S(a, b) = 

= [ 5 u (Ď)] n ( P — A) je uzavřená podle 4.4.5. Nyn í [A u (a) ] U 
U S(a, b) = P U (b) je souvislá podle 10.5.4, [A U (a)] n S{a, b) = (a) 
je souvislá podle 10.1.2. Tudíž S(a, b) je souvislá podle 10.1 . 11 . 
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I I I . Nechť každý bod ležící mezi dvěma body množiny S náleží do S. 

Jsou-li splněny podmínky [1], [2], plyne snadno z 10.5.4, že S je otevře-
ná. Jestliže podmínka [1] není splněna, pak existuje bod c e S, který je 
první v S, ale není první v P , takže množina A = Sx [x před c] není 
prázdná. Budiž ještě B = $ x [x za c]; množiny A, B jsou otevřené. 
Kdyby S byla otevřená, pak by podle 4.4.10 také B u S = B u (c) 
byla otevřená. Množiny A, B u (c) by pak podle 5.1.9 a 5.1.12 by ly 
oddělené; t o je však nemožné, neboť prostor P je souvislý, P = 
= A u [B u (c)], A 4= 0, B u (c) 4= 0. Stejně se dokáže, že S není ote-
vřená, není-li splněna podmínka [2], 

10.5.7. B u d i ž P l i n e á r n ě o r i e n t o v a n ý p r o s t o r . B u d i ž a e P , 
b e P, a 4= b. N e c h ť S c P se s k l á d á z b o d u a, z b o d u b a ze v š e c h 
b o d ů l e ž í c í c h m e z i a, b. P a k j e S i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l á m e z i 
body a, b. Viz 10.5.6. 

10.5.8. N e c h ť l i n e á r n ě o r i e n t o v a n ý p r o s t o r P má p r v n í 
b o d a i p o s l e d n í b o d b. P a k P j e i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l ý m e z i 
a, b. Viz 10.5.7. 

10.5.9. N e c h ť p r o s t o r P j e i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l ý m e z i 
b o d y a, b. E x i s t u j í p r á v ě d v ě u s p o ř á d á n í m n o ž i n y P , v z h l e -
dem k n i m ž j e P l i n e á r n ě o r i e n t o v a n ý p r o s t o r . P ř i j e d n é 
l i n e á r n í o r i e n t a c i j e b o d a p r v n í , b o d b p o s l e d n í , p ř i d r u h é 
o b r á c e n ě . O b ě l i n e á r n í o r i e n t a c e j s o u n a v z á j e m i n v e r s n í . 
Viz 10.5.1 a 10.5.2. 

10.5.10. P r o s t o r P b u d i ž i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l ý m e z i b o d y 
a,b a t a k é m e z i b o d y c, d. P a k j e b u ď t o a = c, b = d nebo a = d, 

b = e. Viz 10.5.9. 

10.5.11. B u d i ž P l i n e á r n ě o r i e n t o v a n ý p r o s t o r ; b u d i ž S 

s o u v i s l á b o d o v á m n o ž i n a o b s a h u j í c í v í c e než j e d e n bod . 
D a n ý m u s p o ř á d á n í m p r o s t o r u P u r č e n é u s p o ř á d á n í m n o ž i n y 
S j e l i n e á r n í o r i e n t a c e v n o ř e n é h o p r o s t o r u S. Nechť bod 
x2e S leží mezi body xx e S, x3e S; máme ukázat, že x2 roztíná S mezi 
body xu x3. Nyn í x2 roztíná P mezi body x1: x3, takže existují takové 
oddělené A, B,žeP — {x2) = A u B, xx e A, x3e B. Pak je S — (x2) = 
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= (S n A) u (S n P ) , x1 e S n A, x3 e S n B a množiny S n A, 8 n B 

jsou oddělené v prostoru S podle 5.1.3 a 5.1.7. 

1 0 . 5 . 1 2 . B u ď t e ž a, b, c t ř i r ů z n é b o d y p r o s t o r u P. N e c h ť 
51 c P j e i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l á m e z i b o d y a, 6; n e c h ť S2 c P 

j e i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l á m e z i b o d y b, c. A b y P b y l i r e d u c i b i l -
ně s o u v i s l ý m e z i b o d y a, c, k t o m u j e n u t n é a s t ač í , a b y b y l o 
p ř e d n ě Sx u S2 = P, n S2 = (6) a a b y za d r u h é m n o ž i n y 
S1} S2 b y l y u z a v ř e n é v P . 

D ů k a z . I . Budiž P ireducibilně souvislý mezi a, c. Podle 10.5.9 mů-
žeme předpokládat, že P je orientován tak, že bod a je první a bod c 
poslední. Budiž 

A = gx [x před b], B = ďx [b před x] . 

Pak je A n P = 0, A u P u (b) = P. Z 1 0 . 5 . 6 snadno plyne, že = 
= A U (b), S2=Bu (b). Tudíž = P , S1nS2 = (6); množiny 
JSJ, SJ jsou uzavřené podle 10.5.4. 

I I . Budiž S1 u $2 = P> n S2 = (b); množiny S1; S2 buďtež uza-
vřené. P je souvislý podle 10.1.5. Naprot i tomu množina P — (b) = 
= [$ ! — (6)] U [$2 — (&)] není souvislá, neboť mnáSiny S1 — (b), 

52 — (6) jsou oddělené podle 5 . 1 . 5 a jest a e — (b), c e S2 — b. 

Máme dokázat, že musí bý t T = P , jestliže množina T c P je souvislá 
a jestliže a e T, c e T. P ro x e P budiž: 

x e St => f^x) — x , x e P — f^x) = b ; 
xeS2^> f2(x) = x , x e P — S2 => f2(x) = b . 

Dokážeme-li, že zobrazení /x, f2 jsou spojitá, je snadné důkaz dokončit; 
neboť jestliže T c P je souvislá, je f\(T) c souvislá podle 1 0 . 1 . 1 2 ; 

jestliže mimo to a e P , c e T, je a e /J(P), 6 e /í(P), tedy S1 c /Í (T) a 
z toho plyne, že — (b) c T, podobně se zjistí, že také S2 — (b) c T, 

takže P — (b) c T, a t edy T = P , neboť množina P — (6) není sou-
vislá. Stačí odůvodnit spojitost zobrazení fv Budiž x e P a budiž 
F c S , relativní okolí bodu fi(x)] podle 7.1.1 máme ukázat, že / f 1 ( F ) jé 
okolí bodu x. Rozeznáve jme dva případy. Předně budiž fx(x) + b, 

takže x = f^x) e P — S2. Podle 4 . 4 . 1 3 je P — S2 okolí bodu x. Podle 
4 . 6 . 2 existuje takové okolí U bodu x, že n U = V. Podle 4 . 2 . 5 je 
U - S2 = U n ( P - S2) okolí bodu x. Zře jmě U - S2 = V - S2 c 
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C / 1 -1(F), takže fi\V) je okolí bodu x podle 4.2.4. Za druhé budiž f^x) = 
= b. Opět existuje takové okolí U bodu x, že S± n U = V. Zřejmě 
1íx(V) ^VuS2dU, takže fc\V) je okolí bodu x podle 4.2.4. 

1 0 . 5 . 1 3 . B u d t e ž a, (0 ^ i ^ n) n a v z á j e m r ů z n é b o d y p r o -
s t o ru P . P r o 1 ^ i ^ n b u d i ž St u z a v ř e n á b o d o v á m n o ž i n a 

n 
i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l á m e z i b o d y a^, a(. Budiž P = |J S(. Pro 

< - i 

1 ^ i < j ^ n budiž Si u Sj - (a{) v případě j = i + 1, S{ n Sj = 0 
v případě j > i + 1. Pak prostor P je ireducibilně souvislý mezi body 
a0, an. Dokáže se indukcí na základě 10.5.12. 

1 0 . 5 . 1 4 . B u d i ž P l i n e á r n ě o r i e n t o v a n ý p r o s t o r . P a k P j e 
í ř - p r o s t o r . Nechť a e P leží před b e P. Budiž 

A = Í?x [x před a], B = &x [6 před x] . 

Množiny A U (a), B u (b) jsou disjunktní a podle 10.5.4 jsou uzavřené, 
takže podle 5 . 1 . 4 jsou oddělené. Protože A u (a) + 0 4= B u (6) a pro-
tože prostor P je souvislý, existuje bod c e P, který nenáleží ani do 
A u (a) ani do B u (b). Je-h 

Cx = ďx [x před c ] , C2 = Sx [c před x], 

jest a e Cj, b e C2, C j n C2 = 0 a množiny C1, C2 jsou otevřené podle 
1 0 . 5 . 4 . Podle 4 . 4 . 1 3 je tedy C1 okolí bodu a a C2 je okolí bodu b. Pro-
tože Cl n C2 = 0, jsou body a, b íř-oddělené. 

D e f i n i c e 10.5.3. Pravíme, že prostor P je pseudooblouk, je-li P 
uspořádaný prostor bez skoků a bez mezer obsahující první bod a i po-
slední bod b # a. Bodovou množinu M nazveme pseudooblouk, jestliže 
vnořený prostor M je pseudooblouk. 

10.5.15. B u d i ž P p r o s t o r i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l ý m e z i b o d y 
a, 6. P a k e x i s t u j e p r o s t é s p o j i t é z o b r a z e n í p r o s t o r u P na 
p s e u d o o b l o u k . Označme u danou topologii v množině P. Podle 
10.5.9 můžeme předpokládat, že P je lineárně orientován tak, že bod 
a je první a b poslední. Tato orientace určuje podle definice 6 . 1 . 2 

topologii v v množině P. Podle 10.5.5 je u jemnější než v, takže podle 
7 . 1 ¿ 1 1 identické zobrazení P na P je prosté spojité zobrazení prosto-
ru (P, u) na prostor (P , v). Nyn í (P, v) je uspořádaný prostor s prv-
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ním bodem a a posledním bodem b. Podle 10.1.13 je (P , v) souvislý 
prostor. Tudíž podle 10.1.15 nejsou v P ani skoky ani mezery, takže 
(P, v) je pseudooblouk. 

D e f i n i c e 10.5.4. Budiž P souvislý prostor. Bod aeP se nazývá 
koncovým bodem prostoru P, jestliže ke každému okolí U bodu a exis-
tuje takové okolí V c U bodu a, že množina Fr V je jednobodová. 

10.5.16. P s e u d o o b l o u k P má p r á v ě d v a k o n c o v é b o d y a, b 
a j e i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l ý m e z i b o d y a, b. 

D ů k a z . I . P je uspořádaný prostor s prvním bodem a a posledním 
bodem b + a, který nemá skoků ani mezer, takže P je souvislý podle 
1 0 . 1 . 1 5 . Je-li c e P , a 4= c 4= b a je-li A = Sx [ z p ř ed č], B = ďx [x zac] , 
jsou množiny A, P otevřené a jest P — (c) = A u P , a e A, b e B, 

A n P = 0. Množiny A, B jsou oddělené podle 5.1.9 a 5.1.12. Tudíž 
c roztíná P mezi body a, b a prostor P je ireducibilně souvislý mezi a, b 

podle 10.5.2. 

I I . Budiž U okolí bodu a. Existuje t akový bod c 4= a, že V = Sx 

[,x před c] c V; V je otevřené okolí bodu a. Protože a e V, b e P — V 

a protože P je souvislý, je Fr V 4= 0 podle 10.1.9. Zře jmě V c V u (c), 
takže F r V = (c) podle 4.8.3 a 4.8.6. T ím je dokázáno, že a je koncový 
bod prostoru P . Podobně také b je koncový bod. 

I I I . Budiž c e P , a 4= c 4= b. Budiž A = &x [x před c], B = ďx [x za c] 
jako v I . Jest P — (c) = A U P , a e A, b e B a množiny A, B jsou 
oddělené. Tudíž jsou A u (c), P u (c) souvislé podle 10.1.2 a 10.1.10, což 
ostatně plyne též z 10.1.15. Podle 4.4.13 je U = P — [ (a ) u (6)] okolí 
bodu c. Je-li V c U okolí bodu c, jest ceP — P — V c P — Fr V. Na 
druhé straně je c e V n [A u (c)], a e [ 4 u (c)] — F a množina A u (c) 
je souvislá, takže [A u (c)] n Fr V 4= 0 podle 10.1.9. Tudíž A n 
n Fr V 4= 0 a podobně se zjistí též P n Fr V + 0. Protože A n B = 0, 
není c koncový bod prostoru P . 

10.5.17. B u d i ž P p r o s t o r i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l ý m e z i b o d y 
a, b. A b y P b y l p s e u d o o b l o u k , k t o m u j e n u t n é a s t a č í , a b y P 
b y l k o m p a k t n í . 

D ů k a z . I . Je-li P pseudooblouk, je P kompaktní podle 8.3.28. 
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I I . Podle 10.5.15 existuje prosté spojité zobrazení / prostoru P na 
pseudooblouk P x . Podle 6 . 1 . 7 je P± ¿/-prostor. Je-li P kompaktní, pak 
podle 8.3.24 / je homeomorfní a P je pseudooblouk. 

10.5.18. B u ď t e ž a4 (0 f^i f^n) n a v z á j e m r ů z n é b o d y f ř -p ťo -
s t o r u P. P r o 1 ^ i ^ n b u d i ž S( c P p s e u d o o b l o u k s k o n c o -
v ý m i b o d y a{ (viz 1 0 . 5 . 1 6 ) . P r o 1 ^ i < j <; n b u d i ž St n 

D Sj = (af) v p ř í p a d ě j = i + 1, St n S, = 0 v p ř í p a d ě j > i - f 1. 
n 

P a k j e S = U p s e u d o o b l o u k s k o n c o v ý m i b o d y a0,an. Pro 
i = 1 

1 ^ i n je množina S j ireducibilně souvislá mezi di_u at podle 10.5.16. 
Mimo to je S t kompaktní podle 10.5.17, tedy uzavřená podle 8.3.13, 
tedy relativně uzavřená v S podle 4.6.4. Tudíž S je ireducibilně sou-
vislá mezi a0, an podle 1 0 . 5 . 1 3 . Podle 8 . 3 . 2 je S kompaktní. Tudíž S je 
pseudooblouk podle 10.5.17 a a0, an jsou koncové body množiny S 
podle 10.5.10 a 10.5.16. 

1 0 . 5 . 1 9 . B u d i ž B c P , F c P; B b u d i ž p s e u d o o b l o u k , P b u d i ž 
u z a v ř e n á . B u d i ž B n F # 0. J e - l i B o r i e n t o v á n a , j e m n o ž i n a 
B n P u s p o ř á d á n a j a k o ž t o p o d m n o ž i n a B. V e m n o ž i n ě B n F 

e x i s t u j e i p r v n í i p o s l e d n í bod . B je uspořádaný prostor. B je 
kompaktní podle 10.5.17 a množina B n F je relativně uzavřená v B 
podle 4.6.4, takže B n F je kompaktní podle 8.3.1. B n F je uspořá-
daný prostor podle 6.1.4 a 8.3.29; tudíž tvrzení plyne z 8.3.28. 

D e f i n i c e 10.5.5. Pravíme, že prostor P je jednoduchý oblouk (v této 
knize stručně oblouk), je-li P pseudooblouk obsahující hustou spočet-
nou množinu. Množinu M c P nazveme oblouk, jestliže M jako vno-
řený prostor je oblouk. 

10.5.20. B u d i ž aeE1,beElJa< b. I n t e r v a l J = St[a<Lb] c 
c j e o b l o u k s k o n c o v ý m i b o d y a, b. J ireducibilně souvislý 
mezi body a, b podle 10.1.16. J je kompaktní podle 8.2.14 a 9.1.20. 
Tudíž J je pseudooblouk podle 1 0 . 5 . 1 7 . Zřejmě J obsahuje hustou spo-
četnou množinu. 

10.5.21. B u d i ž P o b l o u k . P a k e x i s t u j e h o m e o m o r f n í z o b r a -
zen í p r o s t o r u P na i n t e r v a l J = St [0 ^ t ^ 1]. Buďtež a, b oba 
koncové body prostoru P (viz 10.5.16). Existuje spočetná hustá D c P; 
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můžeme předpokládat, že a e D, b e D. P je uspořádaný prostor 
s prvním bodem a a posledním 6; v P neexistují skoky ani mezery. 
Jakožto část P je D uspořádána; ze 6 . 1 . 8 plyne snadno, že D je hustě 
uspořádána. Podle 3 . 2 . 6 existuje podobné zobrazení cp množiny D na 
množinu všech racionálních čísel intervalu J . Snadno se zjistí, že 
existuje podobné zobrazení / prostoru P do množiny J, pro které je 
<p = / | D, a že zobrazení / je homeomorfní. Protože P je kompaktní 
(viz 10.5.17), je také /*(P) c J kompaktní podle 8.3.15, takže množina 
fl{P) je uzavřená v J podle 8.3.13. Protože fl{D) = yl{D) je hustá v J, 
musí bý t /HP) = J. 

10.5.22. M e t r i s o v a t e l n ý p s e u d o o b l o u k j e o b l o u k . Viz 4.12.21, 
8.3.3 a 9.1.19. 

1 0 . 5 . 2 3 . B u d t e ž a, "(0 ^ i ^ n) n a v z á j e m r ů z n é b o d y H-

p r o s t o r u P. P r o 1 ^ i ^ n b u d i ž St c P o b l o u k s k o n c o v ý m i 
b o d y af_lt at. P r o 1 ^ i < j ^ n b u d i ž St n = (at) v p ř í p a d ě 

n 
j = i + 1, Si n Sj = 0 v p ř í p a d ě j > i + 1. P a k S = U St j e 

<- i 
o b l o u k s k o n c o v ý m i b o d y a0, an. Pro 1 i íS n existuje spočetná 

n 

množina Di} která je hustá v Su t j . Dt c c Dt. Je-li D = U Z>ť, pak D 
_ t-X 

je spočetná podle 2 . 2 . 6 a D c S c D, t j . D je hustá v S. Tvrzení nyní 
plyne z 10 .5 . 18. 

10.5.24. B u d i ž a k o n c o v ý b o d s o u v i s l é h o p r o s t o r u P. P a k a 
n e n í d ě l i c í b o d p r o s t o r u P. 7i definice 10.5.4 je patrné, že P je více 
než jednobodový. Je-li a dělicí bod prostoru P , pak existují takové 
oddělené množiny A, B, že A 4= 0 4= P , P — (a) = A u P . Podle 
4 . 2 . 6 existuje takové okolí U bodu a, že A — U 4= 0 4= B — U. Je-li 
V c U okolí bodu a, jest F r V c P — V c P - (a). Podle 1 0 . 1 . 9 je však 
A n F r V 4= 0 4= B n F r V, protože množiny A n (a), B n (a) podle 
10.1.2 a 10.1.10 jsou souvislé. Tudíž množina F r V obsahuje aspoň dva 
různé body, a to je nemožné, je-li a koncový bod prostoru P . 

1 0 . 5 . 2 5 . B u d i ž P k o n t i n u u m . P a k e x i s t u j í a s p o ň d v a b o d y , 
k t e r é n e j s o u d ě l i c í m i b o d y p r o s t o r u P . E x i s t u j í - l i p o u z e 
d v a t a k o v é b o d y , p a k P j e p s e u d o o b l o u k . 
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D ů k a z . I . Buďtež aeP, b eP dva různé body; předpokládejme, že 
každý x e P — [ (a) u (6)] je dělicí bod prostoru P. Dokážeme, že P je 
ireducibilně souvislý mezi body a, b. Jakmile to provedeme, dokončí se 
důkaz vě ty už snadno. Neboť P je kompaktní, tedy P je pseudooblouk 
podle 10.5.17 a podle 10.5.10 a 10.5.16 jsou a, b jeho koncové body. 
Z 10.5.24 pak plyne správnost tvrzení věty . 

I I . Zvolme c e P, a 4= c 4= b. Pak c je děhcí bod prostoru P . Tudíž 
existují takové dvě oddělené množiny A0, B0, že P — (c) = A0 u B0) 

A0 4= 0 4= B0. Podle 5 . 1 . 1 je A0nB0= 0; podle 10 . 1 .2 a 1 0 . 1 . 1 0 
množina A0 u (c) = P — B0 je souvislá. Můžeme předpokládat, že 
a e A0. Z 10.5.2 je patrné, že stačí dokázat, že b e B0. Budiž naopak 
b e A0. 

I I I . Je-li x e B0, jest a 4= x 4= b, takže x je dělicí bod prostoru P 
a existují takové dvě oddělené množiny A{x) 4= 0, B(x) 4= 0, že P — 
— (x) = A(x) u B(x). Protože P — B0 je souvislá část množiny 
P — (x), je P — B0 podle 10.1.3 obsažena buďto v A(x) nebo v B(x); 
bez ú jmy na obecnosti budiž P — B0 c A(x). Množina (x) u A(x) je 
podle 10.1.2 a 10.1.10 souvislá. 

I V . P ro x e B0, y e B0 nechť ,,x před y" znamená, že (x) u A(x) c 
c A(y). Snadno se zjistí, že je t ím definováno částečné uspořádání mno-
žiny B0. Zvolme hbovolně x e B0, yeB(x). Protože P — B0cA(x), 
je y € B0. Souvislá množina {x) u A(x) = P — B(x) c P — (y) = 

=°A(y) u B(y) je podle 10.1.3 obsažena buďto v A(ý) nebo v B(y) a 
protože 0 4= P — B0 c A{x) n A{y), je (x) u A(x) c A{y). Tedy ke 
každému x e B0 existuje takový y e B0, že je x před y v částečně uspo-
řádané množině B0. 

V. Ze 3 . 9 . 1 nyní plyne, že existuje taková lineárně uspořádaná pod-
množina T 4= 0 množiny B0, ke které v B0 neexistuje žádný horní 
odhad. P ro x e T, y e T, x 4= y je buďto (x) U A(x) c A(y) nebo (y) u 

U A(y) c A(x). V prvém případě je zřejmě B(y) c B(x), ve druhém 
B(x) c B(y). Neprázdné množiny B(x) (x e T) tvoří tudíž monotónní 
soustavu. Protože prostor P je kompaktní, existuje podle 8 . 3 . 7 a 8 . 3 . 8 

takový bod y, že y e B(x) pro každý c eT. Protože P — B 0 c A{x) c 
c P — B(x) pro každý x eT, je y e B0. Dokážeme-h, že y je horní 
odhad množiny T, budeme hotovi. Nechť tedy x e T, x 4= y\ máme 
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dokázat, že (x ) u A{x) c A{y). Protože A(x) c P — B(x) c P — (y), 
x 4= y, je (x) u A(x) c P — (y) a stejně jako ve I V v y j d e (x) u A(x) c 
c A(y). 

1 0 . 6 . CYKLICKY USPOŘÁDANÉ MNOŽINY A CYKLICKÉ PROSTORY 

D e f i n i c e 10.6.1. Množinu P nazveme cyklicky uspořádanou, jestliže 
je dána množina S e P X P X P splňující t y to čtyři axiomy (x, y, z, t 

jsou libovolné p r vky množiny P ) : 

[ I g ] (x, í/, z) e g => (y, z, x) e g . 
[11(5] Je-li (x, y, z) e g , pak není (y, x, z) e g . 

[ I l l g ] Je-li x 4= y 4= z 4= x, je buďto (x, y, z) e S nebo (Í/, X, Z) e g . 
[ I V g ] (x, y, t) e 6, (í/, z, ř) 6 g => (x, z, ř) e g . 

g nazveme cyklickým uspořádáním množiny P . 

10.6.1. B u d i ž g c y k l i c k é u s p o ř á d á n í m n o ž i n y P . P a k p l a t í 
t o t o : 

[1] J e - l i {x, y, z) e g , j e s t (y, z, x) e g , (z, x, y) e g , a l e n e n í a n i 
(y, x, z) e g a n i (z, y, x) e g a n i (x, z, í/) e g . 

[2] (x, y, z) e g => x 4= y =¥ z + x. 
[3] ( x , ž / , z ) e g , (x,z,t)e<í^(x,y,t)e(í. 

Z ( I g ) plyne: (x, ?/, z) e g => (í/, z, x ) e g (z, x, ?/) e g ; užijeme-li ještě 
[ l i g ] , dostaneme [1], Z [1] plyne snadno [2], Budiž konečně (x, y, z) e g, 
(x, z, t) e g ; podle [ I g ] je (y, z, x) e g , (z, ř, x ) e g , takže podle [ I V g ] je 
(y, t, x) e g ; z toho plyne (x, y,t) e g podle [1], takže platí i [3]. 

D é f i n i c e 10.6.2. Položíme-li 

(x, y, z ) e g * o ( z , y, x ) e g , 

plyne z 10.6.1, že zároveň s g také g * je cyklické uspořádání množiny 

P . Pravíme, že g * je inversní k g ; protože zřejmě také g je inversní 

k g * , pravíme také, že g , g * jsou navzájem inversní. 

D e f i n i c e 10.6.3, Budiž g cyklické uspořádání množiny P 4= 0-
Zvolme a e P . P ro x e P — (a), y e P — (a) budiž 

(x, y) e £>o{x, y,a)e g . 
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Pak je £> uspořádání množiny P — (a), t j . jsou splněny axiomy [10] až 
[1110], neboť: 

[ I I S ] => [ 10 ] , [ I l l g ] ' =• [110], [ I V g ] => [ I I I O ] . 

Pravíme, že uspořádání O množiny P — (a) je vytvořeno cyklickým 
uspořádáním g množiny P. 

10.6.2. B u d i ž aeP. B u d i ž O u s p o ř á d á n í m n o ž i n y P — (a). 
E x i s t u j e p r á v ě j e d n o t a k o v é c y k l i c k é u s p o ř á d á n í g m n o ž i n y 
P, k t e r ý m j e v y t v o ř e n o O. 

D ů k a z . I . Existuje-li žádané cyklické uspořádání g množiny P , 
odvodí se snadno z [ I g ] a ze [2] v 10 .6 . 1 : 

(a, x, y) e g<=>(x, y, a) e g o { y , a, x) e g<=> 
ox e P (a), y e P — (a), (x, y) e O . 

Nyní buďtež x, y, z tři prvky množiny P — (a). Předpokládejme x 4= 
4= y =|= z 4= x, neboť podle [2] v 10.6.1 pouze za tohoto předpokladu 
může být (x, y, z) e g . Při uspořádání O leží buďto x před z nebo z 

před x. Leží-li x před z, jest (x, z, a) e g; je-li (x, y, z) e g, jest (x, y,a)e g 
podle [3] v 1 0 . 6 . 1 , t j . je zpředy\ mimo to je (x, y, z) e g a (a, x, z) e g 
podle [1] v 1 0 . 6 . 1 , takže (a, y,z)e g podle [ IVg ] , (y, z, a) e g podle 
[ Ig ] , t j . je y před z. Obráceně budiž x před y, y před z; pak je (x, y, a) e g, 
(y, z, a) e g, tedy (z, a, y) e g, (a,x,y)e g podle [1] v 10.6.1, takže 
(z, x, y) e g podle [ I V g ] a {x, y, z) e g podle [ Ig ] , T ím je dokázáno, že 
v případě (x, z) e O platí (x, y, z) e g právě tehdy, jestliže y leží mezi 
x, z. Zaměníme-li x, z, vidíme, že v případě (z, x) e £> platí (z, y, x) e g 
právě tehdy, jestliže y leží mezi x, z. Avšak ze [ I l l g ] a z [1] v 10.6.1 
plyne, že (pro z 4 = ž / 4 = z 4 = ® ) z obou vztahů (x, y, z) e g, (z, y, x) e g 
vždy platí právě jeden. Dostáváme tedy výsledek, že jsou-li x, y, z tři 
prvky množiny P — (a), pak je (x, y, z) e g právě tehdy, jestliže na-
stane jeden ze tří případů 

(x, y)eO, (y,z) e D ; 
(y, z) e D , (z, x) e O ; 
(z,x)eD, (x,y)e£>. 

Srovnáme-li s tím, co bylo řečeno na počátku důkazu, vidíme, že 
cyklické uspořádání g, existuje-li, je uspořádáním O jednoznačně 
určeno. 
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I I . Zbývá ukázat, že takto určená množina G c P X P X P je 
cykl ickým uspořádáním množiny P , t j . , že jsou splněny čtyři axiomy 
[1(5] až [ IVE ] . Budiž nejprve (x, y, z) e G. Pak nastane jeden z těchto 
šesti případů: (1) x = a, {y, z) e ©; (2) y = a, (z, x) e ©; (3) z = a, 

(x, y) e ©; (4) (x, y) e ©, (*/, Z) e ©; (5) (y, z) e ©, (z, x) e O; (6) (z, x) € ©, 
(x, ?/) e ©. V každém z těchto případů je (y, z, i ) t S a v žádném není 
(z/, x, z) e G. Ax i omy [ IG] a [ I IG ] jsou tedy splněny. Je-li za druhé 
x =|= y 4= z #= x, pak je zřejmé, že buďto jeden ze tří prvků x, y, z je 
roven a a z obou ostatních leží jeden před druhým v uspořádané mno-
žině P — (a), nebo že všecky tři p r vky x, y, z leží v P — (a) a jeden 
z nich leží mezi ostatními dvěma. V každém z obou případů je buďto 
(x, y, z) e G nebo (y, x, z) e G, takže axiom [ I I IG ] je splněn. Budiž ko-
nečně (x, y, ť) e G, (y, z, t) e G. Pak nastane jeden z těchto osmi případů: 

(1) x = a, (y, z) e © , (z, t) e © 
(2) y = a, (z,t) e©, (t, x) e O 

(3) z = a, (í, x ) e © , (x, ?/) e O 
(4) t = a , (x, y) e D , {y, z) e © 
(5) (x, y ) e © , (í/, z) 6 © , (z, ť) e © 
(6) (*/, z) e © , (z, í ) e © , (í, x ) e © 
(7) (z, ť) € © , (í, x ) e © , (x, 2/) € © 
(8) (t, x ) e © , (x, y ) e © , (ž/, z) e © . 

V každém z osmi případů je (x, z) e G, takže axiom [ IVG] je splněn. 

D e f i n i c e 10.6.4. Budiž G cyklické uspořádání množiny P . Budiž 
a e P,b e P , a 4= b. Podmnožinu P skládající se z prvku a, z prvku b a z 
všech těch x e P , pro něž platí (a, x, 6) e G, nazveme intervalem cyklicky 
uspořádané množiny P s počátkem a a koncem b a označíme ji int (P ; 
a, b; G) nebo stručněji int ( P ; a, b). 

10.6.3. B u ď t e ž (£, G* v z á j e m n ě i n v e r s n í c y k l i c k á u s p o ř á -
d á n í m n o ž i n y P . B u d i ž a e P, b e P, a 4= b. P a k j e s t int (P ; a, b\-

G*) = int (P ; b, a; G). 

10.6.4. B u d i ž G c y k l i c k é u s p o ř á d á n í m n o ž i n y P . B u d i ž 
a e P , 6 € P , a 4= b. P o d l e d e f i n i c e 10.6.3 v y t v á ř í G u s p o ř á d á n í © 
m n o ž i n y P — (a). M n o ž i n a int (P ; a, b; G) se s k l á d á z b o d ů a, b 
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a ze v š e c h (při uspořádání £)) p ř e d b o d e m b l e ž í c í c h p r v k ů m n o -
ž i n y P — (a); m n o ž i n a int (P ; b, a; £ ) se s k l á d á z b o d ů a, 6 a ze 
v š e c h za b o d e m b l e ž í c í c h p r v k ů m n o ž i n y P — (a). Je-li x e P, 

a 4= x =|= b, jest: x e int (P; a, b\ <í) o(a, x, b) e <5; podle [1] v 10.6.1 
jest: (a, x, b) e<lo(x, b, a) e <ío(x, b) e £>. Podobně: x e int (P ; b, a; 
&)o(b, x, a)e<ío(b, x) e £>. 

10.6.5. B u d i ž @ c y k l i c k é u s p o ř á d á n í m n o ž i n y P . B u d i ž 
a e P, b e P, a 4= b, S1 = int (P ; a, 6; G), S2 = int (P ; b, a; g ) . P ak 
jest = P, n S2 = (a) u (6). Viz 10.6.4. 

D e f i n i c e 10.6.5. Budiž S cyklické uspořádání množiny P . Budiž 
a e P,b e P, a 4= b, S = int (P ; a, 6; Podle definice 10.6.3 vy tvář í € 
uspořádání Dx množiny P — (a) a uspořádání £)2 množiny P — (6). 
£>! určuje uspořádání množiny S — (a) c P — (a) a toto uspořádání 
můžeme rozšířit právě jedním způsobem na takové uspořádání £> mno-
žiny S, při kterém prvek a je prvním. Pravíme, že uspořádání O mno-
žiny S je vytvořeno cyklickým uspořádáním (J množiny P. 

10.6.6. V d e f i n i c i 10.6.5 z a v e d e n é u s p o ř á d á n í O i n t e r v a l u 
ScP m ů ž e m e o b d r ž e t t a k é t a k , že v y j d e m e o d u s p o ř á d á n í 
m n o ž i n y S — (b) u r č e n é h o u s p o ř á d á n í m 02 m n o ž i n y P — (b) 

a t o t o u s p o ř á d á n í r o z š í ř í m e v u s p o ř á d á n í m n o ž i n y S t a k , 
aby b b y l v S p o s l e d n í m . Protože a je v S prvním, je (a, b) e D. Je-li 
x e S, a 4= x 4= b, jest (a, x, b) e (5, tedy (x, b, a) e £ podle [ IS] , takže 
(ÍÍJ b) e O. Tudíž je b posledním prvkem množiny S při uspořádání D. 

Dále máme dokázat, že pro x e S — (b), y e 8 — (b) jest: (x, y) e D=> 

=> (x, y) e D2. Je-li však (x, y) e £), je jistě y 4= a, tedy (a, y, b) e <S. 
Je-li x = a, dostáváme ihned (x, y) e D2. Je-li x + a, pak podle definice 
O jest (x, y, a) e <5; z [ I £ ] plyne (y, b, a) e <5, (y, a, x) e G, takže podle 
[3] v 10 .6 . 1 jest (y, b, x) e G; z [1] v 10 .6.1 nyní plyne (x, y, b) e tj. 
K V) e D2. 

10.6.7. B u d i ž S c y k l i c k é u s p o ř á d á n í m n o ž i n y P . B u d i ž 
a e P , b eP, a 4= b, S = int (P; a, b; S), ceP-S. Bud i ž £> uspo-
ř á d á n í m n o ž i n y P — (c) v y t v o ř e n é c y k l i c k ý m u s p o ř á d á n í m 

M n o ž i n a S se s k l á d á z b o d ů a, b a z t ě c h b o d ů m n o ž i n y 
P — (c), k t e r é p ř i u s p o ř á d á n í D l e ž í m e z i b o d y a, b. U s p o ř á d á -
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n í m D u r č e n é u s p o ř á d á n í m n o ž i n y S c P — (c) j e v y t v o ř e n o 
c y k l i c k ý m u s p o ř á d á n í m G. Jest a =j= c 4= b a vztah (a, c, b) e G je 
nesprávný; ze [111(5] plyne (c, a, b) e G. Tudíž je (a, b, c) e G podle [IG], 
t j . (a, b) e ¡0: a leží v množině P — (c) před (b). Je-li x e S, a + x =(= b, 

jest (a, x, b) e G; protože (a, x, b) e G, (a, b, c) e G, plyne ze [3] v 10.6.1, 
že (a, x, c) e G, t j . (a, x) e £); protože (c, a, b) e G, (a, x, b) e G, jest 
(c, x,b)e<í podle [ IVG] a (x, 6, c) e G podle [IG], t j . (x, b) e £>; t ím je 
dokázáno, že v P — (c) leží x mezi a, b. Jestliže obráceně v P — (c) 
leží x mezi a, b, jest (a, x) e D, (x, b) e £), t j . (a, x, c) e G, (x, b, c) e G 
a z [ IG] plyne (x, c, a) e G; protože (x, b, c) e G, (x, c, a) e G, plyne ze [3] 
v 1 0 . 6 . 1 , že (x, b, a) e G, takže podle [1] v 1 0 . 6 . 1 jest (a, x, b) e G. Víme 
už, že a je v S první; zbývá tudíž dokázat: (x, y) e O => (x, y, a) e G pro 
x e S — (a), y e S — (a). Je-li (x, y) e O, jest (x, y, c) e G; mimo to jest 
{a, x) € O, t j . (a, x, c) e G, tedy (x, c, a) e G podle [IG]; ze [3] v 10.6.1 
plyne (x, y, a) e G. 

1 0 . 6 . 8 . B u d i ž P = u Sz, n S2 = (a) u (b), a * b. B u d i ž ^ 
u s p o ř á d á n í m n o ž i n y S^ p ř i k t e r é m p r v e k a j e p r v n í m , p r v e k 
b p o s l e d n í m . B u d i ž £>2 u s p o ř á d á n í m n o ž i n y S2, p ř i k t e r é m 
p r v e k b j e p r v n í m , p r v e k a p o s l e d n í m . E x i s t u j e p r á v ě j e d n o 
t a k o v é c y k l i c k é u s p o ř á d á n í G m n o ž i n y P , že = int (P ; a, b\ 

G), S2 = int (P ; b, a; G) a že G v y t v á ř í o b ě u s p o ř á d á n í £>1; D2. 

D ů k a z . I . Existuje-li G, pak G vytvář í uspořádání D množiny P — 
— (a). Budiž xeP — (a), yeP— (a). Je osm možných případů. Za 
prvé budiž x + b + y, x e S1} y e S^, podle definice 10.6.5 jest: (x, y) e 
e O o ( x , y) e £)j. Za druhé budiž x =)= b =|= y, x e S2, y e S2; podle 10.6.6 
jest: (x, y) e O o (x, y) e £>2. Za třetí budiž: x + b #= y, x e Sx, y e S2, 

pak jest (a, x, b) e G, (b, y, a) e G; podle [IG] jest (x, b, a) e G, takže ze 
[ IVG] plyne (x, y, a) e G, t j . (x, y) e £>. Za čtvrté budiž x #= b 4= y, 

x e S2, y e S^, pak jest (y, x) e D, takže není (x, y) e O. Za páté budiž 
x = b, y e S^, podle definice 10.6.5 jest: (x, y) e O o(x, y) e Za 
šesté budiž x = b, y e S2, podle 1 0 . 6 . 6 jest: (x, y) e O o (x, y) e D2. Za 
sedmé budiž y = b, x e S^, pak jest (y, x) e D o (y, x) e tedy 
(x, y) e £)o(x, y) e Dv Za osmé budiž y = bf x e S2; pak jest (y, x) e 

e Do(y, x) e £>2, tedy (x, y) e £>o(x, y) e 02. Z toho plyne> že £> je 
jednoznačně určeno, takže podle 10.6.2 je G jednoznačně určeno. 
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I I . J e n y n í j a s n é , j a k d e f i n o v a t m n o ž i n u D c [ P — ( a ) ] X [ P — ( o ) ] : 

j e s t (x, y) e £> p r á v ě t e h d y , j e s t l i ž e b u ď t o x e S u y e S l t (x, y) e O j n e b o 

x e S2, y e S2, (x, y) e £>2 n e b o k o n e č n ě x e S^ y e S2, x =|= y. ( V š e p r o 

z =t= a =|= y.) S n a d n o s e p ř e s v ě d č í m e , ž e t a k t o u r č e n é D j e u s p o ř á d á n í 

m n o ž i n y P — (a), t j . , ž e j s o u s p l n ě n y a x i o m y [ I D ] a ž [ I I I £ > ] , P o d l e 

10.6.2 e x i s t u j e c y k l i c k é u s p o ř á d á n í £ m n o ž i n y P , k t e r é v y t v á ř í £ ) ; 

z 10.6.6 a z d e f i n i c e 10.6.5 p l y n e , ž e £ v y t v á ř í D x i £> 2 . 

D e f i n i c e 10.6.6. B u d i ž £ c y k l i c k é u s p o ř á d á n í m n o ž i n y P . J s o u - l i 

a, b, c, d p r v k y m n o ž i n y P , p r a v í m e , ž e dvojice (a, b) se Icfíží s dvojicí 
(c, d), j e - l i b u ď t o 

(a, c, b) e £ , (b, d,a)e<í 
n e b o 

(a, d,b)e&, (b, c, a) e £ . 

J e z ř e j m é , ž e n e z á l e ž í n a v z á j e m n é m p o ř a d í b o d ů v j e d n o t l i v ý c h d v o -

j i c í c h . Z n á s l e d u j í c í v ě t y p l y n e , ž e m ů ž e m e t a k é ř í k a t , ž e d v o j i c e 

(a, b), (c, d) se navzájem kříží. 

10.6.9. M n o ž i n a P b u d i ž c y k l i c k y u s p o ř á d á n a . J e s t l i ž e 

d v o j i c e (a, b) s e k ř í ž í s d v o j i c í ( c , d), p a k d v o j i c e ( c , d) s e k ř í ž í 

s d v o j i c í (a, b). M ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t , ž e (a, c, b) e £, (b, d, a) e £ . P o d l e 

[ I £ ] j e s t ( c , bj a) € £, (d, a, b) e £ . P r o t o ž e {d, a, b) e £, (a, c, b) e £, 

p l y n e z e [ I V E ] , ž e (d, c, b) e £ . P r o t o ž e ( c , b, a) e £ , (b, d, a) e £ , p l y n e 

z e [ I V £ ] , ž e ( c , d, a) e £ . P o d l e [ I £ ] j e t e d y ( c , b, d) e £, (d, a, c) e £ , t j . 

d v o j i c e ( c , d) s e k ř í ž í s d v o j i c í (a, b). 

10.6.10. M n o ž i n a P b u d i ž c y k l i c k y u s p o ř á d á n a . J e s t l i ž e 

d v o j i c e (á, b) s e k ř í ž í s d v o j i c í ( c , d), j s o u p r v k y a, b, c, d n a -

v z á j e m r ů z n é . M ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t , ž e ( a , c , b) e £ , ( 6 , d, a) e £ . 

P o d l e [ 2 ] v 10.6.1 b y m o h l o b ý t n e j v ý š c = d, a l e p o d l e [ 1 ] t a m t é ž a n i 

t o n e n í m o ž n é . 

1 0 . 6 . 1 1 . £ , £ * b u ď t e ž d v ě n a v z á j e m i n v e r s n í c y k l i c k á 

u s p o ř á d á n í m n o ž i n y P . J e s t l i ž e d v o j i c e (a, b) s e k ř í ž í s d v o -

j i c í ( c , d ) v z h l e d e m k £ , p a k p l a t í t o t é ž v z h l e d e m k £ * . 

10.6.12. M n o ž i n a P b u d i ž c y k l i c k y u s p o ř á d á n a . Z e č t y ř 

n a v z á j e m r ů z n ý c h p r v k ů l z e p r á v ě j e d n í m z p ů s o b e m v y b r a t 
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d v ě n a v z á j e m s e k ř í ž í c í d v o j i c e . P o d m í n k a , a b y d v o j i c e (a, b) s e 

k ř í ž i l a s d v o j i c í ( c , d), d á s e p o d l e [ 1 ] v 1 0 . 6 . 1 v y j á d ř i t t a k , ž e m á b ý t 

b u ď t o ( c , b, a) e G , ( b , d, a) e G n e b o (d, b, a) e G , (b, c, a) e G . Z a v e d e -

m e - l i u s p o ř á d á n i D m n o ž i n y P — (a) v y t v o ř e n é c y k l i c k ý m u s p o ř á d á -

n í m G , m ů ž e m e t a k é ř í c i , ž e v z h l e d e m k D m á p r v e k b m n o ž i n y P — (a) 

l e ž e t m e z i p r v k y a, c t é ž e m n o ž i n y . Z t o h o p l y n e i h n e d s p r á v n o s t 

t v r z e n í . 

D e f i n i c e 10.6.7. P r a v í m e , ž e p r o s t o r P j e cyklicky orientován, j e - l i P 

s o u v i s l ý , o b s a h u j e - l i v í c e n e ž j e d e n b o d , n e m á - l i ž á d n ý d ě l i c í b o d a j e - l i 

d á n o c y k l i c k é u s p o ř á d á n í m n o ž i n y P s t o u v l a s t n o s t í , ž e k d y k o l i d v o j i c e 

b o d ů (a, b) s e k ř í ž í s d v o j i c í b o d ů ( c , d), p a k b o d o v á m n o ž i n a (a) u ( 6 ) 

r o z t í n á P m e z i b o d y c, d. 

10.6.13. B u d i ž P c y k l i c k y o r i e n t o v a n ý p r o s t o r . B u d i ž 

a e P . D a n é c y k l i c k é u s p o ř á d á n í G m n o ž i n y P v y t v á ř í p o d l e 

d e f i n i c e 10.6.3 u s p o ř á d á n í D v n o ř e n é h o p r o s t o r u P — ( a ) . 

V z h l e d e m k S> j e P — (a) l i n e á r n ě o r i e n t o v a n ý p r o s t o r . P r o -

t o ž e P j e s o u v i s l ý a n e m á d ě l i c í c h b o d ů , j e m n o ž i n a P — ( a ) s o u v i s l á . 

P o d l e 10.1.17 o b s a h u j e P — (a) v í c e n e ž j e d e n b o d . B u d i ž ( c , 6 ) e £>, 

(b, d) e £>; m á m e u k á z a t , ž e b r o z t í n á P — (a) m e z i b o d y c , d. P o d l e 

d e f i n i c e £ ) j e s t ( c , b, a) e G , (b, d, a) e G , t a k ž e z [ 1 ] v 1 0 . 6 . 1 p l y n e p o d l e 

d e f i n i c e 10.6.6, ž e d v o j i c e (a,b) s e k ř í ž í s d v o j i c í (c,d). T u d í ž (a) u (b) 

r o z t í n á P m e z i b o d y c , d, t j . e x i s t u j í t a k o v é v p r o s t o r u P o d d ě l e n é 

C, D, ž e P - [ ( a ) u ( ď ) ] = C u D, c e C , d e D . N y n í P - [ ( a ) u 

u ( & ) ] = [ - P — ( a ) ] ~ ( & ) a m n o ž i n y C, D j s o u p o d l e 5 . 1 . 3 t a k é v p r o -

s t o r u P — (a) o d d ě l e n é . P r o t o ( b ) r o z t í n á P — ( a ) m e z i b o d y c , d. 

10.6.14. B u d i ž P c y k l i c k y o r i e n t o v a n ý p r o s t o r . B u d i ž 

a e P , b e P , a + b. B u d i ž S = i n t ( P ; a, b). D a n é c y k l i c k é u s p o -

ř á d á n í G p r o s t o r u P v y t v á ř í p o d l e d e f i n i c e 10.6.5 u s p o ř á d á n í 

t> v n o ř e n é h o p r o s t o r u S. M n o ž i n a 8 j e v P u z a v ř e n á a j e 

m e z i b o d y a, b i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l á . £> j e l i n e á r n í o r i e n t a c e 

p r o s t o r u S, p ř i k t e r é j e a p r v n í m a b p o s l e d n í m b o d e m . 

D ů k a z . I . Z a v e d e m e n e j p r v e p ř e d p o k l a d P — S + 0 , o k t e r é m 

d o d a t e č n ě z j i s t í m e , ž e j e v ž d y s p l n ě n . Z v o l í m e b o d c e P — S; G v y -

t v o ř í u s p o ř á d á n í D * v n o ř e n é h o p r o s t o r u P — ( c ) . U v a ž u j e m e - l i P — ( c ) 
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v u s p o ř á d á n í £ > * , j e P — ( c ) l i n e á r n ě o r i e n t o v a n ý p r o s t o r p o d l e 1Q.6.13. 
Z 10.6.7 p l y n e , ž e 8 s e s k l á d á z b o d ů a,b a z b o d ů m n o ž i n y P — ( c ) 

l e ž í c í c h m e z i a , 6 . P r o t o p o d l e 10.5.7 m n o ž i n a $ j e i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l á 

m e z i b o d y a, b. J e s t l i ž e x2e 8 l e ž í m e z i b o d y xx e S, x3e S v z h l e d e m 

k u s p o ř á d á n í D m n o ž i n y S, p l a t í p o d l e 10.6.7 t o t é ž v z h l e d e m k u s p o -

ř á d á n í £ ) * m n o ž i n y P — ( c ) . P r o t o ž e O * j e l i n e á r n í o r i e n t a c e p r o s t o r u 

P — ( c ) , r o z t í n á x2 p r o s t o r P — ( c ) m e z i b o d y x l t x3. E x i s t u j í t e d y 

t a k o v é d v ě v P — ( c ) o d d ě l e n é m n o ž i n y X 1 ; X 3 , ž e [ P — ( c ) ] — (x2) = 

= X 1 u X a , x1 e X l t x3 e X 3 . P o t o m j e 8 — (x2) = (8 n X J u (S n 

( l i j ) , x1eSr\X1, x3 e 8 n í ] a p o d l e 5.1.3 a 5.1.7 j s o u m n o ž i n y 

S n X l r 8 n x 3 o d d ě l e n é v p r o s t o r u S. Z t o h o p l y n e , ž e D j e l i n e á r n í 

o r i e n t a c e p r o s t o r u 8. P r o t o ž e c e P — S, j e s t ( 6 , c , a) e (£ p o d l e 10.6.4, 
t a k ž e (a, b, c) e 5 p o d l e [ 1 ] v 10.6.1, t j . (a, b) e £ > * . P o d l e 10.6.7 j e t e d y 

b o d a p r v n í a b o d b p o s l e d n í v S. 

I I . P o d l e 10.6.4 s e s k l á d á P — 8 z e v š e c h t ě c h x e P, p r o n ě ž j e 

(b, x, a) e ( ¿ . P r o t o P — 8 s e s k l á d á z e v š e c h t ě c h b o d ů m n o ž i n y P — 

— ( a ) , k t e r é l e ž í z a b o d e m b p ř i u s p o ř á d á n í £>„ m n o ž i n y P — (a) v y t v o -

ř e n é m c y k l i c k ý m u s p o ř á d á n í m ( L P o d l e 10.6.13 j e £ ) „ l i n e á r n í o r i e n t a c e 

p r o s t o r u P — (a), t a k ž e z 10.5.4 p l y n e , ž e m n o ž i n a P — S j e r e l a t i v n ě 

o t e v ř e n á v P — (a). Z e 4 . 6 . 7 p l y n e , ž e m n o ž i n a P — S j e o t e v ř e n á , 

a t e d y S u z a v ř e n á v p r o s t o r u P . 

I I I . Z b ý v á o d v o d i t s p o r z p ř e d p o k l a d u P — S = 0 . B u d i ž S0 = 

= i n t ( P ; b, a). P o d l e 10.6.5 j e 8 u S0 = P, SnS0= (a) U (b). K d y b y 

b y l o P - 8 = P - S0 = 0 , b y l o b y P = ( a ) U (b) a t o j e p o d l e 10.1.17 
n e m o ž n é , n e b o ť p r o s t o r P j e s o u v i s l ý . V p ř í p a d ě P — S = 0 b y t e d y 

b y l o P — =j= 0 a z ú v a h y p r o v e d e n é v I b y p l y n u l o , ž e m n o ž i n a S0 

j e s o u v i s l á . P o d l e 10.1.17 b y e x i s t o v a l b o d x e S0, a =(= x + b; p r o t o ž e 

S n S0 = {a) u ( 6 ) , b y l o b y x e P — S, t e d y p ř e c e j e n P — 8 4= 0 . 

D e f i n i c e 10.6.8. P r a v í m e , ž e p r o s t o r P j e cyklický, j e - l i m o ž n é j e j 

c y k l i c k y o r i e n t o v a t . B o d o v á m n o ž i n a M c P j e c y k l i c k á , j e s t l i ž e v n o -

ř e n ý p r o s t o r M j e c y k l i c k ý . 

10.6.15. B u d i ž P c y k l i c k ý p r o s t o r . B u d i ž a e P, b e P. a + b. 
P a k e x i s t u j í p r á v ě d v ě b o d o v é m n o ž i n y S u S2 i r e d u c i b i l n ě 

s o u v i s l é m e z i b o d y a, b. J e s t S1 u S2 = P , n S2 = (a) u (b). 

B o d o v é m n o ž i n y S u S2 j s o u u z a v ř e n é . J e - l i P c y k l i c k y o r i e n -
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t o v á n , p a k j e d n a z m n o ž i n 81} S2 j e i n t e r v a l e m s p o č á t k e m 

a a k o n c e m b, d r u h á j e i n t e r v a l e m s p o č á t k e m b a k o n c e m a. 

M ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t , ž e j e d á n o c y k l i c k é u s p o ř á d á n í @ p r o s t o r u . P . 

B u d i ž Sx = i n t (P; a, b; S2 = i n t ( P ; b, a\ P o d l e 10.6.5 j e 

S1\J S2 = P, S1nS2 = (a) u (b). P o d l e 10.6.14 j s o u m n o ž i n y St 

u z a v ř e n é a i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l é m e z i a, b. B u d i ž S c P i r e d u c i b i l n ě 

s o u v i s l á m e z i a, b\ m á m e d o k á z a t , ž e j e b u ď t o 8 = S t n e b o S = S2. 

Z ř e j m ě S =(= P , t a k ž e e x i s t u j e b o d c e P — S. P r o t o ž e S1 n S2 = (a) u 

U ( 6 ) c S, j e b u ď t o c e P — n e b o c e P — S 2 . M ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t , 

že c e P — S1} a d o k á ž e m e , ž e p o t o m j e 8 = S v B u d i ž O u s p o ř á d á n í 

m n o ž i n y P — ( c ) v y t v o ř e n é c y k l i c k ý m u s p o ř á d á n í m <E. U v a ž u j e m e - l i 

v n o ř e n ý p r o s t o r P — ( c ) v u s p o ř á d á n í £>, j e P — ( c ) l i n e á r n ě o r i e n t o -

v a n ý p r o s t o r p o d l e 10.6.13. P r o t o ž e m n o ž i n a 8 c P — ( c ) j e s o u v i s l á 

a o b s a h u j e o b a b o d y a, b, p l y n e z 10.5.6, ž e 8 o b s a h u j e v š e c k y b o d y , 

k t e r é v P — ( c ) l e ž í m e z i a, b. P r o t o ž e v š a k c e P — S1} p l y n e z 10.6.7, ž e 

S1 s e s k l á d á z b o d ů a, b a z e v š e c h x e P — ( c ) l e ž í c í c h m e z i a, b. T u d í ž 

S1 c 8~, p r o t o ž e a, e S1} b e S l t m n o ž i n a S t j é s o u v i s l á a m n o ž i n a S j e 

m e z i a , b i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l á , j e s t S = S^ 

10.6.16. B u d i ž a e P, beP, a + b. B o d o v é m n o ž i n y Sj^cP, 

S2cP b u ď t e ž u z a v ř e n é a . m e z i a, b i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l é . 

M i m o t o b u d i ž u S2 = P, S1nS2= (a) u (b). P a k j e P c y k -

l i c k ý p r o s t o r . 

D ů k a z . I . P o d l e 10.5.9 e x i s t u j e l i n e á r n í o r i e n t a c e m n o ž i n y S l r 

p ř i k t e r é j e a p r v n í m a b p o s l e d n í m b o d e m , a l i n e á r n í o r i e n t a c e £>2 

m n o ž i n y S2, p ř i k t e r é j e b p r v n í m a a p o s l e d n í m b o d e m . 

I I . P r o s t o r P o b s a h u j e v í c e n e ž j e d e n b o d a p o d l e 10.1.5 j e s o u v i s l ý . 

B u d i ž x e P ; d o k á ž e m e , ž e x n e n í d ě l i c í b o d , t j . , ž e m n o ž i n a P — ( x ) j e 

s o u v i s l á . J s o u č t y ř i m o ž n é p ř í p a d y : [ 1 ] x = a, [ 2 ] x e P — S2, [ 3 ] x = b, 

[ 4 ] x e P — Si, s t a č í v š a k v y š e t ř i t p r v n í d v a . J e - l i x = a, p l y n e z 10.5.6, 
ž e m n o ž i n y S1 — ( x ) } S2 — ( x ) j s o u s o u v i s l é ; p r o t o ž e — ( x ) ] u 

U [S2 — ( x ) ] = P — ( x ) , b e [81 — ( x ) ] n [S2 - ( x ) ] , j e m n o ž i n a P -

— ( x ) s o u v i s l á p o d l e 10.1.5. J e - l i x e P — S2, j e x e Su a #= x + 6; 

z 10.5.6 p l y n e s n a d n o , ž e e x i s t u j í t a k o v é d v ě s o u v i s l é m n o ž i n y Tlt T2, 

že a e Tu be T2> T1uT2 = — ( x ) . J e s t P - ( x ) = U S2 U T2, 
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a e T7! n S2, b e S2n T2\ u ž i j e m e - l i d v a k r á t z a s e b o u v ě t y 10.1.5, d o s t a -

n e m e , ž e m n o ž i n a P — ( x ) j e s o u v i s l á . 

I I I . P o d l e 10.6.8 e x i s t u j e t a k o v é c y k l i c k é u s p o ř á d á n í £ p r o s t o r u 

P, ž e 

Sl = i n t ( P ; a , 6 ; £ ) , = i n t ( P ; 6 , a ; £ ) 

a ž e £ v y t v á ř í o b ě u s p o ř á d á n í D 2 . 

I V . B u d i ž p e P , a 4= p, H 1 = i n t ( P ; a , p ; £ ) , H2 = i n t ( P ; p , a ; £ ) . 

D o k á ž e m e , ž e m n o ž i n y H x , H 2 j s o u u z a v ř e n é . C y k l i c k é u s p o ř á d á n í £ 

v y t v á ř í p o d l e d e f i n i c e 10.6.3 u s p o ř á d á n í D „ m n o ž i n y P — (a). P o d l e 

10.6.4 j e s t 

51 = (?) u (b) uďx [x * a , (x, b) e D0 ] , 
52 = (a) u (b) u£x [x * a, (b, x) e D0], 
Hl = (a) u (p) \>šx [z * a, (x, p) e D0 ] , 
H2 = (a) U (p) u *x [a 4= a, (p, x) e D0] . 

V p ř í p a d ě p = b j s o u m n o ž i n y H 1 = S l ! H2 = S2 u z a v ř e n é p o d l e 

p ř e d p o k l a d u . V p ř í p a d ě p 4= b j e b u ď t o ( p , b) e D 0 n e b o (b, p) e D 0 . 

J e - l i ( p , b) e D 0 , j e s t p e S1 a 

H, = ( a ) u (p) u£x {xe Sx- {a), (x, p) e ©J c Sx, 

H2 n St = (a) u (p) Uí, [x e S, - (a), (p, x) e Oj], 

H2 = S2u (H2 n . 

P r o t o ž e O x j e l i n e á r n í o r i e n t a c e p r o s t o r u Sl! p l y n e z 10.5.4, ž e m n o ž i n y 

H u H2 n S1 j s o u r e l a t i v n ě u z a v ř e n é v S±. T u d í ž H u H2 n S1 j s o u u z a -

v ř e n é v P p o d l e 4.6.6 a H2 j e u z a v ř e n á v P p o d l e 4.4.6. V p ř í p a d ě 

(b, p) e D 0 p r o b í h á d ů k a z o b d o b n ě ( v i z v ě t u 10 .6.6). 

V . B u d i ž p e P , q e P , p * q, E 1 = i n t ( P ; p, q; £), IC2 = i n t ( P ; 

q, p ; £ ) . D o k á ž e m e , ž e m n o ž i n y K l t I I 2 j s o u u z a v ř e n é . P o d l e I V m ů -

ž e m e p ř e d p o k l á d a t , ž e p 4= a 4= q. P o d l e 10.6.5 j e s t 

(1) KíuK2 = P, K1nKi = (p)u(q). 

J e s t b u ď t o a e P — K 1 n e b o a e P — K 2 , m ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t , ž e 

a e P — K x . J e - l i o p ě t D 0 u s p o ř á d á n í m n o ž i n y P — ( a ) u r č e n é c y k l i c -

k ý m u s p o ř á d á n í m £ , p l y n e z 10.6.4: 
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Hí = i n t ( P ; a, p ; 6 ) = (a) u ( p ) U Sx [ x * a, (x, p ) e £ > 0 ] , 

H2 = i n t ( P ; p, a; g ) = ( a ) u ( p ) U ď , [ x * a, ( p , x ) e © 0 ] , 

; Lx = i n t ( P ; a , g ; S ) = ( a ) U ( g ) u í , [ x * a , ( x , g ) e £>„], 
L2 = i n t ( P ; q, a ; ( 5 ) = (a) U ( g ) U [x * a, {q, x) e £>0] . 

J e s t b u ď t o ( p , q) e D0 n e b o (q, p) e £ ) „ . P r o t o ž e a e P — K u p l y n e 

z 10.6.7: 

(Z) (P, q)e£)0=>K1 = (p) U (g) U [x * a, (p, x) e £>„, (x, g) e O0], 
' (i, p)€Q6=>K1 = (P) U ( g ) U / , [ X * a , ( g , x ) e £> 0 , ( x , p ) <= £ > „ ] . 

Z ( 1 ) , ( 2 ) a ( 3 ) p l y n e v p ř í p a d ě ( p , g ) e £ 0 

(a) u X ^ f f j f i i i , = ( a ) u K2 = Hx u L2 

a v p ř í p a d ě (q, p) e £>„. 

(a) uK1 = H1r\L2, K2 = (a) u K2 = H2 u Lx . 

M n o ž i n y H1} H 2 , L l t L 2 j s o u u z a v ř e n é p o d l e I V , t a k ž e (a) u K x , 

( а ) u K 2 j s o u u z a v ř e n é p o d l e 4.4.5 a 4.4.6. P o d o b n ě s e d o k á ž e , ž e t é ž 

( б ) u K 1 ; (b) U K 2 j s o u u z a v ř e n é , t a k ž e t a k é K t = [ ( a ) u K{\ n 

f l [ ( 6 ) U K{\ j e u z a v ř e n á a s t e j n ě i K 2 . 

V I . D o k á ž e m e - l i , ž e S j e c y k l i c k á o r i e n t a c e p r o s t o r u P , b u d e m e 

h o t o v i . B u ď t e ž ( x 1 ; x 2 ) , . (y±, y2) d v ě n a v z á j e m s e k ř í ž í c í d v o j i c e b o d ů ; 

p o d l e I I a p o d l e d e f i n i c e 10.6.7 j e t ř e b a p o u z e u k á z a t , ž e m n o ž i n a 

( x x ) u ( x 2 ) r o z t í n á P m e z i b o d y yy, y2. P o d l e d e f i n i c e 10.6.6 j e b u ď t o 

Ví, e £ , ( x 2 , y2, xj e £ 
n e b o 

(xi, V 2, xi) e ® , ( x 2 , y1} x j e @ ; 

m ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t , ž e n a s t a n e p r v n í p ř í p a d . J e - l i = i n t ( P ; 

X j , x 2 x 2 , x1 ; 6 ) , j e s t 

ž/i 6 2/2 6 - ^ 2 - P o d l e 10.6.5 j e s t 

I j U I 2 = P , X± n X2 = ( x j u ( x 2 ) . P o d l e 10.6.10 j e s t 

P - [(x,) u (x2)] = (P - X2 ) u (P - X,), y^P-X2, 

y2eP - Xt. 

M n o ž i n y P — P — X s j s o u d i s j u n k t n í a p o d l e V j s o u o t e v ř e n é ; 

p o d l e 5.1.9 a 5.1.12 j s o u t e d y o d d ě l e n é , t a k ž e ( x x ) u ( x 2 ) r o z t í n á P 

m e z i b o d y ylt y2. 
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10.6.17. B u d i ž n ¡ j ž 3 . B u d t e ž at ( 1 ^ i ^ n) n a v z á j e m r ů z n é 

b o d y p r o s t o r u P ; b u d i ž a0 = an. P r o 1 i ^ n b u d i ž S t u z a v ř e -

n á m n o ž i n a i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l á m e z i b o d y a i _ 1 , a ž . B u d i ž 

P = U S { . P r o 1 ^ i ^ n — 1 b u d i ž S( n S i + 1 = ( a ť ) ; b u d i ž Sx n 

¿ - i 

n Sn = ( o „ ) ; p r o 1 ^ i ^ n - 2 , i + 2 ^ j £ n, ( i , j ) #= ( 1 , » ) b u d i ž 

^ n S , = 0 . P a k j e P c y k l i c k ý p r o s t o r . P o d l e 4.4.6, 4.6.6 a 10.5.13 
n - 1 

j e T = U (S j u z a v ř e n á m e z i b o d y a0 = a n a i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l á 
t - l 

m n o ž i n a . P r o t o ž e t o t é ž p l a t í o m n o ž i n ě Sn a p r o t o ž e T u i S „ = P , 

r n 5 „ = (a0) U (an-i). p l y n e t v r z e n í z 10.6.16. 

10.6.18. B u d i ž P c y k l i c k ý p r o s t o r . E x i s t u j í p r á v ě d v ě 

c y k l i c k é o r i e n t a c e p r o s t o r u P ; j s o u n a v z á j e m i n v e r s n í . 

B u d i ž aeP, b e P, a 4= b. P o d l e 10.6.15 e x i s t u j í p r á v ě d v ě m e z i a, b 
i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l é b o d o v é m n o ž i n y S u S2 a j e s t Sx u S2 = P , 

n S2 = (a) u (b). B u d i ž g c y k l i c k á o r i e n t a c e p r o s t o r u P . P o d l e 

10.6.15 m ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t , ž e 

Sx = i n t ( P ; a, b; g ) , S2 = i n t ( P ; 6, a ; 6 ) . 

J e - l i g * c y k l i c k á o r i e n t a c e i n v e r s n í k g , j e p o d l e 10.6.3 

S1 = i n t ( P ; b, a ; g * ) , S2 = i n t ( P ; a , 6 ; £ * ) . 

J e s t l i ž e n y n í t a k é g 0 j e c y k l i c k á o r i e n t a c e p r o s t o r u P , p a k p o d l e 

10.6.15 m n o ž i n a i n t ( P ; a , 6 ; g 0 ) s p l y n e s j e d n o u z o b o u m n o ž i n S2, 
t a k ž e j e b u d t o 

( 1 ) i n t ( P ; a , 6 ; g 0 ) = i n t ( P ; a , 6 ; g ) = ^ 

n e b o 

i n t ( P ; a , 6 ; g 0 ) = i n t ( P ; a, 6 ; g * ) . 

M ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t , ž e p l a t í ( 1 ) a d o k á ž e m e , ž e p o t o m j e s t G 0 = g . 

V e d l e ( 1 ) p l a t í p o d l e 10.6.15 j e š t ě 

i n t ( P ; b, a; g 0 ) = i n t ( P ; b, a; g ) = S2. 

U ž i j e m e v ě t y 10.6.14. P o d l e t é t o v ě t y g v y t v á ř í l i n e á r n í o r i e n t a c i 

m n o ž i n y S t a l i n e á r n í o r i e n t a c i £ ) 2 m n o ž i n y S2, p o d l e t é ž e v ě t y g 0 

v y t v á ř í l i n e á r n í o r i e n t a c i £> 1 0 m n o ž i n y S1 a l i n e á r n í o r i e n t a c i D 2 0 

20 Topologické prostory 3 0 5 



m n o ž i n y S2. P ř i O j i p ř i £> 1 0 j e a p r v n í m b o d e m m n o ž i n y S±-, p ř i £ ) 2 

i p ř i £> 2 0 j e b p r v n í m b o d e m m n o ž i n y S 2 . P o d l e 1 0 . 5 . 9 j e t e d y D 1 0 = Oh 

£>20 = t a k ž e G 0 = G p o d l e 1 0 . 6 . 8 . 

1 0 . 6 . 1 9 . B u d i ž u P - m o d i f i k a c e t o p o l o g i e v p r o s t o r u P . A b y 

( P , v) b y l c y k l i c k ý p r o s t o r , k t o m u j e n u t n é a s t a č í , a b y t o t é ž 

p l a t i l o o ( P , u). Z 1 0 . 6 . 1 5 a 1 0 . 6 . 1 6 p l y n e , že P j e p r á v ě t e h d y c y k l i c k ý 

p r o s t o r , j e s t l i ž e e x i s t u j í t a k o v é d v a b o d y a, b a t a k o v é d v ě u z a v ř e n é 

m n o ž i n y S1} S2, že S 1 l í S2 = P , n S2 = (a) u ( b ) a ž e o b ě m n o ž i n y 

S1} S2 j s o u i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l é m e z i a, b. P r o t o t v r z e n í p l y n e z e 

4 . 6 . 1 7 a 1 0 . 5 . 3 . 

1 0 . 6 . 2 0 . B u d i ž P c y k l i c k ý p r o s t o r . P a k P j e / / - p r o s t o r . 

B u d i ž a e P , b e P , a + b. B u d i ž G c y k l i c k á o r i e n t a c e p r o s t o r u P . 

P o d l e 1 0 . 1 . 1 7 a 1 0 . 6 . 1 4 e x i s t u j í t a k o v é b o d y c, d, že (a, c, b) e G, 

( 6 , d, a) e G . P o d l e 1 0 . 6 . 9 j e s t a e b e S2, k d e = i n t ( P ; c , d\ G ) , 

S2 = i n t ( P ; c , d; G ) . P o d l e 1 0 . 6 . 1 4 j s o u m n o ž i n y S1} S2 u z a v ř e n é , 

t a k ž e P — S l t P — S2 j s o u o t e v ř e n é . Z ř e j m ě a e P — S2, b e P — S u 

t a k ž e p o d l e 4 . 4 . 1 3 P — S2 j e o k o l í b o d u a a P — S1 j e o k o l í b o d u b. 

A v š a k ( P — SJ n ( P — S2) = 0 p o d l e 1 0 . 6 . 5 , t a k ž e b o d y a, b j s o u 

/ / - o d d ě l e n é . 

D e f i n i c e 1 0 . 6 . 9 . P r o s t o r P n a z v e m e pseudokružnicí, j e - l i P k o m -

p a k t n í a c y k l i c k ý . B o d o v á m n o ž i n a M c P j e p s e u d o k r u ž n i c e , j e s t l i ž e 

v n o ř e n ý p r o s t o r M j e p s e u d o k r u ž n i c e . 

1 0 . 6 . 2 1 . P s e u d o k r u ž n i c e j e k o n t i n u u m . 

1 0 . 6 . 2 2 . P s e u d o k r u ž n i c e j e P / ř - p r o s t o r . B u d i ž v d a n á t o p o l o g i e 

p r o s t o r u P a b u d i ž u j e j í P - m o d i f i k a c e . P r o s t o r ( P , v) j e k o m p a k t n í . 

P r o s t o r ( P , u) j e / / - p r o s t o r p o d l e 1 0 . 6 . 1 9 a 1 0 . 6 . 2 0 . T u d í ž u = v p o d l e 

8 . 3 . 2 5 . 

1 0 . 6 . 2 3 . B u d i ž P p s e u d o k r u ž n i c e . B u d i ž a e P , b e P , a + . 6 . 

P a k e x i s t u j í p r á v ě d v a p s e u d o o b l o u k y S1 c P , S2 c P s k o n -

c o v ý m i b o d y a , 6 . J e s t S1uS2 = P, n S2 = ( a ) u (b). M n o -

ž i n y S1; S2 j s o u u z a v ř e n é . P o d l e 1 0 . 6 . 1 5 e x i s t u j í p r á v ě d v ě m e z i 

a, b i r e d u c i b i l n ě s o u v i s l é b o d o v é m n o ž i n y 8 l t S2; j e s t S1U S2 = P, 

S1 n S2 = (a) u (b) a m n o ž i n y S1} S2 j s o u u z a v ř e n é . P o d l e 8 . 3 . 1 j s o u 
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S i , S 2 k o m p a k t n í , t a k ž e t o j s o u p s e u d o o b l o u k y p o d l e 10.5.17. Z 10.5.10 
a 10.5.16 p l y n e , ž e a, b j s o u k o n c o v é b o d y p s e u d o o b l o u k ů Slt S2a,žeP 

n e o b s a h u j e ž á d n ý j i n ý p s e u d o o b l o u k s k o n c o v ý m i b o d y a, b. 

10.6.24. B u d i ž aeP, beP, a + b. U z a v ř e n é m n o ž i n y SícP, 

S2 c P b u d t e ž p s e u d o o b l o u k y s k o n c o v ý m i b o d y a, b. B u d i ž 

S1uS2 = P, S1 n S2 = (a) u (b). P a k P j e p s e u d o k r u ž n i c e . 

P r o s t o r P j e c y k l i c k ý p o d l e 10.5.16 a 10.6.16; P j e k o m p a k t n í p o d l e 

8.3.2 a 10.5.17. 

10.6.25. B u d i ž P Z ř - p r o s t o r . B u d i ž a e P , 6 e P , a * b. B u d t e ž 

S1cP, 82cP p s e u d o o b l o u k y s k o n c o v ý m i b o d y a,b. B u d i ž 

S1l)S2 = P, n S2 = (a) u (b). P a k P j e p s e u d o k r u ž n i c e . 

M n o ž i n y S1} S2 j s o u u z a v ř e n é p o d l e 8.3.13 a 10.5.17; t v r z e n í p l y n e 

t e d y z 10.6.24. 

10.6.26. B u d i ž n S i 3 . B u d t e ž at ( 1 ^ i sS n) n a v z á j e m r ů z n é 

b o d y / / - p r o s t o r u P ; b u d i ž a0 = an. P r o 1 í S i ^ n b u d i ž S t 

p s e u d o o b l o u k s k r a j n í m i b o d y a { _ l t at. P r o 1 ^ i ^ n— 1 

b u d i ž S{ n S i + ! = ( a j ; b u d i ž n Sn = ( a „ ) ; p r o 1 ^ i ^ n — 2 , 

i + 2 ^ j ^ n, ( i , j ) + ( 1 , n) b u d i ž S t n S, = 0 . B u d i ž Q = 

= u S(cP. P a k Q j e p s e u d o k r u ž n i c e . P o d l e 10.5.18 j e T = " u Sf 
i - 1 ť - i 

p s e u d o o b l o u k s k o n c o v ý m i b o d y a B _ x , a n \ t o t é ž p l a t í o Sn. P r o t o ž e 

Sn n T — {an-i) U (an), p l y n e t v r z e n í z 5.2.1 a 10.6.25. 

10.6.27. B u d i ž P k o n t i n u u m ; p r o ž á d n o u d v o u b o d o v o u 

Z c P n e c h ť m n o ž i n a P — Z n e n í s o u v i s l á . P a k P j e p s e u d o -

k r u ž n i c e . 

D ů k a z . I . P o d l e 10.5.25 e x i s t u j í t a k o v é d v a r ů z n é b o d y a, b, ž e 

m n o ž i n y P — (a), P — (b) j s o u s o u v i s l é . M n o ž i n a P — [ ( a ) u ( 6 ) ] 

p o d l e 10.1.17 n e n í p r á z d n á a p o d l e p ř e d p o k l a d u n e n í s o u v i s l á . T u d í ž 

e x i s t u j í t a k o v é d v ě o d d ě l e n é m n o ž i n y A, B, ž e P — [ ( a ) u ( 6 ) ] = 

= i u B , i # 0 # J B . B u d i ž 

Sx = A u (a) U (b) = P - B, £2 = B u (a) u (b) = P - A . 

M n o ž i n y A, B j s o u p o d l e 5 . 1 . 6 r e l a t i v n ě o t e v ř e n é v P — [ ( a ) u ( 6 ) ] , 

t a k ž e p o d l e 4 . 6 . 7 j s o u o t e v ř e n é a S1} S2 j s o u u z a v ř e n é . Z ř e j m ě S t u , 
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U S2 = P . P o d l e 5 . 1 . 1 j e s t 81 n S2 == (a) u ( b ) . M n o ž i n a P — (a) j e 

s o u v i s l á ; p r o t o ž e [ P — ( a ) ] — (b) = A u P a m n o ž i n y A, B j s o u o d d ě -

l e n é , j s o u A u (b), B u ( 6 ) s o u v i s l é p o d l e 10.1.2 a 10.1.10. P o d o b n ě 

s e z j i s t í , z e t e z A u {a), B u [a) j s o u s o u v i s l e . T u d i z S2 j s o u s o u -

v i s l é p o d l e 10.1.5; p o d l e 8.3.1 t o j s o u - t e d y k o n t i n u a . 

I I . P o d l e 10.6.24 s t a č í d o k á z a t , ž e Šu S2 j s o u p s e u d o o b l o u k y s k o n -

c o v ý m i b o d y a, b. S t a č í p r o v é s t d ů k a z p r o P o d l e 10.5.24 a 10.5.25 
s t a č í d o k á z a t , ž e k a ž d ý o d a i o d b r ů z n ý b o d x e Sx j e d ě l i c í m b o d e m 

m n o ž i n y S v P ř e d p o k l á d e j m e n a o p a k , ž e e x i s t u j e t a k o v ý c e S1 — 

— [ ( a ) U ( 6 ) ] , ž e m n o ž i n a — ( c ) j e s o u v i s l á . B u d i ž x e S2, a =t= x + b. 

K d y b y m n o ž i n a S 2 — ( z ) b y l a s o u v i s l á , p a k b y p o d l e 10.1.5 t a k é P — 

— [ ( c ) u ( z ) ] = — ( c ) ] u [ # 2 — ( z ) ] b y l a s o u v i s l á , n e b o ť a e ^ -

— ( c ) ] n — í ® ) ] ; p r o t o ž e ( c ) u ( x ) j e d v o u b o d o v á m n o ž i n a , j e t o 

n e m o ž n é . T u d í ž z 10.5.24 a 10.5.25 p l y n e , ž e S2 j e p s e u d o o b l o u k s k o n -

c o v ý m i b o d y a, b. P o d l e 10.5.16 j e t e d y S2 m n o ž i n a i r e d u c i b i l n ě s o u -

v i s l á m e z i b o d y a, b. P o d l e 10.1.17 e x i s t u j e b o d deS2, a 4= d 4= b. 
Z 10.5.6 a 10.5.9 o d v o d í m e s n a d n o , ž e e x i s t u j í t a k o v é d v ě s o u v i s l é 

b o d o v é m n o ž i n y T l f T 2 , ž e a e T x , b e T 2 , T 1 U T 2 = S2 ~ (d). P r o t o ž e 

a e T 1 n — ( c ) ] , b e T 2 n — ( c ) ] , d o s t a n e m e d v o j n á s o b n ý m u ž i -

t í m v ě t y 10.1.5, ž e m n o ž i n a P — [ ( c ) u ( ¿ ) ] = T1 u T2 u — ( c ) ] j e 

s o u v i s l á . P r o t o ž e ( c ) u (d) j e d v o u b o d o v á m n o ž i n a , j e t o n e m o ž n é . 

D e f i n i c e 10.6.10. P r o s t o r P s e n a z ý v á topologická kružnice ( n e b o 

t a k é jednoduchá zavřená křivka), j e - l i P p s e u d o k r u ž n i c e o b s a h u j í c í 

h u s t o u s p o č e t n o u m n o ž i n u . B o d o v á m n o ž i n a M c P j e t o p o l o g i c k á 

k r u ž n i c e , j e s t l i ž e v n o ř e n ý p r o s t o r M j e t o p o l o g i c k á k r u ž n i c e . 

10.6.28. B u d i ž P t o p o l o g i c k á k r u ž n i c e . B u d i ž aeP, b e Pt 

a + b. P a k e x i s t u j í p r á v ě d v a o b l o u k y S ] C P , S2 c P s k o n c o -

v ý m i b o d y a,b. J e s t S1 u S2 = P , n S2 = (a) u (b). P o d l e 

10.6.23 e x i s t u j í p r á v ě d v a p s e u d o o b l o u k y c P, S2 c P s k o n c o v ý m i 

b o d y a, b a j e s t = P, Sx n S2 = {a) u (6). P o d l e 8.3.13, 
10.5.16, 10.5.17 a 10.6.22 j s o u S^ S2 u z a v ř e n é m n o ž i n y . N y n í e x i s t u j e 

s p o č e t n á h u s t á D c P ; m ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t , ž e a e D, b e D. B u d i ž 

D1 = S1 n D, D2 = S2 n D. P a k j e P = Ď = Ď1 u D2 = S1 u S2\ 
p o d l e 4 . 4 . 7 j e s t D x c D2 c S2; p r o t o ž e a e Dx n D 2 ) b e Dy n P 2 , 
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S1r\S2 = (a) u ( 6 ) , j e s t B1 = S1} D2 = S2. T u d í ž D x j e h u s t á v Z > 2 

j e h u s t á v S 2 a $ 2 j s o u o b l o u k y . 

10.6.29. B u d i ž P / / - p r o s t o r . B u d i ž a e P , 6 e P , a 4= 6 . B u ď t e ž 

»Si c P , S 2 c P o b l o u k y s k o n c o v ý m i b o d y a , 6 . B u d i ž S 1 n S2 = 

= (a)u(b). P a k u S2 j e t o p o l o g i c k á k r u ž n i c e . S1 u S2 j e 

p s e u d o k r u ž n i c e p o d l e 5.2.1 a 10.6.25. P r o i = 1, 2 e x i s t u j e s p o č e t n á 

m n o ž i n a D t h u s t á v S { . J e s t D t D S t , t e d y Dx U D2 d Sx U S2, t j . m n o -

ž i n a D j u D2 j e h u s t á v Sx u S.2\ Dx U D2 j e s p o č e t n á p o d l e 2.2.6. 

10.6.30. M n o ž i n a S = &(XiV) [x2 + y2 = 1 ] c E2 j e t o p o l o g i c k á 

k r u ž n i c e . B u d i ž = S n [y ^ 0 ] , S2 = S n * ( « , „ ) [y ^ 0 ] , 

« = ( 1 , 0 ) , b = . ( — 1 , 0 ) . P a k j e S1uS2 = S, n S2 = (a) u ( b ) . 

P r o ( x , y) e £ 2 b u d i ž f ( x , y) = x. S n a d n o s e d o k á ž e , ž e p r o i = 1 , 2 j e s t 

/ | S{ h o m e o m o r f n í z o b r a z e n í m n o ž i n y S t n a & t [ 0 t 1 ] , P o d l e 

10.5.20 j s o u t e d y S1} S2 o b l o u k y s k o n c o v ý m i b o d y a, b. P o d l e 9.1.5 a 

9.1.22 j e E2 / / - p r o s t o r . T u d í ž S j e t o p o l o g i c k á k r u ž n i c e p o d l e 10.6.29. 

10.6.31. B u d i ž P t o p o l o g i c k á k r u ž n i c e . P a k e x i s t u j e h o -

m e o m o r f n í z o b r a z e n í p r o s t o r u P n a m n o ž i n u é?(XiV) [x2 + y2 = 
= 1] c E2. V iz 10.5.21 a 10.6.28. 

10.6.32. M e t r i s o v a t e l n á p s e u d o k r u ž n i c e j e t o p o l o g i c k á 

k r u ž n i c e . V i z 10.5.22, 10.6.22, 10.6.23 a 10.6.29. 

10.7. NĚKOLIK VĚT O DĚLICÍCH BODECH 

10.7.1. B u d i ž P s o u v i s l ý p r o s t - o r . B u d i ž S c P s o u v i s l á 

m n o ž i n a . B u d i ž Z m n o ž i n a t ě c h x e S, k t e r é j s o u d ě l i c í m i 

b o d y p r o s t o r u P , a l e n e j s o u d ě l i c í m i b o d y v n o ř e n é h o p r o -

s t o r u S. P a k e x i s t u j e v p r o s t o r u P t a k o v á d i s j u n k t n í s o u -

s t a v a @ n e p r á z d n ý c h o t e v ř e n ý c h m n o ž i n , ž e m o h @ = m o h Z. 

P r o x e Z e x i s t u j í t a k o v é o d d ě l e n é m n o ž i n y A ( x ) , B ( x ) , ž e P — ( x ) = 

= A ( z ) u B ( x ) , A { x ) 4 0 + B ( z ) . P r o t o ž e m n o ž i n a S — ( x ) c P — ( x ) 

j e s o u v i s l á , m ů ž e m e p o d l e 10.1.3 p ř e d p o k l á d a t , ž e S — (x) c A(x). 
M n o ž i n a B ( x ) j e p o d l e 4 . 6 . 7 a 5 . 1 . 6 o t e v ř e n á . S t a č í d o k á z a t , ž e p r o 
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x e Z , y € Z , x 4= y j e B ( x ) n B(y) = 0 . J e s t y e S — ( x ) c A { x ) , x e S — 

— (y) c A(y). M n o ž i n a y u B(y) = P — A(y) j e s o u v i s l á p o d l e 10.1.2 
a 10.1.10. P r o t o ž e x e A(y), j e s t y U B(y) c A{x) u B(x). P r o t o ž e 

yeA(x), p i j m e z 10.1.3, ž e B(y) c A(x) c P — B(x), t a k ž e B(x) n 

n B(y) = 0 . 

10.7.2. B u d i ž P s o u v i s l ý P - p r o s t o r s d r u h ý m a x i o m e m 

s p o č e t n o s t i . B u d i ž S c P c y k l i c k á m n o ž i n a . P a k S o b s a h u j e 

n e j v ý š s p o č e t n ě m n o h o d ě l i c í c h b o d ů p r o s t o r u P . P ř e d p o k l á -

d á m e - l i o p a k a v š i m n e m e - l i s i t o h o , ž e 8 p o d l e d e f i n i c 10.6.7 a 10.6.8 
n e m á ž á d n ý d ě l i c í b o d , s o u d í m e z 10.7.1, ž e v p r o s t o r u P e x i s t u j e n e -

s p o č e t n á d i s j u n k t n í s o u s t a v a n e p r á z d n ý c h o t e v ř e n ý c h b o d o v ý c h 

m n o ž i n . J e v š a k z ř e j m é , ž e t o o d p o r u j e d r u h é m u a x i o m u s p o č e t n o s t i . 

10.7.3. B u d i ž P k o n t i n u u m . B u d i ž ScP s o u v i s l á m n o -

ž i n a , S =# P . P a k e x i s t u j e b o d a e P — S, k t e r ý n e n í d ě l i c í m 

b o d e m p r o s t o r u P . B u d i ž b e P — S. J e s t l i ž e b n e n í d ě l i c í b o d p r o -

s t o r u P , j s m e h o t o v i . J e s t l i ž e b j e d ě l i c í b o d , e x i s t u j í t a k o v é o d d ě l e n é 

m n o ž i n y A 4= 0 , B 4= 0 , ž e P — (b) = A u B. P r o t o ž e S c P — (b) 

j e s o u v i s l á , m ů ž e m e p o d l e 10.1.3 p ř e d p o k l á d a t , ž e S c A. Z 10.1.2 
a 10.1.10 p l y n e , ž e b o d o v é m n o ž i n y A U (b), B u ( 6 ) j s o u s o u v i s l é . 

P o d l e 4 . 6 . 7 a 5 . 1 . 6 j e m n o ž i n a A o t e v ř e n á , t a k ž e B u (b) = P — A j e 

u z a v ř e n á ; p o d l e 8 . 3 . 1 j e t e d y B u ( b ) k o m p a k t n í . P r o t o ž e B u (b) 

n e n í j e d n o b o d o v á , j e t o k o n t i n u u m . P o d l e 10.5.25 e x i s t u j e b o d a e B, 
k t e r ý n e n í d ě l i c í m b o d e m m n o ž i n y B u ( b ) , t j . m n o ž i n a C = [B u 

U ( 6 ) ] — ( a ) j e s o u v i s l á . P r o t o ž e P — (a) = [ A u ( 6 ) ] u C , b e [ A u 

U ( 6 ) ] n C, p i j m e z 10.1.5, ž e m n o ž i n a P — (a) j e s o u v i s l á , t j . a n e n í 

d ě l i c í m b o d e m p r o s t o r u P . P r o t o ž e S c A, a e B, j e s t a e P — S p o d l e 

5.1.1. 

10.7.4. B u d i ž P s o u v i s l ý p r o s t o r ; b u d i ž M c P h u s t á m n o -

ž i n a . B u d i ž S m n o ž i n a t ě c h x e P , p r o n ě ž P — ( x ) m á v í c e n e ž 

d v ě k o m p o n e n t y . P a k j e s t m o h S ^ m o h M . 

D ů k a z . I . T r i v i á l n í p ř í p a d j e d n o b o d o v é h o P m ů ž e m e n e c h a t s t r a -

n o u . P o d l e 10.1.17 j e p r o s t o r P n e k o n e č n ý , t a k ž e p o d l e 4.1.6 t a k é m n o -

ž i n a M j e n e k o n e č n á . Z e 3 . 7 . 9 p l y n e , ž e m o h M = m o h M 3 , k d e M 3 = 

= M X M X M. 
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I I . J e - l i x e S, p a k m n o ž i n a P — ( x ) j e n e p r á z d n á a n e n í s o u v i s l á 

( v i z 10.2.3). T u d í ž e x i s t u j í t a k o v é d v ě o d d ě l e n é m n o ž i n y A[x), K(x), ž e 

P - ( x ) = A ( x ) u K ( x ) , A ( x ) 4= 0 4= K ( x ) . P r o t o ž e P - ( x ) m á v í c e 

n e ž d v ě k o m p o n e n t y , m u z e m e p o d l e 1 0 . 2 . 2 p ř e d p o k l á d a t , ž e množina. 
K{x) n e n í s o u v i s l á , t a k ž e e x i s t u j í t a k o v é o d d ě l e n é B{x), C(x), ž e K ( x ) = 

= B(x) u C(x), B(x) 4= 0 4= C(x). T u d í ž ( v i z 5.1.7): 

(1) P - (X) = A{x) u B(x) u C(x), 

( 2 ) A(x) * 0 , B(x) + 0 , C(x) 4= 0 , 

A(x), B(x) ' 
( 3 ) A ( x ) , C(x) j s o u o d d ě l e n é . 

B(x), C(x) 

P o d l e 5 . 1 . 8 j s o u A ( x ) u B ( x ) , C(x) o d d ě l e n é , t a k ž e C(x) p o d l e 5 . 1 . 6 

j e r e l a t i v n ě o t e v ř e n á v P — ( x ) a p o d l e 4 . 6 . 7 j e C(x) o t e v ř e n á v P . 

P r o t o ž e M j e h u s t á v P , j e M n C(x) h u s t á v C(x) p o d l e 4.9.11, t a k ž e 

e x i s t u j e b o d f 3 ( x ) e M n C ( x ) . P o d o b n ě s e z j i s t í , ž e e x i s t u j í b o d y 

h(x) e M n A(x), f2(x) e M n B(x). J e - l i f(x) = [/,(*), f2(x), f3(x)], j e / 

z o b r a z e n í m n o ž i n y S d o M 3 , t a k ž e p o d l e I z b ý v á p o u z e u k á z a t , ž e 

z o b r a z e n í / j e p r o s t é . 

I I I . B u d i ž n a o p a k x1 e S, x2e S, xí 4= x2, fi(Xj) = fi(x2) p r o i = 
= 1, 2 , 3 . Z 5 . 1 . 1 p l y n e p o d l e ( 3 ) , ž e m n o ž i n y n a p r a v o v ( 1 ) j s o u d i s -

j u n k t n í . Z ř e j m ě m ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t , ž e : 

( 4 ) e C f a ) . 

N y n í P — ( Z i ) = A(xJ u [B(xJ u C(xj\ a z e ( 3 ) p l y n e p o d l e 5.1.8, 
ž e m n o ž i n y A(xx), B(x1) u CfaJ j s o u o d d ě l e n é . Z 10.1.2 a 10.1.10 
s o u d í m e t e d y , ž e m n o ž i n a x1 u A ( x j ) j e s o u v i s l á . 

P o d o b n ě t a k é ( a ^ ) u B(xx) a t e d y p o d l e 10.1.5 t é ž 

S = ( Z j ) u A(xJ u B(xJ 

j e s o u v i s l á . A v š a k S c P — C(xJ, t a k ž e p o d l e ( 1 ) a ( 4 ) S c A{x2) u 

U [B(x2) U C{x2)\ P o d l e 10.1.3 j e t e d y b u ď t o S n A(x2) = 0 n e b o 

S n [B{x2) U C(x2)] = 0 . T o j e n e m o ž n é , n e b o ť S o b s a h u j e b o d y 

Atol) = /l(z2) « MXz), = fÁ**) « B(x2)-
10.7.5. B u d i ž P s o u v i s l ý P - p r o s t o r s d r u h ý m a x i o m e m s p o -

č e t n o s t i . M n o ž i n a t ě c h x e P , p r o n ě ž P — ( z ) m á v í c e n e ž d v ě 

k o m p o n e n t y , j e n e j v ý š s p o č e t n á . V i z 4.12.21 a 10.7.4. 
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10.8. CVIČENÍ k § 10 

Nejprve budeme definovat 11 prostorů P ť (1 íá i ^ 11) vnořených do E„. Při 
tom užijeme tohoto označení: je-li a = (o1; a2) e E2, b = (blt b2) e E2, o =j= 6, pak 
nechť U(a, b) znamená množinu bodů (x, y) e E2, kde x = ia1 + (1 — ť) b1, 
y = ío2 -)- (1 — t) 62, 0 í ^ 1; v terminologii elementární geometrie je tedy 
U(a, b) úsečka spojující bod a s bodem b. 

P ř í k l a d y 10.8.1, 10.8.2. Je-li a0 = (0, 0), í>0 = (0, 1) a pro n ^ 1: o„ = 
= (n~\ 0), bn = (n-1, 1), pak 

P1= u U(an, K) u U(a0, aj u U(b0, bj , 
n . 0 

P2 = Ů U(an, b0) . 
n - 0 

Př ík l ad 10.8.3. Je-li D množina bodů (x, 0) e E2, kde x probíhá triadické 
diskontinuum (viz definici 9.6.4), a je-li opět 60 = (0, 1), pak 

P3= UsU(Š,b0) (!*£>). 

Př ík l ad 10.8.4. Budiž = (0, 0), a2 = (1, 0); pro n e N, 1 ^ i ^ 2n - 1 
budiž bni = (i . 2"", 0), cni = (i . 2-", 2-"); pak 

CD 2 " - l 
P 4 = 17(0,!, o2) u u U U(bni, cni) . 

n . l t - 1 

Př ík l ad 10.8.5. Budiž ox = (0, 0), o2 = (0, 1); pro n e N budiž bn = (n~x, 0), 
cn = P a k 

P 5 = U(alt a 2 ) u G c n ) u U(cn, 6 n + 1 ) ] . 
n-1 

Př ík l ad 10.8.6. Budiž at = (0, 0), o2 = (1, 0); pro n e N, 1 ^ i ^ 2"-1 budiž 
Ki = ' [ (2* - 1) 2-«, 2-»]; pak 

® 2»—1 

P „ = J7 ( a 1 ; a 2 ) u U U [V(bni, u U(bni, b „ + i i 2 i ) ] . 
n-1 i=1 

P ř í k l a d 10.8.7. Budiž a = (0, 0); pro n e N budiž bn = (n-1, 0); pro n e N, 
i e N budiž cni = [(n + l)"1, pak 

OO 0 0 

P 7 = U(a, I J u U U < W ) . 
n-1i_1 

Př ík l ad 10.8.8. Budiž množina těch bodů (—1,2/) e E2, pro něž y 0; 
budiž j42 množina těch bodů (1, y) e E2, pro něž y ¡¡i 0; pro n e N budiž 

« 4 n - 3 = ( 1 - 2 " n , 0 ) , a = ( - 1 + 2 - « , 0 ) , a 2 n = ( 0 , ra) ; 
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pak 
ao 

Pa = A1u A2u \J U(an, on+1) . 
n = l 

Př ík lad 10.8.9. Pro ne N budiž An množina těch (x, y) e E2, pro něž x = w 1 , 
2/ íS 0; pro n e N budiž Bn množina těch (x,y) e E2, pro něž je předně n"(x2 + 
+ y2) = 1 a za druhé budto x sS 0 nebo y ^ 0; pak 

P„ = U ' ( ^ u B „ ) . 
n - l 

Př ík l ady 10.8.10, 10.8.11. Pro n = 0, 1, 2, 3, ... budiž An množina těch 
(x, y) e E2, pro něž (x + n)2 + y2 — \y = 0, Bn množina těch (x, y) e £2, pro něž 
(x + n)2 + y2 + iy = 0, C'n množina všech (n, y) e E2. Dále budiž- C* množina 
těch (0, y) e E2, pro něž y ¡g 0, D množina všech (x, 0) e E2. Pak 

Pio = U (An u Bn u Cn) u C0 u D, 
71 = 1 

Pil = U (An u Bn u Gn) u C* u S 0 u í > . 
Ti - 1 

10.8.1. Prostory Plt P2, P3, Piy P5, Pe, P7 jsou kontinuá. Prostory Pe, P„ 
P10, P n jsou souvislé. 

10.8.2. Budiž a = (0, 0), b = (0, 1). Budiž 

M = <?(x.v) [ » = 0, 0 < i/ < 1] , 

N = S(x.v) [0 < * š 1, » = o nebo y = 1] . 
Pak je (a) u (6) kvasikomponenta prostoru P x — (M u N). 

00 

10.8.3. Konstituanty prostoru P„ = U (An u Bn) jsou množiny An u Bn 

n - l 
(n e N). 

10.8.4. Bod (0, 1) je dělicím bodem prostoru P9 . 

10.8.5. Body a, bn (n e N) byly definovány v příkladě 10.8.7. Množina 

Q = [P7 - V (a, bjl u (o) u U (bn) c P 7 
7Í-1 

je souvislá; body bn (n e N) jsou dělicími body množiny Q. 

10.8.6. Existuje prosté spojité zobrazení prostoru P10 na prostor P n i prosté 
spojité zobrazení prostoru P n na prostor P10; avšak neexistuje homeomorfní 
zobrazení prostoru P10 na prostor P n . Důkaz posledního tvrzení lze opřít o to, že 
předně existuje takové okolí U bodu (0, 0) v prostoru P n , že pro každé v U obsa-
žené okolí V bodu (0, 0) v prostoru P n množina Fr V obsahuje aspoň pět bodů, 
a že za druhé v každém okolí W bodu (0, 0) v prostoru P n je obsaženo takové 
okolí T bodu (0,0) v prostoru P11; že množina Fr V neobsahuje víc než pět bodů. 
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10.8.7. Budtež Si c P , <S2 c P souvislé množiny. Aby množina Sx u S2 byla 
souvislá, k tomu je nutné a stačí, aby množiny Slt S2 nebyly oddělené. 

10.8.8. Budiž 9JÍ 4= 0 soustava souvislých bodových množin prostoru P. 
Nechť pro žádnou volbu dvou množin A e 5Di, B e SD? nejsou A, B oddělené. Pak 
množina U f / ( l £ 5DJ) je souvislá. 

10.8.9. Aby prostor P 4= 0 byl souvislý, k tomu je nutné a stačí, aby platilo: 

XcP , 0 + X*P=>FrX4=0. 
10.8.10. Budiž £ c P, S 4= 0; budiž P-S = AuBb oddělenými A, B. Pro 

každou od S různou X c S nechť množina P — X je souvislá. Pak množiny 
A u S, B u S jsou souvislé. 

10.8.11. Nechť P , Q jsou dva více než jednobodové souvislé prostory. Pak 
prostor P x Q nemá žádný dělicí bod. 

10.8.12. Komponenty prostoru P x Q jsou množiny X x Y, kde X (Y) pro-
bíhá komponenty prostoru P (Q). 

10.8.13. Budiž P souvislý prostor. Nechť množina S c P má konečně mnoho 
komponent. Budiž P — S = AuBb oddělenými A, B. Pak také 5 u A má 
konečný počet komponent, nejvýš rovný počtu komponent množiny S. 

10.8.14. Nechť množiny A c P , B c P jsou uzavřené; nechť A u B je sou-
vislá; nechť A n B má konečně mnoho komponent. Pak množina A nemá více 
komponent než množina l n i . 

10.8.15. Ve cvičení 10.8.14 je dovoleno slovo „uzavřené" nahradit slovem 
„otevřené". 

10.8.16. Budiž P souvislý prostor. Budiž / spojitá funkce v oboru P . Budiž 
aeP,b eP, ce P, f(a) < f(b) < f(c). Budiž: 

xeP, x * 6 => /(x) 4= f(b) . 

Pak je b dělicí bod prostoru P . 

10.8.17. Budtež P , Q více než jednobodové souvislé prostory. Budiž f spojitá 
funkce v oboru P x Q. Pak prostor P x Q obsahuje nejvýš dva takové body f, 
že: 

xeP x Q , x ± t => f(x) 4= /(£) . 

10.8.18. Aby prostor P měl nekonečně mnoho komponent, k tomu je nutné 
a stačí, aby existovala spojitá funkce / v oboru P, pro kterou moh /1(P) = N0". 

10.8.19. Tvrzení věty 10.3.2 neplatí pro prostor P = P x — (M u N) (viz 
příklad 10.8.1 a cvič. 10.8.2). 

10.8.20. Ve větě 10.3.6 nelze předpoklad, že P je kontinuum, nahradit před-
pokladem, že P je souvislá množina. To lze odůvodnit příkladem, ve kterém 
P c P 1 (viz příklad 10.8.1). 

314 



10.8.21. Ve větě 10.3.7 nelze předpoklad, že P je kontinuum, nahradit před-
pokladem, že P je souvislá množina. 

10.8.22. Píř-prostor P budiž kontinuum; budiž a e P. Budiž M množina 
těch xeP, ke kterým existuje takové kontinuum K c P, že K # P, a e K, 
x e K. Pak M je hustá množina. 

10.8.23. Budiž P souvislý prostor; budtež K^cP, K2 c P kontinua. Pro 
x e Klty e K2 nechť existuje z e P, který roztiná P mezi x, y. Pak existuje takový 
•o c P , že P — (a) = A u B, kde A O B D K.2 a množiny Af B jsou oddálené. 

10.8.24. Píf-prostor P budiž kontinuum; A, B budtež neprázdné disjunktní 
uzavřené bodové množiny. Pak existuje takové kontinuum K c P , že K n A =t= 
4= 0 4= K n B, avšak pro každé od K různé kontinuum H c K je budto H n 
n A = 0 nebo H n B = 0. 

10.8.25. FH-prostor P budiž kontinuum; budiž M c P , M 4= 0, Pak existuje 
takové kontinuum K c P , že K D M, avšak M — H 4= 0 pro každé od K různé 
kontinuum H c K. 

10.8.26. Budiž 0 < x < 1, ot = (0, 0), o2 = (0, 1), b = (0, x). Pak bod b 
rozpojuje prostor P6 (viz příklad 10.8.5) mezi body alt a2, avšak bod b neroztíná 
P 5 mezi alt a2. 

10.8.27. Budiž a = (0, 0), b = (0, 1), c = |o, ^J , c„ = , ^J pro n e N, 

<s 
S = (c) u U (cn)- Množina S roztiná prostor P2 (viz příklad 10.8.2) mezi body 

n - l 

a, b. Neexistuje M c P2, která by ireducibilně roztínala P 2 mezi o, 6. Bod c roz-
pojuje P 2 mezi a, b. 

10.8.28. Budiž H množina všech racionálních čísel, K množina všech iracio-
nálních čísel. Budiž P c E2 množina všech těch (x, y) e E2, pro něž platí budto 
x e H,y e H nebo x e K, y e K. Pak P je souvislý prostor. Důkaz stručně nazna-
číme. Je-li P = AuB,A + 04:B & jsou-li A, B oddělené, plyne ze souvislosti 
prostoru Elt že musí existovat takové reálné číslo o, že každá z obou množin 

B obsahuje bod tvaru (o, y). Protože A, B jsou otevřené, můžeme předpoklá-
dat a £ K. Budiž (o, b) e A, (a, c) £ B. Existuje takové číslo S > 0, že 

x £ K0 => (x, b) e A , (x, c) £ B , kde K0 = Sx [x e K, a < x < a + <5] . 

Pro každé x e Ka existuje takové největší f(x) e Elt že předně 6 < f(x) < c 
a za druhé 

a <y < f(x) , y e K => (x, y) e A . 

Pro každé x e K0 jest [x, f(x)] eAnBcE2-P a tedy f(x) e H. Budiž {r„ } f 
posloupnost, jejímiž členy jsou právě ta y £ H, pro která 6 < y < c. Jest K0 = 

CD 

= U Mn, kde Mn = Sx [x £ K0, f(x) = r„]. Existuje takové ne N a takový in-
n _ l 
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terval J c ďx [a < x < a + ó], že: x e J n K => f(x) = rn. Pro x e J n K jest 
(x, rn) e A n B; totéž musí pak platit pro x c J n H. To je nemožné, neboť 
x e H => (x, rn) e P c E2 — Á n B. 

10.8.29. Budiž P týž prostor jako ve cvič. 10.8.28. Budiž D množina těch 
čísel x e Elt pro něž 2n . x je celé při vhodném n e N. Budiž Q množina těch 
(x, y) e P, pro něž x ( E1 — D. Všechny komponenty prostoru Q jsou jedno-
bodové. Body (x, y) e Q, (f, rj) e Q náležejí právě tehdy oba do téže kvasikompo-
nenty prostoru Q, jestliže x = f . Důkaz posledního tvrzení lze vést podobně 
jako důkaz ve cvič. 10.8.28. 

10.8.30. Budiž D triadické diskontinuum (viz definici 9.6.4); budiž R (S) 
množina všech přístupných (nepřístupných) bodů množiny D. Budiž a = (0, 1). 
Pro x e D budiž L(x) = U[a, (x, 0)]. Budiž množina všech těch (x, y) e E2 

s racionálním y, pro něž existuje takové £ e R, že (x, y) e -L(|). Budiž Q2 množina 
všech těch (x, y) e E2 s iracionálním y, pro něž existuje takové i e S, že (a;, y) e 
e L(t-). Budiž P = Qx u Q2 C E2. Každá více než jednobodová souvislá část P 
obsahuje bod o. Nicméně prostor P je souvislý; důkaz stručně naznačíme. Budiž 
P = A u B s oddělenými A, B, kde a e A, B -1= 0; máme dojít ke sporu. Je-li 
f e 8, budiž f e ̂  nebo f e JS2 podle toho, zda Q2 n L(£) c A či B n £ ( ! ) =|= 0. 
Je-li $ e iS2, pak existuje nejmenší takové /(f) e E1; že 0 < /(f) < l a že (x, y) e A 
pro každý (x, y) řL(£) s iracionálním y > /(f). Pro f c <S2 budiž '<p(£) ten bod 
(x, y) eL(£), pro který y = /(£). Pak platí: S e S2 J n B c ^ - P ; 

CD 

z toho plyne, že /(£) je racionální, a tudíž <S2 = U En, kde hodnota /(£) je táž pro 
n = l 

všecky f e budiž /(f) = o„ pro | e Pro každé £ e _D existuje bod v ( f ) e L(g) 
s druhou souřadnicí rovnou an. Pro £ e R jest y>(£) e P c E , - (A n B); pro 
Í e En jest y>(£) = ip(£) e A n í . Z toho plyne, že množina En je řídká v D, takže 

co 
R u U En = R u S2 je první kategorie v D; ztoho plyne, že Si je hustá v D. Je-li 

n — 1 

nyní f e D, x e L(^) a je-li U otevřené okolí bodu x, pak existuje takové r) e Slt že 
L(rj) n U =t= 0. Protože množina U n L(rj) je hustá v L(rj), je také P n L(tj) n 
n U 0, tedy A n U # 0 , neboť P n L(i7) c A.Z toho plyne, že 3 o P a to je 
nemožné. 

10.8.31. Budiž opět P í = (P1; u) prostor z příkladu 10.8.1; budiž opět a0 = 
= (0, 0), ax = (1, 0) a budiž T = U(a0, o t ) — (a0). Pro X c P j budiž vX = uX, 
jestliže a0 e X u u(X n T), jinak budiž vX = u(X) — (o0). Budiž w P-modifi-
kace topologie v v množině P x . Množina S = P x — T je souvislá při topologii w; 
ale není souvislá při topologii v. 

10.8.32. Budiž u přirozená topologie v Ej. Budiž Q = Sx [0 ^ x ^ 1]; budiž co 
symbol různý od prvků množiny Q; budiž P =• Q u (co). Nechť množina F c P 
se skládá z prvku co a z čísel n~l (n e N). Topologii v množině P definujeme takto. 
Pro X c P jest X - [(0) u (co)] = u\X — (co)] — (0); mimo to: O e X o 
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<S-0 e u(X — P), co e X<í>budto co e X nebo 0 e u[(X n F) — (cu)]. Pak P je 
jř-prostor a je to kontinuum. Množina F je v P uzavřená a K = (cu) je její kom-
ponenta; avšak K n Fr P = 0. Z toho plyne, že v 10.3.6 nelze vynechat před-
poklad, že P je P-prostor. Rovněž tak nelze v 10.3.6 vynechat předpoklad, že P 
je H-prostor. Abychom to nahlédli, můžeme právě popsanou topologii v množině 
P nahradit její P-modifikací a položit 

10.8.33. Je-li a e P,, 6 e P,, o 4= Ď (viz příklad 10.8.1), pak existuje nekonečně 
mnoho oblouků C c P s koncovými body a, b. 

10.8.34. Budiž P = P4 nebo P = P 6 (viz příklady 10.8.4, 10.8.6). Budiž 
G 4= 0 disjunktní soustava oblouků G c P . Budiž U pokrytí prostoru P . Pak 
existuje jen konečně mnoho takových C s E, pro něž platí: Z í U = > C - í # 0 . 

10.8.35. Je-li P některý z prostorů P9, P10, P u (vizpříklady 10.8.9až 10.8.11) 
a je-li G c P oblouk, pak množina P — G není hustá. Naproti tomu pro P = E2 

je množina P — C hustá pro každý oblouk C c P. 

10.8.36. Budiž P množina těch bodů (x, y) e E2, pro něž jest: x ^ 0, y 0, 
a; + y ^ 1. Existuje taková disjunktní soustava G oblouků, že P = U (X e £). 
Každá taková soustava £ je nespočetná. 

10.8.37. Podle 10.5.25 existují v každém kontinuu P aspoň dva takové body 
x, že prostor P — (x) je souvislý. Naproti tomu kontinuum P5 (viz příklad 10.8.5) 
obsahuje jediný takový bod a, že P — (o) je semikontinuum a lze udat podobné 
kontinuum, které neobsahuje žádný takový bod a. 

10.8.38. Budiž P = Py nebo P = P„ (viz příklady 10.8.1, 10.8.6). Budiž 
a e P , 6 e P , o 6. Existuje taková topologická kružnice C c P, že o e C, 

10.8.39. Budiž O ^ í á l , a(t) = (0, t), Q(t) = £ x [x e P6, x > 0] (viz příklad 
10.8.5). Pak množina Q(t) u (a(ř)) je ireducibilně souvislá mezi body (1, 0), a(t). 

10.8.40. Budiž / funkce v oboru E^ Abymnožina <ofx y) [y = f(x)] obsahovala 
kontinuum, k tomu je nutné a stačí, aby existoval takový interval J, že funkce 
f | J je spojitá. 

10.8.41. Budiž cp(0) = 0; pro x e Ex — (0) budiž <p(x) = sin —. Nechť množina 
x 

všech členů posloupnosti {í"n}S° je množina všech racionálcíh čísel. Pro x e E1 

budiž 

P = (co) U (0) u U S. 
n 

x 

b e C. 

n - 1 
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Budiž P = £(XtV) \_y = /(»)] C E2. Pak P je lineárně orientovaný prostor, který 
neobsahuje žádné kontinuum. 

10.8.42. Budiž / funkce v oboru Ev Množina <?(X,v) \.V — f(x)] C E 2 budiž sou-
vislá. Pak ke každému a e E± existují takové číselné posloupnosti {a„}, {&„}, že 
an < a < bn pro všecka n, lim an = lim bn = a, lim j(an) = lim /(&„) = /(o). 

10.8.43. Budiž / funkce první třídy v oboru Ex. Nechť ke každému a eEx exis-
tují takové číselné posloupnosti {o„}, {an}, iean < a < bn pro všecka n, lim an = 
= lim bn = a, lim j(an) = lim j(bn) = /(o). Pak prostor P = £(xv) \_y - /(x)] c Et 

je souvislý; důkaz stručně naznačíme. Budiž P = A u B s neprázdnými odděle-
nými A, B. Pro x e Ex budiž x e A0 v případě [x, /(x)] e A, x e B0 v případě 
[x, /(x)] e B. Budiž G množina všech bodů spojitosti funkce /. Je-li x e A0 n C, 
pak x je vnitrním bodem intervalu obsaženého v A0; existuje největší takový 
interval, který označíme J(x). Podobně pro x e B0 r\ C budiž J(x) největší 
z intervalů s vnitřním bodem x obsažených v B0. Každý J(x) (x e C) je uzavřený 
interval. Podle 9.5.26 je množina. C hustá v E ^ totéž platí o množině S = (J J(x) 
(x e C). Je-li T množina všech krajních bodů všech intervalů J(x) (x e C), plyne 
z hustoty množiny S, že S u T = Ej. Protože A0 # 0 4= B0, jest T 4= 0; snadno 
se zjistí, že T c A0 n B0. Podle 9.5.26 existuje c e T, který je bodem spojitosti 
funkce / | T. Pro určitost nechť c e A0. Bod c leží uvnitř takového intervalu U, že 
í / í i f c A0. Jest U c 40._Kdyby^totiž bylo U n B0 4= 0, bylo by U n B„ n 
n S 4= 0, neboť E1 = SuT,UnTc A0. Podle definice množiny S by existo-
valo takové e G, že Jix^) C B0, J(xj) n U 4= 0. Protože U obsahuje bod 
c e A0 c — «/(x^, ležel by v U některý krajní bod d intervalu J(xj; protože 
interval J(x1) c B0 je uzavřený, l}ylo by d t B0 a to je nemožné, neboť d e U fl 
n T c A0. Tím je dokázáno, že U c A„ = P — B0. Protože U je okolí bodu c, 
jest c e Ej — Ba. To je nemožné, neboť c eT,T c Ba, a tedy T c B„. 
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