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KAPITOLA IV,

Autonomni systémy ( = systémy pro staciondrnf pohyb).
Symetrické systémy.

§ 1. Dynamické systémy. Trajektorie. Staciondrni pohyb.

P11 fysikdlnich aplikacich se &asto vyskytuje tato inter-
pretace systémd diferencidlnich rownic:

Nezédvisle promé&nnou interpretujeme jako &as - v tomto piri-
ped® se nejlast&ji oznaduje pismenem ¢ (nebo né&jakym prfbuznym
pismenem, t¥eba T ); neznémé funkce &, ,...,4, pak uddvajt
um{sténf (polohu) n&jakého fysikdlnfho iitvaru v prostoru: t¥eba
mohou &y, Ly,...,4y, Dbyti souradnice 772 hmotnych bodd, nebo
mohou byt ¥,,¥,,...,4¥s parametry, uddvajic{ umfist&n{ tuhého té&-
lesa v prostoru (poloha tuhého t&lesa je ddna umfsténim 3 jeho
bodh, priZemZ mezil 9 Jejich soulradnicemi jsou 3 vztahy, rikajfci,
Ye vzddlenosti kterychkoliv dvou z té&chto t#f bodld jsou dény a
nemdn{ se). Cfsldm «¥,,...,¥, 8e rikdvd ¥asto "souradnice",

nemus{ m{t ov3em vyznam pravodhlych soufadnic. U&fsla Ay
d, ot
ceey Tdf jesou pak komponentamt vektoru, uddvajictho, jak rych-

le se v daném okamZ?iku mé&n{ &,,...,¥, © Casem. Soustava mé
tedy tvar
(1) —# = {J‘(t"eltoocy‘en) (J=1|000,7z)

(Casto se psivi Xj' misto é ).

P?i této interpretaci se (1) #asto nazyvéd dynemickym systé-
mem,

Je-11 zde ¢ yeory %, charakteristicky systém, ddvaji
rovanice

> : - F )
Yy J(; =57:7‘ (¢, (), 17(0),..., lfn(o') (j = 1,072 )

mIny  ordb&h nohvh, £ to oncho pohybrn, bttery nastana, jestliZe
(o) (0)

coufsinice hodnoty yeee, Lo .

~
l

Che . .= Y, e X
AN Z‘/‘ Qi b

Hékly nés negeifwd dulny pribén senviw, nybri pouze to, xte-
~tmionnatcent S &hen fgsu systém proch4z{ (e nezélei{ ne tom,
“ly ktercu polchu projdel. T.j. zajfmd nds nnoZina viech “"bodd"
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[%,...0%] v

kie &X,y...,¥p Joou dény vzorci (2) (p#i konstentnich 7, ,
.U,(o’,..., ln(o)), pitiZem:z ¢ probfhd jisty interval (Zasto to

bfvé intervel ( - 00 , ¢+ 00 ) ). Tato mnoZina 8se pak nezjvé trs
Jektorif pohybu. Napi. trajektorif{ Zem& je zhruba elipsa s ohnis.
kem v slunci (nep#ihlf#fm-1i k postupnému pohybu Slunce).

DileZité Jsou specidlnd® takové dynamické systémy, kde funkce
{; nezévief na 7 : jinak Fe¥eno: vektor rychlosti zdvis{ jen
na pologe (umfsténf) udtveru v prostoru, nikoliv na &ase. Takovémy
pohybu se PF{kdvd staciondrni pohyd; Jje tedy popsén systémem tvamn
e, .
(3) -&.L = /J. (l’,-lz ’ooo"lﬂ) (l = l'ooo’” )0

Takovymto systémim rovnic se také rf{ké sutonomni systémy.

Budeme se nyn{ zabyvst systémy tvaru (3) a pifisludnymi tres-
Jektoriemi. Chtél jsem jen predem poukézat na to, Ze systémy tva-
ru (3) a problém trajektorif se vyskytujf zcels pirozené&, podi-
védme-1li se na soustavu diferencidlnich rovnic trochu fysikdlné.

§ 2. Systémy rovnic pro staciondrni pohyb.
Pro systémy tvaru

‘13.
(8) = =X, Ly e n ) (7=1,.00,72)

plet1 oviem cela prededld teorie; vedle toho viak plat{ raeda
jednoduchych a velnrni ndzornych dald3ich vét, souvisejlcich s oxol-
nost{, 3e ve funkcich }Q; se nevyskytuje ¢ . Témito vatami sc
nyn{ buldeme zsgbyvat.

Je-11 J Jedncrozadrny interval, [, 21slo, definugxe W/

ViorceI
(5) (Zed ) &> (t +24,eT);

miZeme tak psit

. h] - - X ¢ . ° . . . . . - " S ., LAl
Poglounnest 71 Mise S P N nezviy prostd "boden




(6) (ted,) &> (¢t -t,eTd ).

Rikéme, Ze 7, vznikd z J posunutim o (vektor) Z, - je to vel-
mi nédzorné.

Véta 33, Budii

(7 L(l) youuy £y (F)

feSeni systému (4) v intervalu J a budi? 7, ¢&fslo. Potom sys-
tén funkef

(8) Y (L) yoeey Y, (1),
definovanjch rovnicemi
7"(t ) = ‘zj (t"ta) (l.‘-' 1’0007“ )

Je FeSenim systému (4) v intervalu -7., , JenZ vznikéd z J posunu-
ttm o I, . Trajektorie obou relSenf Jsou totoZné.

Ddkaz, Je-1i le¢ J, , je ¢ -f{,eJ . Polotme ¥ -, = v,
Potom

(¢) de, (V)
ﬁz-— - —; m—— = . -
7 e o Xlu,(v),...,l,,(v)). 1

= Xj(y’(t ),ooo, yn(t )) .
Za druhé je jasno, %e bod o soukadnicich (7) probfhé pro Ze€ J
touz mnoZinu (trajektorii) jako bod o sou¥adnicich (8) pro
¢ -t,eJ, tj. pro Le J,. Dikaz je hotov.
U&inme nyn{ tento predpoklad:
(P ) . Funkce X, (4y,e.0y¥) (g =1,...,72 ) spliujt

v jisté oteviené mnoZiné Jc En lokd4lné Lipschitzovu podminku
vzhledem ke v3em proménnym £, y..., €5 .

Poznamene jme napfed, Ze odtud p’g{ﬁe spojitost funkec{ X'
v f . Nebot je-1i [.!, goeey Koy ] I y, potom existu,je

¢1s30 N/ & okolf tohoto bodu tak, Ze v tomto okoll Jje

!Xj(l,,...,xn ) 'Xj(lf(0)1°'° (0) N;l"é& "KAQ(O)I
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Budeme nyni vySetfovat systém (4) v mno¥ind 3= E,xJcE,
(tj. pro ¢ 1libovolné, [t,,...,-l.nJ € F). Zrejmé je ¥ oteviens.

Vime, Ze ka’dé feSenf, leffcf v 2%, je Zdst{ jisté charak-
teristiky (pro obor %) a e kaZdym bodem 4 prochdz{ prdvé jed-
na charakteristiks, takfe dv& charakteristiky, prochézejfctf tym:
bodem, Jjsou totoZné.

Tedy: trajektorie kaZdého reSenf, leZfctho v Y 2/, Je &ds-
t1 trajektorie n&které charakteristiky. Trajektorie charakteristik
(pro obor 7? ) budeme nezyvat charakteristickymi trajektoriemi pro
obor 4’ a asi postadf{, kdyZ se budeme zabyvat té&mito charakteris.
tickymi (tj. "nejvétd3imi") trajektoriemi (viz konec tohoto §).

Charakteristika, prochdzej{c{ bodem [z‘, s £y (0) goeey .z,,(o)]
Je déna soustavou funkc{ (prom&nné 7 )

() Ft;t, 2,9 o4 f9 (/=1,000,7 ),

kie ¢ ,...,%,, Je charakteristicky systém soustavy (4). Definii-
ni obor charakteristického systému funkcf ( 72+ 2 prom&nnych) je
podle véty 26 jistd oteviend mnoZina 'uzc En +2 » definovanéd vzte-

hy:

(10) toe£1 ’ [xf(O)’“': ‘l‘n(o)Jef
(0) )
(11) te jto’uk' ,‘--gl."to 4
kde Jto , ,gfw, cens _g,,‘f) Jje jisty otevieny interval, obsahujfci

bod I, - Je to defini2nf interval oné charakteristiky, jeZ pro-
chézi bodenm Eto,-e1(0),..., J:,,(o)] . Nyn{ budeme vy3etrovat,
Jaké specidlnt duisledky pro charakteristiky a charakteristické tre-
Jjektorie plynou z toho, Ze pravé strany v (4) nezavisf na [ .

Predstave a smysl nasledujicich v&t se velmi oZiv{, interpre-
tujeme~-11 Je fysikélnd. V & je rovnicemi (4) ddnc "pole rych-
losti" nezédvisle ne Zase. Predstavme si, 2%e otor 7 Jje vyplnén
"spojitym prostredim" (nap¥. kapalinou), prifemZ kafdé &4stice se
pohybuje podle rownic (4). Pohyb kaidé Zéstelky (tj. zavislost je
jich "souradnic” Jy,...;d;z na lase) je tedy popsdn prisludnnu
charakteristikou,

37 Neboll: kazdd trsjektorie, leifcf v J .
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Véta 34. Predpoklady: Viz () .

Tvrzeni: Je-1i

s
12) BE) =@ (tit, 59, )7 (f=1,0,m)

charakteristika s defininfm intervalem J & je-11 4 1ibovolné
¢1slo, mé charakteristika

(13) xi.(t) = _??-(Z‘;to + A, !,(0),,,,, .ln(o)) (/: lyeeey 72 )

defini¢ni interval Z , vznikajic{ z J posunutim o y 3 , 8 pro
viechna L€ J Je

(14) g (7 ;to,-l,“”,....l,,“”)=9;-(t+}i,t.+/z,-e,‘°’,...,-r,.‘°’>
(4=1,000,72 )

Fysikéln&: JestliZe n&kterd &dstice je v okamZfiku 7, v jistém
bodd P a JestliZe druhd &4stice je v bodé P v okam#iku

l, + 4, potom druhé &4stice Je v kaZdém okemiiku ¢ +.4 v témz
bod&, v ném% byla prvn{ ¥éstice v okamfiku Z : druhs probihd
tyté% polohy jako prvn{, ale 8 konstantnim zpoZdénim A .

Dikaz: Ozne&ili  jsme J , J, definiZn{ intervaly charak-
teristik (12 ), (13). Systém funkct

(9)

£, () =y, (L -h) = g (£ ~hile, by ees ) (f=1,..0,m)

Je podle véty 33 reSenfm soustavy (4) v intervalu % , ktery vzni-
ké z J posunutim o A .Pro ¢ = ¥, + ./ dostévéme

0) (0) (0)
%‘(t",-r,&):ﬁ'(l‘o;fo,l‘,( ooy by ) ="2 ’

takZe redent f}(f‘) Jje &4st{ charakteristiky, prochézejici{ bodem
(e, + 4,29 ..., 4397 , tj. cherakteristiky (13). Tedy je

(15) .
Jp ¢ Ji

N ———

3/ ®,...,%, 2znadl astéle charekteristickj systém soustavy
(4).
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apro 2€J, je @ () = 2(8) , 1.

(0) (0) (0)

3;‘(1“4&5 to:'ec pecey "u(O))z_,"(t; to*’&v < yooeyliy )i

neboli: pro FeJ ( (e T, ) 4=> (t-4heT)) platt (14). Zbyvg
Jedt& dokdzat, Ze :7; .7 (.7 vzniklo z J posunutim o 4 ),

Funkce Xj(t) dévaj{ pro € -74 fedenf soustavy (4); po-
dle vty 33 ddvajl tedy funkce

€)= X2 oh) = (2 +hi los 4, £ .. 89

redent pro ' 4 4.56-74 (posunut{ o -.A&) 8 to ono Fedenf, jei
pro t = t, nabyvd hodnot -l,(o),..., Loy (@) o Tedy Je @'(t)
tdst{ charskteristiky 9;(f), tedy (t+lie.7, )& (ted)

neboli (Z€J, ) =» (2 -A€J)) . To vdak znamens, le J
Je &4st{ intervalu 7, y JenZ vznikd z J posunutim o 4.

Odtud a z (15) plyne vskutku 92' =7, .

Vita 35. Predpoklad: () .

Tvrzeni: 1) KaZdym bodem [.!,(a),..., (0)]€3V prochédz{
néjakd charakteristickd trajektorie.

2) Dvé charakteristické trajektorie, majic{ spoleZny bod,
Jsou totoZné. 4/

Fysikdln{ interpretace: otor ./ Je Uplné pokryt disjunktni-
mi drahami &4stic. Ov3em ka2dou drédhu probihd podle véty 34 ne-
kone&né mnoho &dstic, jeZ jsou navzdjem zpo2dény o konstantni
zpo2dént.

47 Dv& charakteristiky, majfc{ spole®ny bod, jsou totoZné podle
véty 26. Ale charaekteristika je mnoZina bodd
[t » Y (L )yen, %,(tﬂé £, , kdeito pirislusdns charakteristic-

ké trajektorie je mno2ina bodd [%(t), ooy Pm(t)] € £,

tedy Jje to projekce charekteristiky do E;z (prvn{ soufadnice se
vynech4). A dvé& Jdisjunktni mno2iny mohou mit nedisjunktni pro-
Jekce.



Ikaz: 1) Bodem |_4'4(0) poeey (0)] prochdz{ trajektorie

charakteristiky, urené bHodem [t,,-&,(”,...,ln(o)] ( 7, jaké-
koliv),

2) Budte ;(f) (j=1,...,7 ; definilaf interval J, )
e xj(t) (js l,...,7 ; definin{ interval J,) davé charak-

teristiky, Jejich%i trajektorie majf spolelny bod [%“2..,4;‘”]
Pro jisté [ = 7, je tedy

?j(t’) = lj(O) (/.z 1,000,” )
a pro Jisté l = t2 Je
Xty =49 (F=1yeeey? ) .

Tedy
%) = it 6 L") (Germ)

XJ(t) = yj(t;tz'l'(O)’ooo.l,p(O)) (J. = l,ooo,n )

Podle véty 34 (p15i t, misto I, ’ Z’z -4, misto 4 ) vzniké
g, z .7, posunutim o Z, - Z,, tJ.

(ted,) <> (t+t,-t,edy)
a pro téj{ Je

y‘/’(t) = zj(t +t2-tf ) .

Tedy vskutku mno%ina bodd
(%,(2) .0, 3,0 )] (ted,)

Je toto2nd 8 mnoZinou bodd

[k, (t) oo, x (0] (ted,) .

Nyni se budeme zsbyvat tvarem jednotiivych charakteristic-

€y:h trajektorif{ a -iroven Gasovya pribérem pohybu &éstic na tako-
ve tpa‘ﬁektorii - rr:'i\: R - .. -v*rouristikou. Celkem dostane-

ae tii podstetned ¢l 307 p.



V&ta 36. Predpoklad: (;D) .
Budiz

(16) Y E) yeeey Yult)

charakteristika systému (4), s definiZnfm intervalem /= (@,4),

Tvrzen{ 1. Charakteristika (16) je konstantnf (tim
mini{m: vd3echny funkce %, syeeer Yy Jsou konstantni v J) tehdy
a Jen tehdy, jestliZe aspon pro jednu hodnotu 4 € J  je

(17) X"(%(to),ooo' yn(to)) = 0 pI‘O J. = 1,0.0," o
Potom je J =(-o00 , + ® ).

Fysikédln & : Jednobodové charakteristické trajektorie
Jsou prédvé ony bedy [.Z,(O),..., an,(a)] , v nich% je

18) X&', % - s X (4,85 0

JestliZe Z4stice v nékterém okamZiku je v takovém bodé&, zQstévé
v tomto bodé stéle (pro - o0 < <+ o ) - je v klidu.

Tvrzeni 2 . Necht charakteristika (16) neni konstant-
ni; potom jsou moZny tyto dva pripady:

a) Existujf &fsla %, # I, tak, Ze je

(19) yj(zﬁ,) = y;(tg) pro 7 = 1,...,7 .
b) Tskovd &{sla neexistujf.

V pr{padé& 2&) Je J= (- @, + 0 ) a existule ¢gislo
79>O tak, %e systéa rovnic

(20) SR T

je splnén tehdy a jen tehdy, je-1i 7 -7 =4z |, & celé.
Tedy specidlné ©» je nc jmend{ spcleng x.eina pericis funact
(15) a charakteristickd trajektorie jv Jedroduchd uzsviend o>, 7K.
V pfi{pad& 2b) je charsiteristicusz irajesgtorie 2ieime .oioly”

spcjitym obrazem intervalvu J = (e, Ay Je-i1 I <l+ oo &
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Je-11 £, <4 , la ly = & , nemé posloupnost bodd
P >+ 00

(21) [#4 () 4eees %, (%p)] (£ =1,2,3,¢00)
364ny hromadny bod v 9.

Je-11 & =+ ® a existuje-1i limita

(22) Um [y, (£)eer, @] = [49,..., 9]

>+ 00

platf nutn& (18).

Podobné& pro poldteinf bod 4 intervalu J .

Fysikédlni{ obsah tvrzent 2 je Jjasny.
V ptipad& 2a) méme periodicky pohyb o periodd & , prilemi &és-
tice mi%e projft dvakrdt tou% polohou jen tehdy, Jje-1l1i doba me-
zi ob&ma prichody celistvym ndsobkem periody . © .

Ddkaz : 1. Budiz [-84(0),..., J!n(o)] bod takovy,

e platf (18). Potom konstanty 7 (o) geeey 4,”(0) tvor{ rese-

n{ systému (4) v intervalu (- o© , + o) . Pro ke?dé Zp Je
tedy .

'%'(t i o s ‘Z‘I(a):“-n ‘z’l(O) ) =‘ef.(0) (lz lyeesy? )

v intervalu ( - o0 < <+ o ). Odtud je vidét: jestliZe pro

nékterou hodnotu %o je %‘(to) = *5]'(0) pro j= lyeeey 72,

splyvd charekteristika (16) se systémem konstant J’f(o),...,'l’n(-o)
pro vSechna ! . Naopak, je-1i cherakteristika )g (Z)
(7 =1,...,7 ) konstentni, musf byt

dy, () .
0 = L LXilp ey @) (F =1,

2b) (Slo%it&js1 pripad 2a) si nechdme nakonec.) BudiZ piednd

4< 4+, Zp < 4, 1im Iy, =4 a nechl posloupnost bodd (21)
p—>+ ©

mé hromadny bod [c,, cooy c,&]eg' ; potom by posloupnost bodd na

charakteristice
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[Zpr %) oeees Yutty)]
mé&la hromadny bod
[45', c, ,...,Cn]e E,xg' = & ’

cof je ve sporu 8 vétou 26. BudiZ za druhé. 4 =+ © 8 necht
plat{ (22). Potom pro Ze J je (¢ <'C',- < 0 +11)

- . - ’ 3 - » e
YL+ 1) - () = 4T) -X;(wt;)..... %))
(7=1,000ym )

Pro L —» + oo Jetéz T; > + o apodle (22) dostévéme
(Jezto w5 (2) = &0 )

0 --XJ-(-!,“”,...,:,,“” ) (7 =1,2,00.,72 ).
28) Zde existujf ¥fsla [, < ¥, tak, Ze

(24) ¥ (L) =y (4 pro 7 =1,...,7 ,

pritom v3ak se systém (16) nesklddd z 722 konstant. Pomoci cha-
rakteristické funkce Je

(25) ¥(2) = g2 ity £, 8%  (s=1,...,2),

(26) 'y;(t) =9o’~(t;t,, .l,("),..., (07, (;’: 1,0..,72 ) ,

prifemZ funkce vpravo maji tyZ defini&n{ interval J=(a,t);
soudasnd v3ak podle vé&ty 34 vznikd definién{ interval funkcf (26)
z definintho intervalu funkci (25) posunutim o Zo - Z,

Timto (nenulovym) posunutim se tedy T neméni, tedy Jje nutné

J =(-0 ,+0o ). Prokazdé I je ddle podle véty 34

(27) _%(ti tfl"f(O)a coey (0))=%' (Z+ é’tf it2 a'lf(O) pecey 'ln(O) );

JeZto v3ak funkce (25) jsou tytéz jako (26), plyne z (27), Z2e

(28)_%'(t*t2'tff {2v ‘tf(O): ceey "'1(0))3 g‘(t; tz: ‘(1(0)0“""’:0))'

tJ.
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(29) y;-(t +l-1;) =y§(t)
pro kaZdé t a pro J' = ly,eeey? .

Rikéme, Ze systém funkc{ (16) mé& periodu Q , jestlize Je

(30) ¥(L+qg) = %0

pro ke2dé ¢ apro f =1,...,7 .%
Prdvd jsme ukdzaell: Je-1i

(31) %G ) =¥y pro 7 = 1,...,70

je &18lo ¥y - £, periodou systému (16).

Je zfejmé: A) Je-1i @ periodou, Je 1 -4 periodou
(v (30) piste £ -@ mifsto C ).

B) Jsou-11 ¢, 9.2 periody, je 1 g + % periodou.
C) A odtud: Je=1i q, perioda, Y, celé, je i Aég, periodou.

Odtud je mo2no zjistit, jek vypadd mnoZina v3ech period. Vi-
me u%, %e né& systém (16) mé kladnou periodu Z; - 4, .

Q) Budte eriody 1lim .
%'?/2.’93’ s P -?*Cnﬁ‘é

Potom 1 g je periodou.
Ddkaz: pro kazdé ¢ Je (t *9g) = ¥(L) a jeito ¥
Jeou spojité, je téz % (C «+ Q j(t) .

/3) Budiz @ infimum vSech kladnych period. Potom s> O.
Ddkaz: Kdyby bylo @ =0 , existovala by ke kaZdému prirozenému
4@ perioda 7% tak, 2¢e O < 7’&<_:]Z' . Ke kazdému (¢ by

potom bylo moZno nalézti celd &fsla 7Ty tak, Ze |m£&-cl <-1}-—
(#£=1,2,..., ). &1slo ¢ by tedy bylo limitou period 7724 p 4

(K —>+0 )a tedy podle &) by samo bylo periodou, takZe napr.
%‘(C) = }JJ/‘(O) ; to by platilo pro kazdé ¢ , tedy by se sys-
tém (16) sklddal z konstant - proti piredpoklsdu.

») ttslo p z [3) (infimum vsech kladnych period) je po-

5/ Trividin{ periodou je &1{slo O.
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dle &) samo periodou, a tedy nejmen3{ kladnou periodou. Tvrdim,
Ze ka?dé jind perioda ¢ Je tvaru »a@.p (£ celé). Kdyby tomu
tak nebylo, existovalo by celé & tak, Ze z&p<$<(4@+ e,
takZe q -/kp by byla kladné perioda men3{ neZ £ , coZ neni
moZné. Tedy: Existuje nejmen3{ kladné perioda 4 a kazdd jind
perioda Je tvaru A£.4 (AR celd). Jestlize tedy I -7"=4p

( A4 celé), je

(32) ¥ = ¥ t’) pro 4 = 1,..., 7 ;

necpak jsme u% dokézali (viz(31)): platf-11 (32), je ¢'-¢"=Ap
(A celé). Tim je dikaz hotov.
Poznamene jme, %Ze zde méme tuto vyraznou vlastnost:

Je-11 q tvaru 4@}7 (Aecelé), plat{ systém rovnic

(33) ¥l +q) = pd (f=1y...,72 )
pro kaZdé s ; nemé-1li g tvar /»5;0 ( 4 celé), neplati systém
rovnic (33 ) pro %4dné ¢ .

Srovnej napt. 8 funkc{ cos / , kterd m4 nejmen3{ kladnou
periodu 27 a piresto rowvnice

cos ({ +X ) = cos (&)

¢ X

nékdy plat{, napi. pro = <3 .

Poznédmka, Budi% K trajektorie né&kterého re3en{ systému
(4), jenZ splnuje podminku (W ). Tj. A je mnoZina v3ech bodd

[# (E)seees ¥ald)] (<t <j3) ,
kde
Y(L)yeeny B,(0L) (e <t < f3)

je n&jaké reSeni systému (4). Ale toto reSeni je &ast{ jisié cha-
rakteristiky systému (4); tuto charakteristiku lze tedy psst

Y (l),eey 3,(T) (@<t <.6) ,

kde & < a</95 4 (funkce ¥; se dajf "roz3{Fit" na interval
(@,46)). 0dtud a z véty 36 je vid&t: Nenf-1i trajektorie
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sama charakteristickou trajektorif, je obloukem nékteré chare-
kteristické trajektorie. Tim je ospravedlnéna poznémka( mezi
vétou 33 a 34), Ze asi stal{, omezime-1i se na charakteristické
trajektorie.

§ 3. Geometrickd interpretace. Symetrické systémy rovmic,

V kap. I. § 1 Jjsme mluvili o geometrické interpretaci rov-
nice

(34) -5;%- = FE, Y.

V ka?dém bodd [k ,Yy] jisté mnoZiny JcE, sestrojime "smér",
dany pfimkou o smérnici (& ,¥%) ; tim je ddno "pole smari":

v ka?dém bodé [k, 7] €J” je dén smér, ktery neni rovnobéiny

s osou % . Redenfm rovnice (34) pak nazyvéme takovou kiivku

Y = (&), kterd v ka’dém svém bodé [k ,y] méd za teinu
pfimku vyt&eného sméru, tj. pffmku o smé&rnici / (£,%) . Méme
tedy déno pole smérd a hleddme takové ki*ivky, které v ka2dém svém
bod® maj{ amér, udany t{m polem ("smé&r krivky" znamend smér jej{
te&ny).

Pri této interpretaci je velmi nep#irozeny ( a vede k obtf-
Z2im) predpoklad, Ze dané pole sm&rd neobsahuje smér, rovnobé&iny
8 osou g . UkaZme to na pifkladé.

Pr{klad 1. V kazdém bodé [x,y] = P , riznén od po¥dtku
0, budiZ smér pole kolmy k privodi¥i &P ; jeho smérnice je

X
tedy - 7 y pokud Y ¥ 0 ; v bodech osy £ (riznych od po-

E4tku) je smér pole kolmy k ose k& . Pokud hledané kiivky lze
vyj4drit ve tvaru % = ¢ (k) , musf byt v bodech, leZifcich
mimo osu £ , splnéna rovnice

K 2
(35) dg"y

2
tedy £ +9% = 0, tedy & +y‘=c’(€>o konstante

-~ polétek g Je vylou&en). K¥ivka 'y =}?(J:) Je tedy nutné
budto &4st{ polokruznice

Y = N 2 &f (-C<x<()

-195-



nebo ¥dst{ polokruinice

7=~ (¢ (-C< e <() .

Ale jednak tfm ztrécfme body [+C , 0] (kde rovnice (35) nems
smyslu), Jjednak nemdZeme spojit ob& polokruinice dohromedy (mé-
11 feden{ nit tvar % = @), tj. kaidému £ Je piifezeno

ne jvysde Jjedno Y ). A prece kruZnice &2+ ?’= c? vyhowu je
nas{ geometrické dloze: jejf teina je v kazdém jejim bodd P
kolné k privodidi 0P ,

U takovych geometrickych dloh byvd proto vhodnéjs{, polkusit
se 0 tzv. parametrické vyjddrenf kiivky, tj. kivim pojfmém jako
mnoZinu v3ech bodd [¥,y] , Ke ¥ = &), y= A(Y)

(x, ﬁ jsou funkce, 7 probfhd jisty interval); derivace

d o Y
— = @), — = B

Jsou potom uUmé&rny smérovym kosinim te&ny - nejsou-11i obé rowvny
nule.

Je tedy vyhodnéj3i psdt rovnici

14'?%:0
v symetrickém tvaru
~kCie + g/a@y== 0 ;
této rovnici vyhovime napr. je-1li
(36) -id—k-:-y ,ﬁzl.
at alt

To Je soustava linearnich rovnic s konstantnimi koeficient;

a na to mdme obecnou teorii; ale v tomto pripadé uiijeme radéji
Jednoduchého obratu:

Z rovnic (36) plyne

v
HT T Tt

a zndme v3echna redeni rovnice
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totiz
¥=Acos (£ -T)

(A, T konstanty), na&e2

y=-$ = A sin (£ -T )

(A% 0, jeftobod 4 =% = 0 byl vylouZfen) a ihned se pfe-
svdd&ime, Ze tyto funkce vyhowuj{ systému (36). Probfhdé-1i ¢
uzavieny interval délky aspon 2% , probfhd bod

[Acos (!-T ), Asin (¢ -T )] celou kruznici &* ‘Y =A
Tedy:

Misto rovnice (35) vezmu systém rowvnic (36) a za resSent
na3eho problému prohlésim trajektorii redenf systému (36). Vidf-
te, 2e se zde setfel rozdil mezi "nezédvisle proménnou” £ a "zé-
visle prom&nnou” Y ; proto je vhodn&js1, psét rovnici (35) v sy-
metrickém tvaru

(37) e | XY

_y - £ ’

ktery ov3em md4 pouze smysl symbolu:

nékde je &£ =0 , n&kde je % =0 (oviem vylou&ili jsme
pripad ¥ = ¥ = 0).

My se prosté umluvime, 2e redenfm "symetrické rowvnice"

(38) e .Y

X(x,y) Y(£,y)

budeme rozumét trajektorii redenf{ systému

Ay
7 = X(Jf,y) ,‘g‘= Y(l,y)

(vidite, %2e je to systém pro staciondrnf pohyb). Zdroven jsme vi-
d8li, Ze Je vhodno p#ipoustét i body, ve kterych Je budto
X(l.y) =0 nebo Y (&L ,y) , ale vylouZit body, kde Je
X(.z,y) Yr,y) = 0.

Ovs ici E
vsem rovnice i -.!-
dy Y
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bychom mohli psit ve tvaru
% L. U(e,y)
- y. ?l(l,y)
kde U(X ,y) + 0 , na%eZ bychom mfsto rownice (37) pfirozend

psali rowvnici
A ) y
-y. U (4,y) .z.’ltu,y)

Bude tedy asi uZiteZno dokdzat, Ze rovnice (38) mé - v naZem
smyslu - t4% Feden{ jako rovnice

v
X y) . &L,y) =~ Y,y WL,y

(u(l,y) $ 0 ), co? také pro spojité funkce U aokdzeme.

Mluvili jsme o jedné rovnici (34) nebo o symetrické rovnici
(38); vyslovime nyni definici obecné& pro systémy, ale uZ bez dal-
81{ch vykladd.

Definice. V mno%iné Jc E,n budiZ ddno 72 funkci
Xj(l,,...,.l!n ) takovych, %e v3ude v I Jje

ﬂ
(39) j%:’ | X C4yyeensitn) | >0

(tj. aspon jedno z &fsel l’j( €y yeeey € ) je rizné od nuly).
Potom symbol

Ay, _ de, i i Lt 5
X(&,...,4n) X &yyoooydn) X (47,000 dn)

(40)

nazyvéme "sSymetrickym systémem diferencidlnich rovnic" a re3enis

systému (40), leZfcim v 9 , nazyvéme trajektorii kteréhokoliv
redeni systému

dy
(41) %’f = .X’(Jf,o..,vln ),..., e = X,n(veg ,...,‘(9; )

které leif v E,X .
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A nyn{ vé&tu, kterou jsem pfed chvili slibil:

Véta 37. BudiZ (40) symetrickd soustava, kterd v mnozinég
Ic E.n splnuje podmfnku ( 39) ; budiz U ( Lyseeeydyy ) 8poji-
t4 a stdle rizné od nuly v & . Potom soustava (40) mé td% re-
Senf v I~ Jako symetrickd soustava

dlq _ _ d’n
Xty ooisl) Uk, l) " X (lyyeniyty) Uy, o ly)

(42)

Dikaz. BudiZ ddno néjaké re3enf systému (40) (stdle: leZict
v I). 1o je tedy trajektorie

43) [ ,een, 98] (ted)

Jistého redeni Yy se00s Yy Soustavy (41) v intervalu J .
Zvolme bod J,€J a zavedme novy parsmetr ¥ rovnict

adc

¢
v=f = © (t) (teJ) .
. Zt(y;(‘t'),...,%('t)) £

Jmenovatel v integrandu je funkce spojité A rdznd od nuly v J ’
takZe mé stdle totéZ znameni; tedy fo Jje ryze monotonn{ funkce
v J , kteréd zobrazuje J na Jisty interval VA ; budiz O
funkce inversni k © , kterd tedy zobrazuje X na J ; tJ.

(v =) 2T ) &« (t=06(v),veX) ,

Pro V€ XA Je

do (v 1
=2 s e U @) ...y 30N,
/3

kie oviem I = O (V) . PoloZme nynf

xl-(v) = 7/"(6(”))

pro € X . Potom pro v€ X méme (piSeme © (V) = ,
takie Z€ J ):

dy,w) ayl) do@
fw =~ =Xj(”(t),...,%(t)).?l(%(t),..,%(t)
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tj.
dy (v
—— =X, 05y X0 UG (V)40 X (T

To v3ak znalf, %e trajektorie
(44) [x,(v)y..0s X, (7)) (veX)

Je reSenim symetrické soustavy (42); zrejmé& pak (44) je téZ mno-
2ina jako (43). Tedy: KaZdé redenf systému (40) Jje také redenim
systému (42). U%Zijeme-11 tohoto vysledku ne funkci q%r , dosté-

véme: KaZdé relen{ systému (42) je re3enim systému (40).

Predpokléddejme nyni, Ze v symetrickém systému (40) Jje
Xj(i{,,...,ln) =1 pro jisté g , takZe mdme systém

r dlf - = = a"g!'—f - _C_Z;’L -
X (&, ) Xig(yyereytn)
(45) <
_ djz'ﬂ L Qltr,
\ Xj,,(x,,...,l,,) X (4yyeeeyty)

Je v tomto pripadé® prirozeno vziti za nezdvisle proménnou 19'
a prevést (45) na systém (obyZejny, ne uZ symetricky)

dug . .
(46) Z; - Xy lyyeoistn ) (£=1,00, 7 -1,741,..,m)

7 - 1 rownic. Jest ovdem otédzka, zda (45) e (46) jsou rovno-
cenné, zda maj{ stejnéd releni (musime si uvédomit, Ze redenf sy-
metrické soustavy jsme definovali oklikou, pres soustawvu pro sta-
ciondrni pohyb. To vskutku dokéZ2eme, ale musime si uv&domit jed-
nu drobnost, aby nedo3%lo k nedorozuménft.

BudiZ

4T % () eeeny % ), B ) sy Y () (g ed )

fedent systému (46). Op&towvné jsme toto redenf (tj. zobrazen{
intervalu J od £ n-¢ ) interpretovali jako mno%inu bodd
v £,

(48) [$¢,),..., Yoty W (g)senes 3 ()] 4 eJ) .
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Tak to budeme &init i nynf: pozor jenom na to, Ze nezdvisle pro-
ménnou kladu nyn{ jeko g -tou souradnici (obyZejn& jsme jJi d4-
vall na prvn{ mfsto. Tedy: Je-11 (47) systém funkc{, ktery vyho-
vuje systému redeni (46) (JestliZe do n&ho dosadim 4= y‘(-ty)
pro P #j ) , potom toto relenf interpretuji jako mnoZinu bo-
dd (48). P131-11 nyntf [ mfsto +; a %(t)= !t , je jasno, Ze

pro t€J jest

dy,(t) :
(49) Zg = X*(%(t),..., %, (£)) pro kt7,

a téz dﬁ(t)
d .

tj. systém funkef %,...,%, (kde y;(t) ={ ) vyhovuje systé-

mu

e 17
(50) -gté =X&(-t‘.,,...,-!n) pro Ae’ij ,—d-,-t-‘L =1,

=]_,

tj. trajektorie
(51) [, (0)seeey % ()02, 3, (B)yeen, 3(D)] (LET)

je re3enim systému (45). Ale mnoZiny (48), (51) jsou totoZné -
ka?dé PreSenf systému (46) Jje redSenim systému (45).

BudiZ naopak ddno re3ent systému (45), tj. Je déno resent

(52) X, yeeey L L0 (Zed)

systému (50) a dané resenf systému (45) je mnoZina v3ech bodud

(53) (X8 seees 2, ()] (teJ)

JeZto d%(_t) =1, Je x’- = ¢ +.4 (4 konstentnf). PoloZme
%, () =X&(t-/¢) (A=1,.00,72 ) ,

takze y;(t) = ¢ , Podle véty 33 Jje systém funkef

(54) 'yf,(l‘),..., ?/5.,4(?".* yz;-(t), %-M(f),..., y/,z(t)

také reSenfm systému (50), a to v intervalu Z s, vzniklém 2z J

posunutim o0 -2 e trajektorie obou redenf (52) (pro Z€ J )

a (54) (pro le Z) jsou totoiné. Jeito Y, (¥) =7 , jsou pro
-201-



¥y € 7, splnény rovnice (p13i rowvnice (50) pro & ¢ /' -a& pisme-
no & misto )

d vy (4)

d;

(K£=1,...,7m ; 4@#;' ),coZ znaif, Ze funkce %:---:%-1 ’

= 4‘%(‘(1)'"" 3(;_’(11-)’,’.’%.”(.z/-),..., ?’nuj))

%.H,,,,,'%‘ vyhovuj{ rovnicim (46), tj. (podle na3{ interpre-

tace) mnoZina bodd
(55) [¥(&5)seees Yo )45, Yuy () yueny Ypldy)] (L€, )

Je redenim systému (46). Ale (55) je totéZ jako trajektorie systé-
mu (54) (7€ J, ), tj. jako trajektorie systému (52) (fe€J ) ,
coZ bylo dané re3en{ systému (45). Tedy 1 naopak: ka2dé re3eni sys-
tému (45) je re3enim systému (46).

Vyslovime to Jjako vétu, ale je3té trochu obecnéji.
Véta 38, BudiZ d4n symetricky systém

ay
(56) el = ... e
-X;("ef’ooo,‘lﬂ) Xn(-z’ ’000"1')1.

a necht pro jisty index 7 Je X;’ spojitd v mnoziné Jc £, 8
X’(If ,..o,-en) * 0

ve v3ech bodech mnoZiny J . Potom mé symetricky systém (56)
t4z reSent & Joyicf v & Jjako systém 7 -1 rovnic

X, (4,...,¥,) .
51 L . LAl = (A=1,..., 77 ; k7 ) .

‘ahg 'X;KJQ,...,J3;)

D8 kaz : Podle véty 37 md (56) taz redenf jako symetricky
systém

Ay, Ay Ay
(58) & s e e X.-f 1 e 00 X'*f o0 0 Xn
% % L X

6/ Viz vyklad u vzorce (48).
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ale systém (58) mé podle toho, co prdvé bylo vyloZeno, téZ rede-
n{ jako systém (57).

Necht funkce ){ (byy000y ) ( g l,...,7¢ ), Spojité
v &9', vyhovuj{ podmince (39) ve v3ech bodech jisté mnoZiny
Ic En- Budi2 3; mnozina onech bodd [l,,...,.lnjeﬁ' y PTO
nez je

X;j(4y yeestn ) 4 0. Tedy

(59) 7 -Ug .

&=1

Podle véty 38 vime, Ze redenf symetrického systému (40), le-
2ic{ v .%;, splyvaj{ s ¥e3enfmi systému (57), leZicimi v 497 .
Je nyni otdzka, do jaké miry je moZno kaZidé redenf symetrického
systému (40), leZic{ v "/ , 8loZit z takovych "kouskl"” , leZi-
cich v jednotlivych ég' . Tuto otdzku zodpovime ve vété 39, ale
bude U&elno napred zavést jednu definici.

Definice. Budiz dén systém (40), kde funkce X, ,...,X, ,
spojité v &, splnujf v &'c £, podminku (39). BudiZ déna mno%i-
na HACZ s témito vlastnostmi: Existuje celé &1islo 7'(1 5_/571,)
a kompaktni interval <a:,/3> tak, Ze platf: 1) v kazdém bodé&

[£yseeer k] €H e

(60) . X’-(.z,,...,x,,,) $4 0.
2) KX je mno%ina v3ech bodd
(61)[y(1 Vyeror Fog W) olys Fag Edreeor By )] (asy;< B,

k a Breeor By s Barreeor je v intervalu <a,ﬁ>

FeSenfm soustavy 7z- 1 rovnic

a(vl _ X&(!ﬂ°”"tft )
aﬁy Xa-u,,,...,l,,z)

(62) (A= l,e..,72; RE7) .

Potom mnozinu A budeme nazyvat elementdrnim re3enim (tr{dy / )
symetrické soustavy (40) (pro obor )Z/

/R Je kompaktnf, jeZto Jje spojitym obrazem kompakiniho inter-
valu {x 3> - 203



Poznémka 1. BudiZ KX elementérn{ redenf, které jsme prévs
popsali v definici. Podle vi&ty 38 je KX vskutku reSenim syme-
trického systému (40), tj. K Je trajektorifi jistého FeSent

Yyreeor ¥,  8systému
dey
(63) —~ = X*u,,...,l,,, ) (A£=1,...,m ),

ti. X je mnoZina vSech bodd

(64) [%,(8),.e, 3 (2))] (zeJ ),

kde J Je jisty interval. JeZto mnoZiny (64) , (61) Jjsou totoz-
né, plati toto: v intervalu J je

a’y-(t)
ét = Xd-(% (t),...,yz,,(t)) $+0;

tedy mé4 derivace funkce Y, v J stéle totéx znsmeni, 3’}’( z)
Je ryze monotonnf. Z totoZnosti mnoZin (64), (61) ddle plyne, Ze
ryze monotonn{ a spojitd funkce %-(Z ) zobrazuje J na kom-
paktn{ interval <a,3> . Proto interval J  je rown&: kom-
paktn{ (to budeme za chvili poti¥ebovat).

Véta 39, Budiz JCE, oteviend. Nechf funkce
X (4 .., ¥n ) (7 =1,...,7¢ ) epliujf v & lokéln&
Lipschitzovu podmfnku vzhledem k ¥,,...,%, a podminku (39).

Tvrdim: Mnozina AMcJ Je redenim symetrické soustavy (40)

tehdy & jen tehdy, lgze-1i psAat o

(65) M=UM,

pat r
ptiZem2

1) Mp (p=1,2,3,... ) Je elementdrni redeni soustavy
(40).

2) Pro ka#dé prirozen{ 4 Jje mnoZina.

(66) Myuv Myu....v My

souvisléd,

Smysl v&ty jJe tento: ReSen{ symetrického systému byla defi-
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novéna oklikou pres systém —Cz—;é- = X& . Véta 39 ri{ks, Ze Je

moZno toto redenf definovat té% pffmo tim, Ze se sloZ{ z elemen-
térnich "kouskld”, jeZ jsou Fedenimi systému tvaru (62), kde se
parametr Z nevyskytuje.

Ddkaz vé&ty: OznaZme znakem 9; mnofZinu té&ch
bodd [4,...,4n]€F , pro které platf (60). Tedy .@;
( 7. =1,...,70 ) Jsou oteviené mnoZiny a plat{ (59).

I. Necht M n4 popsany tvar; méme dokézat, Ze M Je 1ede-
nim symetrického systému (40), tj. Ze
(A) M je trajektorit jistého FeSenf systému (63). Podle

poznédmky 1 je kazdé M& trajektorif jistého redenit

(67) %y, @

systému (67) v jistém kompaektnim intervalu ‘Z& , tJ. M‘ Je
mnoZine v3ech bodd

(68) [%(’k’ (Z),..., y/ﬂ“) (¢)] (tedy) .

Definujme nyn{ funkce %,,...,%, Vv intervalu .7; rovnicemi
%(t) = Vé(”( ) ; budeme se sna%it,

" rozSirfovat postupn& definici redenf % ,...,%,
systému (63) postupné na dal3{ kompaktn{ intervaly

g, c Gecdc.... (&, =J,)

p.
(B) tak, aby trajektorif tohoto redeni v intervalu %
byla prédvé mnoZina

. N, = MuMu....oM, .

T{m bude ddkaz tvrzenf (A) hotov, jeito ¥, ,..., Y%, Je potom
00

v intervalu U éﬁ, redenim systému (63), jehoZ trajektorie

(o o)

Je prdvé mnoZina P Mp =M,
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Ukol, vytZeny v (B), Je rozreSen v 46 = ~71 ; budeme proto
postupovat indukcf: Necht pro jisté s Je

Y () yeeey 9, (1)

reSenim systému (63) v kompaktnim intervalu afp a jeho trajekto-

ri{ necht je mnoZina IV;g7 . JeZto /V,, ) Mp*f Jsou neprézdné
kompaktn{ mnoZiny a mnoZina A/’bM = N,a UMpM Je souvisld, Jje

N, . MpH + £ (jinak by totiZ mnoziny N, , M., mély
kladnou vzddlenoat a tedy by byly odd&lené). Zvolme bod
[res ] € Np My

Méme piedev3fm Fedenf systému (63) ¥4(T),..., Y (f)
definované v ai;, , jJehoZ trajektorie NP prochédz{ bodem

[ﬂ’“"f’n] y tJe
(69) Y () =0 ., p(t) =@

pro jisté ¢ 'ecf;n . Za druhé méme re3ent systému (63)

S TR VRN WAL AR () (teT,,, ),

JehoZ trajektorie M
tJ.

(71) ¥ = O r0eey Yn

pro jisté 1’”6 '7;'»4 . Pl3me

Pe1 rovné&Z prochdzi bodem Do, veerPp]

(P""’ )(tn) ('P*"’ )(t”)

2‘0"‘

Xj(t) =%.(-"’*’) (2+ 2% 2') (7=1yeee,? ) ;

potom funkce X (£),..., X, () podle véty 33 tvof{ Fedeni sys-

tému (63) v intervalu -7Cp+, , vznikajfefm z J, , posunutim

o ' -t" (teay ¢ =¢"+ (t'-t" YeKy,s ) 1 Jehok trajekto-

rie je totoind s trajektorif redent (70), tj. 8 mnoZinou M‘pﬂ.
Ze (71) plyne

(72) 2,2 = 2, 1“(1") = Cp s
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takZe (viz téZ (69)) ob& redent 9,,...,%, 8 y RETETY 75
jesou tdst{ charakteristiky, urfené bodem [t'. Py ,...,Pn] ’
tek¥e v priniku 3;, -7{;”,, Je

¥ (L) = X8 (7=1,.00,m)
MiZeme tedy roz3ifit definici funket Yy reser Y, na kompaktni{
mnoZinu
gp-w = .y;,u %‘pw
rovnicemi |
Y (2) =gty proted, ;5= 1,..0m

Pritom & pr1 Je kompektni interval, jeZto prinik intervald é,@ '

I’)"” nent prézdny (obsshuje bod ! ). Zrejm& nyn{ funkce

Yiseoor ¥ ddvaj{ red3enf systému (63) v intervalu < et Je-
hoZ trajektorif je mnoZina NPU MP“'" = Nf’*’ » TIm Je indukéni

krok s P na @ + 1 proveden.

II. Necht naopak mnoZina Mc 3" Je re3enim symetrického sys-
tému. To znemend: Existuje fedent Y%,(),..., %, (¢) systému (63),
definované v jistém intervalu J , JehoZ trajektorii je prdvé
mnozina A ; méme dokédzat, Ze M mé tvar, popsany v tvrzen{ véty.

Predev3im provedu toto: neni-11 J kompaktni, vyjadi{m JjeJ
jako sjednocen{ posloupnosti kompaktnich intervald ‘7, ’ .72 gooo
takto:

7, 7, Ts Ty
- . b 4 L 1
Pro 7 = <a,,/6’). |a T T L ‘7(
-0 5 7, 7,
Pro J = (a,4>: ——+——+ 1 ya
\Lt"JJ"l '73 1 '7’ 1 :72 3 y‘h'" {
Pro J = (a,b): Jo T ' T e\
4
Rozklad je vytvoren tak, Ze U ,7¢) Je souvisld mnozZina pro kazdé

g >o. p=1

Nyn{ doké%i toto pomocné tvrzeni:

Je-11 A kompaktni interval, obsaZeny v nedem intervalu J ,
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potom existuje O D> O tak, Ze pro kazdy interval Lc K
délky mens{ ne2 d existuje index g (1<g<n ) tak, Ze

(73) Xy () yeeey % () # 0

pro vdechna te& . Tedy mohu rozd&lit X na kone&ny polet kom-
paktnich intervald (oznaZme je & ) tak, 2e v kafdém z téchto
&4stednych intervald platf (73) pro jisté 7 .

Dddkaz : Kidyby toto tvrzen{ nebylo pravda, existovalo
by ke kaZdému prirozenému <4 v intervalu H m &Etsel

t,(") tn(f)

vzddlenych navzdjem od sebe nejvyse o —’-}— tak, %Ze by bylo

(70 Xy ¥ o, 5 (P =0 pro j=1,.m

Existovala by déle posloupnost #, < p,<... tak, Ze by existo-

vala 1lim t,(P“) =TeX ; potom by ov3em bylo téZ
A >
lim t’(pl) = T pro g = 25000y7
&£ -» 00

e z (74) & ze spojitosti funkef X;, %g by plynuio
Xj(%('t),..., 3(/,,('(')) = 0 pro j= 100,72

coZ nen{ mo2no, JjeZto [y,('l'),..., yn(t)]éMCj a v
plati (39). Tim Jje tvrzen{ dokdzénoc.

Vratme se nyn{ k nadim obrdzikim. Kazdy z intervald .7; R .Z ,
rozdél{m na kone&ny polet takovych kompaktnich intervald

o‘fm s Jaké Jjsou popsdny v nadem tvrzeni; tj. ke kazdému
existuje 7,  tak, Ze

(75) X (9 (L) ooy % (1)) % O

pro v3echna 7€ fm . Pritom zrejmé& mohu dosdhnout toho, 2e pro
00

kn3dé 772> 0 Jje mnoZina &q& souvisld, nepf. v pripadé

otevieného intervalu ./ = (@ ,48 ) :
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LW‘# :
%Lﬁ} "‘2 %ﬂ '(M z+2"

Tim dostaneme 0
U &
4321

pouze v pf{padé kompaktntho J rozd&lujf pftmo J a dostsnu jen
konefny polfet s&ftanci:

- U %
- ale zde miZeme psét = f =“£m+2 = ..o 5 takZe méme
vidy 9
™
(76) ,7 = &LJ iﬁ ; anoiiny ‘QLJ % Jsou souvislé.
Zrejmé& Je nyn{ @
= M
£ A ’
kde M, je mnozina viech  bodd
(17) (%) ,ueey W2 (tedn) .

9
Vid{me, Ze M,& Je spojitym obrazem % y tedy 4LJ MA Je

9
souvisld, jezto Je spojitym obrazem souvislf{ mnozinygéfﬁ 9/.

Tedy M mé vlestnost 2) z tvrzenf na3{ véty a méme je3t& dokd-

zat, %e je splnéna téZ vlastnost 1), tj. Ze Mm Jjsou elemen-
tdrnt redenft.

MnoZina Mm le21 podle (75) v z;'m a je redenim symetrické-
ho systému (63), nebot je to mnoZina viech bodd (77). Podle wvw&ty
38 (viz té% vyklad ke vzorci (48)) je Mm té%Z mnoZina viech bo-
dd (p131 stru&néji ; misto Jﬁ )

97 Cfslu ¢ pritedim bod [ (Z),ee., Y (0)] .
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(78) m(’j)""'%’-f (&),4 ];-,,(J;),..., %(.9)] (L€ J),

kde ; Je jisty intervel a funkce ¢ ,..., 99--, v Bt yeoer By

dévaji redenf systému (62). Abych dokézal, %e AM,, je elementérnt
reS8en{, stalf dokazat, Ze 7 je kompaktni. JeZto mnoZiny (77),
(78) Jjsou ob& totozné 8 M,, , je vidét: kdy? [/ probihé kom-
paktn{ interval J/m yprobfthé spojitd funkce ;g(l‘ ) nutné prévé inter-
val ], tedy Je ; vskutku kompaktni.

Poznémka, Z toho, co bylo dokdzéno o symetrickém systému

(40) iy = ... = Lz

X‘((‘li’"°9‘en ) Xn('ef 1000,‘1/71)

plynou nezpét nékteré disledky pro systém

(41) % = Xq("ef,o.o,'zn ),oo., ‘%E = Xn(lf""tl"l) .

Predpokléddejme, Ze jsou splnény predpoklady véty 39. Kazdou funkci
G(-O!, yeeoyty) majict v J” spojité parcidln{ derivace 1. rddu
kterd je konstantni podél kaidého Fe3eni systému (40), nazveme ana-
logicky jako drffve (kap. III. § 5.) prvnim integrédlem systému
(40) v & . Tvrdim, Ze tato funkce G (4, ,...,4 ) Jje také

prvnim integrélem systému (41) v £ xZ . Nebot je-1i

(79) Y% (L) eee, Y (£) (ted)
ndjaké relent systému (41), je mnoZina bodd

[% () yeeny Hp(T)] (teld)

FeSenim symetrického systému (40), tedy je G (% (Z),een., }b,z(t))
konstantni v J , tJ. G (¥ yoeey X2z ) Je konstantni podél resent
(79). Tedy: ka2dy prvni integrdl symetrického systému (40) je sou-
Zasné prvnim integrédlem systému (41), nezdvislym na ¢ .

VySetfujme nyni redeni systému (40), leZici v nékterém Q} ,
napi. v ‘2& (tj. v ka2dém bodé redenf je X, (4y,...,45 ) $0 a
necht X Je spojité v < . To Jsou trajektorie v3ech reseni sys-
tému (41), leZfcich v E,x@‘ . Soulasn& ov3em jsou to re3eni sys-
tému
aaZ Xz A Xy

X, geecy _22_7- = X,

=210~
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(v&ta 38). Kaidé redenf systému (40), leifet v &, , je tedy
jistym re3enim

(81) Y= P() ...,y = B () (4 e))

systému (80). Kterd redenf systému (41) mu odpovidajf (tj. maji
toto reden{ za trajektorii)? Vime, Ze takovd Fedeni existujif;
pro kazdé takové redSeni mus{ byt

d;
T 2 X (i) =X (L By )y en, P (H))

vpravo jJe funkce spojité rdznd od nuly. Tuto rovnici 1lze resit

(volim .e,(o) € ] )
&

a/_f,,

(82) t¢-T =f
q"’x(ff’%(§1)""’ P! §4))

Tim je ! definovéno jako funkce £, (pro K, € ] ) a to ryze mo-

(‘3461 ) ’

notonn{ spojitéd funkce 10/; 4y 1lze stanovit jeko funkci inver -
sn{ - z4vislou oviem na T . Z tvaru rovnice (82) je jasno, %e
L= X (1 -T) (t-tedp ),

ke :Z Je interval z pozn. 10/ pod &arou, odpovidajfc{ hodnoté

T =0 . Dosazenfim do (81) dostévdme 1 &, ,...,¥,  Jjeko
funkce ¢ .

Je tedy vidét: dovedeme-1li re3it systém (40), redukuje se
reSen{ systému (41) na kvadraturu a na sestrojeni inversni funkce
- ov3em pokud se omezujf na Ptedenf &, ({),..., 4,({) , pro n&%
bod  [Wff)yeeey £, (E)] leZf stéle v téZe mnoZind og; . Jak
to vypadéd obecné&, nebudu zde probirat.

Pr{klad(Sté&panov, 195. dloha, str. 347). Vyredme do v3ech
podrobnost{ systém

(83) e _ % e
t(¥+Y) -y (L +Y) (y-.l) (24 + 2%y +Z)

10/ KdyZ ¥, probihé interval J , probihd 7 v (82) jisty inter-
val ~72— ; riznym hod::otédm T odpovidaji intervaly 72' y vznikej1-
c{ jeden z druhého posunutim.
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a rovnéi systém

(84) -ag- £ (L+y), %=-y(l*y),%=(y-1)(u+ 2y +2 ),

Které jsou jednobodové trajektorie u systému (84)7 Musf byt
£+yY=0 8 budto Y-« =0 nebo ¥= 0 . Tedy budto:

A) £=%=0, Z= jakdkoliv konstanta, nebo B) ¥ =-%Y =
jekdkoliv konstanta, ¥ =0 ., Tyto body (jsou to dohromedy dvé
primky v E;) vyloudfme a reStme ddle. Z (84) plyne

e

Vca ’
Jy-.-C
ale 12;y1=dl % takle Z(f; '%-) (£+Y ) +
= O,

(£ +y) + (k+y)ZT =C, .

Ka2dé reSeni systému (83) le2{ tedy na mnoZiné&, definované rovnice-
mi (pro né&které (;, Cz )

-(?:Cq, (.Z+’g)2+ (..Z +?)2=Cz. e

1) (G =0, tedy 4% =0 . Kdyby v nkterém bod& prisluiné
charakteristiky bylo £(Z) =0 av jinédm £ (Z) #0 a tedy
Y(Z) = 0, nadld b chom snadno hodnotu ¢ tak, %e by bylo

X(t) = y(l) = , ccZ bylo ji% vylouZeno (viz A)). Budiz
tedy napit. stdle X =0, tedy %Y+ O, tedy
= 2 > 0 (nebo % < 0 )
= — - nebo .
5y Y. Y q

11/ Jinak releno: tyto rowvnice platf podél ka?dé charakteristiky
£ (¥), 7(2‘), Z (f) systému (84). Tedy jsme zde nasli dva prvni
integrdly.

12/ To plyne ze spojitosti funkctf X (Z), y(t) a z toho, %e ¢
probfhd interval, tedy souvislou mnoZinu.
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pr{eludné "nejvét3{" FeSenf (tj. charakteristické trajektorie)
systému (83) mus{ tedy pro C, = 0 leZet na n&které z tdchto Zar:

L €0, T oy g0

II. J¢=o,z=-,;l—-y,y<o.
Ca

III. y=0, ¥=2——— - , £ 2>0.
Ca

Iv. Y=0, ¥T=—g— -¥ , ¥<o0.

Je pak tyto &4ry jsou vskutku reSenimi systému (83), presvédiime
se napf. u I, II, takto: na t&chto Zardch je - % (£+Y) =
= - ,yz $ O ; tedy systém (83) je pro tato fe3eni rovnocenny se sys-

témem
¥ 4

oy
72
ax

Yy

(Y-r)(2r+ 2y+% )

- 7(4: +y)

nafe2 dosazenim z I., II. se ihned pfresvéd&im, %e tyto rovnice jsou
splnény. Podobné& pro III., IV.

C
2) €, 4#0.2eJe Y=—, £#0, ¥ +0 . JestliZe pro
¢
néktery bod trajektorie Je £ + % =0, tj. ¥ + = =0, Je

(, <0, £=4+ \-C, a ddle je nutnd C= 0, tedy

(£+y)(£+Y +Z ) = O podél celé trajektorie. Opét nemiZe byt

v ndkterém bod& takové charakteristiky: & (¥) +{y(f) =0 a v jiném:
() + 4 (f) #0 a tedy £(Z) + % (@) +2(Z) =0 JeZto bychom do-
stali bod, kde je £(f) + y(£) =0, %(f) =0, coz Je vylouZeno
podle B). Jestli%e v jednom bodé je £ + ¥ = 0O , mus{ byt stéle
¥+ y = 0 a podle B) nesm{ byt nikdy Z = 0 , takZe méme tyto

Hyri Zéry:
Pzz-yz \I-C, , 2 >0
Y-¢, .z <o
(G, < 0)
I, ) £=-y = N\-¢c, , £ >0 !

x:-y:-q-c' ’ 2 <0

-3,

e
(]}
]
o
"




(1ze oviem téZ jednoduseji psdt + V-c, =D , D+ o ).
Podél t&chto Zar je (¥-%) (2.4 + 2y +%) # 0 ; dosazenim do
systému

de L(&+ Y )
dx (y-J)(n +2y+z)
dg -y(.e+y)
ax ('y-.b)(2x+2y+z)

zjistime ihned, 2%e obé& tyto rovnice jsou splnény (ob& strany
jsou 0). Zbyvajf ty charakteristické trajektorie, u kterych Je
(s #0 a stéle & +%Y 30 . Potom

C, C, ¢
7 Pt - )
G
kde jsou vyloudeny hodnoty ¥=0, ¥ + - = O . Tedy mdme ty-
to dal3{ moZnosti:
Cg C2 C
VI. g==t, 2= —F— -4 - L, £>0,(4>0
l"'?

VII. ty% vzorec, ale (, >0, £ <0,

VIII.,IX.,X.,XI.ty2 vzorec, ale (,< O a pro & méme jeden
z intervald

JeZto podél té&chto reden{ je 4 (¥ + Y ) #+ 0, presvédiime se

dosazenim do rovnic & ) __Z.
a
T

v

(F-x)(2x+ 2%+ =)
ar L(L+Y) ’

Ze tyto rowvnice Jjsou splnény.

Tedy I. - XI., ddvaji vskutku vS8echns "nejvét3i" re8Seni sy-
netrické soustavy. Nyn{ snadno najdeme v3echny charakteristiky
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systému (84). Je%to ka2dé PeSenf I. - XI. leZf v jedné z mnoZin
3;,3;,3; (tj. budto je stéle (£+% ).£ #+ O nebo

- Y& +y) # 0 nebo (y-£)(2&+ 279 +%) ¢ 0 ), je refeni vel-
mi jednoduché: nepotrebujeme 243né "slepovAni": podle kaZdé
charakteristiky je budto 4 , #* funkc{ 4 nebo ¥,

£ funkc{ % nebo ¥ , ¢ funke{ ¥ . Nept. u I., II. méme

% :-y(.(-fy) = _,yz (9)0 resp. ’y<0)o

J.(_i; = ‘%‘ ( T Je 1libovolné konstanta),

Y= = t’ (interval ! >7ul.,, 1< T ull.) ; dosazenim
do Z = —gz- - Y bychom dostali I ¥ jako funkei 7 ;

£L=0 .15/ Podobn& pro III., IV,

UV. méme &=-Y% = D$+0 (2>0resp. x<0),
ax

=z (¥ -%) Qe +2y+2) = - 20x% |,
: 1 x 1
{ -T-=- Z'EJT" 1R Al
¥ = s o- -T2 (interval - 0w € <+ 00).

U VI, - XI. méme

%% =¢(¢+y)=12+6}, (et 0.

£-T - J.Z+Cq

Vv pripads C; >0 polozme C,= D* (0 >0), takze v pripadech
VI., VII. je

! -T =-%— arctg%- (£ >0 resp. £ <0),
0

tg D (¢ -T ) (interval
7<t<‘l’+2%— u VI,

£

- Z T

1%/ Toto (trividIni) Josazovini nebudeme provédét.
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V prtpedd C( <0 polozme C,=-D2(D>0),

t'cj_D,=2D19

.t+D
X-0 I = lZD(t-'c)
x+D
V pripadd VIII., XI. je l£|>D , tedy
£-0 _ 2D(t-T)
= £ ’
z+D
2D(t-7)
¢ =pi2 tzo(?-‘?) interval > T pro VIII.(¥< -D)
1 -4 t< T pro XI. (&> D)),
V pripadd IX. a X. je || <, tedy
£-0D _ _ ,2Nt-7)
£+ D
1 ‘ezD(t-t)
X = - t o (=L kKL
D TS interval [>7 pro IX. (-0 0)
1+4 < T pro X. (0<x<)D)).

Mimoto méme je3t& konstantnf redeni (viz A),B))
.Z:ys O,ch (C#O)
r=0C , %y = -, 2= 0 ( C 11bovolné)
Tim Jsme nas3li v3echny charskteristiky systému (84).

Pf{klad, (Sté&psnov, 194.dloha).

de i af; _ ax
(85) T%a r = 7 = 2 7
(y" -27) - y(Z+x) Z(L"+ y")
a k tomu dynamicky systém
de 2 _2 . 2 2 ax _ 2 2
(86} a—;-!(y-?),%--y(z+1).2}--2(I+y).
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Konstantn{ charakteristiky: to jsou body na osdch &£ = Y=
‘z = 2 = 0 ] y = z = 0 [ ]

Tea ostatnf. Podél kaidé charakteristiky Je

s *?éd?- N

W 4 o,
tedy &%+ g7+ 2% - (C>0),
a rovnéi

Ay ax
_ % . dt_ = g
¥4 Y = '
tedy y x 'y

Ale to nesmf byt 243dné souradnice = O . Tedy pidme to radé-
Ji takto:

yz de = @x
L 2. 2.1 % .

tedy

a Zy -
= % = o
Y=
a horejsS{ rowvnice %&— =/ vscutku plat{ na keidé trajekto-
rii, na které nikdy nen{ £ =0 ,

Proto vy3eti{me napied, zda existuj{ trajektorie, leZfct
celé v roviné £ =0 , Jdle o0 systém

-g% = -gy2?, % zy”.

yﬁ. oz-z-

’72022=62 (C> 0) .

£ =0

Tedy

o,

To odpovidd kruinicim; ale je & =0 , tedy nesmf byt ¥ =0
ani Z =0 ; nejvét3f moiné trajektorie jsou nejvysSe &tvrtkrui-
nicemi (bez krajnich bodd, tj. £= 0, z =4\ C2-

(0<y<C nebo 0> y>-C ). Pro ¥=0, Y40, 4% O
Je vaak systém (85) ekvivalentni se systémem:




ktery je pro nade &tvrtkruZnice vskutku spln&n (nebot na nich je

g’-» 22=C , Y+ % %’; = 0 ). Tedy tyto &tvrtkruZnice jsou cha-

rakteristickymi trajektoriemi systému (86) a spolu s konstantnimi
trajektoriemi ji% vyplnujf celou rovinu £ = 0 . V3echny ostatnf

charakteristické trajektorie leZ{ tedy v mnn3iné <« # O a'podél
nich plat{

2
t* 4%+ 2% = C7| yZ= Dk ( a bulto stéle &£ >0 nebo stéle
£<o0).

1. Budiz J = 0, takle podél pi#fslusné charakteristiky je
stdle % (f) #(Z) = 0 . Kdyby pro n&teré Iy bylo Yy(Z) =0
e pro jiné ¥, bylo y(£,) + O , dosli bychom jako v predeSlém pri-
kladu k bodu, kde % () = =(f) = 0, co% nenf nozno . Tedy Je
budto podél celé trajektorie % =0 (a tedy £ +#0, % £0)
nebo ®=0 . V prvnim pffpadé leZ{ trajektorie celd v mnoZiné

»
£ 2= C?, Y=0, 40, =+ 0.

To jsou op&t &tyri &tvrtkruZnice a ty op&t splnuji vskutku systém
(85), ktery je zde moZnoc pséti

2 - °
Podobné pro =0, ¥ # O.

ax
Vo ds

_ £
= 5

2. U #0 . Ted u? méme vyplnény trajektoriemi viechny sou-
fadnicové roviny; Pro ostatni charakteristické trajektorie systému

(86) Je tedy 4%Z %+ 0 . Na kaidé 2z té&chto trajektorif maji tedy
X, Y Z  stdld znamenft,

Pisne 2 2
_xy =z 2, 22 . (2
N e e A T (C>0),
tedy C32- 42 2

_ 2 a2
222 ,12=_g., _€___’Z_z.
- 7 -

Y/

Systém (85) se nezménf, zm&nim-1i u & nebo % nebo Z znameni;
tedy se stalf omezit ns oktent & > O , Y>> O, >0 ; potom
D>0 a tedy

2 e
(88) = ¢ - y° -
x D\(z =y 5- % 0<y<C )
+




Systém (85) mohu nynf pséti

de (Y- x2) ax x(Lfe v

R L ] -
- -

oty i y(zf+12) ’ dy y(z’+ £

& mohu se presvddliit, Ze funkce (88) mu vskutku vyhowvuje. Ale do-
sazovéni je zde zdlouhavé, proto si miZeme pomoci téZ obecnou iuva-
hou: Je-1i dédno ¥, Y , % v prvnim oktantu , jsou tim podle
(87) jednozna&n& urdena C , /) . Jeito charakteristické trajek-
torie vyplnuj{ cely oktant, existuje (pfi libovoln& zwolenych
C>o0 ) D >0 aspon jedna charakteristickd trajektorie, tvor{-
cl &4st krivky (88). Tato charakteristickéd trajektorie je trajek-
tori{ jisté charskteristiky.

(89) ¥= P(l), y=p &), = =YU) (@<t <.8)

systému (86); z druhé rovnice (86) je vid&t, Ze % < 0;

tj. roste-1i f od @ do f, probihé 4 klesajfc jisty intervel
(ﬂ.a ) (0 gf<oc < C); z (88) Je viddt, Z%e bod [¥,% ,z]

mé pro % — 3+ 1pro ¢y —> - jistou limitu; a tato limi-
ta (viz vétu 36,14/ tvrzen{ 2b) mus{ byt bodem, v ném% vdechny
t*1 pravé strany rowvnic (86) jsou rovny nule, tj. budto £ =

=% =0 nebo == = 0O nebo Z = £ = 0 , Ale to podle
(88) je moZno jen pro /3= 0, &= Cc . Tedy trajektori{ cha-
rakteristiky (89) je vskutku celd krivks (88). Krivky (88) pro
viechna (€ >0 , D> 0 d4vajf tedy vskutku viechny charakte-
ristické trajektorie systému (86) v oktantu ¥ >0 , y>0 ,
220,

Cba p¥fklady byly pomérné jednoduché: podlé kazdé cherakte-

ristické trajektorie byly dvé ze " souf'acinic" L, Y, % funkcemi
tiet{ souradnice, a to v celém rozsahu charaekteristiky; tedy ne-

bylo trebe 24dného slepovédni charakteristik z elementdrnich rese-
ni ve smyslu v&ty 39.

14/ Zde je mo2no klasti I = Ea .
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