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190 KAP., X

Kapitola X

DOPLNKY KE KAP. III. VETY O STREDNI HODNOTE

§ 1. Primitivni funkce k funkci komplexni. Rekli jsme jiz v kap. IX, § 4 (viz téZ
obsirngjsi vyklad v DI kap. XV, § 4, str. 381 —383, v 4. vyd. str. 438 —441), Ze derivaci
(vlastni) komplexni funkce F(x) = G(x) + i H(x) (G, H realné funkce) definujeme
rovnici

(1 F'(x) = G'(x) + i H'(x),

existuji-li oviem vlastni derivace G'(x), H'(x) (obdobn& definujeme téZ derivaci
zprava a zleva).

Poznamka 1. Ma-li komplexni funkce F = G + iH v néjakém bodé derivaci,
je F v tom bod& spojita (nebot podle véty 122 v DI, str. 213, v 4. vyd. str. 242 jsou
funkce G, H v onom bodé spojité).

Poznamka 2. Komplexni funkce F = G + iH je konstantni v (a, b) tehdy
a jen tehdy, je-li F'(x) = 0 pro kaZdé x € (a, b). Dikaz: F je konstantni tehdy a jen
tehdy, jsou-li G, H konstantni v (a, b), a to nastane tehdy a jen tehdy, je-li G'(x) =
= H'(x) = 0 pro viechna x € (a, b) (viz napf. vétu 7).

Poznamka 3. Také véty o derivaci soudtu, souginu a podilu plati i pro kom-
plexni funkce. Propo&téme to rychle. Budiz u(x) = u,(x) + i uy(x), v(x) = vy(x) +
+ i vy(x), kde realné funkce uy, u, vy, v, maji vlastni derivace v jistém bod& x,.
Potom mame:!)

u+o=(u +v)+i(us +v); (u +v,) =uy+0v;,
(uz + v2) = uj + vj,
tedy podle definice (1)
(u + v) = (uy + v}) + i(uy + v3) = (u} + iuy) +
+ vy + i) =u + 0.
Dale
uv = (uyv; — Uz0y) + i(uyw, + uyv,),
(uyoy — ugv))’ = uivy + uyvy — ujv, — uvy = A4,
(uzvy + uyv,) = u3vy + uyvy + uiv, + uwh = B,

') Derivace se potitaji v bodé x,.
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naleZ (uv) = A + iB a po snadném vypoltu obdrZite (uv)’ = u'v + uv’. Kone&ng:
Je-li v £ 0, je
1 v, — v,

2 2
v vy + vy

a dale
v, = vyv? — 2v40,0, + Vvl —C
(ﬁ + ) B (07 + £2)° -
-0\ _ vhv: — vyt 4 20)0,0, - D
(v% + vi) - @i +02r
naceZ
(1)' —C+ip="_ (v} + iv3) (v — v} — 2ivyv,) - — i
v (vg + ivy)? (v, — ivy)? v?

Odtud a z pravidla pro derivaci sou¢inu plyne pak

u\’ 1\ , 1 v u'v—w
=) =(u.-)=v.--u.5=—F—.
v v v v v

Poznamenejme jeité: je-li ¢ komplexni konstanta, je (cu) =¢'.u + cu’ = cu’,
jeito ¢’ = 0 podle poznamky 2.%)

Poznamka 4. Zjistili jsme pravé, Ze nékteré véty o derivaci redlnych funkci
plati i pro funkce komplexni (dikazy byly docela mechanické: komplexni funkce se
rozloZi na redlnou a imaginarni ¢ast a na ty se uZije pfislusnych vét pro realné funkce).
Existuji vSak i dileZité véty o realnych funkcich, jeZ pro komplexni funkce neplati,
napf. véta o pfirGstku funkce. Pfiklad: BudiZ F(x) = cos x + isin x; potom
rovnice F(2r) — F(0) = 2n F'(£) neplati vibec pro 2adné realné £, nebotf leva
strana je 0, kdeZto prava je 2n(— sin ¢ + icos ) a méa tedy prostou hodnotu

2n/sin? & + cos? & = 2n.

Budte nyni dany dvé komplexni funkce

() F(x) = G(x) + i H(x), f(x) = g(x) + i h(x) (G, H, g, h realné).
Jestlize pro viechna x € (a, b) jest
(3) F(x) = f(x), ti. G'(x) + i H'(x) = g(x) + i h(x),

budeme jako v kap. LIl fikat, Ze funkce F je primitivni funkci k funkci f v (a, b)
nebo Ze je neurditym integralem funkce f v (a, b) a budeme funkci F znagit opét zna-
kem [f(x)dx. Jeito G’, H' jsou realné, je rovnice (3) spln&na tehdy a jen tehdy,
je-li G'(x) = g(x), H'(x) = h(x). Rovnice F(x) = [f(x)dx plati tedy tehdy a jen
2) Jiny dukaz uvedenych vzorch byste dostali, kdybyste si znovu prohlédli dukaz véty 124

v DI, str. 214, v 4. vyd. str. 243 a piesvédgili se, Ze tento dukaz je spravny i tehdy, jde-li v ném
o funkce komplexni.
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tehdy, je-li G(x) = [g(x) dx, H(x) = [h(x)dx ve smyslu kap. III, a tedy miZeme
[f(x)dx = [(g(x) + i h(x)) dx definovat prost& rovnici

@ [lo(x) + i W(x) dx = [ g(x) dx + i [ h(x) dx,

existuji-li (v uvaZovaném intervalu) integraly vpravo (brané ve smyslu kap. III),
¢im% je neurdity integral funkce komplexni pfeveden na integraly funkci realnych.

Z poznamky 2 je patrno: je-li Fo(x) jedna primitivni funkce k f(x) v (a, b).
jsou vsechny primitivni funkce k f(x) v (a, b) dany vyrazem Fy(x) + ¢, kde c je
libovolna komplexni konstanta. Zde je nutno dat trochu pozor: Je-li funkce f = g +
+ ih specialn& realna, tj. f=g, h =0 a existuje-li k ni v (a, b) primitivni
funkce F, = G, + iH,, jest Hy = 0, tedy Fy = Gg = f, takZe realna funkce G, je
primitivni funkci k f v (a, b). Nejobecn&jsi primitivni funkce k f v (a, b) ve smyslu
kap. III je pak funkce Go(x) + ¢, kde ¢ je libovolna redlnd konstanta, kdezto v naSem
novém smyslu je nejobecn&jsi primitivni funkci k f v (a, b) funkce Gy(x) + ¢, kde
c je libovolna komplexni konstanta.®) V ptipadé realné funkce f je tedy nase definice
trochu odchylna od definice v kap. III, takZe bych primitivni funkce v naSem novém
smyslu mél vlastné nazyvat jinak, tfeba ,,komplexné primitivni funkce* nebo po-
dobné. Neucinim to vSak; nebot odchylka obou definic se tyka jen ,,integra¢ni
konstanty*, ktera nas téméf nikdy nezajima (leda Ze je jeji hodnota urdena néja-
kymi podminkami, a potom je stejn& urdeno, je-li realna nebo ne); mimoto je tém&f
vylouéeno, Ze by mohlo nastat nedorozuméni.

Nyni je beze vSeho patrno, Ze véty 48, 49, 50 plati i pro komplexni funkce
(pFi¢emZ konstanty c,, ..., ¢,, C zna&i nyni oviem komplexni konstanty). Také véta
51 o integraci per partes plati pro komplexni funkce; dokazme ji v§ak hned ve znéni
trochu obecné&jSim:

Véta 69. Necht (komplexni) funkce u(x). v(x) maji v (a, b) vlastni derivaci;
necht v (a, b) existuje

(5) fu'(x) v(x) dx .
Potom v (a, b) existuje 1éZ [u(x) v'(x) dx a je (v intervalu (a, b))
(6) fu(x) v'(x) dx = u(x) v(x) — fu'(x) v(x) dx .

Dukaz. Podle poznamky 3 jest (uv)’ = u'v + wv', tedy uv = ((u'v + uv’) dx
v (a, b). Jezto existuje (5), existuje podle véty 50 téZ [((u'v + uv’) — u'v)dx =
= [uv’ dx a rovna se rozdilu

f(u'v + u')dx — fu'vdx = ur — fu'vdx.

Poznamka 5. Z existence derivaci u’, v’ plyne spojitost funkci u, v (poznamka

1). Je-li tedy u’ spojita, existuje (5) podle véty 49. V&ta 51 (a to i pro komplexni

3) Napk. v intervalu (— o, -+ ) je funkce sin x 4 i primitivni funkci k funkci cos x podle nasi
nové definice, nikoli viak podle definice z kap. III.
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u, v) plyne tedy pfimo z véty 69 (a to dokonce v tvaru trochu zobecnéném: u deri-
vace v’ sta&i misto spojitosti pfedpokladat pouze existenci).

Ve&ty 52, 53 (o substituni metodg) plati oviem téZ pro komplexni funkci f,

jak je vidét, rozloZim-li f(x) = g(x) + i h(x), f(e(2)) @'(1) = g(o(t)) @'(t) + ih(e(1)) -
. @'(t). Funkce ¢ ovem musi byt redlnd. (Nebot do komplexni funkce f realné pro-
ménné dosazuji za tu realnou proménnou x &islo ¢(t).)

Zavedeni komplexnich funkci rediné proménné do neurcitého integralu nezna-
men4, jak vidite, opét nic zasadné nového, je viak casto vyhodrnié pro pocetni praxi.
Abychom asponi na pfikladé tuto uZiteCnost poznali, provedeme jeden piiklad. NeZ
k nému pfistoupime, pfipomenu nékteré drobnosti z DI, kap. XV, § 3. Tam jsme
definovali e* pro kazdé komplexni z, a to tak, Ze pro realna x, y bylo

(7) et = ¢*(cos y + isiny).
Specialné tedy pro x = 0 a pro libovolné redlné y

(8) e” =cosy + isiny,

e~V

cos(— y) +isin(—y)=cosy —isiny,

a odtud seétenim a odectenim
9) cosy = 3(e” + e V), siny= %(e" —e V).
i

Pripomenime, Ze i pro komplexni z, z,, z, jsme tehdy dokazali

e!

1t = 16" tedy ef.e"F =1, tedy e ¥ 0, e7F =

Je-li A = a + bi (a, b realna) libovolna konstanta, je pro realna x

&M = &t ibx = %% (cos bx + isin bx);

to je tedy funkce redlné proménné x, ktera ma podle poznamky 3 derivaci
a . e (cos bx + isin bx) + be®* (— sin bx + icos bx) =
= (a + ib) " (cos bx + isin bx),

takZe i pro libovolné komplexni 2 je (€**)" = Ae**; je-li tedy A + 0, jest

s A e** tj. | e*dx —le“v(—oo + o)
A T T2 ' '

Poznamka 6. Vzorec (4) ukazuje: vypoCtu-li integral komplexni funkce g +
+ ih, jsou tim vypoéteny dva integraly realnych funkci: redlna ¢ast integralu jest
fg dx, imaginarni je [h dx.

13 = Jarnik: Integrélni potet I.
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Ptiklad 1. Budte a, b realna; funkce e®* cos bx, € sin bx jsou redlna a imagi-
nérni &ast funkce e“*®* Neni-lia = b = 0, je

J.e(a+ib)xdx _ e“*™*  (a— ib) e™ (cos bx + isin bx) .
a + ib a? + b?

Odtud rozvedenim na redlnou a imaginarni &ast plyne (v intervalu (—oo, + o))

'[e"‘cos bx dx = ;e.—(a cos bx + b sin bx),
a* + b?
eax
€“*sin bx dx = ——— (— bcos bx + asin bx).
] S (~ boos b )

To je zplisob o néco kratsi neZ v piikl. 7, kap. III, § 3; mimoto bé&Zi tento vypocet
zcela mechanicky, kdeZto postup, jehoZ bylo uZito v uvedeném pfikladg, vyzadoval
jisty — byt jednoduchy — népad. Dalsi pfiklady viz ve cvi€enich; jiné pfiklady pro
uZite¢nost zavedeni komplexnich funkci se vyskytnou na riiznych mistech této knihy.

Cviceni

Piedesly priklad ukazuje, Ze mlZe byt vhodno nahradit goniometrické funkce cos z, sin z
pro redlna z vyrazy, sloZenymi z e**, e ~'* (uzije se rovnic (8) nebo (9)). Pfipojme jesté nékolik
prikladi.?)

1. Integraly fx? e®* cos bx dx, [x* e sin bx dx stanovte tak, Ze vypoitete fxZe(@+i®)x gy

(dvakrite opakovanou integraci per partes).

2. Pro integrily P, = [x"e** dx (n celé, n = 0) odvodte rekurentni vzorec.

3. Z rekurentniho vzorce cviteni 2 odvodte rekurentni vzorce pro integrily (a, b realné)
fx"e® cos bx dx, [x"e®* sin bx dx (viz kap. III, cviteni 7).

4. Integrély z kap. III, cvideni 19 lze potitat té takto: pisi cos (B, x + 4;) = L(e'AFrx+21) 4
+ e~ iBix+ 1)) a¢d,, &im2 je integral pteveden na n&kolik integrala podobnych jako ve cviéeni 2;
ty se pak (pokud jest » > 0) politaji postupnou integraci per partes. Vypoltéte takto integral
uvedeny v citovaném cvieni 19.

§ 2. Integrace per partes pro urlité integrily. Ve vété 54 jsme prenesli metodu
integrace per partes z neuréitych integrali na urcité integraly, ale za pfedpokladii
prili§ omezujicich (ptedpokladali jsme existenci a spojitost derivaci u’, v’). Ctenafi,
ktery &etl § 1 v kap. VIII, je to pochopitelno: Vysli jsme (viz dikaz véty 54) z rovnice
(uv) = uv’ + u'v, tj. uv = [(uv’ + u'v)dx, a uZili jsme véty 39. Ale véta 39 (viz
§ 1 v kap. VII1) vyjadfuje vlastn& (a% na nepodstatné odchylky) vztah mezi Newto-
novym a Riemannovym integralem. Tedy: a¢ namn ve vété 54 $lo o urcity Riemanniyv
integral, dokazovali jsme ji vlastné oklikou pfes Newtoniv integral, tj. zavedli jsme
do dikazu cizorody Zivel. Je poutné provést ditkaz vzorce pro integrovani per partes

4) Jde vesmés o interval (— ®, + ).
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pro urdité integraly pfimo, tj. pouze s uZitim Riemannova integralu. To nyni udi-
nime, ¢imZ dostaneme vétu obecnéjsi nez je véta 54. Podotykam: Slovem ,,integral*
rozumim ve zbytku této kapitoly stale vlastni integral.

Véta 70. Budte f, g komplexni funkce majici integrdl od a do b. Budte A, B
dvé komplexni ¢isla a poloZme
(10) F(x) = [3f(t)dt + A, G(x) = [54(t)dt + B.
Potom je

2 F() o(x) dx = F(B) G(b) — F(a) G(a) — [ f(x) G(x) d.

Dikaz. Pfipad a = b je jasny; budiZ tedy a % b. Pro kaZdé y e {a, b)?)
poloZme
(11) o) = F(5) G(3) - Fla) Gla) — [2 F(x) o(x) dx — [11(x) G(x) d.
Jest #(a) = 0 a mame dokazat, ¥e téZ P(b) = 0; k tomu cili sta&i dokazat, Ze @ je
konstantni v {a, b). Jeto & je spojita v {a, b) (integraly (10) a téz [} F(x) g(x) dx,
J2f(x) G(x) dx — posledni dva existuji podle véty 68 — jsou spojité funkce své
horni meze podle véty 44), stadi dokazat, Ze ¢’(y) = 0 v kaZzdém vnitinim bodé
intervalu (a, b) (viz v&tu 7°)). BudiZ tedy y €(a, b) a budiZ k + 0 takové, Ze téX
y + k e(a, b). Potom jest podle (11)
(12) ®(y + k) — ¥(y) = F(y + k) G(y + k) — F(y) G(y) —

— [I**F(x) g(x) dx — [3** f(x) G(x) dx .
Jako obvykle rozepi$me
F(y + k) G(y + k) — F(y) G(y) =
= F(y + k) (G(y + k) — G(y)) + G(y) (F(y + k) — F(y)) =
= F(y + k) [3**g(x) dx + G(y) [3** f(x) dx,

take (12) dava

(13) oy + k) — #(y) = [ (F(y + k) — F(x)) g(x) dx + [3**(G(y) -
— G(x)) f(x) dx .

Existuje vlastni®)-K > 0 tak, Ze pro viechna x € <a, b jest |f(x)| < K, |g(x)] < K.
Tedy: jestliZe x leZi mezi y, y + k, plati podle tieti &asti véty 16:6)

F( + K) = F)| = |2 () dr| < |y + k - x| . K s [K]. K,
|G(y) = G(x)| = |f2g()de| < [y — x| . K < |K] . X,
5) Omezme se na plipad a < b; ptipad a > b potom plyne okamZité zm&nou znameni.

) Jez plati i pro komplexnf funkce, viz kap. IX, § 4, text pfed vétou 68.
°‘) Pojem vlastniho a nevlastniho &isla viz na str. 173.
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takZe podle (13) jest

(¢(y + k) — _I I|f’“"|k| K.Kdx| =2.|k.K?,

nace? limitni pfechod k — 0 dava ¢'(y) = 0

Poznamka 1. V&ta 54 — a to i pro komplexni funkce — plyne oviem z véty
70; nebot, jsou-li funkce u'(x), v'(x) z véty 54 spojité v <a, b}, je podle véty 40°)
u(x) = [u'()dt + u(a), o(x) = [30'(t)dt + v(a)
a véta 70 dava ihned rovnici (27) z véty 54
Opakovanym uZitim véty 54 obdrZime tuto vétu
Véta 71. Budiz

—o < a<b< +ow; budiZ n pfirozené &islo. Necht funkce
(x), g(x) (komplexni funkce redlné proménné) maji v {a, b) spojité derivace
f™(x), g"(x). Potom jest

(14) Jaf(x) g™(x) dx = [f(x) ¢"7(x) = f'(x) g (x) +

+ (=117 0) g(x)]a + (= 1) [a () g(x) dx .

Pozndmka 2. Vzorec (14) plati oviem téZ, je-li b < a a existuji-li spojité
derivace f™(x), g™(x) v <b, a) (sta&i vyménit meze)

Diikaz. Véta 54 (pro komplexni funkce) dava okamzité

f21g® dx = [fg*~ V] — [2 g0 dx,

[of g Vdx =[fg" P - [ f'g" Pdx,

J‘bf(u l)g dx = [f(ll 1) ]

fof™gdx,
odkudz ihned plyne (14).

Priklad 1. Necht je budto a < b nebo a > b. Necht f(x) ma v <a, b) (popt.
v (b a), jestlize a > b) spojitou derivaci f™(x) (n > 0); polozme v (14) g(x)
= -—'(x — b)", tedy g®M(x) = —-(x — b)* pro 0 < k < n, takze g ®(b) =

n!
pro0 <k <n, (=1)""'g" "¥a) = - F (b = a)*. Z (14) tedy plyne

[ :f(X) dx = f(a)

a ,a(b—a) b—a)
+ f'(a) 5 —

+f(n ll( )
(15) + (=1 jbf‘"’(x) M d
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Odtud plyne tato véta:

Véta 72. Budte a + b dvé vlastni redlnd Cisla; budi n 2 0, n celé. Necht
komplexni funkce F jedné redlné proménné md v {a, b) (popf. v {b,a), kdy?
b < a) spojitou derivaci F®"*1)(x). Potom jest

(16) F(b) = F(a) + b 1_' a F(a) + ... + (b_—'ax F®(a) + R,,,,
kde |
(17) R,yy = #J: FO*Y(x) (b — x)"dx .

Dikaz. Pro n = 0 je to trivialni. Je-li n > 0, jest F(b) — F(a) = [ F'(x) dx
naeZ uZijeme vzorce (15) pro f = F'.

Véta 72 nam dava novy tvar zbytku v Taylorové formuli. Zdiraziiuji jest&
jednou vyslovné, Ze na rozdil od znamych nam tvard zbytku z DI, kap. XII, plati
rovnice (17) i pro komplexni F. Na druhé stran& je véta 72 pro redlné funkce trochu
specialnéjsi nez véta 153 v DI, str. 290, v 4. vyd. str. 333, v niZ se pfedpokladala
pouze existence (n + 1)-ni derivace, kdeZto zde se pfedpoklada i spojitost; tento
predpoklad se ostatné da oslabit, viz cvieni 3.

Cviceni

1. Vétu 70 lze dok4zat také timto zpusobem: BudiZ pfedné @ < b a viechno redlné. Volme
libovolné rozdéleni D (d&lici body a = xy < x; < ... < x, = b); potom

F(b) G(b) — F(a) Gla) = Y. (F(xp) [51_, 9(x) dx + G(x;_ ) [31_, f(x) dx)
i=1
a z (11) plyne

a8 o) = Y (J5_, (Fx) — F(x) (0 dx + [31-, (Glxj_1) — G f(x) dx) .
i=1

Odtud (je-li | f(x)] < K, |g(x)] < K) snadno dostanete
9 |®(5)| = K €(F; D) + K &(G; D),

naceZ podle véty 64 je patrno, Ze pravou stranu v (19) lze u€init vhodnou volbou D men$i ne%
libovolné &islo € > 0; tedy @(b) = 0. Provedte jeit& pfechod (snadny) k p¥ipadu a > b a ke
komplexnim funkcim. Také v nasledujicich cvitenich 2, 3, 4 provedte ptechod k pfipadu a > b.

2. Vzorec (14) plati i tehdy, kdyZ pfedpoklddim jen toto (k dikazu uZiji nyni véty 70
misto 54): Existuji /=1, g0~ v (4 b5 a existuji funkce @, v majici vlastni integral od a do b
tak, 2c proa = x < b jest

/(n—l)(x)= JXet)dr + A y(n—l)(x)= [Ep()de + 45,

kde A, A; jsou konstanty. Misto £, o™ musime oviem v (14) potom psit @, .
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3. Veta 72 plati i tchdy, pfedpoklddame-li jen toto: Existuje F™ v ¢a, by a dale existuje
funkce @ majici vlastni integral od a do b tak, Ze pro a < x < b jest F"(x) = JE@(t) de + A,
kde A4 je konstanta. Misto F* 1) musime oviem potom v (17) psat ¢.

4. Je-li F"*1) realna a spojitd v <a, bd, dava prvni véta o stfedni hodnoté z (17)7) pro
kazdé p € <0, n) (p nemusi byt celé)
b-—8""?0-a

n! p+1

Ryyr = F(n+”(£)
pro jisté £ €<a, b). Srovnejte se vzorci z DI, kap. XII, str. 290 a 292, v 4. vyd. str. 333 a 336.

§ 3. Véty o stfedni hodnoté. M¢&li jsme ji% n&které véty poskytujici odhady pro velikost
integralu. BudiZ napf. a < b, necht existuje [} g(x) dx a necht jest m < g(x) < M
pro kaZdé x € (a, b). Potom vé&ta 16 pravi, Ze jest

m(b — a) < [ g(x)dx < M(b — a).

V tomto paragrafu odvodime dalsi dvé dileZité véty podobného razu.
Véta 73. (Tzv. prvni véta o stfedni hodnoté integrilniho poitu.) Budte m, M vlastn{

redlnd ¢isla, a < b. Nechf funkce f, g maji integrdl od a do b. Nechf je f(x) 2 0,
m < g(x) £ M pro vSechna x € {a, b)®). Potom je

(20) m 2 1(x) dx < [2£(x) o(x) dx < M J2 f(x) dx.
Jinak Feceno: existuje ¢islo u tak, Ze
(21) mSuSM, [Ef()g(x)dx = ufEf()dx.

Ditkaz. Nasobime-li nerovnost m < g(x) £ M nezipornym ¢&islem f(x),
vidime, %¢ mf(x) < f(x) g(x) £ M f(x) pro viechna xe<{a,b). Odtud plyne
(20) podle véty 28 (nebot funkce f(x) g(x) ma integral od a do b podle véty 65).
Vzorec (21) pak plyne takto: Je budto |2 f(x) dx = 0 nebo [} f(x) dx > 0. V prvnim
ptipadé je podle (20) té% [2 f(x) g(x) dx = 0, takZe rovnice v (21) plati pro kaZdé p,
napf. pro u = M. V druhém pfipad& poloZme u = ([3f(x) g(x) dx) : ({2 f(x) dx),
nade? plati (21) (nerovnosti m < u < M plynou z (20)).%)

Poznamka 1. Nahradim-li podminku f(x) = 0 podminkou f(x) < 0, plati
opét (21), ale misto (20) plati naopak

(22) m [af(x)dx Z [2f(x) g(x) dx = M [3f(x) dx .
Dikaz: UZiji véty 73 na funkce — f, g, nadeZ nasobim &islem — 1.

7) Tuto vétu i s dilkazem (velmi jednoduchym) najdete na za&4tku § 3.

8) Za &islo m mohu tedy vzit &islo inf g(x) nebo kterékoliv &islo mensi, za M pak &islo sup g(x)
asxsb asxsSd
nebo kterékoliv &fslo vét3f. Z ptedpokladi je patrno, e funkce f, g jsou redlné.

9 Pro spojité g se d4 (21) psat ve zvlast& vyrazném tvaru; viz cvitenf 1.
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Poznamka 2. Méni-li viak f(x) v {a, b) své znameni, nemusi rovnice z (21)
platit pro ?4dné p. Piklad: a = — 1, b = 1, f(x) = g(x) = x; potom je [?f(x).
.g(x)dx = 3, ale [2f(x)dx = 0. RovnéZ neplati v tomto pfipadé nerovnosti (20)
ani (22) pro Zadnou volbu &sel m, M. Nezapomeiite proto pfi 1. v&t& o stfedni
hodnot& nikdy na ddleZitou podminku f(x) = 0 (popt. f(x) < 0, viz pozndmku 1).

Poznamka 3. Pfipad a > b se z pfipadu a < b dostane vyménou mezi. Ne-
zapomeiite, Ze se pfitom obrati smysl nerovnosti (20), popf. (22).

Jesté dileZitéjsi neZz prvni véta o stfedni hodnoté je tzv. druha véta o stfedni
hodnoté, kterou nyni odvodime. Napred vSak dokaZzeme jednu vétu pomocnou.

Pomocna véta.'®) Budte A, B, a,, a,, ..., a,, &, &, -.., & vlastni redlnd éisla;
budif ¢, 2 ¢, = ... 2 ¢, 2 0. Potom plati:

1. Je-li a; +a, +... +a, <A pro k=1,2,...,n, jest g,a, + g,a, + ..
.. + g4, S Ag,.

2. Jelia, +a,+...+a,=ZBprok=1,2,...,n,jest ;a, + ... + €,a, =
2 Be,.

Dikaz. Pfipad n = 1 je jasny. BudiZz tedy n > 1 a poloZme s, = a, + a, +
+ ...+ a,prok =1,2,...,n Potom jest

Slal + ezaz + ...+ 8,,0,, = 8151 + 52(52 - Sl) + ... +
(23) + 8,,(8, - s,_l) = sl(el band 82) + 82(82 b 83) + eee +
+ Spo1(Enm1 — &) + Syt -

Zde jeste, — e, 20,6, —€320,...,6,_y — & 20, ¢, = 0. Je-li tedy s, < 4 pro
k = 1,...,n, je posledni vyraz v (23) nejvy3e roven A(e, — &;) + A(e; — &3) + ... +
+ A(ea—y — &) + Ae, = Agy; je-li viak s, = B pro k = 1,..., n, je posledni vyraz
v (23) nejmén& roven B(e, — ¢&,) + B(e; — €3) + ... + B(e,—-, — &,) + Be, = Be,.

Véta 74. (Tzv. druhi véta o stfedni hodnot® integrilniho poitu.) Budi? a < b;
necht je f redind funkce, jeZ md integrdl od a do b, necht g je monotdnni (a tedy
ovSem redlnd) v a, b). Potom existuje &islo £ tak, Ze jest

(29 as¢sb, [of(x)g(x)dx = g(a) [§f(x)dx + g(b) fe f(x) dx.
Dikaz. Funkce f(x) g(x) ma integral od a do b podle véty 65 a podle ptikl. 1
v kap. IX, § 2. .

I. BudiZ pfedné g nerostouci v {a, b), g(b) = 0, tedy g(x) = 0 pro x € {a, b).
Je-li té2 g(a) = 0, je g(x) = O pro viechna x € <a, b), nae% rovnice v (24) plati,
at si ¢ zvolim jakkoliv v {a, b) (ob& strany rovnice jsou rovny nule). Budiz tedy
g(a) > 0.

10y Tato dilezitd pomocna véta pochézi od Abela.
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Integral % f(u) du = F(x) je spojitou funkci promé&nné x v intervalu {a, b);
nabyva tedy v intervalu {a, b) jisté nejyétsi hodnoty A= Max F(x) a jisté nejmensi

asxsbh
hodnoty B = Min F(x). Pro kaZdé rozd&leni D intervalu (a, b) (dané d&licimi
asxsh
body a = xo < x; < ... < x, = b) sestrojme vyraz
(25) r(p) = .E‘ g(x;-1) .f:f-. f(x)dx ;
i=

tvrdim, Ze
(26) g(a) B < I(D) < g(a) A.

PoloZme totiz v pomocné vét& ¢; = g(x;_,), a; = [¥_, f(x) dx; potom jest &,

Xj)-1
262...26,20, adile a, + ... +a, = [}*f(x)dx = F(x,), takZe B < a, +
+...+a, S Apro k =1,...,n; pomocna véta dava pak pro I'(D) = ¢,ay + ...
... + g,a, nerovnosti (26). VySetfim nyni rozdil mezi &slem I'(D) a integralem

faf(x) g(x) dx; jest
(27)  |N(D) - Jaf(x)g(x) dx| = |,-£5, 2 (g(xjoy) — 9(x)) f(x) dx] =

S 102 (0(x,-0) — 000 () 5] S 3 12 lles-0) — o] - 0] de

(viz v&tu 66). Existuje pfedné vlastni &islo K tak, ¥e pro viechna x € {a, b) jest
|/(x)] < K. Za druhé: pro kaZdé x € (x;_,, x;) jest (jeZto g je nerostouci)

|9(Xj—1) - g(x)| = g(xj—l) - g(x) = g(xj-l) - 9(";‘) ’
takZe
S5 1g(xj-1) = g(x)] - |f(x)] dx < K(g(x;-1) — g(x;)) 4x;

(klademe Ax; = x; — x;_,), a tedy podle (27)

(8 11(D) - 219 0(+) 45| S K($ olxs-1) 43, — T o) 4x) =

= K(S(g; D) — s(g; D))

(nebot &isla g(x;_,), g(x;) jsou pravé supremum a infimum funkce g v {x;_,, X;)).
BudiZ nyni D,, ono rozdéleni, jeZ rozdéluje interval {a, b) na m stejnych dil; potom
jest lim S(g; D,) = lim s(g; D,) = [, g(x) dx, takZe z (28) plyne

m=* o m=* a0

(29) O lim (D) = 250 o) Ox.

m—®
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Je#to pro kazdé m podie (26) jest B < -T]—)- I(D,,) < A, je podle (29) téz
g(a

l b
Bgra)f'f(x)g(x)dngi.

Je#to spojita funkce F(x) nabyva v <a, b) hodnoty 4 i hodnoty B, existuje podle
véty 129 v DI, str. 237, v 4. vyd. str. 270 hodnota ¢ € {a, b) tak, Ze jest
| B .
F(¢) = @ Jaf(x) g(x) dx, tj. [ f(x) g(x) dx = g(a) [§ f(x)dx ,
coZ je pravé vzorec (24), nebof v nasem pfipadé je g(b) = 0.

II. BudiZ g nerostouci v <a, b, ale jinak libovolna. Potom funkce g(x) — g(b)
je rovnéZ nerostouci v (a, b> a ma v bodé b hodnotu 0; podle bodu I existuje
& € {a, b) tak, Ze jest

Ja (%) (g(x) — g(b)) dx = (g(a) - g(b)) [3 f(x) dx,

2 £(x) g(x) dx = g(a) [ f(x) dx + g(b) [2 f(x) dx — g(b) [} £(x) dx ,
odkud? ihned plyne (24).

III: BudiZ kone¢né g neklesajici v {a, b); podle bodu II existuje e (a, b)
tak, Ze

t.

Ja(= (=) (= g(x)) dx =
= (= 9(a) - [i(= f(x)) dx + (= g(b)) . [z (= f(x)) dx,
coZ je rovnice (24).

Poznamka 4. Je-li napf. funkce g nerostouci, jest (viz kap. I, § 4)

g(a) 2 lim g(x) = sup g(x).  g(b) < lim g(x) = inf g(x).

x—a+ a<xsb x-+b— asx<

Pozménim-li funkci g(x) tak, Ze hodnotu g(a) nahradim jakymkoliv &islem A4 2
2 lim g(x) a hodnotu g(b) jakymkoliv ¢islem B < lim g(x),'') bude takto pozmé-

x—a+ x—b—
néna funkce g opét nerostouci v {a, b) a mohu tedy na ni opét uZit véty 74. Vpravo
bude misto g(a) Cislo 4, misto g(b) Cislo B; leva strana bude opét |7 f(x) g(x) dx,
nebot tento integral se nezméni tim, Ze jsme zménili hodnotu funkce g(x) ve dvou
bodech.'?) Mame tedy toto zobecnéni véty 74: Necht f je redlna a ma integral od «a
do b; necht g je nerostouci v <a, b). Budi A = lim g(x), B < lim g(x) (A.B

x-a+ x—b—
vlastni &isla). Potom existuje &islo & € <a, b) tak, Ze jest
(30) 2 f(x)g(x)dx = 4 [$f(x)dx + B [} f(x)dx.

11y Ostatni hodnoty funkce g(x) necham beze zmény.
12y Cislo & maze nyni oviem byt jiné neZ pfi puvodni funkci g.
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Obdobna véta plati, je-li g neklesajici v {a, b); podminky pro A4, B jsou polom oviem
A £ lim g(x), B 2 lim g(x).

x—a+ x—=b—

Na pfiklad: Je-li g nerostouci a nezdpornd v {a, by, mohu klast A = g(a),
B = 0 a vzorec (30) mé tvar

(31) 2£(x) a(x) dx = g(a) f3 £(x) dx.

Tohoto vzorce se Casto uziva. Nemusim zajisté vypisovat ostatni pfipady, kdy jedno
z Cisel A, B lze polozZit rovno nule.

Poznamka 5. Také pro a > b plati véta obdobna vété 74; staci vyménit meze.

Poznamka 6. Pti pouZiti véty 74 nezapomeiite nikdy na duleZitou podminku,
Ze g ma byt monoténni. Neni-li totiz g monotdnni, nemusi (24) platit pro zadné &.
Pfiklad: a = — 1, b = 1, f(x) = 1, g(x) = x* — 1. Zde jest [5 f(x) g(x)dx = — 3,
kdeZto prava strana v (24) je rovna nule, nebot g(— 1) = g(1) = 0.

Vyznam obou vét o stiedni hodnoté spoéiva v tom, Ze vyjadfuji integral sou-
&inu f(x) g(x) integralem funkce f(x). Ale i kdyZ dovedeme integral funkce f vypocist,
nedovoluji nam vztahy (21), (24) pfesn& vypocist integral funkce f(x) g(x) od a do b —
aZ na nékteré vyjimeéné pfipady — jeZto vpravo vystupuji ¢isla u, popf. &, jeZ nejsou
pfesné zndma,'?) pouze vime, Ze m < u < M, a £ & £ b. Vzorce (21), (24), jsou
tedy vhodné pouze pro odhadnuti velikosti integralu [®f(x) g(x) dx (ne pro jeho
pfesny vypodet), jestlize oviem dovedeme vypocist nebo aspoii n&ak odhadnout
integral funkce f.

Pfiklad 1. Prvni véta o stiedni hodnoté nedava obycéejné Zadné zvlasté preckva-
pujici vysledky. BudiZ napf. 0 < a < b a snaZme se nalézt odhad pro velikost in-

tegralu
b .
I(a, b) = J X dx
a X

Tj. snazime se nalézt Cislo K(a, b) tak, aby bylo |I(a, b)| < K(a, b); ¢im mensi
takové K(a, b) najdeme, tim v&tsi bude nas uspéch. Pfitom se hlavn& budeme zajimat
o ten (nejobtiZn&jsi) pfipad, Ze a je velké a b je jest& mnohokrate vét3i nez a. Jeito
— 1 < sin x < 1, dava rovnice (21)

b .
b
I(a, b) = ,,f dx =,,1g2, kde [yl =1, tj. |I(a,b)| S1g-.
a X a a
Ale k dosaZeni tohoto odhadu jsme misto v&ty 73 mohli téZ uZit véty 28, jez dava

(32) f—<1(ab) Y an) s [ -l

a a a

‘3) # je oviem piesné zndmo, je-li m = M, tj. je-li g konstantni v <a, b>.



§3 203

Zato druha véta o stfedni hodnoté dava tento vysledek: JeZto x~! je v {a, b) klesa-
jici a kladna, mGZeme uZit napf. vzorce (31) a mame

4
1 sin x dx
a a

Pro naSe pfipady (a velké, b mnohokrate vétsi neZ a) jest odhad (33) zfejm& mnohem

(33 |1(a, b)] = 2.

=l|cosa —cos ¢| £
a

vyhodnéjsi neZ (32). Napf. je-li b > a?, je lgs > lg a, a to je ¢&islo velmi veliké, je-li

a velmi veliké, kdeZto zlomek 2:a konverguje dokonce k nule pro a — + 0.
Druha véta o stfedni hodnoté je tedy v tomto pfipadé mnohem vyhodnéjsi neZ prvni.

Podivejme se na to trochu obecngji. Je-li g(x) tfeba nerostouci a nezaporna
v {a, b)'*) a ma-li f (redlnd) integral od a do b, je 0 < g(x) < g(a) pro x € {a, b}
a véta 66 s 1. vétou o stfedni hodnoté davaji

(34) |2 f(x) g(x) dx| = fag(x) [£(x)| dx < g(a) fa]f(x)| dx .
Druha véta o stfedni hodnoté vsak dava
(3) Ife £(x) 9(x) dx| = g(a) . |f f(x) dx] .

Prava strana v (35) je vZdy nejvyie rovna pravé stran& v (34), to je zfejmé. Mnohdy
viak je | [% f(x) dx| pro viechna ¢ € {a, b) mnohem mensi neZ [3 | f(x)| dx, a potom 2.
véta o stiedni hodnoté dava mnohem lepsi odhad neZ prvni véta. Tak je tomu napf.
u funkci sin x, cos x pro velké hodnoty b — a; nebot napf. |f? sin x dx| = [cosa —

— cos &| < 2, kdeZto [} [sin x| dx je asi tak velky jako 2 (b — a), tedy daleko
n
vétsi neZ 2, je-li rozdil b — a velky.'®)

14) Podobna uvaha by se dala provést pro kazdou monoténni funkci g; volim tento specilni
ptipad, aby vzorce byly jednodussi.

15) Provedme to ptesn&. Dokazme napfed, Ze pro kazdé « je [2** [sin x| dx = [§ |sin x| dx =
= [§ sin x dx = 2. K dikazu pfipomeiime, Ze funkce [sin x| m4 periodu 7. Zvolme tedy
celé &islo k tak, Ze (k — 1) <« < kn. Tedy f2**|sin x| dx = f** + [3*. V prvnim
integrdlu vpravo provedme substituci x =7 + (k — 1), v druhém x =t + kn, takZe
v dusledku periodicity je [£* |sin x| dx = [Z_ k- 1) Isin (¢ + (K — D2)| dr = [F_ 1) -
.|sin¢] dr, f23 = |sin x| dx = [§~*~ D= [sin (¢ + k7)| dr = [§~*~ 1% [sin ¢| dr; settenim ply-

a
ne vskutku [2** |sin x| dx = [§ |sin¢| dr = 2. PoloZme nyni n = | —— |, tedy n celé,
n

a+nm <b<a-+ (n+ 1)n (hranaté zdvorky uZivim zde ve smyslu véty 46 v DI, str.

b —
°_ l);ﬁlsin x|.

65, v 4. vyd. str. 66); tedy f2 |sin x| dx = f2*"* |sin x| dx = 2n > 2(

Ldx < fat(HU% (i x| dx = 21 + 2 gz(b—“+ 1)
(4
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Podobny odhad jako pro integral funkci sin x, cos x plati pro integral funkci
tvaru sin ¢(x) . ¢'(x), cos ¢(x) . ¢’(x), nebot napf.

|fé cos o(x) . ¢'(x) dx| = [sin ¢(£) — sin o(a)] = 2,

pokud napf. funkce ¢'(x) je spojita a ¢(x) realna v {a, £). To nas vede k nasledujicimu
dilezitému pfikladu:

Ptiklad 2. Budif a < b, r > 0. Redlnd funkce ¢(x) necht md v intervalu
{a, b vlastni druhou derivaci ¢"(x) a necht pro vSechna x € {a, b) jest ¢"(x) = r.
Potom jest

(36) g

Jt cos ¢(x) dx

< ir U sin ¢(x) dx

Poznamenejme, ¢ na prvni pohled jsou zfejmé pouze odhady |[? cos ¢(x) dx| <

< b-—a,|fsing(x)dx| < b — a, coZ je pro b —a > i horsi odhad neZ (36).
r
Véta pravé uvedena (pochazejici od van der Corputa a Landaua) je uZitena v mnoha
otazkach tzv. analytické teorie &isel.

Dilkaz. Zabyvejme se napfed prvnim integralem v (36). V intervalu {a, b)
jest 0 < ¢"(x) < + oo, tedy ¢'(x) spojita a rostouci. Tedy je v intervalu {a, b)
I. budto stale ¢'(x) 2 0, II. nebo stile ¢’(x) < 0, IIL. nebo existuje &islo ¢ € (a, b)
tak, 2e proa < x < cje ¢'(x) £ 0,proc < x < bpak ¢'(x) 2 0.

Zabyvejme se napfed pfipadem I, takZe (p(x) = 0 pro vSechna x e {a, b).

Je-li b—a gi, je lj",’cos¢p(x)dx|§b—a§i. Je-li viak b—a>i_,
r r r

poloZme a = a + \/L_, tak¥e [p= [¢+ (2. ZfejmE |[icosp(x)dx| Sa —a =
r

%, Podle véty o pfiristku funkce jest (pro jistou hodnotu n € (a, «))
r
o'(0) = p'(a) + (@—a) () 20 + (¢ — a)r = /r.

Ve vzorci (31) polome f(x) = cos ¢(x) . ¢'(x), 9(x) = % , takZe g je kladna
. o'(x

a klesajici v (a, b); vychazi

s

S
¢'(2)

f :cos o(x) . o'(x) dx| =

1 . . <
= 7@ |sin (&) — sin ()] =

Sl
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(4=

II. V druhém pfipadé poloZme yY(x) = ¢(—x). Pro a £ — x £ b, tj. pro
—b<x< —ajest Y(x) = — ¢'(—x) 20, ¥"(x) = ¢"(—x). Podle ptipadu I
jest (substituce u = — x)

.[ " cos o(x) dx

tedy

<

'[ " cos o(x) dx

_ —J-::cos o~ x) x| = I:‘cos v(x) dx| <

b

2.
Jr

III. V ptipadé III uZijeme vysledki z pfipadd I, II na intervaly <a, ¢, {c, b).
6

Tedy
c b
s —.
.[a J:: \/r

Tim je dokazéna prvni nerovnost (36). Druha pak plyne takto: Funkce ¢(x) — in
ma druhou derivaci ¢"(x) 2 r pro a £ x < b a tedy jest

J‘b sin ¢(x) dx J- bcos (o(x) — 3n) dx

<|| |+

Ib cos ¢(x) dx

<S5

\/;

Druhd véta o stfedni hodnoté je jednou z nejdileZitéjsich vét integralniho poctu;
probrané dva ptiklady davaji snad o tom Ctenéfi jakousi pfedstavu.

Poznamka 7. Druha véta o stfedni hodnoté& neplati pro komplexni funkci f
(viz cvikeni 3). Casto ji viak pfece uZivime i pro komplexni f, a to tak, Ze ji apliku-
jeme na redlnou a imaginarni &ast zvlast. Pfiklad: Pro0 < a < b jest

b ix b b o
? cos sin x
e—dx= xdx+i dx.
a x a x a x

Zde jest v
b 4
[cosxdx’=lfcosxdx §z
. X al ), a
a obdobné
b .
J'smxdx §3'
. X a
takZe
b ix 2 4
€ dx __<_—2—+—=—,
. X a a a
nebo pfesnéji
b _ix
¢ dx|< /i+i=2\/E
. X N a
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Cvileni

1. Necht f ma integral od a do b (a < b); nechf f(x) = 0 pro a < x = b; necht g je redlna
a spojitd v <a, b). Potom existuje & € <a, b) tak, Ze

37 I5£(x) g(x) dx = g(&) f5 f(x) dx .

(Dikaz: vezmu-li za m, M nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce g v <a, b, vidim, %¢ g nabyva
nékde v <a, b)> hodnoty u ze vzorce (21).) Obdobné pro f(x) < 0aproa > b.

2. Rovnice (37) m& — na rozdil od vzorci (20), (21), (22) — smysl i pro komplexni g; ale
véta z cviéeni 1 nenj sprdvnd, vynechdm-li v ni pfedpoklad, Ze g je redlné. Piiklad: a = 0, b‘ = 27,
f(X) = 1, g(x) == e'*. Potom lev strana v (37) je {3" e'* dx = 0, kdeZto pravi strana je 2ne’¢ + 0,

3. Také druha véta o stiedni hodnoté neplati pro nereilné f. Piiklad: PoloZme f(x) = e'~,
g(x) = x. Kdyby pro néjaké & € <0, 7> (nebo viibec pro né&jaké redlné &) bylo [3 xel* dx =
= 0.f§e*dx + nf% e'* dx, bylo by (spoitéte!) — 2 = ine'; ale prostd hodnota pravé strany je
o+ 2.

4. Neméni-li f znameni v {a, b), napf. je-li f(x) = 0 v <(a, b) a je-li napf. g nerostouci a ne-
zipornd v <a, b), je 0 < ﬂ g9(x) f(x) dx < g(a) ﬂ f(x) dx; ze spojitosti funkce j'ﬁ f(x) plyne, Ze
existuje & € <a, b) tak, Ze [5 g(x) f(x) dx = g(a) [ f(x) dx, co% je vzorec (31). Odtud by snadno
plynul i obecny vzorec (24). V tomto pfipadé je tedy druhd véta o stfedni hodnoté bezprostiednim
dusledkem dfivéjich vét: tato véta ma tedy samostatnou cenu jen tehdy, méni-li f v {a, b) znameni
(skutecné& jsme také této véty v prikl. 1, 2 uZili pro takové funkce, jez v <a, b) — je-li tento interval
dlouhy — méni mnohokréte své znameni; pro takovéto funkce byvad 2. véta o stiedni hodnoté
nejucinné;jsi).

5. V ptikl. 1 poloZte a = 2kn, b = 2a (k celé kladné). Najdéte celé mtak, Ze 2(k + m)n <
= b < 2(k + m + 1)n; potom

k+m-1
I@b)= Y IQ@nm,2n-+ 1)7) + Ik + m)m, b).
n=k

Jest

(2n+1)= 1 1 2
I12nm, 2(n + ) 7)) = inx.[=— x> —
@2nn, 2(n + 1) 7) I sin x (x T n) x TEETE

2nx
déle zjistite, 2e I(2(k + m) =, b ) = 0, nadeZ snadno

1 1
Ia,b) > — = — .
@, ) 8kn 4a

2
Je vidét, 2e odhad |I(a, b)| < - nelze podstatné zlepdit: Neni moZno psit v této nerovnosti
a

1 1
misto — n&akou funkci ¢, kter4 konverguje pro a — + o ,,rychleji* k nule nez —, tj. pro kterou
a a

by bylo lim ag(a)= 0.

a-*+wo

6. Obdobné jako v pfikl. 1 a v cvieni 5, ale trochu obecngji: Je-lia > 0, 0 < a < b, jest

l"sinx bcosx
I — dx J - dx
. x . X

ukaZte, 2e tyto odhady nelze podstatng zlep§it.

2 2
= — g;;’




§3 207

7. V piikl. 2 poloZme ¢(x) = -;-rx2 (r > 0), takZe je pravé ¢"(x) = r; déle a = A/ % , b=

n . 2u
= A/ - ; substituce x = / — déava
r r

J"’ w00 d J‘"’ du__ 1 =2 ‘ (1 1) 1

cos p(x) dx = cosu. r— cos u du = -_——).—.

a x/4 J2ru  fra)xa \/5 Jre

Je vidét, Z2e také odhad z pfikl. 2 nelze podstatné zlep3it. UZiti 2. véty o stfedni hodnoté v pfikl.
1, 2 a v cviCeni 6 bylo tedy velmi uspé$né: vedlo nas k odhadiim, jeZ jsou nejlepsi svého druhu

(a% na to, Ze by se konstanta 2 v pfikl. 1 a v cvideni 6 a konstanta 6 v pfikl. 2 snad dala trochu
zlepsit).

8. Uzijete-li v pfikl. 1 misto vzorce (31) vzorce (24), obdrzite piesnéji

1 + cosa 1+cosb_
b :

(l — cosa 1 — cosb

2 - b ) s1I@b) =

2 2
napf. pro cos a = cos b = 1 dostanete 0 < I(a, ) < - — Z; pro cos a = cos b = 0 dostanete
a
11 . 2 2 .
I(a, b)| < - — ;; prosté pro kaZdé a, b (0 < a < b) obdrZite interval délky — — 3 (a ne inter-
a a

4

val délky —, jako v pfikl. 1), v némz2 je &islo I(a, b) obsaZeno. Provedte obdobnou uvahu pro
a

integrily z cviteni 6.

9. Vysledek cviteni 8 1ze odvodit téZ integraci per partes; napf.

b
cos cos b cos
I(a, b) = "———J' = dx,
a b a X
. L 11
a prost4d hodnota posledniho integrilu je nejvyse — — i
a

10. Cviteni 9 néds vede k otizce, neni-li moZno vibec 2. v&tu o stiedni hodnoté odvodit
integraci per partes. To je vskutku moZno, u¢inime-li o funkci g pfedpoklady o néco vice omezu-
jici: Nechf redlnd funkce f ma4 integral od a do b (a < b); nechf g je monoténni a m4 spojitou
derivaci v <a, b). PoloZme F(x) = [¥ f(u) du; integraci per partes (véta 70; pro integral funkce g
uZijme véty 39) obdrzime

f27(x) g(xy dx = F(b) g(b) — F(a) ga) — [4 F(x) g'(x) dx =
= F(b) g(b) — F(a) g(a) — F(&) (g9(b) — g(a))

(zde jsme uZili 1. véty o stfedni hodnoté ve tvaru cviCeni 1; viimnéte si, Ze F je spojitd a e g’
neméni znameni). Dosazenim za F plyne ihned (24). Pfedpoklad o existenci a spojitosti derivace g’
bychom mohli nahradit téZ timto obecné&j§im piedpokladem: Existuje &islo 4 a nezdporna, popf.
nekladn4 funkce h tak, ¥e pro a < x < b jest g(x) = [ h(u) du + A. Ale i v tomto tvaru pfed-
pokladdme u funkce g vice neZ ve v&t& 74 (napf. spojitost v <a, b)).
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