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180 KAP. IX

DODATKY

Kapitola IX

DALSI VLASTNOSTI RIEMANNOVA INTEGRALU

(Dopliiky ke kap. II)

V téchto Dodatcich jde o vlastni integraly. Slovo integral zna&i proto — v kap.
IX az XI — vlastni Riemanniv integral'), pokud neni vyslovn podot&eno jinak.

§ 1. Oscilace. BudiZ f(x) fankce, jeZ jest omezena v n&jaké neprazdné &iselné mno-
Zin€ A, takZe existuji Cisla

(1) M =supf(x), m=inff(x).
xeA xeA

Cislo M — m budeme nazyvat oscilacf funkce f(x) v mnoZiné A a budeme je znagit

Q(f(x); A).

Poznamka 1. Oznadme znakem M mnoZinu viech &isel tvaru f(x') — f(x"), kde
x’ a x” probihaji celou mnoZinu A; ozna&me N mnoZinu viech &isel |f(x") — £(x")]
kde opét x’, x” probihaji mnoZinu A. Tvrdim, Ze plati: je-li f omezend v A, je sup M =
= sup N = Q(f(x); A).

Ditkaz. Musime zjistit, Ze &slo G = Q(f(x); A) m4 vzhledem k mnoZin¢ M
i vzhledem k mnoZin& N vlastnosti I, I z véty o supremu (kap. I, § 1). UZijme ozna-
Ceni (1). Je-li x’ € 4, x" € 4, je m < f(x') £ M, m < f(x") £ M, a tedy

fE) = fx) =M —m=Qf(x); 4);  |f(x) — f(=")] £ QS (x); 4).
Je-li za druhé ¢ libovolné &islo kladné, existuji x" € 4, x" € 4 tak, Ze f(x') > M —
— 16 f(x") < m + e, a tedy f(x') — f(x") > Qf(x); A) — ¢, a tim spie |f(x) —
—J6) > QUG 4) -

Poznamka 2. Je-li B < A (B neprazdna, f omezena v A), je (f(x); B) <
< Q(f(x); A), nebot (viz poznamku 6 v kap. I, § 2)

supf(x) = supf(x),  inff(x) < inff(x).
«B xed xeB

xeA x

1) Tj. integrél ve smyslu kap. IL.
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Poznamka 3.2) Pro viechna x € A budiZ |f(x)| < K, |g(x)| < K. Potom

S (x) g(x); 4) = K(Q(A(x); 4) + Ag(x); 4)).
Dikaz. Je-li x' € 4, x" € A, je
f(x) g(x) = (=) g(x") =
=1(x") (9(x") = g(x")) + g(x") (f(x") — f(x)) =
< K(Q(g(x); 4) + (f(x); 4)),

a nyni stadi si vSimnout pozniamky 1 a véty 48 v DI, str. 70, v 4. vyd. str. 72.
Poznamka 4.2) Je-li f(x) omezené v 4, je
A|f(x)]: 4) = Af(x); 4).
Dikaz. Je-li x'e€ 4, x" € 4, je
G = G = 1) = )] < S (x); 4) -
Poznamka 5.2) Jsou-li f(x), g(x) omezené v 4, je
QJ/FH(x) + g7(x); 4) < QS (x); 4) + Qg(x); A).
Dikaz. PoloZme F(x) = \/f*(x) + g*(x). Pro x’€ 4, x" € A je
F(x') = F(x") = J(f(x') = f(x"))* + (a(x') — 9(x"))*
(viz DI, str. 373, v 4. vyd. str. 429, vzorec (3), kam dosadim a, = f(x"), a, = f(x) —
— f(x"), by = g(x"), by = g(x') — g(x")). Tedy F(x') — F(x") < /K? + I?, kde

K = Q(f(x); A), L= g(x); A). Ale’ /K2 + I < K + L(jeto K 20, Lz 0),
tedy vskutku (F(x); A) < K + L.

§ 2. Podminky pro existenci integrilu [?f(x)dx. Zachovime (a trochu dopinime)
oznadeni z kap. II, § 2 a § 3. BudiZ f (x) funkce omezena v {a, b). BudiZ a = xp <
< Xy < ... <x,= b jisté rozd€leni D. Potom klademe 4x; = x; — x;_,, v(D) =
= Max (4x,, 4x,, ..., Ax,). PoloZime-li na chvili pro krétkost
M;= sup (=), m; = inf  f(x),
xe(xy-y, x4) xe(xy-1, X4)
Q;=M;—m; = Qf(x); {xj-y, x,7)
(viz zad4tek § 1), definujeme:?)

(2 S(f; D) =,-§‘:’1Mj 4x; , s(f; D) =j§n:l'"1 4x;,
3) &(f; D) =,-=i,9’ 4x; = S(f; D) = (f; D) 2 0.

2) Ptredpoklédim, Ze A je neprizdni.
3) PiSeme té2 S(f(x); D) misto S(f; D) apod.
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(Rozdil proti kap. II je jen ten, Ze jsme v soudtech S, s vyslovn& vytkli, o kterou funkci
f jde, a Ze jsme zavedli je$t& novy znak &.) Velmi uZite&né jsou tyto dvé podminky,
udavajici, kdy f(x) ma integral (vlastni) od a do b*):

Véta 63. BudiZ f omezend v {a, b). JestliZe ke kaZdému ¢ > 0 existuje rozdéleni
D intervalu {a, b) takové, e je &(f; D) < &, md f integrdl od a do b.

Diukaz. Necht ke kaZzdému & > 0 takové D existuje. Podle definice v kap. II,
§2je

P f(x)dx < S(f; D),  [2f(x)dx 2 s(f; D),
tedy

0 < [bf(x)dx - [af(x)dx = &(f; D) <.
JeZto to plati pro kaZzdé kladné ¢, je horni integral roven dolnimu.

Véta 64. Necht f md integrdl od a do b (a < b). Potom ke kaZdému & > 0
existuje Cislo & > 0 s touto vlastnosti: Je-li D jakékoliv rozdéleni intervalu {a, b)
spliujici podminku v(D) < 6, je &(f; D) < e.

Diikaz. BudiZ ¢ > 0; podle vét 17, 19 existuji &isla 6, > 0, 6, > 0 tak, Ze plati:
je-li (D) < 8,, je S(f; D) < faf(x)dx + 3¢;
je-li W(D) < 8,, je s(f;D)> [Lf(x)dx — 1e

(misto horniho a dolniho integralu pisi prosté integral). Polome 6 = Min (6,, 6,);
potom pro (D) < & plyne vskutku &(f; D) = S(f; D) — s(f; D) < &.

Pkiklad 1. Je-li f monoténni v {a, b), md f integrdl od a do b.

Dikaz: Necht je pfedné f neklesajici; potom zfejmé jest

Q; =f(x;) = f(x;-1) 20,
takZe

&1 0) = £(x) = (5s-1)) 4% 3 %(0) T (1(x) = f1-1) =
- WD). (7(8) - £(@).

Je-li ¢ libovolné kladné &islo, l1ze zfejm& zvolit D tak, Ze v(D)(f(b) — f(a)) < &,
tedy &(f; D) < . Tedy ma f(x) integral od a do b podle v&ty 63. Je-li kone&né f
nerostouci, uZiji vysledku pravé dokazaného na funkci — f.

Poznamka 1. Tato véta ndm umoZiiuje snadno sestrojit napf. funkci, jejiZ
body nespojitosti tvofi mnoZinu hustou v intervalu {a, b)®) a ktera pfesto ma in-
tegral od a do b (viz cviteni 5, 6, 7).

4) Jexto mluvime o ,intervalu (a, b)*, je v tom mltky obsaZen pfedpoklad a < b.
%) Rikdme, ¥¢ mnoZina A (obsaZen4 v intervalu J) je husta v J, jestlize kaZdy interval obsaZeny
v J obsahuje aspoii jeden bod mnoZiny 4.



$2 183

Véta 65. Necht funkce f(x), g(x) maji integrdl od a do b. Potom funkce |f(x)|,
f(x). g(x), /f3(x) + g*(x) maji integrdl od a do b.”)

Dikaz. Existuje K tak, % pro viechna x € <a, b) jest |f(x)| < K, [g(x)] < K.
Pro libovolné rozdéleni D plyne tedy 7 (3) a z poznamek 3,4,5z§ 1:

0 &(1(x) o(x); D) < K(@(f(x): D) + &(a(x); D)),
3 &(|f(x)|; D) = &(f(x); D),
() &(\/f*(x) + 9%(x) ; D) < &(f(x); D) + &(g(x); D).
Je-li € libovolné &islo kladné, 1ze podle véty 64 sestrojit rozdéleni D takové, Ze pravé
strany v (4), (5), (6) jsou mensi ne% ¢ (stadi vzit v(D) dostategn& mal¢). Tedy jsou
i levé strany mensi neZ ¢, a tedy (podle véty 63) maji funkce fg, |f|. /f* + g7 in-
tegral od a do b.

Véta 66. BudiZ a < b. Necht f(x) md integrdl od a do b. Potom je

@ |faf(x) dx| = fa|f(x)] dx.

Dikaz. Integral vpravo existuje podle v&ty 65. Ale jest |X| = Max (X, — X),
tedy f(x) < |[f(x)]. —f(x) < |f(x)|; pi%i-li tedy [2f(x)dx = J, jest podle véty 28
ISR, -0 RIS e,

takZe
9] = Max (, = J) 5 [21709)] dx

coZ je nerovnost (7).
Cvicent

1. Maji-li funkce f(x), g(x) integrdl od a do b, maji i funkce Max (f(x), g(x)), Min (f(x),
g(x)) integral od a do b. (Prvni z t&chto funkci je oviem definovédna takto: pro kazdé x m4 hodnotu
rovnou maximu &isel f(x), g(x). Napf. Max (x, xz) =xpro 0 < x =1, Max(x, xz) = x2 pro
x > 1 a pro x < 0). Navod:

Max (4, B) = (4 + B) + 3|4 — B|,
Min (4, B) = (4 + B) — }|4 — B|.

2. Nech( £ mi integrdl od a do b (a < b). PoloZme f*(x) = Max (f(x),0), f (x) =

= Max (— f(x), 0). Potom je

PRrde=Brr@dx— B () dx,

Blrlde= B de + B (0 dx.
Odtud

18700 dx| = f317(0)] dx,
coZ jsme ji2 odvodili jinak ve vi&t& 66.

7) Obdobny vysledek pro souéet funkci jest obsaZen ve vét&€ 26. Dikaz véty 65 stati provést
proa < b.
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3. Jestlize prvky néjaké mnoZiny M je mono vzijemné jednoznaéné ptifadit®) viem ptiro-
zenym &islim. tj. jestliZe je mo2no prvky z M srovnat v nekonednou posloupnost

*) a4,8;5,a3,...(a; +a, pro i *k),

tikame, 2e M je nckonednd spo&etnd mnoZina. MnoZiny kone¢né a mnoZiny nekone&né spocetné
maji spole¢ny nazev ,,mnoZiny spoletné‘’. DokaZte: KaZda C4st spoCetné mnoZiny je spodetnd.
(Navod: jde vlastné& o posloupnosti vybrané z (*).)

Poznamenejme, Ze né&ktefi autofi uZivaji nizvu ,,spoetnd mnoZina‘ jen pro nekone&né
spoetné mnoZiny. Koneénym mnoZindm a nekoneénym spoletnym mnoZinim dohromady
fikaji pak ,,nejvySe spo&etné mnoZiny*“.

4. Mnozina viech raciondlnich &isel je spoCetna. Navod: ,,Zkricené" zlomky 4 (g>0
q

srovnejte podle rostouci hodnoty | p| + g, ty pak, které maji stejné | p| + g, podle rostouciho p:

-2 -1
1 2

3

-1 -
2 .

-

2 -3 —1
17173

’

W | -

N | =

’ ’ ’

1 3 -4
’], 1"]

§. Existuje mnoZina spoletnd, husta®) v (— o, + o). Obecnéji: Ke kazdému intervalu J
existuje spo¢etnd mnozina, husta v J (uZijte cviceni 4).

6. Body nespojitosti funkce monot6énni v (a, ) mohou tvofit jakoukoliv spoletnou &ist
intervalu (a, b). Dukaz: Budiz

(8) X{y X3y X3y one

jakakoliv posloupnost navzdjem raznych bodu z (a, b); budiZ a; + a; + a3 + ... jakdkoliv
konvergentni fada s kladnymi &leny. Definujme (pro viechna redlnd x) f(x) = Y a, (tj. v Fad&

XpSXx
a, + a, + ... nahradime nulami viechny ¢leny a,, pro néZ je x, > x) . Funkce f je zfejmé& neklesa-
jici v (— o0, + o0), tedy téZ v (a, b). UkaZte: f je spojitd v kazdém bodé& x rizném od bodi x,; dile
je spojita zprava v kadém bodg x,; a kone&n& neni spojita zleva v 24dném bod¢ x,, nebof f(x,) =
= lim f(x) + a,. Je-li posloupnost (8) hustd v (a, b), je f dokonce rostouci v (a, b). Funkce

X*Xp—
gx)=1 Y a,+ 1Y a, mi podobné vlastnosti jako f(x), ale neni v 24dném bod€ x, spojita
Xpn<Xx XpSx
zprava ani zleva.

7. Z cvikeni 5, 6 je patrno: Existuje funkce, jejiz body nespojitosti tvofi mnoZinu hustou
v {a, b), a kterd presto m4 integril ‘od a do b.

8. Kombinaci vét 63, 64 odvodte: BudiZ f omezend v <a, b). Potom f ma integral od a do b
tehdy a jen tehdy, jestlize ke ka2dému &£ > 0 existuje rozdéleni D intervalu (a, b) tak, 2e S(f; D) <
<e.

9. Obdobné odvodte: BudiZ f omezend v <a, b). Potom f m4 integrdl od a do b tehdy a jen
tehdy, jestlize ke kaZdému & > 0 existuje § > O tak, Ze nerovnost &(f; D) < ¢ je splnéna pro
kazdé rozdéleni D intervalu <a, b, jeZ vyhovuje podmince »(D) < 4.

8) Viz vyklad v DI, str. 42, v 4. vyd. str. 36, pod &arou.
%) Viz poznamku ©).
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10. Necht f(x), g(x) maji integral od a do b. Nechf existuje &islo KX > 0 tak, Ze pro viechna
x €<a, b) je |g(x)] = K. Potom funkce”% m4 integrdl od a do b. Niavod: DokaZte napied
g(x
(podobné jako v § 1, v pozndmkach 3—5), Ze pro kakdy interval {«, ), obsaZeny v {a, b), je

1 1
2 (E H <a: ﬂ)) 5 FQ(Q(X); (a- p)) »

1 1
nade2 z vét 63, 64 plyne, 2¢ —— md4 integral od a do b. A kone&né piitel;(i)- =f(x). —.
9(x) g(x) g(x)

§ 3. Jesté jina. podminka pro existenci integralu j‘: f(x) dx. Ke dvéma ,,nutnym
a posta€ujicim* podminkam pro existenci integralu (viz cviteni 8, 9 v § 2) pfipo-
jime jesté dal3i podminku zcela jiného druhu, ktera se pfipina k vét& 22. Tato pod-
minka je dana vétou:

Véta 67. Budiz f funkce definovand v {a, b).'°) Potom md f integrdl od a
do b tehdy a jen tehdy, je-li splnéna tato podminka:

Podminka A. Je-li Dy, D,,... libovolnd posloupnost rozdéleni intervalu
<a, b) takovd, Ze lim v(D,) = O (pficem? délici body rozdéleni D, znaéme a =
r—wo

=Xo, < Xy, < X3,<...<X,,=b;dx;,=x;,—x;_, ), a je-li ddle pro kaZdou
hodnotu r ddno n, cisel &, ,.&,,,...,¢&, , takovych, Ze x;_,, < &;, < x;, pro
Jj=12,..n, potom existuje vlastni limita

(9) lim .Zlf(cj',) 4x;, .
r—o j=
Dukaz. Ma-li f integral od a do b, je podminka A podle véty 22 spln&na.
Staci tedy jesté dokazat toto: Nema-li f integral od a do b, neni podminka A splnéna.
Necht tedy f nema integral od a do b; to znamena, Ze nastava jeden z téchto dvou
pfipadi:
Pfipad I. Funkce f neni omezena v {a, b).

Pfipad II. Funkce f jest omezena v {a, b), plati v§ak nerovnost
Jaf(x)dx < P f(x)dx.
V obou pfipadech volme za D, ono rozdéleni, jeZ déli interval {a, b) na r

. b— - b -
stejnych dild, tedy n, = r. x;, = a +j.2—3 4x,, = 2= Wp)=2=2
r r r
lim v(D,) = 0. Nechf nastava pfedeviim pfipad L. Je-li r pfirozené &islo, existuje

jisté &islo k(1 < k < r) takové, Ze funkce f neni-omezena v intervalu {Xx- 1, X,r)-

1) Omezenost funkce f nemusime pfedpoklddat.
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r

Poloime H, = ) f(x;,) 4x;,; zvolme dale ¢, , v intervalu {x,_, ,, x;,> tak, aby
Y
b—a

+ H,[> r (coZ je mozno, nebot f neni omezena v {x,_,,

bylo f(ékr) .

X¢,») Pro j # k (1 £j £ r) volme pak ¢;, = x;,. Potom je tedy

b—a

Ijzlf({j,r) ij.rl = |f(§k,r) . + l.’r >r ’

takZe posloupnost &isel
Y S dx; (r = 1,2, ..)
i=1

nema vlastni limitu (nebot neni omezena). Necht za druhé nastava ptipad II. Zna-
kem m;,, M;, oznaéme infimum a supremum funkce f v intervalu <{x;_, ,, x;,).
Je-lir sudé, r = 2k, volme Cisla ¢; 5, tak, aby bylo x;_; 5 < &0 S Xj,200 M,k <

(&) < mya + 5‘;; je-li viak r liché, r = 2k — 1, volme &isla ¢&; 5, tak, aby

1
bylo X;_j26-1 = §j2k-1 S Xj k-1 Mj0-1 — % —1 < f(éj,Zk-l) S M0
Odtud je patrno, Ze
2k . 2k _ 2k b—a
(10) I Z f(fj, 24) Ax; 9 — Z m; ax ij.ul < Z —Adxj = ——,
j=1 j=1 j=12k : 2k
2k-1 2k-1 2k-1
| Z f(fj,u-n) AXj k-1 — Z M-y ij.u-:l < z AXj 26—y =
j=1 ji=1 j=1 2k - 1
b—a
11 = .
( ) 2k -1

Tedy ma prvni souget v (10), (11) pro k — oo touZ limitu jako druhy soudet!!);
klademe-li tedy

A, =jZlf(¢1.r) 4ax;,,
je
lim Ay = [2f(x)dx, lim Ay, = [3 f(x)dx.
k- o k-

Posloupnost A, 4,, ... nema tedy limitu, nebot obsahuje dvé& vybrané posloupnosti,
jeZ maji rizné limity.

11) 1imita toho druhého sou&tu existuje podle vé&t 20, 18.
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Cviceni

1. Véty 22, 67 ukazuji, Ze definici uritého integrdlu (z kap. II, § 2) lze nahradit také touto
ekvivalentni definici: BudiZ f definovdna v <a, b). Potom fikidme, Zc f ma integrdl od a do b,
spliiuje-li f podminku A. V tomto pfipad€ je limita (9) tdZ pro viechny pfipustné volby rozdé-
leni D, a bodu &, ,; jeji hodnotu oznalime pak ﬁ f(x) dx. Mnozi autofi vskutku uZivaji této
definice (kterd umozZiiuje vyhnout se hornimu a dolnimu integrilu).

2. BudiZ f definovana v {a, b); budiZ D,, D,, ... posloupnost rozdéleni intervalu <a, b
takov4, Z¢ lim »(D,) = 0 (délici body zna¢me jako v podmince A). Potom f m4 integril od a

r—+ oo
do b techdy a jen tehdy, jestlife pro kazdou volbu &isel &; ,, spliiujicich podminku x;_, , =
<¢ Jor <x Jor existuje vlastni limita (9). (Jinak feeno: v podmince A nemusime pfipoustét
viechny mo2né posloupnosti Dy, D,, ... (s podminkou lim »(D,) = 0), nybrZ stali se omezit na
jednu — jakoukoliv — takovou posloupnost a véta 67 zistane v platnosti.)

§ 4. Uré&ity integrdl komplexni funkce. Dosud jsme definovali urdity integral pouze
pro redlné funkce jedné realné proménné. Z diivodi praktickych byva nékdy vhodno
zavést pojem urditého intgerdlu téZ pro komplexni funkce jedné redlné proménné.
Je-li f takova funkce, tedy f(x) = g(x) + i h(x), kde g, h jsou reélné funkce, fikame,
Ze f je omezena v mnoZin&€ M, jsou-li obé& funkce g, h omezené v M; fikame, Ze f je
spojita (v intervalu J nebo v bodg& c), jsou-li g, h spojité (v J, popt. v c). Derivaci
J'(x) (vlastni) definujeme rovnici f'(x) = g'(x) + i h'(x), existuji-li vlastni derivace
vpravo. Koneéné fikame, Ze f ma integral od a do b, maji-li funkce g i h integral
od a do b a definujeme pak [3f(x)dx = [2g(x)dx + i [5h(x) dx.!?) Podivejme
se nyni, které véty z kapitol II, III plati téZ pro komplexni funkce. Témé&f jedinym
pohledem zjistime, Ze plati tyto v&ty:'?) 7 (z kap. I), 21, 22, 24, 25, 26. Pti v&t& 25
musime trochu potitat: Necht f(x) = g(x) + i h(x) mé integral od a do b; budiz
¢ =17+ id(g, h,y, & reané). Potom c f(x) = (v g(x) — 8 h(x)) + i (y h(x) + & g(x)).
Podle vty 26 (pro redlné funkce) existuji integraly

fo(r g(x) — 8 h(x)) dx = y [t g(x) dx — & [E h(x) dx,
Jo(v h(x) + 8 g(x)) dx = y [E h(x) dx + & [2 g(x) dx,
takZe existuje téZ
focf(x)dx = [5(y g(x) — & h(x)) dx + i [2(y h(x) + 6 g(x)) dx =
= 7 Jeg(x) dx + iy [Sh(x) dx — & [2h(x) dx + i5 [2 g(x) dx =
= (v +i9) (fag(x) dx + i [1h(x) dx) = ¢ fo f(x) dx .
12) Pritom plipoultime viechay mozné pFipady: a < b, a = b, @ > b. Naproti tomu pojem hor-

niho a dolnfho integralu (ktery z4visi na uspofadani redinych &isel podle velikosti) pro ne-
redlné funkce nezavidime.

13) Dikaz se vede zpravidla tim, Ze se pfisluiné véta pro redlné funkce aplikuje zvl43( na reslnou
a na imagindrnf &ast.
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Takové trividlni, ale nékdy trochu nudné vypoéty v dalSim vynechavam. Podobné
se zjisti, e pro komplexni funkce plati téZ véty 30, 31, 33, 36 (s pfislusnou poznam-
kou*®)), 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44 (s pfislusnou poznidmkou*®)), 45 (s ptislusnou
poznimkou*?)), 46, 47.

K vét& 39 je snad zihodno poznamenat toto: Necht f(x) = g(x) + i h(x)
(9, h realné) ma integral od a do b(a < b); nechf F(x) = G(x) + i H(x) (G, H
realné) je spojitd v <a, b) a ma derivaci F'(x) = f(x) pro kadé xe(a, b). Pro
x € (a, b) je tedy G'(x) + i H'(x) = g(x) + i h(x) a tedy (je#to G’, H' jsou realné
funkce) G'(x) = g(x), H'(x) = h(x). Podle véty 39 je tedy [5g(x)dx = G(b) —
— G(a), f2 h(x) dx = H(b) — H(a), takZe [5f(x)dx = [2g(x)dx + i [h(x)dx =
= F(b) — F(a), &imZ je v&ta 39 dokézéna i pro komplexni f, F. Rozdé&lenim intervalu
{a, b) na nékolik dild plyne odtud véta 40, vymé&nou mezi pak v&ta 47 i pro kom-
plexni funkce.

Kone&né poznamenejme, Ze z véty 16 plati pro komplexni funkce aspoii jeji
treti &ast: Je-li a < b, ma-li komplexni funkce f(x) integral od a do b a je-li [f(x)| <
< K pro viechna x intervalu (a, b), je

(12) 112 /() dx| < K(b ~ a).

Dikaz. Pfi libovolném rozdéleni D s délicimi body a = x, < x;, < ... <
< x, = b je podle v&ty o prosté hodnoté soudtu a soudinu (jeZ podle véty 180 E),
C) v DI, str. 373, v 4. vyd. str. 429 plati i pro komplexni &isla)

(13) lf:z:lf("j) dx;| §j:21 |f(x))] 4x; < KJ;A":' = K(b — a).

JestliZe nyni necham rozdéleni D probihat né&jakou posloupnost D,, D,, ... tako-
vou, Ze lim (D,,) = 0, ma leva strana v (13) podle v&ty 22 (jeZ plati i pro kom-
m-—
plexni funkce) za limitu levou stranu v (12); tim je (12) dokéazano.
Vsimnéme si nyni vét této kapitoly IX. Véty 63, 64, v nich se mluvi o vyrazu
(3), obsahujicim horni a dolni soudty, nemaji oviem pro komplexni funkce f, g
smyslu. Zato plati (obdobn& k v&t& 65):

Véta 68. Necht komplexni funkce f, g maji integrdl od a do b. Potom funkce
|[£(x)], £(x) - g(x) maji téz integrdl od a do b.

Dikaz. RozloZme f = f, + if;, g = g1 + ig> (f1,f2, 91, g2 realné funkce).
Funkce f, aZ g, maji podle pfedpokladu integral od a do b. Podle vét 65, 26 maji
tedy integral od a do b téZ funkce

Ifl = ,/flz + f2, f9 = (f19:1 — f292) + i (f192 + f29,) .
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Také véta 66 plati i pro komplexni f; ale je nutno podat jiny dikaz (jehoZ
jsme ostatn& mohli uZit i v realném pfipadg). Pfi oznaleni stejném jako ve v&t& 22
je

PR GREEES I PO

(nebof 4x;,, > 0). Odtud pro m — oo plyne podle véty 22 (platné i pro komplexni
funkce) nerovnost | (% f(x) dx| < f2|f(x)| dx (existence integralu vpravo je zarudena
vétou 68). :

Také véta 67 plati i pro komplexni f = f, + if,. Nebot spliiuje-li f podminku
A, spliiuji ji i realné funkce f,, f,, tedy maji f,, f, integral (podle véty 67), tedy ma
téZ f integral od a do b. Naopak, ma-li f integral od a do b, maji jej téz f,, f,, tedy
splituji fy, f, podminku A (podle véty 67), tedy zfejmé spliiuje téZ f podminku 4.

Jak vidite, neposkytuje zavedeni integralu komplexni funkce redlné proménné
nic v podstaté nového; v podetni praxi byva viak &asto vyhodno uZivat komplexnich
funkci; pfiklady najde &tenaf jiz v kap. X, § 1 a potom i dale v mnohych kapitolach
integralniho poctu.'*)

14) Mluvili jsme zde jen o vlastnich integrilech. Ale také zobecnény integral komplexni funkce
f(x) = g(x) + ih(x) (g, h redlné funkce) se definuje rovnici

) dx =[5 g(x)dx + i {5 h(x) dx,

existuji-li oba zobecné&né integrily vpravo.
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