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KAPITOLA IX*

DOPLNKY K FUNKCIM S VARIACI KONECNOU*

V celé této kapitole jde o redlné funkoe jedné reilné proménné.
Slova mira, méfitelny, vnéjsi mira, skoro viude a pod. se vztahuji
k Lebesgueové mife v E;, kterou, bude-li tieba, ozna¢ime znakem u.
Budeme mluvit éasto o uzavienych omezenych intervalech neboli —
coZ je totéz (viz kap. I, § 1) o kompaktnich intervalech. To jsou tedy
viechny intervaly tvaru {(a,b) (i jednobodové, tedy — o <a =
=< b < 4+ ) a mimo to mnoZina prazdna. Pijde nam hlavné o po-
drobnéjsi rozbor struktury funkei s konednou variaci. Ale napred
odvodime v § 1 dileZitou vétu (Fubiniovu) o derivovani nekoneénych
fad.

§ 1. Fubiniova véta o derivovadni nekoneénych Fad. V&ta 117. Pro
kaidé pfirozené n budif funkce f, neklesajict a kometnd v (a,b)
(— o <a<b< + ). Rada

(1) fi(@) + fol) + ... = s(z)
budi£ konvergenini v {a, b); potom je skoro v§ude v {a, b)
(2) 0 < fi(z) + falx) +... = 8'(x) < + .
Dikaz. Odeéteme-li od (1) ¢len po &lenu rovnici fi(a) + f.(a) +
+ ... = s(a), vidime, %e smime pfedpokladati f,(a) = 0. Poloime

8n(x) = fi(®) + ... + fa(x), takZe lim 8n(x) = s(x). Potom funkce

fﬂ(x)) n(x)’ 8,,,(18) - 8,,(21) Z fk(x) (m > n), 8(12) - 8,,(2)
= hm (8m(z) — 84(z)) jsou konecné nezaporné a neklesajici v {a, b))

a ma.]1 tedy pro vSechna ze{a,b) — N (kde u(N) = 0) koneénou
derivaci. Pro tato z je zfejmé 0 < s;(z) < s(z) < ... < 8'(2), takze
existuje

(3) =) = fi(z) + folx) + ... =lim s () < 8'(x) < + .
1) a rovné nule v bod¥ a
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Zvolme posloupnost pfirozenych ¢&isel n, < 7, < 7, < ... tak, aby
3(b) — 8,,(0) < 2°* a tedy i 0 < s(z) — s,,k(:t) < 2-k pro viechna

ze{a, b). Potom fada neklesajicich funkei 2 (8(x) — 8n,(x)) je kon-

vergentni; uzijeme-li na ni dokazané jiz formule (3), vidime, Ze pro

@

skoro viechna z ¢ (a, b) fada , % (8(x) — 8n,(%)) konverguje a tedy
k

jejt k-ty ¢len mé pro k — oo limitu 0, t.j. lim s, (z) = §'(z) skoro
k—
vSude v {a, b), natez z (3) plyne ¢(z) = s’(x) skoro viude v <a, b), coZ
je (2).
Cvideni
V t8chto cvidenich proberu jednu dilefitou v&tu. Budi¥ M C E,, z¢E,.
Sestrojme podil (pro — 0 <y <z -4 )
Bo(<Y, 2> . M)
z—y

JestliZe tento podil mé limitu 4 pro [y, z] — [z, ], % € {y, 2>, ikdme, fo M mé
v bod& = hustotu 4; piSeme 4 = hy(x).

1. Budi¥ M méfitelnd. Potom je
(4) hp(z) = 1 pro skoro viechna ze M ,
(5) hy(x) = O pro skoro vSechna ze¢E, ~ M.

(5) plyne snadno z (4). Smime pfedpokladat, e M je omezen4, na pt. M C (a, b),
a vySetfovati jen ze(a,b).?) Pro ¢ < 2 < b poloZfme fy(x) = u(M . {a, z)),
takZe hj(x) znamend pro a < = < b toté% jako f;u(z). Podle véty 19 volme ote-
viené mnoZiny (a,b) = G, > Gy D ... 2 M tak, ¥e lim u(G, ~ M) = 0, nade%
snadno lim fq, (x) = fy(z). Funkce

16, Gps s (@) = fa,(2) — fa,,,(7)
jsou neklesajici a majf soudet fq, — fpr. Tedy skoro viude v (a, b) je
@
’ ’ ’ !’
,,Zl (g, (@) = fo,, (@) = fg (2) = fiy(@) .

Ale pro kaZdé z ¢ M je ziejmé f; (z) = 1.
P

2. Vzorec (4) se dé zobecnit i na nemé&ritelnd M (aviak (5) nikoliv!). N4vod:
Viz kap. I, § 9, cvid. 3.

1) Pokud se totiZ omezime na tato z, 1ze brati M . (a, b) misto M.
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§ 2. Funkce absolutn& spojité, funkce singuldrni a funkce skokd.
Poznédmka 1. Pro kazdou funkei f, koneénou v omezeném intervalu
{a,b), jsme v D Il, kap. V, § 9 zavedli t¥i nezdporna ¢isla, t. zv. totalni,
positivn{ a negativni variaci funkee f v intervalu <{a, b):

(8) V(<a, b} 1), P(Ka,b);f), N(a,b);f).
Vidy je V=P + N;prob=ajeV=P=N=0.Jelia=aqa, S
a0, =...5a,=0, je

") V(a8 ) = 3 Vias ai )3

podobng pro P, N. Jsou-li ¢isla (6) koneénd (staéi oviem, kdyZ prvni
z nich je koneéné), fikdme, Ze f ma v. k. (= variaci koneénou) v {a, b).
Piseme-li v tomto piipadé

(8) v(x) =V(a,2); /), p)=P(a, 2);f), nx)=N(a, )/,
jev(a) = p(a) =n(a) =0aproa =z <bje

(9) v(z) = p(x) + n(x), f(x)— f(a) = p(x) — n(z),
tedy jednak
(10) p(r) = }(f(x) — f(a) + v(z)),

n(z) = ¥(— f(z) + f(a) + v(=z)),
jednak proa <z <y <b
(11) v(y) — v(x) = (p(y) — p(x)) + (n(y) — n(z)), -
fy) — f(=) = (p(y) — p(*)) — (n(y) — n(z));
piitom v(y) — v(z) = V({z, y); f) a podobnd pro p, n, takie funkce
v, p, n jsou neklesajici v (a, b).

Poznimka 2. Z definice vyraza V, P, NvDIl, kap. V, § 9, pozn. 2
je na prvni pohled patrno, Ze pro c € E, je

(12) V(<a, b; cg) = |c| V({a, b); 9) ,

(13) V(Ka, b f + 1) = V(Ka, b5 f1) + V(<a, b); fa) -
Odtud plyne

(14) V(Ka,b); f +9) =2V(a, b); f) — V({a, b); 9)

366



ma-li pravd strana smysl. Staéi totiZ poloZiti v (13) fi,=f +g,
fs= — g, tedy f, + f; = f a uiiti jest® (12) proc = — 1.

Véta 118. Necht f md v. k. v {a, b>; definujme v, p, n rovnicems (8).
Potom je skoro vdude v {a, b)
(15) V(@)= |f@)], P@= (@), '@ =/(()".
Dukaz. Staéi dokdzati prvni vzorec; ostatni dva plynou pak z (10).
Ka%dému pfirozenému n pfifadme rozdéleni

Q=T p < Typ <Tpp<...<T n=0>b
tak, ze

(16) ot) 2 3 [fe10) — fzies ] > 08) — 27

Definujme nyni funkei f, (pron = 1, 2, ...) v <a, b) takto:

1. fa(a) = 0;
2. je-li f,(x) definovdno pro a <z <2,._,, (0 <k =< p,), potom
PrO Zx_;.n = ¥ < %, poloZme

fa@) = £ (f(®) — HTrk-1,n)) + falZ-1,n)
kde volim znameni + pro f(z;.) — f(*x_;,») =0, zZnameni — pro
f(®e.0) — f(%r-1.0) < 0. Lze tedy (16) pfepsati do tvaru

Pn
(17) v(b) g‘zl(fn(xi,n) - fn(xi—l,n)) = fn(b) > v(b) — 2=,

Jest oviem wv(a) = f,(a) =0 a déle je v(zx) — fa(xz) neklesajiof
v kazdém intervalu (z;_; , 7, & tedy i v {a, b, jeito pro z,_; , <
STZY ST, je

v(y) — v(2) 2 [fy) — )| = |faly) — a(@)] Z fa(y) — fal2) .
Podle (17) je tedy v&ude v <a, b
0 = v(z) — falz) < 27,
takie s(z) = Z (v(z) — fa(x)) je konvergentni fada neklesajicioh
funkef; Fublmova. véta 117 davé tedy skoro viude v (a, b)

wm=;wm—mw<+w.
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Tedy je skoro viude v {a,b) v'(z) = lim f,(*) (n-ty &len konver-

gentni fady mé limitu 0). Ale v’ > 0, tedy »'(z) = [v'(z)| = lim |f,(z)|.
Koneénd f,(x) = 4 f'(x) skoro viude v (a,b). Tedy v'(z) = |f'(z)]
skoro viude v (a, b).

Pozndmka 3. Vime z D 11, kap. V, § 9, co znamenaji slova ,,funkce
absolutné spojitd (zkratka a. s.) v intervalu <{a, b)*. Zavedeme jedtd
dva dalsi pojmy.

Definice 15. Necht f md v. k. v {a, b) a necht f'(x) = 0 skoro v¥ude
v {a, b). Potom Fikdme, Ze funkcef je singuldrni v {a, b).

Poznimka 4. Funkee konstantni v {a, b> je soudasnsé a. s. i singu-
larni v {a, b). Naopak, je-li funkce f souasns$ a. s. i singuldrni v {a, b),
je v <a, b) konstantni; nebof ' = 0 skoro viude a vysledek plyne
z véty 85. Nekonstantni spojitou singularni funkei v (0, 1) je na pi.
funkee z D II, kap. V, §9, cvié. 4; nebot jeji derivace je rovna nule
v3ude mimo Cantorovo diskontinuum, jez podle piikl. 1 v kap. I, § 8
m4 miru 0.

Poznédmka 5. Budeme psiti f(x +) = lim f(z), f(x —) = lim {(2),

z2-z+ zZ—z—

pokud tyto limity existuji. Cisla f(x +) — f(z), f(x) — f(z —) nazy-
vame skoky funkce f v bod$ z zprava a zleva.

Definice 16. Budi? — © <a < b < + oo. BudiZ ddle ddna spoletnd
mnofina X = (2., Zg, ...) (x; + 2, pro ¢ + k) bods z {a, b) a dvé po-
sloupmosti konelnyjch redlnych &isel s, t; 1 = 1, 2, ...) tak, Ze zobecnéné
fady
(18) D 8, ok

a<z;<b as<z<b
konvergujt absolutné. Potom o funkci
(19) Hzx) = z 8 + z L +ec
a<y<zx asn <z
(kde c je jakdkoliv konstanta) Fikdme, %e je funkct skok v (a, b).3)

3) Je-li (pro n¥které i) z; = @ (po p¥ip. z; = b), nevyskytuje se &slo s; (po

piip. t;) v (18) ani v (19). Proto nevadi, neni-li toto &islo s; (g)o pfip. ¢;) vibec

definovéno. Z (19) plyhe zfejmé f(a) = c¢. MnoZina X mu¥e oviem byti kone&n4,
ba i prézdn4.
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Poznédmka 6. Pro a < y < x < b plyne z (19)
(20) f@)— @)= 2 &+ > t;
Y<u<z VSx<z

naopak z (20) plyne (19) (dosadim y = a).

Poznidmka 7. V bodé z; ma funkce (19) skok zprava ¢ (pro a <
< z; <b) a skok zleva s; (pro a <=z; < b), v ostatnich bodech
ze{a, b) je f spojitéd.?) Dikaz. Budi a < z < b. Je-li x = z3, po-
loZme v = t;; je-li  rizné ode viech z;, polofme v = 0. Je-li z <
<z 4+ h < b, mdme z (20)

fe +h) —f@)=7+ 2 &+ 3 .
z<u<z+h z<n<z+h
Ke kazdému ¢ > 0 existuje n, tak, ze > (|s;| + |t;]) < . Nato existuje

i>n,
é > 0 tak, Ze #adny z bodid z,, 2,, ..., z,, nelezi v (z,z + 4).5) Pro
0 <h < ¢ je pak zfejmd

[f@ + k) — f(@) — 7| <& t.j. f(& +) =f(z) + 7.
Podobns$ zleva.
Odtud plyne: Vynechdme-li z bodt z; ty ,,zbytedné“ body, kde
8; = t; = 0,%) jsou z;, s,,t; funkei f jednoznalénd stanoveny: z; jsou
body nespojitosti, s;, ¢; jsou skoky funkce f v bod¥ z,.

Pozndmka 8. Jsou-li f,, f; v {(a, b> funkce skoki, ¢,, ¢; konstanty
(konedné), jeic,f, + cof, funkel skoki v (a, b). To je ziejmé. Za druhé:
Je-li f funkel skokidt v {a,d) a jelia < ¢ < d< b, je té f funkef
skokd v <c, d>. To plyne z (20), piSete-li tam y = c. Obdobné dva
vyroky plati zfejmé i pro funkece singuldrni (rozuméj stéle: v {a, b)), pro
funkee absolutné spojité, pro funkce s variaei koneénou, pro koneéné
funkce spojité. Na pf.: funkoe singulérni v (a,d) je téZ singuldrni
v (¢, d), jestlite a < ¢ < d < b atd.

Véta 119. Pro funkci skoks (19) je proa <z < b
(21) v@)=V(a, 2% /)= 3 lal+ > [,

a<ys A<z

4) V bod& a (po piip. b) minfm spojitost zprava (zleva).

%) Staéi volit 6 mensf ne¥ nejmensf ze viech vzdélenosti |z — z4|, kde z; pro-
bfhé ona z &isel z,, ..., xa,, je¥ jsou rizné od z.

¢) Pro z; = a stadi ¢; = 0, pro z; = b stadi s; = 0.
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takZe f md v. k. v {a, b). Obdobné&

(22) P@) = Pa, 2y f)= 3 i + 2,
(23) n@)=N(a, 25 f)= 3 s + 2 .
a<z<z aSH<z

Tedy také funkce v, p, n (u#l jsem oznadent (8)) jsou fumkce skokdw
v (a, b).

Dikaz stadf provésti pro v(z). Pro p(z), n(x) vyplyne potom z (10).
BudiZz tedy z e {a, b). Pravou stranu v (21) oznaéme S. Budiz a =
=ay< a, < ... < a, =z Potom z (20) plyne

|H(a;) — fla;-)] < Z s:] + z ltil

aj_<Ty=ay a1 Sz <ay
a seltenim
P
S lita) = fay £ 8,
=
takZe (pfechodem k supremu)
(24) Ve, 2); ) £ 8.

Budiz za druhé ¢ > 0. Zvolme n tak velké, Ze

5 Ial + é It > 8 — de.

i=

a<zsz asm<z

Body z,, ..., z, si mysleme tak pfetislovany, Zea < 73 <z, < ... <
< z, < z. Zvolme body ¥, 2, tak blizko z;, Ze je?)

<Yy <2, <2 <Y< By < 2 <o <Yp<Tp<2,<b
a Ze

(25)  |Hy) — f@d] > lod — o=, (=) — fza] > |6 = £ -

Potom zfejmé
3 ed — 1l + 3 fe) — fewal > 8 — ©

) Odchylka: V ptipad¥ #; = @ volime y, = @ = =, a klader?® Misto 8, v (25)
nuly; v piipadd z, = b volime z, = b = z, a klademe misto ¢, ¥V (25) nulu.
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tedy tim spife V((a, 2>; f) > 8 — ¢ pro kazdé &£ > 0. Odtud a z (24)
plyne (21).
V&ta 120. KaZdd funkce skoks v {a, b) je singuldrni v {a, b).
Dikaz. Budiz f funkce (19), budiZ v(z) funkce (21). Odtud zfejmé

I(y—; :_i(z) < 2%:_;@ ; je-li tedy v'(z) = 0, je té% f'(z) = 0.

Stadi tedy dokazati, ze v'(z) = 0 skoro viude v (a, b). PoloZme?)
vi(z) =0 pro a < z < z;, V(%) = 8], vy(x) = [t;| + |8] pro z <
< z < b. Ziejms je (viz (21))

v(z) = Z V() 5

asz<b

vpravo je absolutné konvergentni fada (viz (18)), kterou miZeme srov-
nati, jak checeme. Dile jsou vy(z) v {a,b) neklesajiof a v (x) = 0 aZna
bod z; v (a, b). Véta 117 tedy ddva skoro viude v (a, b) rovnici

V(@)= > viz)=0.

asz<b

Poznimka 9. Necht f je a. s. v (a, b). Potom ke katdému ¢ > 0
existuje 6 > 0 tak, Ze platf implikace

(aéaléblgaﬁébﬂg"'g—.amébméb, f(bk—ak) <é)=>
(26) ” E=1
=2, f(b) — flax)] < e

Tvrdim, %e potom plati toto: Je-li splnéna premisa z (26), plati do-
konce té% (pfi oznadeni (8))

(27) ESIVK%: bes f) =k§1(”(bk) —v(a) < je<e.

Dikaz. Necht &fsla ay, ..., a,,b,, ..., b, spliujf premisu z (26).
Rozdélme kaZdy z intervala (a, b,) d&licfmi body

Ay = xO.k é xl.k g cee g Z,hk = bk

na intervaly <{z;_,x%:3) (+ = 1, 2, ..., p;). Potom viechny tyto inter-

®) JestliZe z; = a, piSi misto s, nuly; jestlife z; = b, pi¥i misto ¢; rulu,
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valy dohromady maji soudet délek mensi ne% &; podle implikace (26)
je tedy téz

éfm < 3e, kde B, =:Zkl|f(x,-_,‘) — f(@ieaa)] -

Prechodem k supremu (pro viechny moZné volby bodi ;) dosta-
neme (27). Zaroveni je patrno, Ze v je také a. s. v (a, b).

Véta 121. Necht f md v. k. v {a, b); definujme v, p, n vzorci (8). Potom
plati:

1. Je-li f spojitd v {a, b), jsou v, p, n spojité v {a, b).

2. Je-li f singuldrnt v <a, b), jsou v, p, n singuldrnt v {a, b).

3. Je-li f funkce skoka v {a, b, jsou v, p, n funkce skoki v {a, b).

4. Je-li fa.s.v<a, b), jsouiv, p, na.s.v<a,b)aplati

(28) o(@) = [If (] &, plx) = [(FE)* &b, n@) = [(FE)-dt.

Dikaz. K bodu 1 viz v&tu 93 v D Il. K bodu 2 viz vétu 118, vzorce
(15): je-li f’ = 0 skoro v§ude v {a, b), plati toio v’, p’, n’. K bodu 3 viz
vétu 119. K bodu 4: v je a. 5. v {a, b)> podle pozn. 9. Pro p, n to plyne
z (10). Ze vzorci (15), z absolutni spojitosti funkei v, p, n a z véty 94
plyne (28) (uvazte, Ze v(a) = p(a) = n(a) = 0).

Véta 122. Necht pe L(a,b) (— © <a < b < + ©); polotme f(x) =

z

= [¢(t) dt. Potom

b
V({a, b% ) = [lo(t)] at,
b
(29) P(<a, b ) = [o*(t) dt,

b
N(a, b); f) = [o-(t)dt.

Dikaz. f je absolutné spojitd v {a, b) a skoro vSude v (a, db) je
' = ¢; nato se uZije vzorcd (28) pro x = b.

Poznéamka 10. DulezZitd je otdzka, kdy v (13) plati znameni rov-
nosti. Zavedme toto pojmenovani: Intervaly I, ..., I, (I} = {o4, fr))
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nazvu skoro disjunkinimi, jestliZe je lze pferovnati tak, ¥e «; < fy <
SaShS ... S oS Ba

Pomocné v&ta. Nech? f, g majt v. k. v {a, b)>. Necht ke katdému ¢ > 0
existujt skoro disjunkint intervaly I, = {a;, by) C {a,b) (k =1, ...,n)
tak, Ze

(30) SV N> V@b e,
(31) iV(Ik; g) <e.
k=1
Potom
(2 V%[ +0) =V b + V(@b

Dikaz. Po vhodném predislovani je a < a, <, L a3 ... <

<a,<b,<b Poloime je¥td b, =a, @ny =0, Ly = by, Gess)
(k= 0,1, ..., n; kreslete nidértek!). Potom ziejms

V(@b f) = SV ) + SV,
nadez z (30) plyne

(33) SV f) <
k=0
a obdobné z (31)
(34 Vi o) > Vi@ byio) .

Ale podle (14) mame
V(@8] +0) = SV f+0) + SV f +0) 2

>
'

[AY%ZE)

1V(I ) —-kzlf"(f w g) +kZOV(Lk; 9) _kZOV(Lk; h>
> V(<a, b f) + V({a, b); g) — 4
podle (30), (31), (33), (34). Odtud a z (13) plyne (32).
Véta 123. Budi? | funkce skokd v {a, b); budif g funkce spojitd s v. k.
v {a, b). Potom platt (32).
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Dukaz. Podle véty 93 v D Il je funkece v,(z) = V({a, z); g) spojité
v {a, b). Necht { je ddno vzorcem (19), takZe plati (21). BudiZ & > 0.
Zvolme pfednd = tak, Ze

S al + ) > V(<@ 85 ) — des
po vhodném oéislovani bude
alz, <% <..<z,<b.
Zvolme y,, 2, tak blizko z,, aby bylo?)

0<Y <% <2 <Y <2 <2 <o <Y < Ty <2, <b,
€ &
|Hz:) — fya)l > |8 — w’ [f(z:) — f(=)] > [t — an’
&€
0(z) — 0,(8) < =
Potom je

gf’((y.-, 20i9) < e,

[\%E

V(o 25 1) 2 3 () — fwa] + Ifez) = fza) >

i=1

> 2 (sl + ) — 3¢ > V (¢, bif) — e

Z pomocné véty Plyne pak tvrzeni.

V&ta 124. Nech? 9 je a. 5. v {a, b) a | je singuldrni v <{a, b>. Potom
plath (32).

Dikaz. Budi? ¢> 0. Podle vdty 121 je také funkce v(z)=
= V({a, x); g) abs: 8poj. v (a, b>. Existuje tedy 6 > 0 tak, Ze

(aélxléﬂléaﬁgﬂgé---é“,éﬂpéb, i(ﬂk_“lz) <6):>
k=1
P
(35) =2V ((ow B3 g) <o

%) V piipadd 71 = @ nebo z, = b provedeme podobnou odchylku jako
v pozn. 7).
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Toto 4 nyni podrZim pevné a dokaZi toto tvrzeni:
(T) Existuji intervaly

(36) I,,=<¢xk,ﬂk> (k= 1, 2,..., p),
a§“1§ﬂ1§“z§ﬁx§---é“»gﬂaéb

tak, Ze
@0 Suny<s, SVUSH> V@B .

P
Jetto potom podle (35) je > V(I g) < &, plyne véta 124 podle po-
=1

mocené vty ihned z tvrzeni (T).10)

Dukaz tvrzeni (T). Zvolme predeviim rozdéleni a = ay < a, <
<...<a,=>b tak, aby

(38) élv(ak) — H(@ee)] > V(0. b5 ) — 3e.

MnoZina M = {a, b) - (ay ay,...,a,) je oteviend; skoro viude
v {a, b) je f'(z) = 0. Proto mnoZina

N=~E@zeM,f(x)=0)

m4 miru b — a. Sestrojme viechny mezvrhlé uzaviené intervaly
<&, m), jez maji tyto vlastnosti:

(39) Gy, |ft) — KO S gppy 1 — 8-

Tyto intervaly zfejm® pokryvaji N ve smyslu Vitaliové. Podle véty
82 existuje tedy mezi nimi konedny podet disjunktnioch intervald
L, =& nm) (k=1,2,...,r) tak, Ze

a<§1<ﬂ1<£g<ﬂg<...<£,-<7],-<b, ,u(N-'—kULk)<6
=1
a tedy
(40) EZI/J(Lk)>/4(N)—6=b—a—6-

10) Viimné&te si smyslu tvrzeni (T): ,,Skoro cel4*¢ variace singuldrnf funkce f je
»nzkoncentrovéna‘ do intervala celkové délky mensf neZ d, Velmi ndzorné je to
vid&t na funkei z D 11, kap, V, § 9, cvid. 4.
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Pfidejme nyni k dilicim bodim aq, @y, ..., @, jesté délici body &, ...,
&ry Mys - My (sledujte obr. 8).11) Tim vznikne rozdéleni intervalu

{a, b> na 2r + q intervalii; mezi nimi jsou intervaly L,, ..., L,; ostatni
intervaly — v pofadi zleva doprava — oznatme I,,...,I, (p=1r +¢;
I, = {oxs )

P
Podle (40) je > u(I;) < 6. Za druhé: Jeito nade nové rozdéleni
E=1
intervalu (a, b) na intervaly L,, I, je zjemnénim pévodniho rozdéleni
a=ay<a <..<a,=>b, jepodle (38)
P r
(41) kzl |F(Br) — f(oe)| +kz |f(m) — H(E)] > V(<a, b); f) — de.
= =1
Ale prvni soudet v (41) vlevo je

P
nejvyse roven > V(Iy,f), druhy
E=1

o
Q
<
e
-

je podle (39) nejvySe roven

Loy
~
-
~
]

S O -

&€

ST —a) 2, e — B S ke,

St tak¥ 41 1
A PR Ay A A akZe z (41) plyne

Obr. 8. i Vil +3e>V(<a,bd; ) — e
E=1

SIS SRR P

 —

.

L L b

b~

nade intervaly I, ..., I, vyhovuji tudiZ viem poZadavkim tvrzeni (T).

§ 3. Rozklad funkce s v. k. na funkci a. s., spojitou funkei singuldrnf
a funkci skokd. DileZité véty tohoto paragrafu se obyéejné formuluji
pro omezeny interval (a, b). My je v kap. X budeme potfebovati pro
interval E, = (— o, + ), proto je budeme formulovati trochu
jinak. Ale v pozn. 3 ukdZeme, jak je moZno se vritit k intervalu (a, b).

Poznémka 1. Budeme ikati, Ze f m4 variaci koneénou uwvnitf E,,
mé-li v. k. v kazdém omezeném intervalu {a, ). Budeme fikati, Ze je
absolutné& spojité, resp. singuldrni, resp. funkei skoku uvnitf E,, jestliZe
je absolutn® spojitd (resp. singulérni, resp. funkei skokt) v kazdém

1) Je¥to L, c M, le¥i body a,, ..., @, mimo intervaly L,.
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omezeném {a, b). Pojem funkce spojité uvniti E,, t. j. spojité v kazdém
omezeném (a, b), je oviem totoZny s pojmem funkoe spojité v E,.

Co je to funkce singuldrni uvniti E, ? To je zFejmé totéZ, jako funkce,
majicf v. k. uvniti E,, jejiZ derivace je rovna nule skoro viude v E,.

Kdy je f funkei skoku uvniti E, ? Podle definice 16 a pozn. 6, 7 v § 2
musi f vypadat takto: M4 spodetnd mnoho bodu nespojitosti (v E,):
Z,, g, X3, ... & V bod8 z, jisty skok zleva s; a zprava ¢;. Pro — o <y <
< 2 < + oo musi pak podle (20) platit
(42) f&)—fy)= 2 &+ 3 &,

y<z=z yS<zmi<z

pii ¢emZ fady vpravo musi byt absolutné konvergentni (af si koneéné
y, z volim jakkoliv.!?) Jsou-li naopak dana &isla z; (navzdjem ruznd)
a disla s,, t,, vyhovujici udané podmince absolutni konvergence, potom
existuje aZ na aditivni konstantu prdvé jedna funkee f, pro kterou
plati (42) (a ktera proto, podle def. 16, je vskutku funkei skoku v kaz-
dém omezeném {a, b)). Z (42) totiZ plyne (pro z > 0 kladu y = 0,
z=z;prozx < Okladuy =2z,2z=0)

fey= 2> 8+ 2 t;+f(0) proz>0,

(43) 0<z;<z 0=%<z
fle)=— > 8 — > t,+f0) proz<0,

<50 =<0

¢imz% je f urdeno aZ na aditivni konstantu f(0); a naopak, definujete-li
f rovnicemi (43), plati (42), jak se ihned presvédéite dosazenim (nutno
rozeznévati tii pHpady: 0 <y <2,y <2< 0,y <0 < 2; na pf. ve
tfetim dostanete
f2) — Hy) = 2 8 + Z 8 + Z t + z L,
0<zi=z y<%=0 0=z<z y=5<0
coZ je (42)).

Celkem tedy dostanu pravé viechny funkce skokii uvnitf E; takto:
Vezmu spodetnou mnoZinu z;, z,, ... redlnych &isel (z; navzdjem rizna)
a Cisla s;, ¢, tak, aby Fady v (42) konvergovaly absolutné pro jakakoliv
koneénd y, z (y < z), nadeZ f uréim rovnici (42), t. j. rovnicemi (43).
Vynechdm-li ona z;, pro néz s; = ¢, = 0, jsou &isla z;, 8;, {; Gplné uréena

13) Na pf. &isla 2z, =n (n =1,2,3,...), 8, =0, ¢, = n® vyhovujf této pod-
mince.
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funkei f: éisla ; jsou jeji body nespojitosti, s; = f(z;) — f(z; —),
ti = f(x: +) — f(=:)-

Méjme nyni funkei f, kterd ma v. k. uvniti E,. Pfifadime ji tfi
funkce v, p, n (obsirnéji v,, p,, n,) v oboru E,, kterym budeme kratoe
fkat totdlni, positivni a negativni variace funkoe f; funkce v,, p,, n,
definujeme (aZ na aditivni konstantu) pozadavkem, aby pro — o« <
<y <2z < 4 o bylo vidy

@y )=o) = V@D ), P — p) = Py 2 f),
n(z) — n(y) = Ny, 2); f) .2)
Dosadime-lisemy = 0,z =z prox > 0,aley = 2,z = 0proz < 0,
vyohdzi z (44)
v(x) = v(0) 4+ V (<0, z); f) pro x =0,
v(z) = v(0) — V({=, 0); f) pro z < 0.

Naopak, definujeme-li » rovnicemi (45), presvédéime se ihned, Ze plati
(44) — uzije se prosté rovnice (7), na pi. pro 0 < y < z:

v(2) — v(y) = VKO0, 2); /) — V(0,9 /) = V(<y, 2> f) .
Podobné pro p, n. Vezmu-li libovolny interval <a, b a kladu v (44)
y = a, vidim, Ze se nafe nové funkce v, p, n lisi v <a, b> od funkei
v, p, n zavedenych v § 2, (8) pouze o konstanty. Proto plati i nyni pro
vSechna koneénd &isla z, y rovnice (11); normuji-li nae nové funkoee
na pt. tak, Ze pro uréitou hodnotu a je v(a) = p(a) = n(a) = 0, plynou
z (11) dokonce i rovnice (9) a odtud (10) pro kazdé z ¢ E,.

Déle je odtud jasno, Ze plati i nyni obdoba véty 121: Je-li na p¥. f
singuldrni uvnitt E,, jsou i v, p, n singularni uvniti E,.

Vé&ta 125. Necht f md v. k. uvnitf E,. Polom je f = f, + f, + fs, kde f,
je absolutné spojitd uvnité E,, f, je spojitd a singuldrni uvnitf E,, f; je
funkce skoka wvnitf E,. Je-li f=F, + Fy + F; jinyg takovy rozklad,
jsou funkee f, — F, fs — Fy, f3 — Fg konstantnt v E,. Je-lt | neklesajici
v E,, jsou 1 fy, f,, fs neklesajict v E,. Pfi tom je — pfi libovolné zvoleném
aeckE, —

(46) filz) = fzf'(t) d¢ + konst!¢)

(45)

13) Tedy jsou v, p, n neklesajici v E;.
14) Tento integral (Lebesgueuv) konverguje podle véty 91.
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x a
(Pamatujme, e [ = — [ pro x < a); f5 je funkce, uréend rovnicems

(42), (43) (do nichZ ovdem misto f nutno psdti f3), kde x, jsou body ne-
spojitosti fumkce f, s; = f(x;) — flx; —), t; = f(x; +) — f(=,).

Poznémka 2. Funkee f,, f,, /3 jsou tedy ,,v podstaté jednoznaénd
urdeny. Riké se jim po ¥ad8: absolutn® spojits &dst, spojité singuldrnf
¢ést a funkoe skoki funkee f. Pi8i-li f = (f, + f,) + fs, dostdvam t. zv.
Jordaniw rozklad na spojitou &ést a funkei skokd; pi§i-i f=f, +
+ (fg + fs), dostdvam t. zv. Lebesgueiv rozklad na absolutn® spojitou
a singulérni d4st.

Dikaz. BudiZ napted f neklesajici v E;; budte z,, z,, ... jeji body
nespojitosti, &; = f(x;) — f(@: —), bt = f(z; +) — f(x,); tedy 8 =0,
t; =0.Jeli — 0 <a <b < + o, je ziejmé pro kaidé n

(47) S s+ D t<fp)—fa),
aé:léb a;‘:1<b
takze
(48) 2 s+ 3 &
a<zi<b asz<b

je konvergentni (absolutné). Rovnice
(49) fsy) — fa@) = 2 s+ > &

Z<Z <y <y
(pro — © <z <y < + ) definuji tedy funkei skokd uvnit¥ E,,
kters je oviem neklesajiol a ma tytéZ skoky s,, t; v bodeoh z; jako f,
takZe funkce g = f — f; je spojitéd a m4 v. k. uvnitf E,. Z (47) plyne
déle limitnim pfechodem n — oo

fa(d) — fs(@) = f(b) — f(a)
pro — © <a <b < + o, takfe funkce g = f — f; je neklesajiof.
Definujme nyni f, rovniof (46) a fs Tovnicl fy =g — f, =f — f, — fs-
Potom (jeto f = 0 skoro viude) je f, neklesajici a oviem a. s. uvnit¥
E,. Jeito f, je singuldrni (v&ta 120) & f; = f’ skoro v¥ude v E,, je f; = 0

skoro viude a tedy f, je singuldrni uvnitf E, a oviem spojitéd. Podle
véty 90 jepro — © <z <y < + ® (jetto f'(x) = g'(z) skoro viude)
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1) — hiz) = [10) d < 90) — gla)
t. j.
9(y) — h(y) 2 9() — h(®), t.]. fe(y) = fo®)
takZe i f, je neklesajici.
Pro obeoné f rozloZme (normujice na pf. p,(0) = n,(0) = 0)

(@) = ps(x) — ny(x) + £(0)
a rozlozme podle toho, co jsme jiz dokézali, neklesajici funkee p, an,.
Tim dostdvdme hledany rozklad f=f, +f; + f5. Jeli f=F, +
+ F, + F, druhy takovy rozklad, je f — f; spojitd & rovnéz f — F,,
t. j. fs, F3 maji tytéz body nespojitosti a v nich tytéZ skoky jako f. Ale
tim je funkoe skoki uplné uréena aZ na konstantu,®) t. j. f; — Fy = ¢,,
tedy

h+tlh=F +F,—c,
tedy

Fi—fi=fh—Fy+e.
Toto je funkoe a. 8. (viz levou stranu) a soudasné singulérni (viz pravou
stranu), tedy konstantni v kazdém omezeném intervalu (viz pozn. 4
v § 2), tedy konstantni v Ej, t. j. F;, — f, = ¢,, fo — Fg = ¢3 — ¢,.

Vé&ta 126. Necht f md v. k. wonitf E,. Rozlofme f a rovné jeji variace
v, p, n ve smyslu véty 125:

f=h+fa+t, v=v +v,+v, p=p + D + D5,
n=mn, +ny + ny.

Potom platt: Funkce v;, p;, n; jsou prdvé totdlnt, positivni a negativni
variace -funkce f;.

Tedy jakdsi ziménnost: Na pf. p, je spoj. sing. ¢ast positivni variace
funkce f, ale soudasné je p, positivni variaci spoj. sing. ¢asti funkce f.

Dikaz. Oznadme w,, Wy, w, totdlni variace funkei f,, f,, f;. V nasem
specidlnim pipadé je podle v&t 123, 124 pro — 0 <2z <y < + ©

VK, y: /) = VK& 95 f1) + VK=, 905 f2) + VK, 905 fa)

15) Jsou tim toti¥ déna é&isla x;, s;, ¢; na pt. ze vzorce (42) (kde misto f jest
pséti budto f, nebo Fj).
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t. .
3
v(y) — v(=) =_,_§,1(wf(y) — wy(z))

a to plati (zménim znameni na obou strandch) i pro z = y. PoloZme
tieba y = 0; mame pro viechna z

v(@) = wy(z) + wy(x) + (ws(z) + konst) .
Ale podle véty 121 jsou séitanci napravo po fadé: absolutné spojity,
singuldrni spojity, funkce skokii (vie uvniti E,). Ale druhy rozklad

tohoto druhu je v = v, + v, 4 v;, tedy podle véty 1256 w;, = v, +
-+ konst.

Dikaz pro p; plyne pak takto (podle (10)): Jest

p = $(f + v + konst) =
= 3fy +v) + 3(fs + vs) 4 $(fs + vs + konst) .

To je rozklad na ¢ast absolutné spojitou, spojitou singuldrni a funkei
skokd. Srovnénim s rozkladem p = p, + p, + py vychdzi p;, =
= 3(f; + v:) + konst. Ale uZ vime, Ze f; ma totdlni variaci v,. Tedy
(podle (10)) je p; positivni variaci funkce f;. Podobné& pro =,.

Poznédmka 3. JestliZe n&jaks funkce f mi v. k. v {a,d), do-
pliime (po pfip. pozméiime) jeji definici tak, Ze klademe f(z) = f(a) pro
z < a, f(x) = f(b) pro > b. Tato nov4 funkee i jeji t¥i variace jsou
konstantni v (— oo, a), <b, + ); na f mohu nyni aplikovati véty 125,
126; je trividlni, jak by se jejich znéni zmé&nilo, kdybych se zase vratil
k intervalu <{a, b> a k terminologii § 2. ’
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