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KAPITOLA VIL

POCETNI TECHNIKA LEBESGUEOVA
INTEGRALU

Tato kapitola slouZi pfedev¥im tomu, aby se &tendi nauéil uZivati
vylozené theorie k vypottu integrilt. Jde hlavné o uiziti Fubiniovy
véty, o zavadéni novych proménnych do mnoznych integrali & o in-
tegraly funkei, zavislych na parametru: jejich spojitost, derivace a in-
tegrace podle parametru. Obecnych vét je zde malo (v8ta 106 az 109);
a% na posledni jsou bezprostifednimi disledky véty 65. N&které obecné
uvahy jsou provedeny pro Lebesgue-Stieltjestiv integril, ale pfiklady
(které zaujimaji v&tSinu kapitoly) se tykaji jen Lebesgueova integ-
ralu.

§ 1. Poznidmky o jednoduchém Lebesgueov& integrilu. Zadnu ngko-
b
lika trividlnimi pozndémkami o Lebesgueové integrdlu [f(z) dz, abyoh

a

se jimi pozd&ji nemusil zdrZovat. Ale pfedtéte si napfed § 7 v kap. III,
jestliZze jste jej vyneohali; nebudu se k nému vraocet. Pro substituéni
methodu méme ted vydatngjsi vétu 104; pro piiklady, které budeme
poditat, ndm postaéi ndsledujiof specidlni piipad:

Poznémka 1. BudiZ ¢(t) konednd funkce spojitd a budto rostouct
nebo klesajicf v (x,8) (— 0 < o <B X + ), a =limg(t), b =

t—»a+

= lim ¢(t). Necht existuje spodetnd mnoZina M c (x, f) uzaviend -

t—p~
v (x, B)?) tak, Ze p mé v (x, B) — M (to je oteviend mnoZina) spojitou,
koneénou a od nuly riznou derivaci. Potom je

b ;.
JHz) dz = [1p(®) ¢'() a8, )

jakmile jeden z integrdlu existuje (pfi komplexnim f &ti: konverguje).
Nebot M a tedy i ¢(M) jsou mnoZiny spodetné a tedy nulové, nade? se
uZije véty 104.

1) T.j. viechny hromadné body mno¥iny M, které le¥{ v («, f), pati{ k M.
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Poznidmka 2. Specidln& pro ¢(t) = g¢ + & (g, b redlnéd kone&né,
g + 0) médme (pro — ooSoc<ﬁ< + o)

g8+
J l(z) dz = gf/(gt + k) d¢ %)

ga+h
existuje-li jeden z integrald.

Poznédmka 3. Funkoe f se nazyva sudd (po pfip. lichd), plati-li toto:
Mé-li f(x) smysl, mé také f(— z) smysl aje f(—=x) = f(x) (po pFip.

f(— 2) = — f(z)). Tvrdim: Existuje-li ff(x) dz (a € EY), je ff(x) dz =

=2 f f(z) dz pro sudou f; konverguje-li f f(z) dz, je j' f(x) dz = 0 pro
0 0 -a
lichou f. Dukaz.

0
ff(-'c) dz = — ff(— t) dt = f/(— t)dt = & [f)de.

Poznédmka 4. Budi? p kone&né redlné &slo. Rikdme, %e f mé pe-
riodu p, plati-li toto: ma-li f(z) smysl, mé i f(z + p), f(x — p) smysl
a je f(x) = f(x + p) = f(x — p). Je-li p periodou, je oviem i kp pe-
riodou funkce f pro kazdé celé k. Funkce, majici aspoii jednu periodu
P+ 0,se na.zyvé, pemodwkou Je-li p perlodou funkoe £, je (substituce

z=1t—p) f f(x) dz = f j(t —p)dt = f ,‘(t) d¢t, mé-li aspoii jeden
a+p
integril smysl Tedy mtegraéni interval lze posunouti o periodu. Jest-

lize v8ak délka sntervalu je sama periodou, 1ze posunouti o libovolné
¢islo. Nebof je-liae E,, beE, a je-li p > 0 periodou funkee f, najdéme
napred celé k tak, 2e a +(k — 1)p< b <a + kp, tedy a < b —
—k—N)p<a+pa+kpb+p<a+(k+1)p (naértnte).
Tedy

b-(k-1)p b+p a+p a+kp
[ f@dz= [, [ =]
a a+kp b-(k-1)p b

& seétenim obdrzime

atp b+p

[ f(z) dz = bf f(z) dz,
md-li jeden z obou integrdls smysl.

3) Zam&nou mezi lze vzorce pouZiti i pro a > B.
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Poznémka 5. V nésledujici pozn. 6 a téZ dasto pozddji se ndm vy-
skytne mocnina £” s komplexnimi £, 7. Jeito tento vyraz vyZaduje
jisté opatrnosti, zopakujme struéné nékteré véci z D I, kap. XII,
§ 3 a dopliime je o n&které drobnosti.

Budte ¢, 7 komplexnf &isla, £ + 0. Potom existuje prévé jedna dvo-
jice redlnych disel 7, ¢ tak, Ze

(1 E=re?, r>0, —n<@p<m;

jest r = |£|, = ampl £ (t. zv. ,,hlavni hodnota‘ amplitudy). ,,Hlavni
hodnotu* logaritmu definujeme pak rovnioi

Igé=Igr +ip =1g |é| +iampl &
(Ig r je b&iny logaritmus kladného &isla) a koneén& klademe
(2) g1 — 118 ¢ — gulgrtie)

Ihned zjistime (z vlastnosti funkce e?), Ze

(3) EMmEn — futm f-n = é, (&) = &m pro celé n.
Naproti tomu (viz D I, kap. XII, § 3, ovid. 2) nemusf byti
(4) £163 = (£169)" .

V n&kterych piipadech v¥ak (4) plati: Jestlife — = < ampl & +
+ ampl &, < x, platt (4). Dukaz. Pisme r, = |&|, ¢ = ampl & (kK =
= 1, 2). Déle pi¥me pro zjednodugeni e = exp (z). Potom levéd a pravi
strana v (4) jsou

exp {n(lgr, +ip, + lgry +ip,)}, exp {n(lg (ryre) + iampl (£,&,))} .

Zde jelg r, + lg ry = 1g (r,7,) a jde je¥td o to, zda ¢, + @, = ampl (&,&,).
Ale to je pravda; nebof &,&, = r,re!®+? a tedy se ampl (&,£,) liéf od
@1 + @2 Pouze o celistvy nésobek ¢&isla 2w; jeito pak ¢&isla @, + g,
ampl (£,&,) leZ{ v (— =, x), jsou si rovna. Tedy na pt.: JesthiZe obé
dsla &, &, maji redinou &dst kladnou nebo jestlite £, + 0 je ryze imagi-
ndrnt a &, md redlnou Edst kladnou, platt (4). Nebot je potom

Jampl &,| < 4n, |ampl &| < 3x.
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Neni-lv £<0, je

1 1\n
5 n = v .
o t- (3
Dukaz. Jest ampl% = — ampl ¢ (pro & < 0 to nenf pravda,
jefto potom ampl% = ampl £ = w). Tedy ampl é + ampl —2— =
1 n 1 n
le%f v (— =, ©), tedy &7. (?) = (E. -g) =17=1 (nebof Igl = 0,

e8! — g% = 1) a odtud hotejsi rovnice.

Jestlize &,, &y majt redlnow &dst kladnou nebo jestliZe &, + 0 je ryze
tmagindrnt a &, md redlnou édst kladnou, je

é‘)”_ﬁ (é)"_é_ﬁ
(6) (52 =@ \&) "@-

Dukaz. Je-li £ 4 0 ryze imagindrni (po pfipadé mé-li redlnou &ast
kladnou), plati totéZ pro &islo 1: &. V naem piipadd lze tedy uZiti

(4), (5). Tedy
E n 1 n 1 ” l
(5—:) Z(EI.E) _52.(5—2) _51"5;:,

podobng pro &, : &,.

Specidlnd: (4), (5), (6) plati pro kladné &, &,, &.

My se nejlastéji setkdme s p¥ipady, Ze budto je zédklad kladny a
mocnitel libovolny nebo zdklad libovolny (# 0) a mocnitel redlny.
Misto £¥ budeme i pro komplexni & psati ¢asto |/£. JeZto z (2) plyne
ampl /& = } ampl £, je patrno toto: Je-li & < 0, je J/& = i}/ [é[; pro
ostatnf komplexni & + 0 m4 |/ redlnou ¢ast kladnou.

Pro redlnd a, b je et = e° . e, p¥i demi |e"| = 1, takie
(7) Iea+bl| — ea .
Pigeme-li tedy 1 = 7, + 74l (7,, 7 redlnd), plyne z (2)

(8) |§nl = eMIBr-me — Iflm Lo~ M?
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Tedy specialné
(9) |&"] = |&|" pro redlné 7 ,
(10) lém+m1l = &M pro £E> 0.
Pii pevnd zvoleném komplexnim s je z* funkei komplexni prom&nné
z, ktera, (D 11, kap. XII, § 3) mé derivaci s2*~1 pro vieohna komplexni
z 8 vyjimkou hodnot z < 0 (¢tendf znaly theorie analytickych funkof
vi, jak se vypofddat s timto nepiirozenym omezenim, jeZ ndm viak
zde nevadi).

Vzpomeiime si je&td (D I, kap. XI, § 1, piikl. 2), Ze obvykl4 pra-
vidla pro derivovéni soudtu, rozdilu, ..., sloZenych funkei plati i pro
derivaci podle komplexni proménné. Na pi.

(11) -(;l—z ((@ + iz)®) = is(a + iz)*~!
v kaZdém bod¢&, pro néjz neni a + iz < 0. Nebo
(12) % (1 — 2)?) = — 2sz(1 — 22)+-1

v kazdém bods, v némz nenf 1 — 22 < 0. Abychom tyto body vySetfili,
pidme z = z + iy (x, y redlnd); potom nerovnost 1 — 22 =1 — a2 4
+ y? — 2izy < 0 plati zfejmé tehdy a jen tehdy, je-lil — 22 + 2 < 0,
zy=0,t. j. 2| =1, y =0, t. j. rovnice (12) plati pro vdechna kom-
plexnt z, je£ nelett na Zddné z polopFimek z < — 1,z > 1.

Je¥td posledni pozndmku: BudiZ f(z) funkce komplexni prom&nné
z; jestlize pro n&jakou redlnou hodnotu z = z existuje derivace f'(x)
(podle komplexni proménné), bude toto &islo také derivaci (v bodé x)
oné funkce redlné proménné, kterou dostaneme, kdyZ ve funkei f(2)
nechdme z probihat jen redlné hodnoty (pro néz f(z) je definovéno) —
viz D ll, kap. XI, § 1, pozn. 3.3)

Na piiklad: Sestrojme komplexni funkce redIné prom&nné z:

(@ +1iz)s, (1 —22)°* (a> 0, seK).

3) Zcela piesnd fedeno: Je-li M C K oborem funkce f, je N = ME, mnoZfina
viech redlnych d&isel, leZicich v M; parcialni funkce f, (viz D 11, kap. I, § 3) je
pak komplexni funkei jedné re4lné prom¥nné. Plati pak: M4-li f v n&jakém
bod8 z ¢ E, derivaci f'(z) (podle komplexni prom&nné), existuje téZ f'y(x) =
= f(x) (vlevo je derivace funkce fy podle re4lné prom&nné).
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Potom pro jejich derivace plati vzoree (11) (pro ka#dé redIné z) a vzo-
rec (12) (pro — 1 <z < 1).

Poznémka 6. V dalsim budeme dasto potiebovati integraly
+o
@)= [fe %z ldx
0

(t. zv. funkce gamma neboli Euleriv integral 2. druhu),

1
B(p,q) = [2*" (1 — 2)* ' dx
0

(t. zv. funkce beta neboli Euleriv integrdl 1. druhu). Pfitom jsou
8, p, ¢ komplexni &isla s kladnou redlnou ¢ésti. Integraly jsou konver-

2 w2

gentni; rozlozim-li totiz na reidlnou a imagindrni ¢ist 8 = o + iv,
p=o+iy, ¢=p +1i6 (0,,f kladnd), jsou absolutni hodnoty
integrandii e %z°~!, 2*~}(1 — z)’~! a nyni viz ptiklady a névody
v kap. III, § 7 — aZ asi do prikl. 6.

Jest ziejm& I'(1) = 1 a substitucl x = y* dostdvime
+ o
(13) r@=2fe"dy=|x
0
(viz Laplaceiv integral, kap. III, § 7, pfikl. 12). Integraci per partes
dostdvdme pro Rs > 0 ihned
(14) I's +1)=sTYs).
Odtud indukof pro celé kladné n
(15) Fn)=(mn—1).n—2)...2.1.T(1) = (n — 1)!,
Fn+3)=m@m—3Nn—13..5.iTF) =

16
(16) =1.3.5.é.”(2n—1)va

Funkce I', B (tohoto oznaleni se vieobecnd uZivd) budeme jestd
vySetfovati podrobngji (viz kap. XVIII).

Pozndmka 7. Jestlize

. flx)
im @ !
Zed
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fkdme také, Ze funkoe f, g jsou si asymptoticky rovny (pro = — a,
ze A) a piSeme

f(%) =~ g(z) pro x >a, xze A;
dodatky z — a, 2 € A n&kdy vynechdvdme, nehrozi-li nedorozumé&ni.

Na pf. je
i o a— 1
lim 222 — 1, lim h:1_=1, lim 2% _
z-0 X z->1+ V2(x —_ 1) Z++® x?

mfsto toho piSeme sinx =~ z pro z — 0, Vz’ — 1z V2(x — 1) pro
z—> 14, 2* + =2 pro x> + oo.

Pripomindm je$t& (viz D I, kap. VI, § 13) znaky O(g(x)), o(g(z)) (p¥i
kladném g):

Symbol
f(x) = O(g(z)) pro * —>a, ze A
znadf, Ze lim sup )| < + o0; symbol
z-a 9(x)

ZeA

f(x) = o(g(x)) pro z —-a, xe d

znadi, Ze lim M
Y g(x)

jen kdyZ g(z) je kladné (aspoti pro vieohna x dostatednd blizké bodu a,
rizné od a a leZicf v A). Zase vynechidvime &asto dodatek ze 4, né-
kdy i « — a. Piiklady: = o(2?) pro * - + oo; 2* = o(|z|) pro z — 0;
2* = O(Jz|]) pro * — 0 (kaZdé o(g(z)) je tim spiSe soudasnd O(g(x)));
sinz = « + O(|z|?) pro z — 0 (to znamené: abych dostal sin z, mu-
sim k z pfiéisti funkei, kterd je O(|z|%)), sin z = O(1) pro £ - + ©
(podle definice znaéi O(1) funkei, kters je omezend v blizkosti pFislus-
ného bodu, kdezto o(1) znaéf funkei, majici limitu 0).

Znaku O, 0, ~ budeme &asto uZivati; komu nestaéi toto kritké
vysvétleni, miZe si hned ted predist § 1 v kap. XV nebo si zopakovat
§13 z D II, kap. VL

= 0. Podotkl jsem, Ze se téohto symboli uZiv4,

§ 2. Existence a konvergence integrilu. Aby Lebesguetv integril
17 n{f(x) dz (M CE,)
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existoval, musi M byt méftitelnéd (podle Lebesguea), ddle musi f byti
mgfitelnd v M. Mimo to vime, Ze se (17) nezméni, pfidame-li k M nebo
ubereme-li od M mnoZinu nulové miry nebo zménime-li f na mnozing
nulové miry. Je proto vhodno uvédomit si, jak Ize v jednoduchych p¥i-
padech zjistit, zda dand mnoZina nebo funkce je méfitelnd, po pri-
padé, zda dand mnoZina mé miru rovnou nule.

Poznémka 1. Uvéddomme si predeviim, %e ka%d4 oteviend nebo
uzaviend (v E,) mnoZina je mértitelnd; déle, Ze rozdil dvou méritelnych
mnoZin je mnoZina mé&fitelnd a Ze sjednoceni, prinik, limes inferior
a superior, po piipadé limita posloupnosti méfitelnych mnozin jsou
opét mnoziny méfitelné. Pokud se pak méfitelnosti funkei tyde, vime,
Ze kazda funkece spojitd v méfitelné mnozind M je méfitelnd v M.
Obecnéji (viz Luzinovu vétu 40): Je-li M mé&fitelnd mnoZina a lze-li
ke kazdému 6 > 0 nalézti mnozinu N tak, Ze u(N) < d a Ze f je spo-
jitd v mnozin& M — N, je f méfitelns v M. Casto stadi tento speciilni
piipad: Jestlize M je méritelns a jestlize existuje mnozina N tak, Ze
u(N) = 0 a Ze f je spojitd v M = N, je f méfitelnd v M.

Znéme-li néjakou funkei f, méfitelnou v M, miZe nam tato funkce
poslouzit k zjistovani méritelnosti daldich mnozin; nebot mnoZiny

ExeM,f(x) =c), E(xe M, f(x) Z¢),
ExeM,a < f(x) <b)
a pod. jsou méfitelné. )

Priklad 1. VySetfujme v E, mnozinu

(18) M:g(—1<——_:vi——:§1).
(z,3] yVl — 22— y?

Predevsim oznadim znakem N mnoZinu onéch bodi, pro které vyraz
napsany v (18) nemé smyslu, t. j.
N=€E@x<0uvéy=0uvl@®+y?—12>0).
[z,v] [z,9] (2,9}
Jeito x, y, 22 + y% — 1 jsou funkce spojité v E,, je N méfitelnd, tedy
i E, =~ N je mé&fitelnd; dile

M=6‘([x,y]efz*N,—l< V= gl).
[z,y]

YT -2~
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Ale funkece —L_m__——— je spojitd a tedy méfitelnd v E; - N;
y1T—a —
tedy je M méFitelnd.?)

Poznémka 2. Jde jesté o otdzku, kdy mé néjakéd mnoZina Lebes-
gueovu miru rovnou nule. Piedevdim vime podle véty 76, Ze ,graf*
kazdé méfitelné funkce » — 1 proménnych m4 v E, miru nulovou. T. j.
je-li f méfitelnd v M C E,_,, potom mnoZina viech boda z = [z, ...,
z,] € E,, vyhovujicich podminkdém

T = f(@1, o0y Tpog)s [T1soe0s Tpa] e M,

mé miru nulovou. Jezto Lebesgueova mira je invariantni viiéi permu-
taci soufadnic, ma také kaZdéd mnozina, dani podminkami

T = f(Tg, ooy Targs Ty oo s Tp)s [ys ooor Theyy Tigyy oo L] €M,
miru nulovou (t. j. nemusi to byti pravé posledni soufadnice, kters je
vypoétena pomoci ostatnich).

Vime také, ze kazd4 ¢ast mnoZiny nulové je nulova a Ze sjednoceni
spodetného systému mnozin nulovych je opét mnoZina nulové.

Poznémka 3. Casto byvé mno¥ina N CE, definovéna jako mnoZina
véech bodi [z,, ..., z,], které vyhovuji ndjaké rovnici
(19) F(z,, 2, ...;2,) =0
nebo jako &dst takové mnoZiny. BudiZ S mnoZina téch bodu & ¢ E,,
jeZ majf tuto vlastnost: Existuje jisté okolf £, bodu £ (t. j. oteviend
oF oF
%, "
a spojité. Z¥ejmé kazdy bod z 2, patif téz do S, t. j. kaidy bod
£ e S je vnitinfm bodem 8, t. j. S je oteviend. MnoZina N = S (kde
funkce F na pf. nemusi mit vibec parcidlni derivace) vyzaduje
zfejmé zvla§tniho vySetfeni. VySetfujme tedy zatim jen mnoZinu
NS. Abychom zjednodusili psanf, vezméme p¥imo S za obor funkce
F, takZe méame tento problém: Necht redlné funkce F mé v oteviené
mnoziné S konedéné spojité parcidlni derivace 1. ¥ddu; budiz N mno-
Zina onéch bodu x € S, pro néZ platf (19).5) Otazka: Je u(N) = 0%

mnozina, obsahujicf bod £), ve kterém jsou koneéné

4) A% potud plati vysledky tohoto paragrafu pro jakoukoliv miru u; teprve
nyni poéneme uZfvati toho, %e jde o Lebesgueovu miru.
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Ozna¢me znakem M, (k= 1,2,...,7) mnoZinu ondch bodd z N,
pro néz

g—i +0, 6. M, = (F(x) —0, aF(x) + o).

Tvrdim, Ze u(M;) = 0. Dukaz. BudiZ ¢ € M,. Podle véty o implicitnich
funkeich (D W, kap. VIII, véta 210) 1ze rovnici F(x) = 0 v jistém okoli
bodu ¢ ,,jednoznaénd fediti podle z;. Presnd fedeno: Existuji &isla
€>0, 6> 0 s touto vlastnosti: Ke kazdému bodu [z, ..., Z;x_,
Z41s ++ o5 Tr] intervalu

(20) lxl - 51' <0, .. lxk—l - 51:-—1] <9, ka+1 - 5k+1l <9, ..,
|z, — &] < 6

existuje v intervalu

(21) o — & < e
jedna a jen jedna hodnota
(22) xk = /(xl, ceey xk_l, xk+1, ceey x,-) )

kterd vyhovuje rovnici F(z,, ..., 2,) = 0, & tato funkoe f je spojitéd
v intervalu (20). Tedy: ozna¢ime-li znakem I; interval (r-rozmérny),
dany nerovnostmi (20), (21), je N . I; prosté mnoZina vSech bodu, pro
néZ plati (20), (22), t. j. N.I; je graf funkce f, takie u(NI;) = 0.
Nahradme I; ,,men$im* racionilnim?®) intervalem K;(¢e K, C I).
Potom kaZdy bod & e M, leZi v piisludném K a je oviem u(M,K;) <
< w(NI;) = 0. Jeizto raciondlnich intervalt je jen spodetnd mnoho,
Ize vSechny intervaly K(& € M,) srovnat v posloupnost K, K3, K3, ..,
a jo M, c U M K", tedy u(M,) < > u(MK") = 0, coz bylo dokézati.
n n

Jestlize tedy v kafdém bodé mnoZiny N je g—f # 0 aspoii pro
k

jedno k (1 < k < 7), je N c U M, a tedy u(N) = 0.
k=1

%) Pisi tedy prost§ N misto NS.
¢) Interva. i, X %3 X ... X i, nazyvéme racionalnfm, maji-li jednorozm&rné
intervaly $,, ..., {, raciondlni krajnf body.
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V obeoném piipadé oviem muZe byti v nékterych bodech F =
_oF _ _oF
oz, T Ox,
vétu:

Necht redlnd funkce F(z,, ..., x,) md v oteviené mnofiné S koneéné

8pojité parcidint derivace af do fddu n-tého (n > 0). BudiZ
N=~E@eS,F(x)=0).

= 0. Odvodme si proto nésledujfci obecnéjif

Budiz N, mnofina onéch bodi x € S, v nichZ funkce F © vdechny jejt deri-
vace aZ do n-tého fddu jsou rovny nule.

Potom je u(N =— N,) = 0 (tedy, dokaZi-li ngjak, Ze u(N,) =0, je
dokazano téZ, Ze u(N) = 0; jde o Lebesgueovu miru).

Dukaz. V kazdém bodé ze N — N, existuje derivace riznd od
naly — 2

J 0x;, ... 0%,

g > 0 tak, Ze

+ 0 (1 < p < n), a soudasné F = 0. Tedy existuje

o°F 0-1F

(23) ozs . 0wy 0my T Bmy .m0

(1 < ¢ < n)") Oznalme znakem M,;, . mnoZinu onéch zeS,
pro néz plati (23). Uzijeme-li piededlého vysledku na funkei
07-1F
0z, ... Ox,,_,

, dostaneme ihned, Ze u(M,,

.,i) = 0. Tedy i mnozina
n r )
N-=-N,cU U Mg, i mémiru 0.
g=11%,...,4=1
Piiklad 2. ,,Nadrovina‘, t. j. mnozZina viech bodd z, vyhovujicich
rovniei
az, +... +ax, —b=0 (al +... +a?>0),
je nulova. Dikaz. Je-li a, + 0, Ize odtud vypoditat z, jako linedrni
(tedy spojitou, tedy mé&fitelnou) funkoi ostatnich z;. Tedy je nadrovina

grafem méfitelné funkce. Jiny dikaz (pomoci pozn. 3): Derivace levé
strany podle z, je a, + 0.

) Pro ¢ = 1 zna&f druh4 rovnice prostd F = 0.
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Pi#iklad 3. ,,Povrch koule, dany rovnicf
...+ —0'=0 (0<p <+ )

je nulovéd mnoZina. Dikaz. Jde o grafy dvou funkei

n==2le—ad—...—2
spojitych v méfitelné mnozing

E @ +..+2}—¢<0).
[z,,...,2,]

Druhy dikaz: % @ 4+...+22—0)=24%0.
1

P#iklad 4. Budif P(z,,...,2,) realny polynom n-tého stupné,
takze aspotii jeden ¢len tvaru ax¥ ...2¥ (k; + ... + k, = n > 0) mé
koeficient @ # 0. Potom mnoZina £(P(z) = 0) je nulovad. Dukaz.

onP
oxk ... Oa

Piiklad 5. MnoZina
M=E@+y =]+ cE
z,y

Ihned zjistime, Ze =k!...kla £ 0.

je nulové. Dikaz. M je d4sti mnoZiny € ((z + y®)* — 23 — y* = 0)
[z,v]
a uZije se predeslého piikladu.
P#iklad 6. MnoZina

M = € (4y sin ¢ — arcsin (zy) = 0) C E,
(z,v]
je nulovd. Dukaz. Funkce f(z, y) = 4y sin z — arc sin (zy) je
definovéna pro |xy| < 1,8) ale spojité derivace mé pouze pro |zy| < 1.

Body, kde |zy| =1, neboli y = ;i:%, tvoi{ nulovou mnoZinu.

" " o O 2%y
V bodech oteviené mnoZiny |zy| <1 je =~ = — ————.
(1 — aty?

oy?
%) V D I, kap. XII, § 4 jsme sice definovali arcsin z pro viechna komplexnf z;
jestliZe vSak nenf — 1 < zy < 1, nemuZe byti arcsin (ry) redlny a tedy bod
[z, y] nemuZe pattiti k M.
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Vylouéime-li body, kde z = 0 nebo y = 0 (ty tvofi nulovou mno-
" . 0f
Zinu), je —8?/—’ £ 0.

Tyto poznimky snad zatim postaci. V prikladech, které budeme
poditat, je zjistovani méfitelnosti mnozin a funkof vétsinou tak snadné,
ze se o ném nebudu zpravidla zmitiovat.

Poznimka 4.°) JestliZe bylo jiZ zjisténo, Ze M je méfitelns a Ze f je
méfitelnd v M, potom integral (17) jist& existuje, jestlize f je skoro
viude v M nezdporné; oviem integral miZe budto konvergovati nebo
miti hodnotu 4 od; podobné u funkei skoro viude nekladnych. Jestlize
funkoee f méni znameni, vede ¢asto k cili v&ta 45, podle niZ integral (17)
konverguje tehdy a jen tehdy, konverguje-li integral

(24) [If(=)] dz ;
M

jestlize (24) nekonverguje, potom (17) ma budto hodnotu -+ co nebo
— oo nebo vitbec neexistuje.

O konvergenci integrilu (24) miiZeme pak ¢asto rozhodnouti takto:
Podafi-li se ndm sestrojiti funkei ¢ tak, Ze je

(25) [f(@)] < @(z) skoro viude v M, [p(z)dzr < + o,
b4

je tim dokézino, Ze (24) je konvergentni. Naopak, podafi-li se nim
sestrojiti funkei y tak, Ze je

(26) 0 < y(x) < |f(x)] skoro viude v M, [y(z)dxr= 4+ o,
74

je tim dokézano, Ze (24) neni konvergentni. V praxi se oviem snaZime
sestrojit pokud moZno jednoduchou takovou funkei ¢ (po piip. y),
abychom integral této funkce mohli vypoéist nebo aspoii odhadnout.
Viz ostatn® (pro ,,jednoduché* integrily) fadu pfikladd v kap. III,
§7.

Poznémka 5. Uvsdomte si jesté pozn. 11 v kap. IV, § 1: JestliZze
K = [f(z) dz, L = [g(y) dy konverguji (M C E,, N C E,), konverguje

o N

?) Dal¥f @vahy tohoto paragrafu plati zase pro Lebesgue-Stieltjesuv integral.
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i [[ f(z)9(y) dz dy = KL. Speciélnd (g(y) = 1): Jestlize K konverguje
MxN

a u(N) < + o, je
fofNﬂx)dxdy =u(N).K.

Obdobnd pro [ [[ f(z)g(y) h(z) dz dy dz atd.
MXxNXxP

§ 3. Uziti Fubiniovy v&ty 74 a v&ty 103 o zavdd&ni novych integra&-
nich proménnych k vypoctu mnoZnych integrili. Obsahem tohoto
paragrafu je fada prikladd na vypofet mnoZnych integrali. Nékteré
z téchto pfikladi maji samostatny vyznam, jiné slouZi jen k procviéent
litky. Jde vesmés o Lebesgueovy integraly.

Budiz F(y,z) funkce r + s proménnyoch (pifeme y = [y, ..., ¥,],
z = [z, ..., 2)]); budiz M C E, . Potom je (v&ta 74)

(27) [F(y,2z)dydz= [( [ F(y,2)dy)dz= [( [ F(y,2)dz)dy,
M E, M%: E, Mw*
jestliZe integral vlevo existuje. Vime také toto (Dodatek k vé&td 74):

JestliZe projekce P mnoziny M do prostoru E, (t. j. do prostoru ,,po-
slednich s soufadnio*) je méfitelnd (coZ obycejné je splngno), miZeme

misto [ peéti [.
E, P
Piiklad 1.
I = dz d
ff Vx’ +y v
0<z<2
0_y<1

Vynechéme-li bod [0, 0], je integrovana funkoe spojitéd a nezdpornd
na zbytku integra¢niho oboru. Tedy integrél existuje a je

Izj(fv_ﬁ%/dz)dy=fl(l/m—-1/§)dy

(nebot vnitin{ integral je [Vx’ y]z=0), vyjde I = §( 51/3—- 9).

Priklad 2.
I— ff _dxdy
Yoz + )

0_y<1
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Za, integraéni obor miZeme vziti téZ 0 <z < 1, 0 <y < 1 (vynechd
se nulové mnoZina), nadeZ jde o integral spojité kladné funkoce.

1 1 1 -
= ([ -2 [ )
J Ve +w Y y
atd. (substituce V:y—H = t; dopoltéte kazdy piiklad aZ do konce).
Pifiklad 3. !
I=[[ydzdy,
kde M je &tvrtkruh
M=Ex=>0,y=>0, 22 +42< 1) (r>0).

[z,v]

r Vr‘—a;' r

I=J(] ydydz=14[(* — ) de=4r;
nebo také
r =y r
I=[(] ydnydy=[Vr—yydy=1ir.
U obort slozit&jich je tlelno, naértnouti si orientadni obrazek.
Piiklad 4.
I=[fzydzdy,

kde M je trojthelnik s vroholy [1, 1], [2, 4], [3, 2]. NapiSeme-li rovnice
spojnic t&chto bodu, vidime ihned, Ze M je definovdno nerovnostmi
(28) y2tr+4, y<3kr—2,y< — 20 +8.

Z nacrtku je patrno — a z (28) to ihned ov&fime — %e pro viechny body
[z,yle M je 1 < 2 < 3, nadez pro 1 < z < 2 davé (28) podminku
3z + 3 Sy < 3z — 2, kdefto pro 2 < 2 < 8 ddvé (28) podminku
3z +3 <y < — 22 + 8. Tedy!?)

2 3z-2 3 -2z48
I=[( [ aydy)dz+ [( [ =zydy)dex,
1 iz+} 2 fz+}

coZz snadno dopodtete.

10) Qvétte, e dolni mez vnitfniho integralu je nejvy&e rovna horni mezi.
Nedbate-li toho, muZete ud&lat chybu — viz pHkl. 5.
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Pfiklad 5. Pri bezmyslenkovitém psani vzorce (27) muZeme se
snadno dopustiti chyby. Necht na p¥. existuje integral

-15251
0<y==

NapiSeme-li mechanicky
1 z
I = [([{(z,y)dy)d=,
-10

udélali jsme chybu. Nebof vnitini integral se mé brati pfes mnoZinu
onéoh y, pro néZ (pfi daném z) je 0 < y < z; tato mnoZina je interval
{0, z) pro z > 0, ale je prézdnd pro z < 0. Tedy spravné:

1 z
I= [([{(z,y)dy) d= .
00

Piiklad 6. Podobn§ zjistéte, Ze plati (existuji-li integraly vlevo —
nadrtnéte si integradni obory)

2z

2 -1
[ =y dxdy=lf(_ [ Hz,y)dy)dz,

0<z<?2 z42
-z4+2<y<2r-1

f{) (=, y) dz dy =

1<zz'+v’<4
1 Viw ViE 2 Jicw
=[( [ fey)dy+ [ fey)dyde+ [( [ [fz,y)dy)d=.
N e Vica R G e

Priklad 7. Jestlize prvnf integrdl v (27) neexistuje, nemusi druhy
a tfeti integrdl v (27) miti stejnou hodnotu: miZe se stiti, Ze Zadny
z nich neexistuje, nebo Ze existuje jen jeden z nich, nebo %e existuji
oba a maji stejnou hodnotu nebo Ze existuji oba a maji rizné hodnoty.
Uvedme ptiklad na poslednf moznost.

. 0 Y _xr— g
Pro z + 0 je 53}(3:’ +y”) =@ Ty tedy

1

By [_1_] _ 1

(x* + y2)? v 2t + Y ly-0o 2* + 1
0
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& odtud

1
x? dx
I‘_f(fx“ry )dx_fz'+l_*n’
o 0 0

zoela obdobnd j
1

1 1
. xl_y’ _ dy _
Iz—f( (x'+y')'d””)d"’“ fy=+1_ i
0 0 0

Tedy I, + I,. Vidite, jak je dileZité zjistit existenci prvniho integrilu
v (27) (v tomto piiklad® oviem tento integrdl neexistuje, nebotf nenf
I, = I).

Pi#iklad 8. Nerovnost I, #+ Iy v pfikl. 7 piisobi dojmem &ist& nega-
tivniho vysledku, ktery nés pouze varuje pied bezmyslenkovitym po-
uZitim vzorce (27). Ale Gvahy tohoto druhu mohou miti té% positivni
vyznam. Jako piiklad provedme Gausstiiv dikaz fundamentélni véty
algebry: Budif n pfirozené &islo, F(z) = 2" + a,_2""1 + ... +a;z +
+ a, polynom s komplexnims koeficienty a,. Potom existuje aspori jedno
komplexnt ¢ tak, %¢ F({) = 0.

Dikaz. Budte r, preilnd &isla; polozime-li z = re'?, je z* = r¥e'*® =

= r*(cos kp + isin kp); rozkladem na redlnou a imagindrni &ast
dostaneme F(re'?) = P(r, ) +iQ(r, 9), kde (klademe a, = o} +
+ 1B ok, By Tedlnd)

n-1
(29) P(r,¢) = rmcosng + > r*(x 008 kg — B, sin ko) + o,

¥=1

n-1

(30) Q(r, p) = r sinng +kz 7r%(B, 008 kg -+ o sin kp) + B, -
=1 .

Predpoklddejme, %e pro Z4dné komplexni ¢ neni F({) = 0, takZe pro
Z4dné r, ¢ neni soudasnd P = Q = 0, t. j. pro kaZdé (redlné) r, ¢ je
P3 4 @3 > 0. Z toho odvodime spor. Polozme1!)

oP oP

5 P, = _— atd. Viechny funkce a derivace, vystupujicf

1) Pfieme P, = " =%

déle, jsou spojité.
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(31) U(r, ¢) =Pig Vir, ¢) =w-
Tvrdim, Ze pro kazdé r, ¢ je

oU oV
(32) =

Dukaz: Je-li @ #+ 0 v n&jakém bodé [r, ¢] a tedy i v jistém jeho
okoli, je v tomto okolf zfejms

0 P 0 P
U = P (arctg 6) , V= 3 (arctg -6) ,

nadez (32) plyne ze zdménnosti derivaci 2. ¥adu; je-li viak @ = 0
v néjakém bodé& [r, ¢], je nutnd P + 0 v tomto bod® a tedy i v jeho
okoli, nadeZ v tomto okoli je zfejm&

__ 0 Q __ 2 Q
U= — —87(arc’cg F), V=— %(arctg ?)

a (32) plyne opét ze zdménnosti.
Budiz 0 < R < + oo. Integral

oU(r,
(33) I=ff*(a%ﬂdrdq)

0<r<R
0=e<2r

zfejm® konverguje.'?) Podle Fubiniovy véty a podle (32) je tedy I =
= I, = I,, klademe-li
2n

R
(34) Ilzf(f_ggdw)dr,

0

0
27 RaU 27 RaV
(35) 12=f( a_q)dr)d<p=f(f§dr)d¢.
0 ] 0 0

13) Integradni obor je omezeny uzavieny (t. j. kompaktnf) interval, takZe
integrand, ktery je spojity, je v integra¥nim oboru omezeny (pfi nekompaktnim
integra¥nim oboru posledni isudek neplati!).

(o]
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Ale vnitinf integrdl v I, je zfejmé U(r, 2r) — U(r, 0) = 0, jeito U je
pfi pevném r periodickou funkof ¢; tedy I, = 0. Vnitinf integrél v I,
je pak

jezto podle (29), (30) je P,(0, ¢) = @,(0, p) = 0. Podle (29), (30), (31)

zjistime ihned, Ze

— ™ + fona(r, @)

V(r, ) =
"8 = e gear, 9)

kde fan—1, gan—1 jSOu polynomy v r stupné nejvyse 2n — 1, jejichZ

koeficienty jsou omezené funkce ¢. Tedy lim V(r, p) = — n, a to

r—> 4+ ®

bl

stejnomérné v intervalu — o0 < ¢ < + 00. Zvolime-li tedy R dosti
velké, bude V(R, ) < — 3n pro vechna ¢ a tedy I, < }n(_ in) do =
= — nn < 0, kdeZto I, = 0, coZ je hledany spor. °

P#iklad 9. Necht existuje I = [ [f(x, y) dx dy, kde M je déino
nerovnostmi 0 <y < 2 X 2, ay gbi (nadrtnéte). Tyto nerovnosti

jsou ekvivalentn{ s nerovnostmi 1 < z < 2, % < y £ z a také s ne-

rovnostmi } < y < 2, Max (%, y) < 2 < 2. Tedy je jednak

2 z
I= lf(lfi(x, y) dy) dz,

z

jednak

12 2 2
I'=J(f,y) dz) dy + [([f(z, y) dz) dy .
TV ’
Vidite, Ze volba integraéniho pofadi nemusi byti pfi vypodtu lhostejnd;
formélné vypad4 uZiti prvniho vzorce jednoduseji — mohou se oviem

vyskytnouti funkce f, u nich# vypodet podle druhého vzorce je jedno-
dussi.
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Piiklad 10. Vime (kap. IV, § 1, pozn. 5, 6, 7), Ze Fubiniovy vty
lze uZiti téZ k rozkladu integrace v E, na r jednoduchych integracf.
Budiz M C E, ¢ty¥stén, dany podminkami (naértnéte!)

(37) 2>0,y>0,220,z+y+251.

Potom
1 1-z21-2-y

[ [ )

Vnitinf integrace (podle z) ddvé

l—z—y 2
Sl AR - AR BT
l1+z+4+y +l+x+y’

integrdl této funkce podle y (v mezich 0,1 — z) ddvd — 1 + = +
+21g2—2Ig (1 +«) a posledni integrace v mezich 0,1 davé
Priklad 11. Poditejme (x redlné)
.= fﬂ{f(z + ¥ +2)"dz dy dz,
kde M je td4% mnozina (viz (37)) jako v p¥ikladé 10. Jde o integral
funkce spojité a kladné, vylouéime-li z M bod [0, 0, 0]; tedy I, exis-
tuje. Vyloudime-li prozatim hodnoty « = — 1, x = — 2 a postupu-
jeme-li obdobné jako v pi{kl. 10, dostaneme pro integral podle z

hodnotu = :_ 7 (I — (x + y)**!), nadez iutegrace podle y dava
L (i z 1) ing al ich
1 —z+m ] R egrace podle = (v mezfc

0,1) davé koneéné I, = + o pro « < — 3, kdeZto pro « > — 3
vyjde po tpravé

1
%) TR
presvédite se, Ze tento vysledek platfi proa = — 1, x = — 2 (zde se

pfi integrovéni vyskytnou logaritmy).13)

13) Misto politdnf miete také soudit takto: v (38) je levé i pravé strana ne-
rostoucf funkef &« v (— 3, + o); mimoto pravé strana je tam spojitd. Rovnice
je pro « > — 3 spravné, a¥ snad na hodnoty « = — 1, — 2. Tedy platf i pro
a = — 1, « = — 2 (rozvaZte si to).
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Piiklad 12. Budiza > 0, b > 0, ¢ > 0;

I:fffvyd:;dydz

kde M je dino nerovnostmi

2 2 2
2>0,y>0,0<z<c, (f) +(1) <(1)
a b c

(nadrtnéte! posledni nerovnost charakterisuje vnitiek eliptického kuZe-
le o ose z, ktery protind rovinu z = ¢ v elipse o polooséch a, b).

b ”’
<?

’=f(f (f vy‘“)"”)

Vyide I = Ja®?]/c.
Priklad 13. Podejme jests jiny vypodet Laplaceova integrilu
+

I=f e~ dx (viz kap. III, § 7, piikl. 12 a kap. VI, § 2, p¥kl. 4).

Fubiniova véta diva

+o +o
[[ e®Vdzdy= [ ([ e®Vdy)dz =
z>0,y>0 0 0
+© Lt o
=[ (" [eVdy)de=[e " .Idx=1I.
0 0 0

Substituce y = ¢z ve vnitinim integrdlu ddvé pro z > 0
+ + o
[ e Vdy = [ e~=1+g gt
0 0

nade? z Fubiniovy véty (obréceni integraéniho pofddku) plyne

+o 4o +o 4o
I =f (f e+t dt) dx =f (f ez 1+t dx) dt =
0 0 0 0
+ o
_ d 1
“f 21 +m) 4

0

Jeito I > 0, vychézf I = }|/=.
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Piiklad 14. Necht existuje
[[ = y)dedy

a<y<z<bd
(—0oZLa<bX + o). Potom Fubiniova véta dévd ihned (nadrt-
néte!)

b z b b
(39) J(Jf(z, y) dy) dz = [([f(z, y) dz) dy .

To je dulezitd Dirichletova formule. Obecngji: Necht existuje
fo..f f(@ys ovor zp) doy ... dag s

A<Tp 2y 1 =... 52, <b

potom je

b =z, Ty

JU Gl ] [ eeos 20) dzy) ) dag) Ay =
(40) a a a

b b b
= f( f(...( ff(xl, PERT) x”) dxl)...) dx”_l) dx,..
a z,

T3

b
P#iklad 15. BudiZ — o <a < b < + oo. Necht [f(t) d¢ konver-
a
guje. Potom konverguje téz [...[f(z,)dz,dx,...dr,, kde I =
I

= {a, b) X ... X {a, b) (viz § 2, pozn. 5). Tedy konverguje pro a <
<z £ b také integril
(41) K= [...f f(x,) dz, ... dz, ,

<Tp<2y ,=..Z7:,Z2

jehoZ integraéni obor je ¢dsti I. Fubiniova véta diva jednak

(41a) K= [([ . (T Han) ) ...) dey) day ,
jednak
K = J( -l [H@n) a2, ...) A2, ) dz, .
a zy Z,

z
Ale zde f(x,) nezdvisi na z,, ..., r,_,, takie K = [f(z,) V,.(z,) dz,, kde
Va(xa) = f(...(fdz,)...)dz,_, .
Zn £
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Jo tedy Va(r,) = [Va-1(®a—y) dxa—1; jetto Vy(zy) = x — 2,, plyne
Ty

indukef V,(z,) = (x(;———j—"l);'——l Tedy (pi&i ¢ misto z,,)
1 : _

Tak jsme vyjadfili (41), (41a) jednoduchym integrilem (42).

Nyni se obratime k zavddéni novych proménnych (véta 103) a viim-
neme si také obecnych poznidmek v kap. VI, § 2, pifkl. 2.

Budiz f zobrazeni mnoZiny P CE, na R = f(P)CE,, regulirni
a prosté v P. Vysetfujeme

I = [F(z)dx;
M

jestlize u(M — R) = 0, miZeme pséti
(43) I= [F)dz= [ F(f(u)|D,(w) du.
RM 1-(RM)

Pritom (43) plati, jakmile jeden ze tii napsanych integrala existuje.
Pfi poutiti vzorce (43) se méni integraéni obor i integrovana funkce.
Uspéch zavisi na tom, zda se ndm budto podaff vhodnd zjednodusit
integrovanou funkei (a nezkomplikovat pfitom pifli§ integra¢ni obor)
nebo zjednodusit vhodn® integraéni obor (a nezkomplikovat pritom
prili8 integrovanou funkei) — nebo zda se ndm dokonce podafi zjedno-
dusit oboji. V praxi se oviem kombinuje uziti véty 103 s uzitim véty
Fubiniovy.

V nékolika prvnich piikladech (16 aZ 21) najdeme miru wu(£)
(,,obsah*, ,,0bjem‘) nékteryoh jednodussich mnoZin.

Pifiklad 16a (obsah lemniskaty — viz D I, kap. XIV, § 1, evic. 3).
Polozme (v E,)

2= E(@ +yp < 2@ — y) (@> 0
[z,v)
Vzhledem k symetrii je u(R2) = 4u(R,), kde 2, je ona ist 2, jeZ leki
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v kvadrantu z > 0, y > 0. Poldrni soufadnice (x = p008¢@, y =
=psing; o> 0, 0 < ¢ < 4n) dévaji

#(Q)=4£fdxdy=4£fededsv,

kde 2, je dano vztahy g* < 2a%cos 2p, ¢ > 0, 0 < ¢ < 7. Tedy
predevidim musf byti cos 29 > 0,t.j. 0 < ¢ < Im a potom 0 < ¢ <
< a)/2 cos 2¢; tedy

i al/2cos 2 ir

wR)=4f( [ odp)dp = 4a?[ cos 2p dp = 2a®.
0 0 0
Priklad 16b. Poloime (v E,)
Q=E(= +y)PSa@ +yY) (@>0).
[z,y]

Omezime se opét na prvni kvadrant a zavedeme poldrni soufad-
nice:

in (33
9=40f(0fede)d<p,

kde o} = a?(cost ¢ + sin ¢), takZe

in
Q = 202[ (cost ¢ + sin® @) dp = §ma?.
0

Priklad 17. Polozme (v E,)
Q=E(x+y)r<Za’y, >0 (@>0).
[2,v]

Zfejms je v 2 té% y > 0. Zobrazeni x = p cos? ¢, y = p sin? p zfejmé
zobrazuje mnoZzinu 0 < ¢ < jw, ¢ > 0 prosté na ,,prvnf kvadrant*
x>0, y> 0 — inversn{ zobrazenf je p = z 4 y, ¢ = arctg %
Determinant zobrazen{ je 2o sin ¢ cos ¢. Zobrazen{ jsme volili tak,
Ze z + y se jevi funkef pouze g (nezavisi na ¢). Podminky pro o, ¢

jsou 0 < o < a cost psin? g, 0 < @ < iw a dostdvdme

3T acost gsin p
,u('!2)=£fdxdy=2(!( of ¢ cos @ sin ¢ dg) dp =
in a3

— 3 9 ins _
—aofcos @ sin <pdzp—210.
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Piiklad 18. (Problém Vivianiho.) V E; budi £ prinik koule
B +y+22 < R s viloem (z— (R)® +y2 < 1R? (neboli 22 +
+ 3? £ Rz). Nadrtnéte! V 2 je viude 2 = 0. Z Fubiniovy véty plyne

VR
W= [f ([ ayazdy=2 [J YF—w—pdedy.
2 +y'S2R _Ripo 2 +y'<zR

Zavedeni polérnich soufadnic z =pocosp, y=psing (—ir <
< @ < 3n, o > 0) vede k integraénimu oboru g* < oR cos ¢; tedy

i7 Rcos ¢ in
w@ =2 [ ([ VB —¢gode)dp = 3R® [ (1— |sin® ¢]) dp = 1)
_iﬂ 0 _*ﬂ
P Ui

= §Rsof (1 — sin® g) dp = 4 R*(in — 2).

Kdybyste byli zapomnéli na znameni absolutni hodnoty u sin? ¢, byli
byste dostali nesprdvny vysledek ;7wR3; zase jeden pfiklad, jak nutno
dévati pozor pfi odmociiovani. Byl bych mohl oviem od podatku redu-
kovati vie na hodnoty y > 0 (symetrie!) a tedy na interval 0 < ¢ <
< 4=, kde sin ¢ > 0.

Priklad 19. Vzpometime si na piikl. 1 v kap. VI, § 2. Z n&ho spe-
cidlné plyne: Probihé-li bod [u,, ..., %,] méfitelnou mnoZinu M a
jsou-li a,, ..., a, kladnd konelnd ¢isla, probihd bod [a,u,, ..., a,u,]
rovnéz méfitelnou mnoZinu N a je u(N) = a,a, ... a, u(M). Specidlnd

Pro a, = ay = ... = a, = a (,,dilatace’* v poméru a:1) je u(N) =
= a’ p(HM).
" Oznaéme na pf. V,(¢) miru r-rozm&rné koule o poloméru g > 0:
(44) i+ ..+ 27 < %
potom V(o) = ¢" V,(1). Déle objem ,,r-rozm&rného elipsoidu**
] ]

(45) (ﬁ) + ot (x—) <1 (a,>0)

a, g

r

je a,a; ... a, V,(1). Koneéng obecnéji: BudiZ Q(z) = > a2z, (ay = ay
t,i=1
reidlnd) positivn® definitni kvadratickd forma (t. j. @(z) > 0 pro vie-

14) Pamatujte toti%, ¥ |/T — cos? ¢ = [sin ¢|.
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chny body # rizné od poditku [0, ..., 0]). MnoZinu E viech bodd, pro
néz je @(z) < 1, nazyvame r-rozmérnym elipsoidem (o stfedu v po-
¢atku); (45) je specidlnim pripadem. Z algebry je zndmo:1%)

1. Determinant D é&isel a;; je &islo kladné.
2. Existuje linedrni substituce

r
(46) .’E‘= Zcﬁu‘ ('i: l, eeay ”')
i=1
s determinantem 1 : Vﬁ, ktera pfevadf Q(x) ve formu %} + ... + u3;

t. j. dosadime-li za z; podle (46), vyjde Q(:c) =u} 4 ... + »2 Podle
piikladu 1 v kap. VI, § 2 je tedy u(E) = V_ V.Q).

Priklad 20. Poditejme V,(¢) (mira koule (44)). Fubiniova véta ddvé
pro r > 2

1
V.(Q1) = fl [...f dz, ... dz,_;) dz, =

EZAR SIS LIS B 2
1

1
= [V ()T =2t dez, = [(1 — i DV,_(1)de,
-1 -1
tedy
1
47 V() =1I,_,V,_,(1), kde I,_, = [(1 — )i~V ds.
-1

Integraci per partes obdriime

r —1
r

Ir—-l -

I,_;pror=>2.

Jezto zde r skoéilo o 2, napiSme radé&ji rovnice

r— 2
(48) Ir—lIr—2 = r r—3lr—g (r 2 3) ’

(49) Vil)=1,_I,,V, (1) (r>=3).

15) V1. Kofinek, Zaklady algebry (Praha 1953); viz 36,3; 36,5; 36,8; 36,9.
Forma u,® + ... + 4,* mé ovSem determinant 1 > 0, takie i determinant nadf
puvodni formy Q(2) — rovny pievracené druhé mocniné determinantu substi-
tuce (46) — je kladny.
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Podle (48) je prom > 1

2m — 1 2m — 3 1
(50) I2mI2m-'l=2m+1 ‘om — 1 "'—:;IOI—li
2m 2m — 2 2
(51) Lntidan= gt - g - g hilo.

Jetto I_;, = =, I, = 2, I, = 3 (viz (47)), vychézi z (50), (51)
I,_ I, ,= 2%‘ pro r > 3.

Tedy (jeito V(1) = 2, V(1) = 2I, = =) podle (49)

27 2% 2% n™
(52) Vam(1) = 5 - g5 - 7 V) =
2w 2m 2. (2x)™

(63) Vamsa(1) =

27
am 1 2m—1 3 = 1.3.5...(2m+1)
pro m 2 1. Na pf. Vy(e) = me?, Vi(e) = 4me?, Vile) = in'e*, V(o) =
= %nlp® atd.
Vypodet by se dal jestd trochu zjednodusit, kdybychom misto (48)
psali
rl, I, o= (r—2)1,,I,_,.

Piiklad 21. Oznaéme S,(g) miru simplexu v E,, daného nerovnost-
mi

2,20, 2,20, ...,2,20, 2, +2,+... +2,Z 0 (0> 0).19)
Podle piikl. 19 je S,(¢) = o" S,(1). Ziejmé& 8,(0) = o & déle pro r > 1

1
8,(1) = [ ( ... dz, ... dz,_,) dz, =
0 2,20,...,2_,20
Tt T S1-2,

1 1
1
= ofSr—l(l - xr) dx, = Sr-—l(l) Of(l - x')r—l dxr = 7 Sr—l(l) .
Z této rekurentnf formule ihned S,(1) = % Miru obecného simplexu
s vrcholy P°, P, ..., Pr dostaneme odtud podle pifkl. 1 v kap. VI,
§ 2 tak, ze (kladouce P! = [p{, ..., pf]) pfevedeme vrcholy [0, ..., 0],

1) Jeho vrcholy jsou [0, ..., 0], [o, O, ..., 0], [0, 0,0, ..., 0], ..., [O, ..., 0, o]
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[1,...,0], ..., [0, ..., 1] ve vrcholy P° P1, ..., Pr linedrnf substituci

4

i == 0 (pk — %) w4 A

k=1
Priklad 22. Budiz 0 <p<g< + o, 0 <a <b < + «. Budiz
£ c E, ddna podminkami
(54) PWSPSqy, awsSySbe

(takZze v Q2 je x = 0, y = 0). Kreslete si naértek! Kazdym bodem
1. kvadrantu (z > 0, y > 0) prochdzi pravé jedna parabola y? =
= &x (&£ > 0) a pravé jedna parabola 22 = 5y (n > 0). Odtud lze vy-
podisti

, o,
(55) § = 2 1Ty
a naopak FeSenim podle z, y
(56) x=|&p, y=|8&n;

tyto rovnice definuji tedy prosté zobrazeni prvniho kvadrantu na
prvni kvadrant; determinant zobrazeni je — 4. Z (55) je vidét, Ze obor
(564) — po vynechani bodu [0, 0] — prechdzi v interval ¢ £ £ < b,
p < 5 < g, takie

[[Fay dedy =[] FYER 1 E e,

a8 b
p._n_1

existuje-li jeden z téchto integrdld (nalez vpravo uziji Fubiniovy
véty). Na pi. pro F =1 vyjde u(2) = }(b — a)(g — p); nebo

q b
-2 G
ffl_bll“?’dxdy:i (fnsi“ fndf)d’?:
” 3
2 b

a

1
= _‘Sla— (sin ag — sin ap) — — (sin bg — sin bp) .

3b

Priklad 23. Predesly piiklad je dosti typicky. Midme na pf. v E,
integrovati pfes obor £, dany nerovnostmi tvaru'?) a < ¢,(z, y) < b,

17) Oby&ejnd byvéa lhostejno, pisi-li < nclio < (rozdfil obou mnoZin byva
mnoZina nulova).
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P < @g(%, y) < q. Sestrojime zobrazeni, dané rovnicemi ¢,(z, y) = u,

pe(®, y) = v, takZe hofejii nerovnosti lze psitia < u < b, p <v <gq.

Daji-li se nerovnosti ¢,(z, y) = %, @y, y) = v Tediti pro a < u < b,

P < v < qpodle z, y rovnicemi z = f,(u, v), y = fy(u, v) tak, Ze dosta-

vame prosté reguldrni zobrazeni intervalu a <% < b, p <v < ¢ na

obor 2, miZeme zavedenim proménnych u, v prevésti [ [F(x, y) dz dy
2

na integral pres interval a < u < b, p < v < ¢ — vSechno oviem za
jist\"ch podminek, které je nejlépe vysetfiti v kazdém pfipadd zv1asts.
Podobné bychom postupovali v E,.

Priklad: Budiz 0 <a <b < + 0, 0 <p<g< + oo. Budiz
£ C Ey déno nerovnostmi

a<zy<b, py<z<gqy.
Z py < qy plyne y > 0, nacez nutné « > 0. Rovnice

Y =u Z —w
r— N — T
Yy

déavaji pro kladnad z,y také kladna u, v; naopak, pro u > 0, v > 0
maji tyto rovnice jediné kladné reseni

v = Vs, y‘V—.

To je zobrazeni s determinantem — 2_v které zobrazuje interval
a<u<b, p<v < qprosté a regulérné na 2. Tedy

[ fremssn -4 ] [ 32

a<u<bd
p<v<g

existuje-li jeden z téchto integrald.
Piiklad 24. Budiz 2 prinik kouli (R > 0)

(57) 2+ +2 R, 22+t +22< 2Rz,
Poloime
(68) I,= [[[zrdzdydz.

2
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Z druhé nerovnosti (57) plyne z > 0, z prvni z < R. Mimo to pro
0 < z < 4R rozhoduje druhd nerovnost (prvni z ni plyne), pro 3R <
< z < R rozhoduje prvni (druhd z ni plyne). Provedte niértek! Tedy

iR R
I,= [2( [[ dzdy)dz+ [2¢( [[ dxdy)dz.
0 2* +y*'<2Rz-2* jR T +ySR*-2*
Ale vnitini integraly znaéi obsah kruhu; tedy
iR R
I, =n[2"(2Rz — 2?)dz + = [27(R? — 2?) dz.
0 iR

Tedy I, = + o pron < — 2;pron > — 2 vyjde
2 1
I ((n + 1)(n + 3) (m + 1)(n + 2) 2n+1) wR"+3,

pokud = + — 1; provedte je§té vypocet pro » = — 1 a zjistéte, Ze
limI,=1_,.

n—--1

Priklad 25. (Sférické souradnice, neboli ,,poldrni souradnice v pro-
storu‘:.) Rovnice

(59) x=pcospcosd y=psingpcosd, z= psind

zobrazuji interval’®) o > 0, 0 < ¢ < 2r, — 47 < & < }n prostd na

mnozinu E; =~ M. kde M = € (z > 0, y = 0) je mnoZina nulovi.
[z,v,2]

Determinant zobrazeni je g2 cos 9 # 0. MiZeme tedy podobné jako

v kap. VI, § 2, ptikl. 2 psati *
[[[F(z,y,2)dzdydz = [[[F(z,y,2)dzdydz =
QM

Q

= fff)F(geosqvcosﬁ,...,...) o? cos 9 dp do d ,

1-(2+M

(60)

je-li f_; inversni zobrazeni. Rovnice plati, mi-li jeden z t&chto integ-

rala smysl.
_ xyz
I~fffﬂ+wh@&,
Q

Priklad 26.
18) Tento interval beru za obor zobrazenf.
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kde 2 je déno nerovnostmi (a > 0)
@+ +222<axy, >0,9y>0,2>0.
Sférické soufadnice vedou k oboru 2,, danému nerovnostmi
0<p<im 0<d<in,

0<p<opo, kde gl=aVsin¢cos<pcos19.
Tedy
in im o,
I= [ (f(f o®sin ¢ cos ¢ sin & cos & dg) d9) dp = ;1 a*
o 0 0

288
(dopodtste).
Priklad 27.

I—fff( +b“+ )dxdydz (@>0,b>0,c>0),

kde 2 je déno nerovnosti

-5 + + E‘; S
(elipsoid). Zde se zfejmé hodi zobecnéné sférioké soufadnioe
x=apoospcos?, y=bpsingpoos?, z2=cpsind;

determinant zobrazeni abcg? cos #. Vychdzi

2w w1
I= of ( J (Jabcg‘ 008 § dg) d#) dp = 4nabc = Ju(R) .

Piiklad 28. Odvodime dilezity vztah mezi Eulerovymi integrily
1. a 2. druhu (§ 1, pozn. 6): Je-li Rp > 0, Rg > 0, je

(61) B(p, 9) I'(® + ¢) = I'(p) I'g) .
Dutkaz (Jacobi). Integrél

(62) I= [[ e-=ugi-yyr-1dxdy
z>0,y>0

m4 podle pozn. 5§ v § 2 hodnotu I = I'(p) I'(g). Zavedme do I nové
proménné rovnicemi x = u(l —v), y = uv; determinant tohoto
zobrazenf je u. Je-li 4 > 0, 0 < ¢y < 1, vychdz{ 2 > 0, y > 0. Na-
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opak, je-li x> 0, y > 0, vychazi FeSenfm hoiejsich rovnic u =

=z +y, v:;——?{/——y’ tedy u >0, 0 <v <1l a tyto hodnoty

vskutku vyhovujf rovnicfm x = u(l — v), ¥y = uv. NaSe zobrazen{
tedy zobrazuje € (u > 0, 0 < v < 1) regularné a prosté na £ (x > 0,
[2,v] [z,v]
y > 0). Tedy !
I= [[e wurta-lyp=3(1 —p)-tdudy.
0<e1
Fubiniova véta divé ihned I = I'(p + q) B(p, q). Tim je vypocet
hotov.
Poznémka 1. DokdZeme pozdéji (v kap. XVIII, § 1, pozn. 2), Ze
I'(s) + 0 (pro redlnd ¢ > 0 je to ziejmé). Tedy lze pséti
I'(p) I'(g)
B(p, q) = /-
9 =Tp +9
Priklad 29. Zobecngme zobrazeni z piedeSlého piikladu na E,.
Zobrazeni, dané rovnicemi

(63)

(64) Wy = Uy, Wy = UyUg, .-y Wy = UsUg ... Uy
zobrazuje interval I = E(u; > 0,0 < u, <1,...,0 < u, < 1) prostd
u
na mnozinu J = €0 < w, < w,_; < ... < w,); jeho determinant je
w

(65)  1.uy. (wgug)... (Uythg ... Uy_y) = ul uf .. ub_ju, ;.

Zobrazeni, dané rovnicemi
(66) Xy = Wy — Wy, Tyg = Wy — Wy, +0vy Tpog = Wy_q — Wy, T, = W, ,
zobrazuje J prosté na interval K —= €(z;, > 0, ..., 2, > 0). Jeho

z

determinant je roven jedné. Zobrazeni f, vznikajici slofenim (64), (66),
je dano rovnicemi

xy = uy(l — u,)

Ty = Uylg(l — uy)
(67) i

Tpy = Uplhg ... Upy(1 — u,)

T, = Uy ... Uy
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zobrazuje prosté a reguldrné I na K a m4 determinant (65). Z (66), (64)
plyne xx + Xy + .o + 2, = Wi = Ugu, ... Uy

Prfiklad 30a (Liouville). Jde o pifiklad znaénd obecny a znaénd
dulezity. Budiz Rp, > Oproj = 1,2,...,7 (r > 1) a necht

1

(68) A4 = f(p(u) Pt tPr=1 gy,
0

konverguje. Potom

f...fq)(xl + .ot x) 2t aP-lde, ... dy, =
(69) 2 A

1
P(pl) F(Pz) e P(pr) Pyt +pp~1
— vhe+ 21
T(p: + ... - p,) f"’(u)u “
0

jestlie 2 = €(z, > 0,...,2, 20,2, +... +2, < 1).

Dukaz. Zavedme zobrazeni f z pfedelého piikladu & oznaéme zna-
kem C integral v (69) vlevo. Dostaneme ihned (je jedno, pidi-li< & <)

O fof  gluudttn1 — ugpet.

o<y, <1,...,0<u,<1
LUt AP qg)Paml qgBe e APl (1 — g )Pl Pl

(69a) . du, du, ... du, ,

jestliZe tento integral konverguje. Ale z pozn. 5 v § 2 plyne ihned, Ze
tento integral vskutku konverguje a Ze mé hodnotu

(70) C=A.B(Pz +ps+ ... +Pnp) -Bos +... +2,0)...
. B(p7" p'—l) M
Z (63) plyne pak (69).
Speoialisaci p(u) = 1 a uZitim vztahu sI'(s) = I'(s 4 1) dostdvdme
Dirichletiv vzoreo (pro Rp; > 0)

- - L(p,) ... I(p,)
71 v 2 2t Ay, L. de, = 1 .
(™1 f,,fx‘ v S T T+ o F e D)

Vzorec (689) Ize jeitd pondkud zobecnit, Budiz a; > 0, g, > 0, Rp, > 0
(j=1,...,r). PoloZme
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M:E@>owqm>meﬂ#u”+€y<q,
v

a ,
H— %\ Y\"\ yp-1 -1 dy, ... d
(72) =] 1ol + ...+ p yholo P Yy ... dy, .
1 r
M

1

Polozme y;, = a;z* (k = 1, ..., 7). To je zobrazen{ s determinantem
1 1

Z‘ Z’ xg b 2% - uzijeme-li ho, dostdvime (s tymz 2 jako

Leee Oy

v (69))
afr...abr L P
H=-—l—’———0- ...fq)(x1+...+x,)x';l ooz de, ... de,.
1.-- r 9

Podle (69) tedy je

,
|
=3
la» |
—
a3
—
~—.
I
|3
]
L

(13) H = ! I .
P(ﬁ—}...—l—%’)kﬂ T 0

0
jestliZe integrdl vpravo konverguje.
Specidlnd pro ¢ = 1, p, == 1 (k= 1,...,r) madme
qum=?“?dﬂmrey : ! : :
1+ Yr 1 r
qo+m+m+q

1

Jesté specidlngji: dosadime-li do (74) a;, = 1, o, = 2, dostavdame pro

kouli ¥4 ... + %2 <1 miru (I'(}))" (uvaZte, %e se

1
‘T@3r +1)
koule skladda — podle ruznych kombinaci znameni sgny,, ...,
sgn y, — z 27 Castf stejné miry). Srovnejte tento vysledek s p¥ikl. 20.

Priklad 30b. Jestlize v piikl. 30a je vie nezdporné, neni nutno
predpokléddati konvergenci integralu A. Pfesnd fefeno: Necht p, > 0,
6;>0,a,>0(j=1,...,r). Nechf ¢ je méfitelns a skoro viude ne-
zdporna v (0, 1). Potom plati (69), (78) (kde H je integril z (72)).

Dukaz pro (69): Jezto piipad 4 < + oo byl jiz rozfelen, budi
A = + oo; chceme dokazat, %e v (69a) je C = + oo. Ze (69a) platf,
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plyne z véty 103, jeito integrdl vpravo existuje. UZijme na (69a)
Fubiniovy véty:

1
C= [...[(fo(u)ufpt+Pr=1 (1 — wg)» .. ulr~!du,)du,...du,.
0<us,<1 0

Podle véty 54 1ze vnitini mtegré,l pséti jako
(1 —u,)”l v ubrt f<p(u)u”’+ H2r-ldu, = + oo,

nadeZ integrace podle us, ..., u, divé podle p¥ikl. 2 v kap. III, § 1
C= [...[(+ o)dug...du, = + .

1
Vzorec (73) plyne pak z (69) substituci y, = a,z3* (k =1, ..., r) podle
véty 103.

Priklad 31. Budiz E ehpsmd + + 10<a<b<ec)
poditejme

(75) W — fff dz dy d=
Vxl +yl +z!

(potenciél homogenniho elipsoidu v jeho stiedu). Zavedeni sférickych
soufadnic z = r cos ¢ cos #, y = rsin ¢ cos ¥, z = r sin & vede k in-
tegrilu

in im o
W =8 ([ ([rcosddr)de)dd?,
0o 0 O

kde

e>0, e’(

Integrace podle r davé
in ir

_ de
W—4f0080(f11cos’<p+Bsin’¢p)d19’
0

0

cos?!pcos*?  sin*pcos*d | sin?d
a? + b2 c? =1.
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kde

. . .
4 — cos? 9 sm‘ﬁ ? . B=— cos? P sin2 9
a? c? b2 c3

Vnitini integral pfevedeme substitucf tg ¢ = u na

+o

du .
fA+Bu’ 2VZ—B’

0

tedy
cos & dd
fV cos? 9 sm’ﬁ 008*9 _ 8in®d\
[ =) (55 7
c c

Substituce « sin 9 =t (6 > 0) ddvéd

.3

W = 2nxabe? f ae .
V(czc" — 12(c* — a?))(c*x® — 3(c* — bY))
0

To je t. zv. elipticky integral (pod odmocninou je polynom 4. stupnd);
o eliptickyoh integrilech viz kap. XIX.
Vyraz pod odmocninou chceme pfevésti na obvykly ,kanonicky

tvare (1 —2)(1 — k%?2), kde 0 <k < 1. Jeito c® —a® > c* — b?
volime

2 __ 2 2 __ p2
a=Vcca, ’“’Zzz_zﬂb")’
nadte%
S

RIE —at Va =)0 —%n)

Jiny tvar, ¢asto pouZivany v theorii eliptickych integrild, dostaneme
substitucf ¢ = sin y (0 < y < 1n), nadez

2mabe
77
(77) Vc’—a’fVl —k? %m't/;
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3
kde y, = aresin |/ 1 — :—a = arccos % . Pro rotadni elipsoid (a =
=b < cnebo a < b =c) a pro kouli (¢ = b = ¢) mé integrél (75)
jednodussf tvar; spoltéte jej!

Priklad 32. Proberme jest& t. zv. sférické (nebo zobeendné polirni)
soufadnioce v E,. Zobrazeni F, (r > 1) budiZz ddno rovnicemil?)

x, =po008d,

z; = psind, cosd,
(78) Z; = p8ind, sin ¥; cos ¥,

%,_, = g sin 9, sin J#; 8in J; ... sin #,_, 008 F,_;

z, = psind,sin#;8ind,...sind,_ps8ind,_,.
Tvrdim: F, zobrazuje interval p > 0,0 < 9, < 3w, ..., 0 <8, < =
reguldrné a prost§ na interval z; > 0, ..., 2, > 0; determinant zobra-
zeni F, je
(79) o' 1sin" 29, 8in""3Y,...8in ¥ _4.

Pro r = 2 je to pravda, nebof F, je znamé ndm zobrazeni z;, = ¢.
. 008 &y, ¥, = p 8in ¥,. BudiZ tedy r > 2 a tvrzeni budiZ dokdzéno aZ
do hodnoty » — 1. Zobrazeni F, je ziejmé mozno sloZiti z t&chto dvou
zobrazeni:

x = z, = pocosd,
xz =000819g g =gSin191
3 = o 8in 9, cos Y, ¥, =1

Z,_, =o08sind,...sin¥,_gco8P,_, Dy_g= D¢

z, =o8ind,...sind,_gs8ind,_,; Oy = Pp_y .

Podle indukéniho pfedpokladu zobrazuje druhé zobrazenf s deter-
minantem p interval

I 6>0,0< <im0<d<im ... 0<% <in
reguldrné a prosté na interval

I; 2,>0,0>0, 0<%, <}%n, ..., 0<8_;, <ir,

19) Je to témdF toté% zobrazeni jako v D I, kap. VIII, § 2, cvié. 8; pouze z;
jsou odfslovany obrécen¥ a je poloZeno &, = }w — @,
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a prvé zobrazeni s determinantem
o™ %8in""3Y,...8n 9,_,
zobrazuje I, reguldrngd a prostd na interval z; > 0, ..., 2, > 0. SloZe-
nim obou zobrazeni a vynisobenim jejich determinantii dostdvame
ibned Zddany vysledek pro F,.
Nésleduje n&kolik pifkladd, ve kterych nejde ani tak o vypodet
integrdli, jako o zjiténi jejich konvergence. A%z do konce paragrafu

je o realné.
Priklad 33.

ff dz dy

(2 + )=

2 +y<1

Zaveden{ poldrnich soufadnio ddvé

2w 1

I= [(fo'"*do)dgp.
0 0

Tedy: pro1 — 20 > — 1, t. j.proa <1l jel < + o, prox > 1 je
I = 4 oo. Tohoto vysledku miZeme ihned pouZiti také v sloZit&jsich
piipadech. BudiZ ddna funkoe f(z, y), méfitelnd v kruhu Q@ = € (2* +

[=,v]
f ff(x y) dz dy
x4 i)
2+ |<1

Potom z prede§lého vysledku plyne:

I. Existuji-li koneénéd kladna ¢isla A4, B tak, Ze skoro viude v @ je
A £ |[f(z,y)] £ B, potom K konverguje tehdy a jen tehdy, je-li
x < 1.

II. Existuje-li koneéné kladné &islo A tak, Ze skoro viude v Q je
|f(x,y)] £ 4, je K konvergentni, jestliZe « < 1. V piipadd « > 1
nelze v pripad$ II fiei nic. Podobn® lze vyuziti vysledki pfiklada

34—39.
I“_[f dx dy ,
x? + ya)a

+ %2 < 1) a polozme

Priklad 34.
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kde 2 je ddno nerovnostmi 0 <z < 1,0 < y < 2" (n > 1); naértnéte!
Jeito v 2 je y < z, tedy 2* < #? + y? < 222, je I konvergentni tehdy
a jen tehdy, je-li konvergentni integral

— dxdy_ ln-Baz
_ff = _ofx dz ,
2

t.j.jelin'— 2 > — 1, t. j. &« < 3(n + 1).29)
V piikl. 33, 34 byl jediny ,,nepiijemny‘ bod [0, 0]. V nésledujicim
piikladu jsou ,nepiijemné‘ viechny body kruznice 23 4 g? = 1.

Piiklad 35.

dz dy

(1 — o2 — y3)= :
z'+y'<1

Polérnf soufadnice davaji

f—f(fu@:’z ) ao

a odtud konvergence pro « < 1, divergence pro o« > 1.

Priklad 36.
ff dz dy
(1 —_—x? — ys)a °

z4+yY<1
z>0,y>0

Z duvodu symetrie (nadrtnéte!) lze se omeziti na integril pres obor
0 <y <wz z +y <1, naleZ polarni soutadnice dévaji

irn '
_ dz dy _ 29(19)
I= 2ffl—x=—y f( T — o) %%
(1] 0

z+y<l1
o<y<z

kde g,(cos ¢ + sin ¢) = 1. Vnitini integrdl je — vylou¢ime-li proza-
tim pfipad o =1 —
1 1 (2 sin @ cos @)1= )
—_— — p)l=a) — .
(1= (1 —e)=) (1 (cos @ + sin @)2-2a]°

l —« 1l —«
20) Tedy: &im v&t3i n, t. j. &im ,,uZdi‘* hrot ma obor 2 v bods [0, 0], tim v&t&f
jsou pripustné hodnoty «. Pro n = 1 méme tyz vysledek jako v pHkl. 33; pro&?

I =
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Pfi integraci podle ¢ miZe vaditi pouze okoli bodu ¢ = 0; ale pro

sing _ 1, lim co:up —,

takie I se chové — pokud se konvergence tyte — jako [g!—=dgp
0

¢—>0 je sinp =g, cosp=1 (t.

(e > 0); t. j. konverguje prol — &« > — 1, t.j. pro « < 2 (a to i pro
o =1 — nebot z konvergence pro « = § plyne konvergence i pro
men¥f hodnotu & = 1); pro « > 2 integral diverguje.

Priklad 37. Budiz » > 0,

- dx dy
[ e

kde 2 je dino v polarnich soufadnicich nerovnostmi 0 < ¢ <
2 n
<im 0<po<l— (;— <p) . Naértnéte aspoii zhruba; éim vétsin, tim

tésnéji se hranice oboru £ v blizkosti bodu z = 1, y = 0 pfimyk4 ke
,Kritické‘“ kruznici 22 4 y* = 1. Poldrni soufadnice davaji

iﬂ Q1
d
1= _e-e )d
f(f(l—w ¢
0 0

kde o, =1 — (;i— (p) . Vyloudime-li prozatim hodnotu « =1, je
vniténf integril roven (piSeme 1 — g% = (1 — p,)(1 + ¢,))
1 1

(1= _
2(1 — o) 2 \n(x-1) 9 \n\a-1
o - (5))

Pii integraci podle ¢ muZe vaditi pouze okolf bodu ¢ = 0; tedy se I

chovdé — pokud se konvergence tyde — jako integril [¢ml-® dg
0
(e > 0), t. j. I konverguje pro &« < 1 + %— (tedy i pro & = 1), diver-

guje pro ocgl-}-%.

270



Piiklad 38.

I — f dz, ... dz,
t ) (@ 4 2R’

...tz

f(l_x1“‘- _xz)

Z0 +.. 42,51

Jeito jde o integrdl neza porné méfitelné funkce, miZzeme uZiti prikl.

30b, at integral konverguje nebo diverguje.?1) V integralu (72) volime

ag=..=a=10=...=0=2,p =...=p, = 1; v I volime

o(u) = u~%, v I, volime ¢(u) = (1 — u)~*. Podle (73) rozhoduje o kon-
1

vergenci konvergence integralu [e(u) uir-1du. Tedy: I, konverguje
0

tehdy a jen tehdy, je-li « < 47; I, konverguje tehdy a jen tehdy, je-li
« <1

Priklad 39. Trochu vice zb&hlosti v odhadech vyZaduje integral

(80) I‘f f(l—dzl—.. —ap >3

kde S je simplex z, g 0.2, 20,2, +... +z, < 1.2) Do I za-
vedeme sférioké souradnice podle (78). Napied viak poznamenejme
toto:

Je-li zeS a jeli 0 <z, <1 pro ndkteré k, je 2! <z, a tedy
i+ ...+t <x, +... 42 <1 Jestlite tedy z integracniho
oboru 8 odstranime libovolnd mald okoli bodd [1,0,...,0], [0, 1,
0...,0],...,[0,...,0, 1], dostaneme integril funkce spojité na uz-vre-
né omezené mnozing, takze tato funkce je omezend a integral je kon-
vergentni. Stali tedy zjistit konvergenci integralu pifes libovolné mals
okolf bodu [1,0,...,0],...,[O0, ..., 0, 1]. Nisledkem symetrie stadi se
omezit na okoli bodu [1, 0, ...,0]. Jeztov S je g?=2} + ... + a2} <
<z +... +z < 1, je z prvni rovnice (78) patrno toto: Staéi zvoliti
dostateén& malé &islo § (0 < 6 < }) a poditati integral I, pfes obor
0<® <6, 0<d<in k=2,...,r—1), } <o <pg, kde pti

21) Z duvodu symetrie se staéf omeziti na body z, > 0, ..., z, > 0.
2) Jednodussi ptipad r = 2 jsme vyftesili jiZ v piikl. 36.



pevnych @y, ...,%,_; je o, déno podminkou z, + ... + 2, =1; je
patrno, Ze pro dosti malé § je o, > 4, nebof z (78) plyne seétenim

1 = p,(cos ¥, + sin #y(cos Py + ...)) < gy(1 + (r — 1) sin ) ;
stadi tedy, aby (r — 1) sin 6 < 1. Jei#to v integradnim oboru integralu
I, je cos ¥y, @, 1 + @ ,,téhoZ Fadu‘c jako ¢islo 1,28) mohu tyto &initele
podle libosti pfiddvat nebo ubirat, aniZ se co zm&éni na konvergenci
integralu; rovnéz mohu misto sin 9, psiti 4,. Stadf tedy (podle (78),
(79), (80)) vySetiiti

@

ff(f(f Qde))w?"da)sinf-aﬁw

0<dy<im O
0<9,_,<im

..sind,_,.dd,...dd,—, .
Predpokldadédm-li prozatim &« > 1, je vnitini integral

1 nia  [3\°
'm((l—ei)‘ _(Z) )

Ale
1
1—p}=1-— : : : .
(cos?, + sin ¥, cos Py, + ... + sind, ...sind,_,)?
Je viak
cos? ¥, + sin?d, cos? ¥, + ... +8in2P, ...8in*H,_, =1
a tedy

81) 1< cosd +sind cosdy +... +sind,...8ind_; r—1
(to plati identicky pro 0 < &, < 4n). Tedy 1 — o} je fadovd stejné
jako

(cos ¥, +sind, cos ¥y +...)2 — 1 = 2%,
kde ¥ znadi soudet soudini po dvou (soudet dtverci dé 1). Ale

3 = cos #, sin &, (cos ¥, + sin #, cos ¥5 | ..

(82) 4 8ind,...sind,_,) + OB (pro & —0),

13) Rikdm zde, %o dv¥ kladne funkee f, g jsou (v jisté mno¥ingd) tého¥ Fadu,
je-li podil f: g obsa%en mezi dv8ma kladnymi konstantami.
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nebot &lenové, shrnutf do O(#%), obsahujf &initele sin? #,. Pougijeme-li
(81) 8 hodnotou r — 1 misto r, dostaneme, Ze &initel pfi cos &, sin &,
v (82) je téhoZ ¥4du jako 1, takZe T a tedy i 1 — o] je téhoZ F4du jako
008 9, sin 9y, t. j. jako #,. Nynf vySetiime

[

1 3\i-=
e
0

Tento integral konverguje?!) prol — &« +r — 2> — 1, t.j.proa <7,
a mé hodnotu + o pro « > r. Nésledujioi integrace podle #,, ...,
?,_, na tom jiZ ziejm& nic nezméni. Tedy I diverguje pro « >,
konverguje pro « < r (a to i pro « < 1, nebot konvergu]e na pt. do-
konce pro o = $).

§ 4. Integrily funkci z4vislych na parametru: limita a spojitost.
Budiz M cE,, budiz f(z,,..., %, «) = f(x, «) funkce r + 1 redlnych
proménnych. Zvolime-li zde né&jak hodnotu « a integrujeme-li tak
vzniklou funkei » proménnych z,,...,z, pfes mnoZinu M, zdvisi
vznikly integral

F(x) =‘{/(x, a)dr = f.ﬂ.l.ff(xl, cens Zyy ) dzy ... dz,

na zvolené hodnotd «, je funkei x. Je viak zbyte¢no, omezovati se na
Lebesgueovy integrily. Vezm&me néjakou miru x v E, a sestrojme
Lebesgue-Stieltjestiv integral

(83) F(x) = [f(z, &) du.
M

V oznadeni je zde jisté ,,licence‘; proto to Fekneme je§td trochu jinak:
Sestrojime funkoi f*=2) (to je funkce r proménnych, & je zvoleno)
a klademe

(83a) Fla) = [f*=du
M

(pokud integril existuje). Pres jistou neurditost budeme uZivati pre-
deviim obvyklého oznadeni (83); ¢tendf je muZe vidy nahraditi
dusledné&j§im oznadenim (83a). Ostatné: Lebesgue-Stieltjesova integ-

) a nezavisi na #,, ..., ¥,_
%) Viz definici tohoto symbolu v kap. IV, § 1, pited vétou 70a.
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rélu budeme pouzivati vétsinou jen v obecnych vétich, kdeito v pii-

kladech se omezime hlavné na Lebesgueiv integral, kde klasické ozna-

deni je dostatetnd urdité: V integrilu [f(z, x) dz je ,,integratni pro-
M

ménnou“ z, kdeito v [f(z,x)d« je ,integraéni promé&nnou* «.
N

V prvnim integrilu je ,,parametrem* — jak se #ikdvd — prom&nné «,
v druhém je parametrem z.
Cilem nasich vySetfovinif — a% do konce této kapitoly a éisteéné
i v kapitolach dalsich — je studium vlastnosti funkce F(x): Ptame se,
za jakych podminek existuje lim F(«), kdy je F(x) spojita (v néjaké
dF(x)
do
limita, derivace a integridl funkce F poéitat; na pf. pro F(x) =
© 1
= [ e~ dzx je F(x) = % pro « > 0 (tedy spojitd), F'(x) = — —
0

ol

b
mnoziné), kdy existuje , kdy existuje [F(x)da a jak se d4
a

b
pro « > 0, fF do = lg!l pro koneéna kladni a, b. Oviem tak

snadno to vzdy nepujde. V tomto paragrafu se omezime na limitu
a spojitost. Pf¥i tom je zbyteéné, abychom pFedpokladali, Ze « je
realné éislo: miZeme obecnéji vySetfovati pifpad, Ze « je bod néja-
kého metrického prostoru. Plati pak tato véta:

Véta 106. BudiZ M CE,, A C P, kde P je metricky prostor, age A’.
Budif f(x, «) komplexnt funkce, jejiZ obor lezt v M X P.2%) Necht platt
toto:

1. Pro u-skoro vdechna®’) x € M existuje

(84) lim f(z, &) = ()
ed”
(jde o limitu pii pevném x).
2. Pro katdé xe A — (xo) je f(x, &) (jakosto funkce bodu x) u-méfi-
telnd v M.
3. Euxistuje funkce g(x) e L(M) s touto viastnosti: Je-li x e A — (u,),
je |f(z, )| £ g(x) pro u-skoro vSechna ze M (t. j. vechny funkce

36) Znakem z znadim body z E,, znakem « body z P.
37) V této v8td jde obecnd o Lebesgue-Stieltjestiv integral.
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f(z, &) — jakoZto funkee z, pro jakkoliv zvolené o« e A = (&,) — maji
spoleénou ,,integrabilni majorantu‘ g). Potem je
(85) lim [f(z, o) du = f(p

a—+>xy M
xed

Dukaz. Stadi dokdzatitoto:28) Je-lia,e 4, x, + xopron =1,2,...,
lim &, = &, je

7n—>

(86) lim f/x x,) dp = f«p(x

n—o0
Ale z (84) plyne lim f(z, «,) = () pro skoro viechna x e M, a dile je
n—00
If(x, x,)| = g(x) pro » =1, 2, ... a pra skoro viechna xe M, takie
(86) plyne z véty 65, klademe-li v ni f,(x) = f(z, «,)

Jinou v&tu bychom dostali, kdybychom misto véty 65 aZili véty 57;
viz evié. 1 k § 11.

Z véty 106 plyne ihned tato véta o spojitosti:

Véta 107. Budif M C E,, budiZ P metricky prostor, A C P. Budi
flx, &) komplexnt funkce, ieji£ obor let v M X P. Necht plati toto:

1. Pro u-skoro viechna?®) z € M je f(x, «) (jakoZto funkce x, pfi pevném
z) spojitd v A.

2. Pro kaZdé « € A je f(x, «) (jakotto funkcebodu x) u-méfitelnd v M.

3. Existuje funkce g(x)e L(M) s touto vlastnosti: Je-li xe A, je
If(z, )| < g(x) pro u-skoro vdechna z e M.

Potom integrdl (83) je spojitou funkct x v mnoZiné A.
Dukaz. Stadi dokdzati, Ze pro kazdé aye 4 . 4’ jo

lim [{, o) du = [f(z, &) dp.

a>ag M

axed
Ale to plyne z véty 106, nebof je lim f(x, ) = f(x, «,) pro u-skoro

x>0y

el
vSechna z e M.

%) Viz D 11, kap. VI, véta 143.
) Také zde jde o Lebesgue-Stieltjesiv integral.
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Ptiklad 1. Funkce komplexni prom&nné s
+
()= [ e 1dz
0

je spojit4 v poloroving Rs > 0. Dukaz. Pfednd je integrand pro kazdé
« > 0 spojitou funkof s v celé komplexni roving (nebot 2 =1 = e!*~118%),
Také podminka 2 véty 107 je ziejm& splnéna. Jde jedté o ,integra-
bilni majorantu“ (podm. 3). Znaéme s = ¢ + it (o, ¢ redlnd). BudiZ
0 <0, <0y <+ 0. Lezi-li 8 v ,,pdsu” 0, <o < 0y, jo [e™%2' | =
— @~ Tg°-1 é e-a;xu,—l pro 0O<z é 1’ Ie—zxo—ll g e-—zxo.—l pro ; 1.
Pro viechna z > 0 je tedy
le-zxa—ll é e * M&X (xu,—l, xa.—l) é e—z:(xa,—l +{L"’_1);

pravé strana je hledand ,,integrabilni majoranta‘. Tedy je I'(s) spo-
jitd v pasu o, < ¢ < g,. JeZto viak kazdy bod s poloroviny ¢ > 0 lezi
v néjakém takovém pésu, je I'(s) spojitd v kaZdém bod$ poloroviny
g> 0.

Poznimka 1. Véty 106, 107, a¢ velmi uZiteéné — jak uvidime na
detnyoh piikladech — jsou trividlnimi dusledky v&ty 65. Trochu
slozit&jai je piipad, Ze i integraéni obor zévisf na «, t. j. Ze jde o integral

[f(z, x) dz. Vezm&me pouze piipad jednoduchého Lebesgueova integ-
MLX

ralu, kde integraénim oborem je interval:
b(x)
(87) F(x) = (f) =, &) dz .
a(a
Budiz 4 c P, kde P je metricky prostor, age A’. Budte a(x), b(x)
redlné funkce a necht existuji vlastni nebo nevlastni limity

(88) lima(x) = a,, limb(x) = b, (a, < b,) .
GIA. G“-::.

Utitime tyto predpoklady:

1. Pro skoro viechna®) x € (a,, b,) existuje limita (84).

2. Pro kazdé a e A = (x,) je f(z, &) méfitelnd v (a(«x), b(x)).

3. Doplnime-li definici funkce f(z,«) pro ced - (x,) tak, %e
pro z < a(x) i pro z > b(x) klademe f(z, x) = 0, potom necht exis-

3%) Ve smyslu Lebesgueovy miry.
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tuje nezéporné funkoe g(z) e L(— o, + oo) tak, %e pro kaidé ae 4 —
= (o) je |f(%, &)| £ g(x) pro skoro viechna x ¢ E,. Za t&chto predpo-
kladu je

b(a)
(89) im [ f(z,o)dz = f plz) dz .

a—>cy a(ax)
aed

Diukaz. Polotime-li ¢p(z) = 0 pro z < a, i pro z > b,, platf (84)
nejenom pro skoro viechna z € (a,, b,), ale i pro viechna z < a, & pro
viechna x > b, (nebot je-li na p¥. z > b, & je-li « ,,dosti blizko* «,,
je podle (88) té% x > b(x), tedy f(x, ) = 0 a rovnéi ¢(x) = 0). Stadi
nyni uZiti véty 106, kde M = (— oo, + ) a dostaneme

+ + @
lim [ f(z,0)dz= [ ¢(z)dz,

ooZ je (89).
Na pf. (pfi redlném parametru «) je

1

3 + o0

lim dz__ _ dz _ 1 T
a0+ x’-l-x‘“— :t’-l»-l- 2
]

nebot pfednd pro z > 0 je lim (x* + z-*) =* + 1 a za druhé: pro
a0+

1 . 1 1
- 1 T .
x’+x_aglaprox> je x’+x‘“<x"

,,integrabilni majorantu* tedy dostaneme, klademe-li g(z) = 0 pro

0<z=<1 a>0je

xéO,g(m):lpr00<x§l,g(z)=$pro z> 1.

+®
b>—1
§5. Vypotet integrélu J(b) — f T da (0<b <1 Jelib
0

racionalni, t. j.

b= -;; (r, 8 celd nesoudélng, 0 < r < 8),

*) Konvergence integralu je ztejmé z kap. III, § 7, pikl. 1, 2, 3; nebot pro
0 <z < 1 je funkce integrované mensf ne% z-1 (kde b — 1> — 1), proxz> 1
jo pak mensf ne¥% 2?2 (kde b — 2 < — 1).
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dovedeme ntegral J(b) prevésti substituci = 2* (2 > 0) na integral
funkce racionélni (jde o integral typu, vySetfovaného v J I, kap. IV,
§ 4); obdrzime ihned

r 21
(90) J(?)=sfl+z’dz.
0

Rovnice 1 + 2 = 0, t. j. 2* = e™, mé s rznych korfend, totiz

(2k +1) i
e ¢  (k=0,1,...,8—1),

takze
a1 @k +1)mi
1 +z3=n(z—e s )
k=0

a rozklad integrované funkce na zlomky d&dstetné je tedy (viz )1,
kap. XI, § 1, ovié. 9)

» PR i 2. PR 1 @+l m L
82" s 2 e ¢ 1 Z e '
1+ 2° +Zo (2k+1)1rl(8_1) : @k+1) i = @k+1) 7l *
(91) s.e ¢ z2—e ¢ z—e ¢

Abychom si vypo&et zjednodusili, omezme se na pripad, Ze s je sudé
(a tedy r liché); potom &len odpovidajici hodnot& k£ (0 < k < 48 — 1)
je komplexnd sdruZeny se ¢lenem odpovidajicim hodnoté s — 1 — &,
nebof

(2 + Dmi (26— 1—k) + 1)
S S

= 2mi .

Znadime-li znakem Ra redlnou dast ¢isla @, mame podle (91)

r
szf—l ia-l (2k+1)1’!l—;—

c
(92) T 22

.
LB

Nésobim-li zde v ka?dém séitanci Sitatel i jmenovatel hodnotou kom-
plexnd sdruZenou se jmenovatelem, obdrzim

3s-12.COS (2k+1)n—:~ — cos (2k + l)nr —!

82T~ 1

Z =2 3 - -
1 4z =0 (2_008(210-};1)1:) +(sin(2ktl)n>
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Méme nyni integrovati od 0 do + oo; jezto r je liché, je integrand
v (90) suda funkce, a tedy

© A
r 1 8271 . 1 8271
J(?)_?fl+z‘dz~41.ﬂ!}w_2_ fl+z‘dz_
- -4

4 r—1

$-1 fzcos 2k + 1)11:—:—-—005 2k +1)n

= — lim dz =

2 :
At ¥50 ) (z oo 2K ;L 1) n) + (Sin (2% 7: 1) 7:):

-1
= — lim 2 I(4),

A->+4+o k=0

kde I,(A) znadf integril pravé napsany. Pro zkriceni piSme nynf

K7
-;' = . Tedy

4
M(iz— 2) + N

Ik(A) = (Z _ 1)2 +‘ug

dz,

kde
M =oc0s(2k +1)ra, A=cos(2k +1)«x,
p=sin (2k + 1) x > 0 ,32)

N — Mi= —cos (2k + 1)(r — 1) «,
N =co-~ (2k +1)ra . cos (2k + 1) & — cos (2k + 1)(r — 1) & =
= —8in (2k + 1) rx . sin (2k + 1) & .

Ale
(A — 20 + w2 N z_q“‘
I(4) =1 i
w(4) =3iM lg(_ A= 7 + 8 + p arctg ral

Odtud ihned

. N .

lim I;(4) =0 + — = — =sin (2k + 1) r«,

A—>+© 12

2k+17r<1r

3%) Nebot 0 < 5
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takZe celkem

$s-1
J(-'-) —n > sin(2k + 1) ra,
8 ¥=0
go-1
co% je imaginérn{ $4st geometrické Fady S = = D el(@k+1rs g kvocientu
E=0

2r
olzra — gt ™ #+ 1 (nebot —:- nenf celé éfslo). Tedy

e(3+1)ral — el — 2t

™
S =T = = i n 33
e2ral __ ] ersl _ g-ral sin ro ’ )
r T
takze J (—) =
8 . r
sin w —
8

Pro vy3etfované hodnoty b = —:7 (r, 8 celd nesoudélnd, s sudé,
0 <= < 1) je tedy

(93) J(b) = —

T sinwh

Zde je pravé strana spojitou funkef b v (0, 1); dokdZeme-li totéZ
o levé strang, bude tim dokdzéna platnost rovnice (93) pro kazdé

b e (0, 1). Nebot mnoZina M <;néch hodnot b = % , pro néz jsme jiZ
rovnost (93) dokézali, je zFejmé& husté v (0, 1); spojité funkce J(b) —

= @(b) je pak rovna nule v mnoziné M a tedy (jeZto pro

sin mb
by € (0, 1) je p(by) = lim @(b) = 0) je rovna nule v (0, 1).
b—be
beM
Spojitost funkce J(b) v intervalu 0 < b < 1 pak plyne takto:

-1
budiz 0 < b, < b, < 1; potom pro b, < b < b, plati lz:_ Z < abe—1

< z%-2 pro x > 1. Integrabilnf majorantou

2b-1
1 42

1) Jo totiz e = ™! = — 1.

prod <z <1
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pro funkcl xb (pro b, < b < b,) je tedy funkce g takto definova-

na: g(z) = 1 pro 0 <z <1 (pamatujme, Ze b, — 1> — 1),
g(z) = x"l" pro z 2> 1 (pamatujme, %e b; — 2 < — 1).3¢) Tedy je
J(b) spojitd v kaidém bod® intervalu (by, b,) a tedy i v intervalu
(0, 1); tedy (93) platf pro vSechna b ¢ (0, 1).

Poznédmka 1. Vysledek prave odvozeny vede k dileZitému vztahu
pro funkoi I'. Provedeme-li v integralu
1
B(p,9) = 0f.f/”‘l(l —y)"tdy (Rp >0, Rg > 0)
substituci

y:

x ] gy 1 d dz
l-}—x’ y—l_}_x’ Yy = (1 x).

dostaneme

(94) B(p, q) f(l e @ >0 %g>0).

Specidlné pro p =8, ¢=1—8, 0 <8 <1 dostdvime vzhledem
k piikl. 28 §3 a k rovnici I'(1) = 1 podle (93) dileZity vztah B(s, 1 —
—8) = , t. .

sin 738

(95) D(s) T(1 — 8) =

pro 0 <s <1.
7S

§ 6. Derivace integrilu podle parametru. Pijde o derivaci funkce
F(«) ze vzorce (83); zde tedy « bude jiZ znamenati redlnou promén-
nou.

Véta 108. Budif M C E,, budiZ I nezvrhly interval v E,, budi? f(z, o) =
= f(%, ..., %, &) komplexni funkce r + 1 redlngch proménnych. Necht
plati toto:

- 1

3) Jednoduseji: f lx:_

1
dz je spojity v (b, by), je%to méme majorantu z>~1;

+ o + o

taksé { je tam spojity — majoranta oP~2; tedy té% J(b) = f + f je tam spojity.
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1. Integrdl (Lebesgue-Stieltjesiv)
(96) F(e) = Jf(a o) du

konverguje aspori pro jednu hodnotu « € I.

2. Pro ka#dé o« el jest f(x,n) (jakotto funkce bodu x) u-méfitelnd
v M.

3. Existuje u-nulovd mnoZina N c E, tak, Ze pro véechna xe M — N

a pro vdechna « € I existuje konelnd W . 35)

4. Existuje funkce g(x) e L(M) tak, Ze pro katdé xe M — N a pro

kaZdé « e I je %g;i) < g(z). (Pfitom N je mnofina z podm. 3.)

Potom plati: Pro kaZdé x € I je integrdl (96) konvergentni a je3°)

(97) o) = f a_f% du (pro katdé x e I) .

M

Dukaz. Je-li ae I, « + hel, je pro kaZdé xe M — N podle véty
o pfiriistku funkce a podle 3 a 4 3¢)
(98)  |f@ &« + k) — f(x, &) = |h folx, « + OR)| < |B| g(2) ,
kde 0 < @ < 1. Specidlng, je-li x e I a je-li xye I onen bod, pro néjz
(96) konverguje, plati pro véechna ze M — N

(@, ®)| < |H(z, ao)| + | — o] 9(2) ,

takZe vskutku (96) konverguje pro kazdé « ¢ I. Je-li déle a e I, o« +
+hel, h +0, je

f(.’l?,CX + h}z — f(x) 0‘) d/t

1
= (P& + h) — (%)) =
M
Zde je funkce
1
y(@, h) = 5 (f(z, & + k) — f(z, %))
38) V podatednim (po piip. koncovém) bod¥ intervalu I, jestliZe tento bod
patii k I, minfm derivaci zprava (po pfip. zleva).
%) P f.(z, o) = 2

%'
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pro kazdé h + 0, « + ke I37) u-méfitelnd v M, dile je pro viechna
xe M — N (viz (98))

%ir{.l Y(z, h) = fu(2, &), |p(z, h)| < g(x)
(pro « + hel, h % 0).
Podle véty 106 je tedy

[fal@, &) dp = lim [y(z, h) dp =
M h—>0 M

— lim & (F(x + b) — F(s)) = F'(),
h—0 h
ooz bylo dokazati. (OvSem: je-li « polétetnim, po p¥ip. koncovym
bodem intervalu I, je nutno misto A — 0 psiti A — 0 4, po piip.
h—>0-—.)

Vidite, Ze v&ta 108 je témé&i bezprostfednim dusledkem véty 106;
poskytuje viak velmi vydatny prostiedek k vypoétu integrdlu. Pri
tom se postupuje hlavné trojim zpisobem, ktery vyloZime v tomto
paragrafu a v n8kolika dalSich na ptikladech, tykajicich se jiz vyhradné
Lebesgueova integralu.

I. Dovedeme vypotisti F(x) = [f(x, x) dy; odtud derivovénim
M

podle « 1ze vypodisti dalsi integraly.
1

P¥fklad 1. Pro « > — 1 je fx“ dx:;—_l*_-i. Odtud derivo-
vanfm 0

1
1 1

1
oxa d
(99) fﬁdx: fx"g”d“a(;—ﬁ):—w—n--
0

0

UZitf véty 108 je pro « > — 1 p¥{pustné z tohoto divodu: Zvolme
xg> —1;, pro a > oy, 0 < <1 je 0<ax* < 2z*, takie pro «
v intervalu (x,, + 00) m4 funkce %z; = z21g z ,,integrabilnf majo-
rantu‘ z* |Ig z| (uvaZte, Ze |Ig z| roste pro z > 0 + pomaleji do ne-

¥) Bod « e I 8i nynf myslim pevn& zvolen.
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koneéna neZ jakdkoliv mocnina z-7?, y > 0). Tedy (99) plati podle véty
108 pro kazdé &« > «,. Jeito jsme mohli voliti za «, jakékoliv &fslo
véts nez — 1, plati (99) pro ka¥dé « > — 1.38)
Podobnym zptsobem doka%e étendi pouZitelnost véty 108 (po piip.
véty 106 nebo 107) v piikl. 2—9 i ¢asto ddle; nebudu to jiZ rozvadéti.
Postupnym derivovdnim dosp&jeme ke vzorci

1
1 n!

d» !
[xalg"xdx*————n(_—_) = (=1 ——
(100) & dom \x + 1 (x + 1)n+

proa> —1, n=12...
P¥iklad 2. Obdobné ze vzorce

+ o

dz 1
f;;=a_1(a>l)

1

odvodte

+ o

!
(101) f x““lg"xdx=(—a—_’n'l—)n+l Pro oc>l,n=1,2,...
1

Piiklad 3. Z integralu

+o

dz ]
foc—}—x’:ﬁ_ (x> 0)
odvodte pro « > 0,n = 2,3, ...
+®
dx _1.3.5...2n —3) =
(102) f(cx +a)n 2.4.6...(2n — 2) 4n-%

-

Pi#iklad 4. N&¢kdy parametr do integrilu teprve vkladdme, aby-

+®
chom mohli u#iti véty 108. Na p¥. chceme vypodisti [ e~#z" dx (n =
=12..). 0

38) Tohoto obratu se 8asto u#ivé: nemohli jsme pifmo volit &y, = — 1, je%to
1

{:c“l Ig # dz diverguje.
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Vyjdeme z integrilu
+
1
f edy = — (x> 0),
0.4
0
nadez derivovdnim dostaneme

+

n!
e~%gpndy = —T @ dosadfme &« = 1.

0

Ptiklad 5. Véty 108 lze u#iti nejenom k vypodtu uréitych integraly,
ale té% k vypodtu primitivnich funkei. P¥klad: Pro « > 0 je

fe"“dt = le""‘ .
(29
Derivujme nyni (pfi pevném z) n-krite podle «; vyjde
z

o (1
n oot _ —— | — @%%
(103) ft et dt = o— (a e )

-

To platf pro ka#dé x ¢ E,, « > 0. Derivace levé strany (a tedy i deri-
vace pravé strany) podle z (pfi pevném «) je z"e*?, t. j. funkoe (103) je
primitivni funkef k funkei 2"e** (ve smyslu J 1, kap. IH, § 1), t. j.

n
(104) fx" e dgy = E_ (_1_ e“')
oo™ \ &
pro z € E,. TyZ vysledek dostanete pro « < 0, vyjdete-li ze vzoroe
+

feafdtz__];eam.
[+ 4

Pi#iklad 6. Pro z > 0 je

z +

d xa-{-l d xa+l
a —_— J— a —_ e —_—
t= di a+1proa> 1, t= dt 0‘+lprooc< 1.

(1} z
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Odtud jako v prikl. 5

n _ on e+l
(105) fx Ig xdx_a—(a+l

aﬂ
Obdobné najdete prox > 0, n =1, 2, ...

dz (__ 1)” 1 on-1
(106) f (« + 2"~ (n—I)! dan-1 (V— amgy“)
P#{klad 7. Z integralu J(b) v § 5 obdrite ihned

+

)proa:}:—l,n:l,2,...

b1 Teal—1

(107) Kl(a,b)zf a+xdx=sinnb pro a>0, 0<b<ll.

0
Derivovanim podle a obdrzite

_ b1 . 1';(1 — b) ad—2
(108) Ky(a, b) = Of I e

pro a > 0, 0 <b < 1. Ale integrdl Ky(a,b) konverguje i pro 1 <
< b <2 Pro 1 <b <2 dostanete jeho hodnotu, integrujete-li per

partes:
+ ©

Ky(a, b) = f (Gl A (b—1)— mas”?
[1]

a +x sin ©(b — 1)

(podle (107), jezto 0 <b — 1 < 1), takZe (108) platii pro 1 <b < 2.
Ale K,(a, b) je pfi pevném a > 0 spojitou funkef b v intervalu (0, 2),
coZ se nahlédne podobné jako v § 5 pfi J(b).

Tedy plati (108) i pro b = 1, nahradime-li pravou stranu (jez nem4
pro b = 1 smyslu) jeji limitou pro 4 — 1, t. j. &islem a-1. V tomto
smyslu plati tedy (108) pro 0 < b < 2. DokaZte Gplnou indukei, Ze pro
a>00<b<mn jest

+ o
2-lde _ (— 1 (b—1)(b—2) b=+ 1) s
@+ )" (n — 1)! sin wwb

(109)
) Pro celé b = p musim vziti ovSem limitu prislu¥ného vyrazu pro b — p.
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Odtud derivovanim podle 4 (pro ¢ > 0; 0 <b <n; k=1,2,...)
vyjde, Ze integral
+

z-tigkz dz
(o) | s

je roven k-té parcialni derivaci pravé strany v (109) podle b.39)
Priklad 8. Jest (viz kap. III, § 7 na konoi)

oo

+ ——
l1|/=
—ayt —_ o
fe dy 21/“ pro « > 0.
0

Derivovanim podle & vychdzi
+

(111) f y2ne—«v’dy=1‘3‘5"'(2"_1)1/;.a-“-*

on+1
0

prox > 0,n=0,1,2,... Naproti tomu vzoreo

+

(112) [ y*™Fle ¥ dy=4nla™! (x>0,2=0,1,2,...)
0

dostaneme z piikl. 4 substitueci 2 = z.

II. Nékdy dovedeme vypodisti F'(x) =f$ du,natez F(x)=
M
= [f(x, x) du stanovime jako primitivni funkei k F'(x); musime
M

oviem uréiti vhodnym zpisobem ,,integraéni konstantu‘‘.
Priklad 9. VySetiujme

+
e-oT __ e—ﬂz
(113) I(x) = —~;—dx (x>0, >0);
0
pfitom budeme tento integral vy3etfovati p¥i pevném g jako funkei
+ oo
a«dl) Jest I'(x) = — [e-**dx = — a~1, tedy I(x) =C —lga,
0

40) Jons je pfi pevném & > 0 spojitou funkei b v (0, n).
41) Integrovand funkce mé v bod$ z = 0 limitu f — o.
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kde C nez4visi na «. Dosazenim « = f# (jest I(f) = 0) plyne I(x) =

‘;" .
Podobné pro integril
+®

mw=ftm‘”“+w—mewﬁxw>mﬂ>m
0

8 z
plyne K'(x) = — I(x) = Ig % a odtud integraci a dosazenim x = g
F—@—p
Priklad 10. VySetiujme integril

+

(114) I(a)=flg_f%:‘;i')dx @=>0,5>0).

vyjde K(x) = «1g

Tento integral je spojitou funkef a (pfi pevném b) v intervalu
<0, + o0), nebof pro 0 < a < 4 (0 < A < + o) midme integrabilnf
majorantu Ig (1 + 4222): (1 + b%22). Pro a > 0 je

+

, 2a2* dx .

(115) I@=f0+mw+mw
0

nebot, jsou-li @, < a, jakékoliv koneénd kladné &fsla, mé integrand
Pro a, < a < a, integrabilni majorantu
2a 2%
(1 4 ad2?)(1 + b*a2) °
Proa > 0, a + b dévé rozklad na &isteéné zlomky

+o
oy 2a 1 1 _ '
I(a)—b'—a’f(l +a'x’—l+b'x')dx~b(a+b)'
0

Naésledkem spojitosti levé i pravé strany v bodsé b (viz 42)) plati
tento vysledek i pro a = b, tedy pro vSechna a > 0. Integraci plyne

42)

43) Tedy je (115) také spojitou funkef a v (0, + ).
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(proa > 0) I(a) = il:- Ig (@ + b) + C, kde C nezavisi na a. Jeito zde

obé strany jsou spojité zprava v bodé 0 a jezto I(0) = 0, vychézf
a+b

b
Vidite (to se vyskytuje Gasto), Ze jsme zde kombinovali pouZit{ deri-
vace (pro @ > 0) a spojitosti (k uréenf konstanty C).

Poznédmka 1. Stoji za to uvésti tento klasicky pfipad, kdy lze
uziti vét 107, 108:

I. BudiZ f(z, &) = f(zy, ..., &y &y, ..., &,) koneéné komplexni funkece
r 4+ 8 redlnych proinénnjrch; budte M CE,, N CE, kompaktni mno-
Ziny. BudiZ f(z, x) spojitd v mnoZiné P = M X N. Potom funkce
F(x) = [f(z, «) dz je spojitd v N.

M

(limitnfm p¥echodem a— 04) I(a) = % Ig pro a > 0.

II. BudiZ f(z, x) = f(zy, ..., Z,, «) komplexni funkce r + 1 redlnych
proménych; budiz M c E, kompaktni, — 0 <y <8 < + oo. Funkce

flz, &), af(:;a) budte kone&né a spojité v mnoZing P = M X {y, 6).

Potom funkce F(x)= [f(z,«)dz m4 v (y,d6) derivaci F'(x) =
M

= f a—,(;”‘—a) dz (v bodé y minim derivaci zprava, v bodé d zleva).
M

Dikaz. I. Existuje C; (0 < Cy < + ) tak, Ze vSude v P je
|z, «)| < Cy. Cislo C, je tedy ,,integrabilni majorantou* a lze uZiti
véty 107.

oo
Priklad 11 (duleZity). Pro libovolné r ¢ E, poloZme

II. Podobnd < C, a uZije se vty 108.

(116) I(r) = ﬁg (1 +2rcosz + %) dx.
0

Pro0 < z< njevyrazl + 2rcosz + 72 = (1 + r cos z)* + (rsin z)?
vidy kladny aZ na ten ptipad, kdy r cos z = — 1, rsin 2 = 0, tedy
r % 0, sinz = 0, tedy budto 2 =0 & potom r = — 1 nebo z ==
a potom r = 1. Tedy je integrand v (116) a podobns integrand v (117)
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funkei spojitou v kazdém (dvojrozmérném) intervalu 0 z<m,
a<r<b (a b konelnd), jestlize interval <{a, b) neobsahuje bod 1
ani — 1. Tedy je (viz pozn. 1) pro viechna r + + 1 funkce /(r) spo-
jitd a je

T

oy cosx +r
(117) I(r)_2~l-1 +2rcosx+r’dx°
0

Vypoétéme I'(r) napied pro |[r| < 1, r + 0 (napfed trochu zjednodu-

—r
l+rt—u)'

8ime, potom zavedeme substituci tg }= = ¢t a koneéné

T
U | r? —1 .
I(r)_Tf(l+1+2rcosx+r’)dx—
0

+ o

+
w 2""—lf dt _n_if du
=+t r QA+ +Q=r2er r rJ14+u
0

0 .
Podle (117) plati tento vysledek i pro r = 0, takZe I(r) je konstant-
ni v (—1, 1); jezto I(0) = 0, je tedy
(118) Ir)=0pro |r| <1.
Pro |r| > 1 je pak

T

I(r) = flg(r’(l +%cosx + —rl—,)) dz =
(119)

l'<la.tedyl(—l-)=0.
r r

Zbyvéa I( 4 1). Dokédzeme-li, Ze integrand v (116) m4 v uzavieném
intervalu — 1 < r < 1 ,integrabilni majorantu*, bude tim dokdzéna
spojitost I(r) v {(—1,1> a tedy (podle (118)) rovnice I(+ 1) = 0.
Alepro r| £ 1,0 <z < je

jezto
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1 4 2rcosz +n <4,
1+ 2rcosx +1r*=1—cos?z + (cosz + 7)? = sin*z > 0,

tedy
2lgsinz <lg(1 + 2rcosz + 1) <lg4

(uvazte, Ze zde Ig sin z < 0). Tedy zfejmé
[1g (1 + 2r cos x + )| < Max (Ig 4, 2|Ig sin z|)
T
a jde jen o to, zda [|lgsin z| dz konverguje. Jeito sin (x — z) =
0
= gin z, staéf se omeziti na integraci od 0 do iw. Ale v (0, =) je

sinz > % z, tedy

0>lgsinx>lg%+lgx,
tedy
[lgsinz] = — Igsinz < —lg% — gz

i
a [lgz dz konverguje; tim je dikaz proveden. Vzhledem k rovnicfm
0

14 cosx=2co8*ixr, 1— cosz= 2sin?}x

T

lze rovnicfm I(l) = I(— 1) = 0, t. j. rovnicim [(Ig2 + Ig (1 +
o

+ cos z)) dz = 0 dati tvar

ki3 T
flgcos jxdxr = [Igsin jadz = —=nlg2.
0 0
III. N&ékdy se nim nepodai{ pfimo vypoéisti ani F(x) = [f(z, «) .
M

R of (x, x) ; , . .
.du ani F'(x) = J I du, ale poda¥i se nam nalézti vztah mezi
funkcemi F, F’ (po p¥ip. mezi F, F', F" atd.), t. j. tak zvanou dife-
rencidlni rovnici pro funkci F. Refenim (nebo, jak se ¥{ké4vai, ,,integ-
raci) této rovnice se nim n&kdy poda¥ nalézti F. Radu pifkladi
tohoto druhu viz v § 8—10 i v daldfch kapitoldch (hlavng v kap. VIII,
§ 4 a potom — pro t. zv. ,,zobecnéné integraly — v § 6).
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Napied si vSak pfipravime ndkolik drobnosti z theorie diferencidl-
nioch rovnic, které budeme potfebovati (mnohy &tenéi je asi znd).

§ 7. Dv& pozndmky o diferenciélnich rovnicich. V&ta A. Budle p(z),
q(x) funkce koneéné a spojité v intervalu (a, b) (mohou byti komplexnt).
Zvolme _primitivnd funkce®s) P(x) = [p(z)dz, Qz) = [e™® g(x) dx
v tntervalu (a, b). Potom funkce (komplexnt) y(x) vyhovuje v tntervalu
(a, b) rovnici

(120) ¥'(2) + p(z) y(z) = q(=)
(3. zv. linedrnt diferencidlnt rovnice 1. ¥ddu) tehdy a jen tehdy, je-li
(121) y(z) = (Qx) + C) e~ "D,

kde C je jakékoliv (koneiné) komplexni Cislo.

Poznamka 1. Je-li g(x) = 0 pro viechna ze (@, b), zjednodusi se
(121):
(122) y(x) = Ce~F@

Poznidmka 2. Jsou-li p,q reilné funkce, lze zvolit primitivni
funkce P, @ rovnéZ reilné, nadez funkce (121) je reilnd tehdy a jen
tehdy, je-li C redlné.

Dukaz véty A. Rovnici
(123) y(x) = A(z) e~F® neboli A(x) = y(z) e¥®@
je kazdé funkei y piifazena jistd funkce A a naopak. Je jasno, Ze y ma
derivaci‘!) tehdy a jen tehdy, mé-li 4 derivaci (uvaime, Ze P’(zx) =
= p(z) existuje). Funkce y vyhovuje pak rovnici (120) tehdy a jen
tehdy, je-li
2 (4(2) o) + pla) Alz) o7 = gla)
t. .
A'(z) e~ P = g(z), A'(x) = " g(z), A(z}= Q(z) +C;
odtud a z (123) plyne tvrzeni vty A.

) T, j. zvolme pfislugné ,,integra¥nf konstanty«-.
44) Minfm vlastni (konefnou) derivaci.
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Vypodteme nyni n8kolik pifkladi, a to privs ty, které budeme déle
potfebovati.

Ptiklady. Rovnici ¥y’ = ky (k konstanta.) vyhovuj{ pravé viechny

funkce y = Ce*. U rovnice y' = — 2— y (@ + 0 konstanta) je

g 45
P(z) = f dz = :a ); vyhovuji ji prdvé vSechny funkce y =

L)

= Ce 4s, Zde se uzivalo zjednoduseného vzorce (122). Vzorce (121)

uZijeme u sloZitéj8i rovnice y’ = y (a #+ 0 konstanta).

z*

Zdo 1) = 2, 4(@) = 55, Ple) = 20 ) Qle) = oo [ oW dz. Aby

byla primitivn{ funkce @ jednozna.éne stanovena., volme t¥eba Q(z) =

2 2’
x?

L
= % f e*e dt; viechna FeSenf naif rovnice jsou tedy dana vzorcem

Vé&ta B. Budte «, f,y koneénd komplexni &isla, o + 0. Budte A, u
kofeny rovnice x&® + B& + y = 0. Potom funkce

(124) y(x) = Ce™® + Cpe*® (jestlite A + u),
po pfp. funkce

(125) y(x) = C0™® 4 Cgxe™ (jestlite A = pu)
vyhovujt rovnici

(126) xy'(z) + By +yy@) =0

v celém intervalu (— o, + ®); pfi tom C,, Cy jsou jakdkoliv koneénd
komplexnt Eisla. Naopak, jestlie funkce y vyhovuje rovnici (126) v néja-
kém (sebekrat¥im) intervalu (a, b), md y v (a,d) nuiné tvar (124), po
pHp. (125).

45) Mohl jsem volit také jinou primitivnf funkei.
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Poznidmka 3. Rovnici tvaru (126) se i{kéd homogenni linedrni dife-
rencidlni rovnice 2. fddu s konstantnimi koeficienty. Funkei, kterd
vyhovuje n&jaké diferencidlni rovnici, se obydejné ¥ikéd integral té
rovnice.

Dikaz. Vite z algebry (nebo z D I, str. 531 (pfed vétou 224) nebo
z ) 1, kap. XI, § 1, cvi¢. 8 — jde o piipad dvojndsobného kofenu), Ze
A = p tehdy a jen tehdy, je-li derivace 244 + f = 0. Vite rovnéz

(stalf rozloZit a&* + fE +y = x(& — ANé— ), Ze A + p = — —g.

Piifadme kazdé funkei y funkei z rovnici y(zx) = 2(z) e’*. Ziejmsé
existuje y"%) tehdy a jen tehdy, existuje-li 2”. Déle: y vyhovuje
v (a, b) rovnici (126) tehdy a jen tehdy, je-li

a(ze")" + B(ze®) + yze** =0,
t. j.47)

a2" + (24 +p)2' + (A2« + A8 +y)2=10;
jeito A je kofenem, lze tuto rovnici psdti — oznadim-li jesté 2'(z) =
= u(z) —
(127) auw'(x) + (246 + B) u(z) = 0.
Délme &islem & + 0 a uZijme véty A; dostaneme, Ze (127) je ekviva-
lentni po fad$ témto vztahtim:
1. V piipad® A # u, t. j. 2dx + f + O:

- LA
2'(x) = u(x) = ke (2”"‘) = ke~ »* (| konstanta),

2(x) = Cye® =M% 4+ O, y(x) = C1e™ + Cpet* .
2. V piipadé 4 =y, t. j. 240 + f = 0:
w'(@) =0, /() = u(®) = C,, 2(x) = Cx + C,,
y(x) = C,e" + Cyxe* .

Piiklady. ¥” = y. Rovnice £ — 1 = 0 ma kofeny + 1. Reeni
rovnice y = C,e® + Cye . U rovnice y” — 4y’ + 4y = 0 m4 rovnice
£ — 4£ + 4 = 0 dvojnasobny kofen A = 2; tedy FeSeni y = C,e?* +

46) Minfm vlastni (konefnou) derivaci.
47) Délim &islem e** % 0.
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+ Cgxe?s, U rovnioe y” — 4y’ + 5y = 0 mé rovnice £ — 4£ +65=0
koteny 2 + i. Tedy feSeni C,e®+V? | Cpe?~1?, Jako cvideni (ale ne-
budeme to v dal§im potfebovat) miZete zjistit, Ze systém vSech FeSenf
je v tomto pfipadd din také funkcemi e%*(K, cos z + K, sin z) s libo-
volnymi konstantami K,, K, a %e reilné fefeni dostaneme jen pro
redlné hodnoty K,, K,. Obeonéji: Jsou-li «, f, y redlnd, kofeny r 1 is
imagindrni, 1ze fefeni psiti téz ve formd e (K, cos sx + K, sin sz);
pfitom realnd FeSeni dostanete jen pro redlni K,, K,.

+ o + o
§ 8. Integrily I(b) = [ e~ oco0s bz dz, K(b) = [ e~ sin bz dz pro
0 0

a > 0. Pfi pevném a > 0 vySetfujme tyto integrily pro realné b.
Derivovénim podle b a potom integraci per partes dostdvame

+ o +©
Ire)=— f xe~%' gin by dx = ——'% [ e~ cos bz dz
0 0
(integrand v prvnim integralu m4 ,,integrabilni majorantu‘‘ ze-'),
bl
t.j. I'(b) = — 2—1;1(1)), nade? podle p¥ikladu v § 7 je I(b) = Ce %e.

Konstantu C uréime dosazenim b = 0; jezto I(0) = %V% (viz ko-
nec § 7 v kap. III), vyjde

1
2

— b

(128) I(b) = % e % proa>"0.

1

Uplné obdobné dostaneme rovnici K'(b) = %2 El:_z K(b); odtud

(viz p¥fklad v § 7) a z rovnice K(0) = 0 plyne

b ¢
(129) K(b) =%e'47feﬂ dt pro a> 0,
0
tedy vysledek podstatnd sloZit&jsi nez (128), aé oba integrily I, K
vypadaji na pohled stejné ,sloZitd‘. Rozvinete-li v (129) integrand
v fadu

i 1 ¢2n
o/ m 22ngn
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a integrujete ¢len po &lenu (jde o fadu s kladnymi &leny), dostanete

) ) 1 ben+1
_ 1a
(130) K(b) = 2a °© ,Zo n!(2n + 1) 2ngn *

Jako ovideni vypoditéte I(b), K(b) jesté jinak. Predeviim rozviiite
cos bz po piip. sin bz v fadu a integrujte ¢len po élenu (integrabilni
majorantou ke viem ¢ésteénym soudtim bude na pf. funkce e **

. e®). Pro I(b) vyjde

@

+
@ n ph2n
Z 2n)' e~z dx ;
0

n=0

podle (111) v § 6, piikl. 8 snadno zjistite, Ze tento vysledek lze psati
ve tvaru (128). Podobné vyjde (uZitim (112))

b (= 1)rn! (b2 "
(131) K(b) = 2 G 1) ( ) .

Zjist&te jako cviteni pfimym vypodtem, Ze pravé strany v (130), (131)
bl

maji stejnou hodnotu. Névod: V (130) rozvitite e * v fadu a provedte
nésobeni obou ¥ad v (130). Srovnate-li pak koeficienty p¥i b**! v této
fadd a v (131), vidite, Ze jde o ovéfeni vztahu

4n(n))? i 1
2n +1 ¥=o 2k + 1 ’

1
ale pravé strana je [(1 — 2?)" dx, a tento integrdl snadno vypodtete

0
(nejlépe integraci per partes, sniZujice postupnd mocnitele « v integralu
1
(1 — 2)*(1 + z)’ dz).
0

: ]
© _,a_%

+ L
§9. Integrél I(x) = [ o *7% dz. Pro viechna relné « méme in-
0

tegrabilni majorantu e =%, takZe I(x) je funkce spojitd v (— oo, + ).
Déle je to funkce sud4 (stadi tedy vySetfovati « > 0) a je 1(0) = }|/x.
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Formélnim derivovénim dostaneme (oprdvnénost zjistime dodatedns)

+

(132) I'(x) =f (— 2ae"‘":")%.
0o

Funkce le-* je omezensa v {0, + o), nebot pro A — -+ oo m4 limitu

3 _*
0. Tedy je 0 < 9‘—2 e # < k (k konstanta) pro « > 0, 2 > 0. Je-li

tedy «, > 0, plati pro viechna & > g, z> 0 nerovnost ~e = <

< ;k-, tak¥e integrand v (132) m4 pro « > «, integrabiln{ majorantu
(1]

2kx,-le-7"; tedy (132) vskutku platf pro kazdé « > 0. Substituci

= y obdrzime ihned I'(x) = — 2I(x) a tedy podle piikladu v § 7

je I(x) = Ce-2* pro « > 0. Nésledkem spojitosti platf tato rovnice

ipro & = 0, nadez dosazenfm & = 0 plyne I(x) = }|/7we-2= pro« > 0.
Jezto I(x) je sudé funkee, je I(x) = 3]/me-2el pro ka¥dé re4lné «.

(+v

§ 10. Integrél I(x) = [ fe ) ‘*y‘%d:cdy pro « > 0. Inte-

z>0
¥>0

grabiln{ majorantu dostaneme, dosadime-li « = 0, neboﬁ“)

o= [ et =)o) -

(viz (95) v §5). Tedy je I(«) funkce spojitd v (0, + o). Formélnf
derivovani dava

(133) I'(x) = ff( 3"") "*"*zux y"dmdy
V>0

Jezto funkce le-? je omezend (< C) v (0, +00), je (pro & > 0,
3 _ 2
z>0,y>0) %—y e @ < C;je-li tedy «p > 0, mé integrand v (133)

48) Uzivam opé&tovnd mltky Fubiniovy vity.
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pro o > «, integrabilnf majorantu 3Cx;'e*"vz~3y~1, tak¥e (133)

vskutku platf pro vSechna « > 0. Uziji-li v (133) Fubiniovy véty
a potom do vnit¥niho integralu (podle y) dosadim novou proménnou
ol dz

2 ), dostanu ihned I'(x) =

3 . 3
z:;?;(tedy y=_ dy = —
= — 3I(x), tedy podle piikladu v § 7 I(x) = Ke~3%* pro « > 0; ni-
sledkem spojitosti plat{ tato rovnice i pro « = 0, takze K = I(0),

I((x)=2—n

3

§ 11. Integrily funkci zdvislych na parametru: Integrace podle
parametru. Budiz f(z, «) = f(,, ..., %,, &;, ..., &,) funkece r + 8 pro-
ménnych; budiZ x, funkce s vlastnosti §, (viz kap. I, § 6, text za v&tou
7), budiz u, funkce s vlastnosti S, a budiz u,, definovino jakove v&té
70. Budiz M cC E, mnoZina u,-mé&fitelnd a budiz N C E, u,-méfitelnd.
Polozme F(x)= [f(x,«)du, %) a ptdme se, kdy miZeme integrovati

§74

e~3 pro « > 0.

F ,za integraénim znamenim¢, t. j. kdy plati
(134) [F(x) dus = [([f(z, &) dpee) dp, -
N M N

To nenf nic jiného ne# zéména integraéniho pofadi; podle Fubiniovy
véty plati (134), jakmile existuje (pfi komplexni funkei f &ti: konver-

guje)
f f(x, &) dpys .
MxN
Vzorce (134) uzivime dasto timto zplusobem k vypoétu integrala:

Déna je néjaks funkce F(x); nedovedeme pfimo vypoéisti levou stra-
nu v (134). Snazime se tedy vyjadiiti F(«) ve tvaru [f(z, ) dy, a vy-
M

podisti potom pravou stranu v (134). Timto zpisobem jsme jiz vy-
1

b __ a
podetli f:z: T de v kap. IV, § 1, pfikl. 3 (0 < e < b); nyni pti-
0

lIgx
pojime nékolik daldich piikladi.

49) Zde se integruje ,,podle x*¢.
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Pi#iklad 1. Pro « > 0, § = 0 mdme poéitati

+ ©
e-oz' _ -8z
I= f T da;
0
B8

integrand je pro z > 0 roven [e ¥* dy; jeito e **' je spojitd kladné

funkoce, lze uZiti Fubiniovy véty a psati (pi{5t8 budu strudnéjsi) pro
0<a<p
B 4+

r= [ (ferafae - [ oo

0 o

ﬁ —
=f%V%dy=V@—V5-

Vysledek plati ovéem i pro 0 < 8 < « (staéi vyménit «, f).
1

Priklad 2. Polftejme I =f

0

arctg x
xl/l — a2

arctgz

dz. Jest

1
dy . . . y
= f 1+ 2 a tedy (zaménou integraéniho poradi)
0

1 1 d
1= f f T ay.
(1 4 a9 )1 — 22
0 0
Substituce = sin @ & potom tg @ = ¢ ve vnitinim integrdlu déva

in +
de . dt . ]
I+ysie® | T+00+9) afitg’
0

0

takZe

d _
IZ%f Y =%lg(l+l/2).
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Priklad 3. Pro 0 < b < a potitejme

i
szlga-f—bsmx dx
h

a —bsinz sinx ’

Pro 0 <z < }n je

b
1 a+bsinzr 1 1 ) _
sin lga—bsinx-f(a—ysinx+a+ysinz dy =
0
b

dy
J“fmm-
0

Fubiniova véta®) a potom substituce tg z = ¢ ve vnitinim integralu
vede k vysledku

b iw b +o
dzx d¢
re s ([ i) = o0 [ ([ =) v -
0 0 0 0
b
= 2a f——n-dﬂ——znarcsini.
2(11/(1,a — a

0

Jak patrno, neni vidy snadno nalézti Gsp&snou cestu k fefeni.

Cvidenf

1. (K v&t§ 106.) Kdybychom misto v&ty 65 uZili v8ty 67, dostali bychom
tuto v&tu (s redlnym parametrem «): Necht funkee f(z, &) = f(zy, 3, -+, 2, &)
mé tyto vlastnosti:

I. Pro ka¥dé « ¢ (8, ) je f(z, &) (jako¥to funkce z, t. j. vlastng f**) u-méFi-
telnd v M. II. Pro u-skoro viechna zeM je 0 < f(z, ) < f(z, '), jestliZe
B < a <o’ <y. Potom je

lim [f(z,a)du = [ lim f(z, «) du .
a=>y—- M ME>Y—

80) V&imn&te si, Ze jde o integral kladné funkce.
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Ptiklady (pro a > 0):

in

1+ sina
flgl—smz smx—bl.tzn_

1 g+ bsinz dr
f 83 _bsinz smz’

in
lim

,,_.l_flg(b—smx) flg(l—sm:c)

2. Oznadme integrél z pi#kl. 3 znakem I(b) a zkusme jej po&itat derivovanim
podle parametru b. Pro — @ < b < a najdeme snadno
in

dz b3
I,b = =
® 2afa’—-b’sin’x Va’——b”

0

1) = f = dbb’ =n a.rcsin% (integradn{ konstanta se urdi z toho, %e I(0) =
ad —

= 0). Pro b = + a tento zplsob selhdvé a je nutno provésti limitnf pfechod
(viz cvié, 1). Vidime, %e jsme byli vedeni k tymZ¥ vypostum jako v pikl. 3,
aviak se dvéma rozdily (v neprosp&ch cvifeni 2): Pfedn§ jsme musili uréovat
integra&ni konstantu (coZ oviem v tomto pfiklad¥ bylo trividlnf), za druhé
jsme musili provést limitni pfechod b - a —. Tato pfibuznost i tyto rozdily
mezi integrovdnim podle parametru (Fubiniova v&ta) a derivovanim podle
parametru jsou dosti typické, ale nebudeme se jimi hloubdji zabyvat.

§ 12. Derivace integrélu podle parametru p¥i prom&nnjch mezich.
Omezime se na jednoduché integrily, pfi dem# integraénim oborem
bude interval. Zivisi-li jen horni mez na parametru, jde o integrél

B(x)
(135) Fa)= [ f(z,o)dz.

Pujde o to, za jakyoh podminek lze tvrdit, Ze v jistém bod$ «, existuje
derivace F'(x,), & jak ji vypoéisti.

Vé&ta 109. Budif xyeE;, 0 < A < + oo; budif B(x) redlnd funkce
jedné redlné proménné, majict v bodé «, koneénou derivaci; poloime
B(x,) =b. BudiZ — o0 X ¢ <b (b je ovdem koneéné &islo). BudiZ
f(x, ) komplexnt funkce dvou redlngch proménnych, o které predpokld-
ddme toto:
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1. Integrdl (135) konverguje pro vdechna & € (xg — A, &9 + A).

I1. Funkce f(z, x) je spojitd a koneénd v bodé [b, «,] vehledem k mno-
%iné € (x < B(x)).

[z,a]
I11. Existuje étslo K (0 < K < + ), funkce ¢(z) € L(c, b) a nulovd
mnofina Q C E,*) tak, Ze pro

(136) xe(xg— A, g +4),znone@, ¢c <z <b — K|x — oy

existuje L2 — {2, 2) a je |fufz, 2)| < pla).
Potom md funkce F(x) v bodé «, koneCnou derivact

b
(187)  F'(xo) = [fa(®, &0) dZ + f(b, &) B'(%) (b = B(xo)) -

0Sa o¢

xB(5)

/
Y

K B

g

N\

)
'
1
]
!
T
|
]
1
J osax

1
:
:
I
2

\

c

o

Obr. 7. Body [z, o], které vyhovuji rovnici z = b — K|a — |, tvoki dvé polo-
ptimky, opatfené na obr. 7 Sipkami. Body 1, 2, 3 na ose # maji po fad$ soufadnici
b — Kl|ay — x|, B(oy), b(= B(a)).

Dukaz. Je patrno toto: Jsou-li pfedpoklady splnény pro jisté hod-
noty 4, K, jsou splnény i pro kazdé mensi 1 a pro kazdé vétsi K.
Smime tedy predpoklddati, Ze

B(x,) — B(x)

&, — %

(138) K > |B'(x,)] = lim

oy oy

81) Jde o Lebesgueovu miru a Lebesgueuv integral.
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naceZ muZeme zvoliti A tak malé, Ze
(139) 0 < oy — x| < A= [B(o1) — Bloy)| < K|, — o -
Budte K, 4 jiz tak zvoleny. Pro 0 < |x; — x| < 1 sestrojme funkoi

B(x,) b

D)) = —— oy (cf f(z, &y) dz ~ cff(:c, %) dz) —

*i

(140) b
— cffa(x, &) da — B'(O‘o) f(b’ %) ;

méme dokazati, ze lim &(x,) = 0.

Ry >0y

Budiz tedy déano ¢ > 0. Zvolme ¢, tak, ze

b
(141) c<e<b, [p)de<e;
odtud a z IIT plyne '
b
(142) |[1ule, o) dz| < e

Toto ¢, podrime; uvaime, Ze pro o, dostatedn® blizké «, (fekndme pro
oy — &o| < 6y, kde 0 < 6, < 2) je ¢; <b — K|x, — | Tedy pro
|6y — o] < 6, jo (viz téZ (139))
(143) ¢ <e¢ <b— Klay — x| £ B(ay) .

Rozdé&lme, predpoklidajice stile 0 < |x, — ay| < d;, funkei D(«,)
na tii séitance:

(144) By(e) = L = (cfc}(x, &) dx—j}(x, %) dz) — cfbf,(x, %) dz,
1 b-K|ax, —a,) b—K|a,—a,|

(145) Do) = ——— ([ f@wa)de— [ f@ o) da),
1 B(a,) b

(146) D) = (b_ma,f.a.;f (%, o) da _b_m;,f.a..f (=, %) dz) —

— B'(ay) f(b, ) .
Podle I, III, (143) 1ze na prvni &len ve @, uZiti véty 108 a dostdvdme

€ 1
lim ¢l(al) = ffa(x’ ) dz — ffa(x: %) dz,

Ry —> &y
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a tedy podle (142)

b
(147) [lim @,(x,)| = [[fa(®, &) dz| < &.

Pokud se tyle P, uvaime toto: je-li « mezi «g x,,52) ze(c;, b —
— K|oy — o) — @, je tim spife xe (¢, b — K|x — o) = @, a tedy
muZeme podle III uZiti véty o pririistku funkoee:

1

X3 — &g

(f(x: 0‘1) - f(x> "‘o)) = lfa(xs O‘a)l g ‘P(x)

(g mezi &y, ;) & tedy podle (141)

b— Koy - a
(148) [Pe(x))| < f px)dzr < e.
Ve @; uzijeme piedpokladu II. PiSeme-li f(z, x) = (b, xo) + o(x, &), je
(149) lim oz, &) =0;

[z,a]>[b,x,)
< B(«)
lze pak psati
1
Py(x;) = po— (B(xy) — (b — Koy — o)) f(b, o) +
1 ]
B(a,)
+ L ( d
xy — & er(xl) xr —
b- K|, ~ax,|
1
- & — o (b — (b — Koy — o)) f(b, ) —
b
1
N o(z, ®y) dz — B'(ex) f(b, o) -
1 ]
b- K|, — x|

Vpravo je pét ¢lent; prvni, tieti a pity ddvaji

(150) 1o (B2 )

jezto b = B(wx,), ma (150) limitu rovnou nule. Pokud se tyée druhého
a Gtvrtého &lenu (t. j. obou ¢&lend, obsahujicich integraly), uvazme, Ze

83) Nevyludujeme pifpady & = &, & = «;.
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integradni interval kazdého z nich ma podle (139) délku nejvyse
2K|x; — | & Ze v integratnim oboru je |z — b] < K|x, — «,|. Podle
(149) existuje ke kazdému > 0 &slo u > 0 tak, Ze

(Jo — o] <, J& — b] < p, ¢ < B(x)) = |o(z, )| < 7.

Jestlize tedy je 0 < |x; — o] < p & soudasnd K|x;, — xo| < u, bude
v integradnim oboru obou zmin&nych integral |xr — b| < u, & tedy
le(®, &,)] < 7 v prvnim integrélu, |o(z, &,)| < # v druhém. Tedy druhy
a &tvrty ¢len davaji dohromady v absolutni hodnoté nejvyse

1

2. ———— . 2K|o; — | .y = 4Ky .
oy — ag] * 2Kloa = ] o7 7
To platf, jakmile |x, — &, < Min (/t, %) . T.j.: druhy a &tvrty é&len

ve Py4(x,) davajf pro x, > &, také limitu rovnou nule. Tedy (jezto
totéz plati o vyrazu (150)) je

(151) lim @y(x,) = 0.

&y >0y

Podle (147), (148), (151) (vime, Ze (148) plati pro 0 < |x; — &,| < 8,)
je patrno, Ze existuje é (0 < é < 4,) tak, Ze

(0 < |ay — x| < 6) = (|Py(xy)] < & [Pylx,)] < &, |Pyla,)] <€),
a tedy |P(x,)| < 3e. Tedy vskutku lim &(x,) = 0.

&y —>Gy

Pozndmka 1. Za piisluiné zméndnych piedpoklada (které si étendt
sém doplni) mé funkce

c -A(x)
G(w) =A(f)f(x, x)dz= [ f(— =z, «)d=
v bodé &, derivaci

—A(a,)

- (152) G'(x) = _f fol— @, o) dz — A'(0xo) HA(o), o)

kde integral vpravo je [f.(z, «,) d=.
A(ay)
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Ze (137), (152) pak plyne seltenim za piislusnyoh predpoklady, Ze
B(ax)
integral ) (f ) f(%, «) dz m4 v bod¥ &, derivaci

B(a,)
(153) A(af) fa(®, &g) Az + B'(xg) f(B(oxo), 0xg) — A’(0xe) HA (o), o) -
Ptfklad 1. Pro ka#dé a ¢ E;, « + 0 jo
at+1

4 sin ot dz =
do " 2z o

ot
a1

3
=1w¢f cos&.d—x—}—%csin
2 x

T .1
m — 20 sin E T.
Pozndmka 2. N4§ dikaz v&ty 109 byl dosti sloZity; v udebniofch
integrédlniho podtu se vzorec (153) obydejnd odvozuje zpiisobem mno-
hem jednodus¥im, ale za predpokladt mnohem vice omezujicich — viz
k tomu cvid. 1.

Cvideni

1. N4§ dukaz vzorce (153) byl dosti slofity; proto predkladdm &Etendfi
dikaz jednodussi, platny oviem za pfedpokladu daleko vice omezujicich. Budte
déany v E, oteviené intervaly (4, B), (C, D) a funkce f(z, 1) takové, %e funkce

0
f 3;—. jsou spojité a omezené v (4, B) X (C,D) (t.j.proA <z <B,C <A<

< D). Budi¥ C < xy < D a budte A(x), B(x) realné funkce takové, ¥e 4 <
< A(xy) < B(xy) < B a Ze existuji koneéné derivace A’(x,), B’(x,). PoloZme
B(x) b
F(o) = [ fx,x)dz, I(a, b, 2) = [f(=z, 4)d=,
A(x) a

tak¥e F(x) = I(A(x), B(«x), x). Tvrdim, %e F’(x,) ex{stuje a rovné se vyrazu
(153).

Diukaz. Pro A <a<b<B,C<ai1<Dije
b

T fan, %=/(b,1), ﬂ=faf(‘”»/‘> de

oa oA oA
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(pro&?). Jefto I mé nejenom parcidini derivace, nyjbri ¢ totdini diferencidl (pro&?),
muZeme uZft na F(x) pravidla o derivovani slofenych funkei (D ll, v&ta 189)
a obdrzime, %e F’(x,) m4 hodnotu (153). Pozndmka: V&ty o existenci

oI oI oI

o2’ b’ o2
plati za pfedpokladi (o funkei f) zna¥ng obecn&jsich; ale s existenc{ totélniho

diferencidlu jsou v obecndjSich piipadech obtife. Proto jsem v textu zvolil
obecn&jii vétu 109 s obtiZn&jsim dikazem.
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