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Kapitola 11

EXISTENCNI
VETY
PRO RESENI
DIFERENCIALNICH
ROVNIC

V celé této kapitole budou slova ,,okoli bodu [al, 0oy eeey oz,,,],, znamenat specialni
okoli tvaru

(1) |xy = ;| < Rys ooy |Xm — | <Ry (0 < R; £ +00),

tedy kartézsky soudin otevienych kruhd. Pro pohodli budeme fikat, Ze funkce
f(xys .-.s X,,) je holomorfni v kartézském soudinu uzavienych kruhii

2 |y —os| S 740ty |Xm — | ST (0 <r; < +0),

jestliZe existuji &isla R; > r; tak, Ze f je holomorfni v mnoZing& (1). Funkce f je potom
spojita, a tedy omezena na kompaktni mnoZing (2).
Aby vynikla zikladni myslenka, proberu v § 1 nejjednodussi rovnici

Z_j: =f(x’ y),

kde f je dand komplexni funkce dvou komplexnich proménnych. Budeme fikat, Ze
n&jakd komplexni funkce y(x) jedné komplexni promé&nné je feSenim této rovnice
v oblasti M < E (nebo také Ze spliiuje nebo vyhovuje rovnici v oblasti M), jestlize

pro viechna xe M je d—‘:le) = f(x, y(x)) (misto ,,fe¥eni diferencialni rovnice se
X

&asto tika ,,integral diferencidlni rovnice” — ale nebudu tohoto réeni uZivat). Cilem
studia takové diferencidlni rovnice je ziskat pfehled o feSenich této rovnice a o jejich
vlastnostech. JeZto feSeni y(x) ma mit v M derivaci (podle komplexni prom&nné),
musi y(x) byt holomorfni v M. Abychom dostali ucelenou teorii, je vhodné klést
n&jaké pozadavky na f(x, y); budeme pfedpokladat, Ze f(, ) je holomorfni v n&které
oblasti N = EZ Proto jsem také kap. I v&€noval po&atkim teorie holomorfnich funkci
né&kolika proménnych.
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§1

Rovnice ¥ = f(x,y)
dx

Budte dana komplexni &isla x, yo a funkce f(x, ) holomorfni pro
(3) Ix—xolér, |,V—.Vo|§R
(7, R konetn4 kladna). Hleddme funkci y(x) jedné komplexni proménné, ktera v ng-
jakém okoli bodu x, splituje diferencidlni rovnici

@ T =)

a nabyva v bodg& x, hodnoty y, (neboli spliiuje ,,po4teéni podminku* y(xo) = o).
Funkce y(x) méa podle (4) mit derivaci, tedy ma byt holomorfni v jistém okoli bodu x,
(viz (I) na za&atku kap. 1, § 3). Funkci f Ize v (3) rozvinout v absolutn& konvergentni
fadu

©) f(xy) =i.éoau(x = %0)' (¥ = yo)’
a hledétﬁe fadu
(6) . J’(x) = JYo +,§:1cm(x - xo)m s

absolutné konvergentni v n&jakém okoli |x - xol < ¢ a spliiujici v tomto okoli
’ )

rovnici (4).') To viak zfejm& znamena totéZ jako nalézt fadu n(¢) = Y. c,&™, ktera

m=1
v mnoZing |¢| < ¢ konverguje a spliiuje rovnici

— =Y aijf"l" =f(¢ + xo» 1 + Yo) 3
dé ijzo

stadi totiz poloZit y(x) = yo + n(x — X,). Po&atetni podminka y(x,) = y, piejde
v podminku 7(0) = 0. Tuto trividlni upravu (,,posunuti o konstantni vektor
[—xo0, — o)) nebudu uZ v pfistim paragrafu vykladat.

Budeme tedy od podatku pfedpokladat, Ze x, = y, = 0. Tedy
Q) fxy) =Y ayx'y!
i,j=0

1) Slovo ,,absolutné* zde oviem lze vynechat: jestlize mocninn4 fada o jedné proménné je
v néjaké oteviené mnoZiné konvergentni, je v ni absolutn& konvergentni, nebot neabsolutni
konvergence se mize vyskytnout jen v bodech konvergenéni kruZnice.
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je holomorfni v oboru
(8) K[=r. I =R.

Hledame fadu

©) - y(%) =...21 CnX™

ktera v jistém okoli ¥ po&atku konverguje a spliiuje tam rovnici (4). Jde ném o to,
dokazat, Ze takova fada existuje, a to jedini (podobn& jako u diferencidlnich rovnic
v redlném oboru). Zaroveil nas bude zajimat, jak velké l1ze vzit okoli V. Podotkn&me,
Ze f je omezena v (8). Existuje tedy M (0 < M < + o) tak, Ze

(10) |f(x, ¥)] £ M v oboru (8).

Vezm&me jakoukoliv fadu tvaru (9), konvergentni v okoli W potitku. Potom
pfedné pro x € Wje

(11) D) _ § et
dx m=1

Za druhé: fada (9) nema prosty &len, a proto podle pozn. 1 k v&t& 7 cxistuje. okoli
pocatku V = Wtak, Ze pro kazdé x eV je

(12 153 = L aip( en”Y

absolutné konvergentni fada a jeji soudet se dostane jako soudet mocninné fady

[ ]
Y dix*, kterou dostaneme tipravou vylienou ve vét& 7 (budeme krétce Fikat, Ze sou-
k=0

&et fady v (12) dostaneme ,,formélni upravou fady (12) v mocninnou fadu*).

JestliZe tedy (9) konverguje v okoli poatku, potom bude fada (9) feSenim rovnice
(4) v jistém (pop¥ip. mensim) okoli po&atku tehdy a jen tehdy, jestliZe koeficient mc,,
fady (11) se pro k~*dé m = 1 rovna koeficientu fady (12), forméln& upravené v moc-
ninnou fadu, pfi x™~!. Tato rovnost koeficientd znamen4 ziejmé& toté% jako splnéni
rovnic

€y =doo, 203 =ayo+ 1€y, 3€3 = Gz + @11y + Gg1Ca + AorC]
atd. Vcelku vypada tento systém rovnic zfejmé& takto:
(13) €1 = Ggg »
(14) " mc, = Po(ees @iy eey €15 €25 vney Cuy) Pro m> 1,
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kde P, je jisty polynom proménnych cy, ..., ¢,—; a nékterych a;; (zfejm& v n&m
mohou vystupovat jen takova a;; pro n&Z i + j < m). Koeficienty polynomu P,
jsou zfejm& celd nezéporna &isla (to je daleZité!). Je vidét, Ze (13) urduje ¢, a (14)
uruje ¢, pomoci ¢y, ..., C,—,. Tedy existuje pravé jedna fada (9), kterd vyhovuje
rovnicim (13), (14). V dalsim bude znamenat fada (9) stéle tuto fadu. Jde jest& o kon-
vergenci této fady. Ale napfed poznamenejme:

(A) Necht'V je okoli pocdtku s témito vlastnostmi:

) Rada (9) konverguje ve V.

B) Pro kaZdé x eV je f(x, (X)) rovno souctu mocninné ¥ady, kterou dostaneme
,»formdlIni tipravou* fady (12). Potom Fada (9) spliiuje rovnici (4) v celém okoli V.

To je zfejmé z pfedchézejici Gvahy. VySetfujme tedy konvergenci fady (9); ta zavisi
zfejm& na koeficientech a;; v (7). Zdalo by se, Ze k vySetfeni konvergence fady (9)
bude nutné podrobné studium polynomi P, abychom pomoci (14) mohli odhad-

nout ¢,. Ale pomoci znamenité ideje, pochazejici od Cauchyho, miiZeme tuto obtiz
obejit. Idea spoéiva v uZiti dominantnich fad. Budiz

(15) P Au'xiyj

i,j20
fada dominantni k (7), tj.

(16) Ay 2 |y,
ktera absolutné konverguje v oboru

(17) |x|<r, |y]<R

(tentokrate otevieném). Vezm&me diferenciélni rovnici
(18) -— = Z Aijxin,

kterou budeme ted vySetfovat jako diferencidlni rovnici v redilném oboru. Budeme
hledat fadu

(19) Y(x) =m§1C,,,x"' (tedy ¥(0) = 0),

ktera v n&jakém intervalu 0 < x < 4 (pfi¢emz 0 < 4 < r) konverguje (takZe oviem
konverguje i pro viechna komplexni x kruhu Ix[ < 4) a spliiuje pro 0 < x < 4
rovnici (18).
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Vezméme tedy n&jakou fadu (19) konvergentni v okoli po&atku. V tomto okoli je

pak dﬁ( %) - Z mC,x™"1 a v jistém (pop¥ip. mensim) okoli po&atku lze hodnotu
m=1
(20) Y Ax (Y)Y = ¥ Aixi(Y Coxy
1,720 1,j20 m=1

vypogitat ,,forméalni Gpravou* fady v (20) v mocninnou fadu. K tomu, aby Y(x)
vyhovovalo rovnici (18) v n&jakém intervalu 0 < x < 4, je podle pfikladu k v&t& 5
nutné a stadi, aby mC,, se rovnalo koeficientu pfi x™~! ve ,,formaln& upravené*
fad¥ (20). To tedy znamena totéZ jako rovnice

(13a) Cy = Ago»
(143.) Cm = Pm(..., AU’ ceey Cl’ Cz, eooy Cm—l) prO m > 1 .

Zde je P, tyZ polynom jako v (14), pouze hodnoty prom&nnych, dosazenych do P,,
jsou nyni A4;;, C; misto a;;, ¢,. Srovnanim s rovnicemi (13), (14) (viz téZ (16)) dosta-
vame predné C, 2 |¢;|; za druhé, je-li jiz dokazéno, Ze C, 2 |¢s|s+.sy Cpoy 2
2 |cm-1]» plyne z (14), (14a) C,, = |c,|, jezto P,, m4 nezéporné koeficienty.

Tedy fada (19), jednozna&n& uréena rovnicemi (13a), (14a), je dominantni k fad¥
(9). Zatim oviem nevime, zda je konvergentni v n&jakém intervalu (0, 5). Vy3etfime
nyni: Co miZeme fici o feSeni rovnice (4), jestliZe najdeme n&aké vhodné feleni
rovnice (18)? Odpovéd je tato:

(B) Necht existuje ¢islo 4 (0 < A < r) a redlnd funkce Y(x), definovand v (0, 4),
s témito vlastnostmi:
1) Y(x) splriuje rovnici (18) pro 0 < x < 4.

2) Y(x) je v (0, 4) ddno konvergentni fadou tvaru (19) (takZe C,, jsou nutné &isla
nezdpornd, dand rovnicemi (13a), (14a) a ddle Je hm Y(x) =0, Y(x) 20 pro
0<x<A4).

3) Y(x) <R pro0 < x < 4.

Tvrdim: Potom Fada (9) je konvergentni pro viechna komplexni x kruhu [xI <4
a splituje v tomto kruhu rovnici (4).

Dikaz. Mohl bych fici, Ze dikaz plyne ,,zfejmé&* z véty 8. Ale rad&ji ho provedu.
UZijme véty 8 pro r = 2, g = 1 a pi$me x misto u,. Kladme

f(x4, x3) = ) a;, o X0x2, o(x)=x=0+x"+0.x*+ ...,

i1,i22

@,(x) = y(x) =m21c,,,x'" .
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x{!x%, fady (43) budou

i1,iz

Rada (42) bude ted Y 4
0

1,12

x=0+x'+0.x>+..., Y(x)=3) Cx".
m=1
Zvolme &isla Uy, X4, X, z véty 8 takto:
-]
0<U,=X,<4; X,=) C,UT
m=1

(tedy X; < r a X, < R podle pfedpokladu 3) v (B)). Tedy jsou spln&ny podminky
(44), (45) véty 8, a véta 8 fiké, Ze fada (9) konverguje pro |x| < U, a Ze pro kazdé
[x| < U4 je f(x, ¥(x)) rovno souétu mocninné fady, kterou dostaneme ,,formalni
tipravou* fady (12). Podle.(A) spliiuje tedy fada (9) rovnici (4) v oboru |x| < Uy,
a tedy v celém oboru |x| < 4, jeito U, miZeme volit libovolné& blizko &islu 4.

Zbyva nam posledni tikol: V n&kterém intervalu 0 < x < 4 (0 < 4 < r) nalézt
feSeni Y(x) rovnice (18), které by spliiovalo podminky 1), 2), 3) z (B). To nevypada
na prvni pohled jednodussi neZ nas piivodni dkol, miame viak rozhodujici vyhodu
v tom, Ze fadu (15) miZeme volit riiznymi zpiisoby; zvolime takovy zpiisob, aby fada
(15) byla co nejjednodus¥i. Vime, Ze v oboru (8) je |f(x, y)] < M (viz (10)). Podle

i J
véty 12 zvolime A;; = Mr~'R™J, nale’ plati (16) a fada ), M (f) (%) je
1,j20 r
vskutku absolutn& konvergentni v oboru (17) (geometrické fady). Rovnice (18) ma
ted tvar

dy M

(1) <=

Omezime se na 0 < x < r a budeme hledat feSeni Y(x) v n&jakém intervalu (0, 4)
(4 < r)takové, Ze lim Y(x) =0, 0 S Y(x) <R. Pro 0<x<r, 0SY<R lze
x-0+

[N\ M
R/ dx 1 ’
a tato rovnice bude splnéna, kdyZ

_ 5(1 _ @)2= —erg(l - ’—‘) + konst .

2 R r

rovnici (21) psat ve tvaru

YR
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Z podminky lim Y(x) = 0 plyne konst = — %R, tedy
x=0+

@) (1—%)2=1—U,
kde
. (23) U=U(x)=2%l<—lg(1—;)>>0.

JeZto levé strana v (22) ma byt kladn4, omezime se na ta x, pro n&2 U < 1, tj.

Mlg(l—f)> ~1,
R

r
neboli

(29) 0<x<d, A=r.<1—exp<—-£-)).

2rM
Je vskutku 0 < 4 < r. Je#to m4 byt Y< R, plyne z (22) 1 — % = (1 - U)*/2
(kladna odmocnina),
(25) Y(x) = R(1 = (1 - U())"?).

To je vskutku feSeni rovnice (21) v (0,4) a je 0 < U < 1, tedy 0 < Y < R. Jde.
jesté o podminku 2) z (B). Binomicka fada dava

(26) 1-(1-0)2 - (i’) U - (i) U +...+ (—1)"‘1(1‘:) U+ ...,

kde fada konverguje prb 0 < U < 1 a viechny Cleny jsou kladné, jeZto <%) obsahuje
n

po rozepsini n — 1 zdpornych &initeld. Jeito 0 < X< 1,je
r

(27) U

coZ je konvergentni fada s kladnymi &leny. UZijeme véty B z kap. I, § 1. JestliZe do
(26) dosadim za U fadu (27) a v kaZdém &lenu provedu vynasobeni, dostanu zobecng-
nou fadu s kladnymi &leny, kterd mé stejny soudet jako (26), tedy je konvergentni.
Mohu na ni opé&t pouZit véty B, a to tak, Ze ji pferovndm v mocninnou fadu v pro-
m&nné x, ktera podle (26), (27) nema prosty &len. Tedy je Y(x) (viz (25)) vskutku déno
konvergentni fadou tvaru (19). Vysledek, k n¥muZ jsme doili, vyslovme hned pro
obecni xg, Yo:
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Véta 15. Necht f(x, y) je holomorfni v bodé [*o0s Yol Potom existuje prdvé jedna
mocninnd Fada

[}
y(x) =y + Zlc,,,(x - xo)",
m=
kterd v jistém kruhu |x — x,| < 4 je konvergentni a ddvd v ném FeSeni rovnice
dy
_—_= f(x’ y) .
dx
K tomu jsme dok4zali jest& tento kvantitativni dodatek:

Véta 15a. Necht' v oboru |x — xo| S 1, |y — yo| < R je f(x, y) holomorfni a nechf
v tomto oboru je |f(x, ¥)] £ M (0 < M < + o0). Potom za Cislo A ve vété 15 smime

vzit &islo
-R
4d=r(l—exp|—}]-.
( (Z'M»

Pozndmka 1. Rovnice (21) ukazuje, Ze nalezend hodnota 4 je obecng nejlep-

§i moZnd. Ddle: Rovnice j—y = y* ma feSeni y(x) = 0 (identicky) a dale feSeni
X

1

c—x
YeSeni y(x), pro které je y(xo) = yo. Je-li yo = 0, je takovym feSenim y(x) = 0.

s libovolnou komplexni konstantou ¢. Budte ddna x,, yo; hledejme

y(x) =

. 1
sHoe=x0 4+ —.

Jeli yo # 0, je takovym feSenim y(x) = L ,kde yo =
c—X C = Xg Yo

. . NP .o . v xr 1
JeZto libovolnym pocateénim podminkdm vyhovuje nékteré z feSeni O, s
c—x

neexistuji dal3i feSeni (nebot véta 15 je téZ vétou o jednoznadnosti).?) Tedy: kazdé
feSeni kromé nulového ma pdl v nékterém bod€ ¢, a naopak, kazdé &islo ¢ je pélem
n&kterého feSeni. Z tvaru naf rovnice, kde f(x, y) = y* je holomorfni v E?, neni na
prvni pohled existence takovych pdla patrna. Rikava se, Ze FeSeni této rovnice ma
»pohyblivé singularity* (nebudu toto réeni precizovat jako matematicky pojem).

K procvigeni Cauchyovy myslenky pouZiti dominantnich fad uvedme nasledujici
pfiklady (provedte podrobng!).

Pfiklad 1. Bud f(x, y) holomorfni v bod& [xo, yo] € E%, f(x0, ¥o) = O,
f (x, y)

P 4 0. Potom existuje okoli U:|x — xo| <7, |y — yo| <R bodu
y [x9,¥0]

2) ReSeni nulové je definovdno v E2; feSeni je definovédno v E2 — {c} Neviimam si

c—x
feSeni, jeZ z nich vznikaji ziZenim defini¥niho oboru.
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[xo» ¥o] a funkce ¢(x) holomorfni v mnoZin& |x — x| < r tak, e f(x, y) = 0 pro
[x, y] e U, pravé kdyz y = ¢(x).

Néavod. Vztah f(x,y) = 0 Ize v jistém okoli bodu [x,, yo] = [0, 0] p¥epsat

vetvaruy = a,;ox + 3. a;;x'y). Nynilze odtud pro y = ' ¢, x* nejprve ,,formalng*
i+j>1 k=1
odvodit rekurentni vztahy pro ureni &isel ¢y, c,, ... Konvergenci pfislusné fady
@

Y c,x* v jistém okoli po&atku pak dokdZeme vySetfovanim ptisluiné ,,dominantni“
k=1

rovnice. Zbytek tvrzeni dokdZeme jednoduchou aplikaci Rouchéovy véty (Cern)’l,
véta 196).

Piiklad 2. Vyslovte a dokaZte zobecnéni pfedchoziho pfikladu pro funkci k
komplexnich prom&nnych.

Ptiklad 3. Predpoklad

o (x, y) +0
ay [xo’yo]
v piikladech nahradme pfedpoklady
J16)]| N (C79)] RN (C5) B
6y [x0+¥01 0x [x0:¥0] ay :

Jak lze popsat v tomto pfipadé mnoZinu viech boda [x, y] leZicich v dostate¥nd
malém okoli bodu [x,, yo], pro n&z je f(x, y) = 0?

§2

Systémy rovnic.
Zdvislost FeSeni na parametrech
a pocdtecnich podminkdch
Mame-li n&jaky systém diferencialnich rovnic ,,rozfeSeny podle nejvy3sich deriva-
ci, napt. (¥arky znadi derivace)
(28) V =fGxyY,272,2"), 2" =g(xyy5272,2"),

miiZeme jej pfidanim novych ,,nezndmych funkci* (zde yy, z1, z,) pfevést na systém,
v némz se vyskytuji jen derivace 1. fadu:

y' =Y, z' = Zy, Z;. = 2z,, y,l =f(x, Vs V15 2, 24, 22),

2’2 = g(x’ Vs V1, 2, 24, 22) .
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Proto se omezime na systémy rovnic tvaru

(29) Zyk fk(x! yli ey yn) (k = 1’ 2, coey n) .
x .

Reseni systému (29) v oblasti M < E je oviem soustava n funkci y,(x), ..., ya(x),
ktera spliiuje rovnice (29) v oblasti M. Je nutné, aby &tenaf dovedl vysledky, které
odvodime pro systém (29), pfevést na systémy typu (28), zv14st& pak na rovnici n-tého
fadu

y(") = f(x’ Vs ¥'seens y("_l)) ’

které odpovida systém

’

Yy =Y y;.=y2,""y1’|-2=yn—1a y:l—l=f(x:y:y1’---s.}’n-l)'

Nagim prvnim cilem bude zobecnéni véty 15:

Véta 16. Funkce fi(x, Y1> .- V) (k= 1,...,n) budte holomorfni v bodé
[X0s Y105 +-os Yno)- Potom existuje prdvé jeden systém n mocninnych rad

(30) 5 = o + TP = %) (e=1,.m),

které v jistém kruhu Ix - x0| < 4 jsou absolutné konvergentni a davajl v ném FeSeni
systému rovnic (29).

Poznamka 1. Prosté &eny yio v (30) znamenaji, Ze nase feSeni vyhovuje ,,po&é-
tenim podminkim® y,(xo) = Vio- P¥i ditkazu najdeme (podobni jako ve v&té 15a)
pfipustnou hodnotu pro 4.

Soudasng vyfesime tilohu o n&co obecne151 Necht funkce f, zavisi jesté na néjakych
dalsich proménnych 4,, 4,, .. (riké.va se jim ,,parametry*‘), takZe mame funkce
Sl Yis o Y Ags e Ag) @ hledéme feeni yy(x), ..., ya(x) systému

d
(31) dy" = fi(%s Vi ooos Vs s s 2g) (K =1,..,1),
X

které vyhovuje pfedepsanym pociteénim podminkédm
(32) .Vl(xo) = Y105 -++» Ya(¥0) = Vno -

Pro riizné systémy &isel [4y, ..., 4,] dostivime obecng riizné systémy rovnic (31)
a tedy obecn& riizna feleni y,(x), ..., y,(X) (pfi pevnych poéatenich podminkich
(32)), takZe tato Feleni zavisi vlastn& na g + 1 prom&nnych: y,(x, 44, ..., 4,). Nés pak
zajim4, za jakych pfedpokladii o funkcich f; je moZno tvrdit, Ze tyto funkce y; jsou
holomorfni funkce g + 1 proménnych. Vysledek bude dan touto vétou:
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Véta 17. Budte ddna ¢isla

X0s Y105 +++» Ynos A1 +ovs Aq (n =1,q= 0) .
Funkce

(33) Ji(% Vis s Vs At s dg) (K =1,...,n)

budte holomofrni v bod& [Xg, Y10 -++» Ynos Ay +-., A,]. Potom existuje prdvé jeden
systém n mocninnych fad®)

(34) . yk(x, Al: ey Aq) =
T Ol ) ) (A A
T (k=1,...n),

které jsou absolutné konvergentni v jistém okoli V bodu [xo, Ay, .., Ag), spliuji
ve V rovnice (31) a ,,pocdtecni podminky*

(35) yk(xO, }*1’ ceey jvq) = Yxo (k =1,.., n) .
Tedy vskutku funkce (34) je ve V holomorfni funkci g + 1 promé&nnych. V (31)

bychom tedy vlastné mé&li psat % , ale budeme si rozumét. VSimnéte si, Ze pfipad
x

q = 0 (Zadny parametr) véty 17 davé v&tu 16. Sta&i tedy, dokéZeme-li vétu 17. P
diikazu odvodime také pfislusny kvantitativni dodatek (jak velké smime vzit okoli V).
Zavedeme-li nové proménné & = x — xo, y; = 4; — A; a nové neznamé funkce
Nk = Yx — Yio vidime, Ze maZeme (obdobng jako v diikazu vty 15) pfedpokladat
v celém diikazu ' '

xo=y10=...=yno=A1=_“=Aq=o_
Dukaz véty 17. Necht funkce (33) jsou holomorfni v oboru
(36) Xl<sr, SR (k=1,.un), |4 Z0pn|i] S0,

(pro¢ se nespokojime hodnotou ¢ = min (o, ..., 6,), uvidime v dikazu véty 18).
Necht v oboru (36) je

(37) [£i(% Y1 oo Y Ay o )| SM (k=1,..,n0< M < +).
Tedy v oboru (36) mame absolutn& konvergentni fady

(38) fk(x’ Yiseeos Yoo Alr seey j'q) =
D DN (7 PPN S PR A L7 L 7.7 L S LN

$yJ1seesdny
U5y lq20

3) P¥i slozitych indexech budu misto Ca,p,y Dsat C(a, B, y) apod.
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M
: ®(;i ; ;
(39) |a (i jis os oo by s )| = PRIt Finglt

Hledané fady (34) maji tvar
) Oc""(i, | A P L L

EN T S
a pro x = 0 maji davat hodnotu 0, tj.

YO0,y L)AL M =0

11,120

pro viechna 1, ..., A, Z jistého okoli po&atku; tedy nutng (podle dasledku véty 4)
¢®(0, 1y, ..., I) = 0 pro viechna I, ..., I, takZe hledané fady musi mit tvar

(40) il(%, A, oo Ag) =
c®(i, 1y, a1 x4 (k=1,..,n).

Jestlize takové fady jsou absolutn€ konvergentni v jistém okoli pocéatku, je pfedné
v tomto okoli

_a& = ) ic(k)(i, ll’ ooy lq) xi—l}"ll M A;‘l ;

za druhé fady (40) nemaji prosty &len, a proto (poznimka 1 k v&t& 7) Ize v jistém
(poptip. mensim) okoli po&atku provést dosazeni funkci (40) za y, do funkcif, ..., f,
tak, e provedeme ,,formalni upravu® vysledku v mocninnou fadu (v prom&nnych
Xy Aty eens Ag)-

JestliZe tedy n&jaké fady (40) jsou absolutn& konvergentni v jistém okoli po&atku,
potom d4vaji v jistém okoli po&atku feleni rovnic (31) tehdy a jen tehdy, kdyZ jsou
splnény rovnice udavajici rovnost koeficientds v mocninnych fadach, stojicich na levé
a na pravé strané vzorcl

P
%‘ = £ Yir e oos Imr At o ) (K =1,..51),

kde yy, ..., y, znamena fady (40). Tyto rovnice jsou podobné jako (13), (14) v § 1,
jsou pouze ponékud sloZit&jsi:

(41) ™1, 1, ..., 1) =a®0, ~.,0,1,...,1,) (n+ 1nul),
42) ic®(i, Iy, ..., 1) =
=Pyt (s @O0, 51 i s e I}y oo (%, 1, 0 1), L) (> 1),
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kde P, ;, ;. je polynom v n&kterych a®(...) (s tymZ indexem k jako vlevo)a v n&kte-
rych ¢V(...), ¢?(..), ..., ¢™(...). Pfitom je zfejmé, Ze v P, ., vystupuji jen
takové

PO TN 0 RN 1 TP L] CLA A ()

kde i < i, i <i, jy <borfy<is B SlyponliSly LS, nll <1, Je
tedy vidét, Ze rovnice (41) jednozna&n& uréuji (1,1, ..., 1) a Ze koeficient
c®(i, 1,,...,1) (i >1) je rovnici (42) jednoznain& urlen pomoci koeficientt
™", 1, ..., Ig), ve kterych i” < i, If < 14, ..., I < I,. Tedy systém rovnic (41), (42)
ma praveé jedno feSeni. Poznamenejme je$té, Ze koeficienty polynomu P 1, jsou
celd nezaporna &isla.

TR 7.

Dalsi postup je do té miry podobny dikazu véty 15, Ze jej staci provést struéné.
Pfitom v zajmu stru¢nosti pozménim nékde pofadi uvah.

Vedle rovnic (31) budeme vy3etfovat rovnice

(43) % = .Z ] DL (A PR 0 MR A B C LS <. L L
R R )
(k=1,...n),
kde poloZime (viz (39))
(44) _ AP, jry ooy Ly eens ) = M >

riRi e tnglt g

2 |a®(, a5 eeordm Lis oo )| 5
takZe v oboru

(45) x| <r, %l<R, |A]<om (k=1,...n, m=1,...,9)

jde o rovnice

n q
(46) a _ ey oot
dx dx X k=1 Y, m=1 Am
1=ty _emsty fm
r R Opm
q
(Pro ¢ = 0 znamena prazdny soucin [] ... jednitku.)
m=1

Budeme hledat feSeni téchto rovnic jakoZto rovnic v redlném oboru v jistém inter-
valu 0 <x <4 (0 <4 <r) a pro ,dosti mala“ neziporna A,,..., 4, pficemz
budeme Zidat, aby lim Yi(x, 4;, ..., 4,) = 0. Pro takové feSenijenutnd ¥, =... =Y,

x—=0+
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jezto tyto funkce maji podle (46) stejnou derivaci a pro x — 0+ stejnou limitu. Tedy
jde o rovnici

dy x\~1! Y\™"
47 —=M,(1-= 1-=
) (=3 (%)
kde

(48) M= M [] 11 :
m=1

1=12m
am

Aby &islo M (které je funkci 4y, ..., 4,) ziistivalo omezené, omezime 4, na intervaly

04, < % O, takZe

49) 0<M, <2M.
Rovnici (47) s podminkou lim Y(x, 4y, ..., 4,) = 0 ¥eSime jako rovnici (21) v §1
x=0+

(pfedpokladajice zatim 0 < x < r):

R Y nt1l
- (1 - —) =-rM,lg (1 - E) + konst ;

n+1 R r
limitni pfechod x — 0, dava konst = — , tedy
n+

Y n+1
50 1-=-) =1-U,
(50 (*-3)

1
(51) U=M1—(”R+—)’<-1g(1-f))>o.

r

Aby bylo 1 — U > 0, sta&i (viz (49)), kdyz

;
t.
(52) 0<x<d4,
kde '

—-R
53 : AdA=r(1—-exp| ———1}},
(53) ( P (2"M(n 1) r>)
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tedy 0 < 4 < r. Vintervalu 0 < x < 4 nim dava (50) feseni

It

(54) Y, =...=Y,=Y=Y(x,2,....4) = R(1 — (1 = U)¥/*D

Dokazeme, Ze tato funkce Y je v oboru
(55) 0O<x<4, 022,<%0, (m=1,2,...,9)

dana souétem 4bsolutn& konvergentni fady tvaru

(56) Y(x, Agy oees Ag) = ;1 (o (A PR A B L L
11,0y 20

(schazeji €leny s i = 0) s nezdpornymi koeficienty. Je totiZ pfedng

Y=R 1 ! U - ! U? + 1 ud-...\,
n+1lln+1 n+1 n+1
1 2 3

kde prosty &len schézi a ostatni koeficienty jsou kladné. Zde je

g0, (g (1-3)),

—lg ( - —) =y ! ( ) (schazi prosty &len, ostatni koeﬁc1enty jsou kladné),
=11

= M]] (1 vy (im)2+ )

(mocninné fady s kladnymi koeficienty).
Tim jsme naili feSeni Yj, ..., Y, systému (46) (totiz Y; = ... =Y, = Y) v oboru
(55), které v n¥m vyhovuje podminkam 0 < Y, < R a je ddno fadami

(57) WAy k) = T OO by )X A
Iiyemylg20

(€™(...) je C(...) z (56)). Stejnou uvahou jako v § 1 plyne nyni: Mezi koeficienty
A®(...) a C™)(...) (viz (43) a (57)) plati tytéZ rovnice (41), (42) jako mezi a®)(...)
a ¢™)(....) (viz (38) a (40)). Z nerovnosti (44) plyne pak jako v § 1

C®(i, Iy vy 1) 2 |e®(i, Iy, .. 1)) -

Odtud pak (pomoci tivah analogickych k (A), (B) z § 1) ihned plyne, Ze fady (40)
jsou v oboru komplexnich é&isel x, Ay, ..., 4,, Vyhovujicich nerovnostem [x| < 4,
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|l,,,] < i—o‘m, absolutng konvergentni a spliiuji v tomto oboru rovnice (31). Tim je

dokazéna véta 17 (a tedy — pro ¢ = 0 — téZ véta 16). Soutasn& jsme dokézali tento
kvantitativni dodatek:

Véta 17a. Budte ddna &isla Xo» Y105 -+ Yaos A1y o Ag (n 21, g = 0). Nechs
v oboru

[*x=xo| 7, |ye—yo| SR (k=1,...n), |ln—4n| S0, (m=1,...,9)
jsou fi(%, Y15 «.vs Yu Ay -y Ag) holomorfni a

|£e(%s V15 ooes Yns Aty e =M
(k=1,...n0<M < +0).

Potom za okoli V z véty 17 Ize vzit obor
|x = xo| <4, |4 — 4a| < %am (m=1,....9),

kde

Pro g = 0 je to kvantitativni dodatek k zikladni existen&ni v&t& 16.
DokaZeme nyni nejobecn&j§i z existenénich vét, které zde odvodime, totiZz vétu
o zavislosti feSeni systému diferencidlnich rovnic na parametrech a pocéate¢nich

podminkach. Mysleme si napf. systém dvou rovnic s jednim parametrem

d d
e f 2 d), == g(xiy 2 4),
dx dx

kde f, g jsou holomorfni v jistém okoli bodu [a, B, y, 4] :
|x—al<r, |[y—B <R, |z=7] <R, |Ai-4]<e

(viz obr. 2). Zvolime-li urtité A (|4 — A| < ¢), dostavam funkee f(x, y, z,4), g(x, ,
z, A) tii proménnych x, y, z, holomorfni pro |x — a| < r,|[y — B| <R, |z — 3| < R.
Zvolim-li nyni xo, yo, Zo tak, Ze |xo — a| < 1, |yo — B| <R, |Zo — 7] < R, potom
/> g jsou holomorfni funkce x, y, z v kartézském sou&inu Srafovanych kruh na obr.
2. Tedy podle véty 16 existuje v jistém okoli bodu x, prav& jedno feleni y(x), z(x),
které spliiuje podatetni podminky y(xo) = yo, z(Xo) = zo. Toto feleni zavisi oviem
na Xo, Yo, Zo a také na zvolené hodnoté parametru 4; pi¥me tedy obsirngji y(x, Xos
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Yo» Zo» A)s Z(X, Xo, Yo, Zo» 4). Okolnost, Ze tyto funkce vyhovuji potatetnim podmin-
kam, lze napsat takto: y(xo, Xo> Yos Z0s }.) = Yo, z(xo, Xo0s Yo Zos 1) = zo. Nam pijde
o to, dokazat, Ze y(x, Xo, Yo» Zos A)s Z(X: X0s Vos Zos 4) jsou holomorfni funkce péti
prom&nnych, pokud x a x, jsou dostate&n& blizko bodu a, a yo, zo, 4 jsou dostatené
blizko. bodim B, y, 4.

Vyslovme obecnou vétu:

Véta 18. Budte o, By, ..., By Ags--» A, (n =1, p 2 0) dand komplexni ¢isla.

Funkce

(58) fk(x’ Yiseeos Ym j’l’ oc 0 )'p) (k =1L.., n)

budte holomorfni v bodé

(59) [ Bas woms B Ags s Ag] -

Potom v jistém okoli ‘

(60) [x —af <&, |xo—al <8, |mo—Bl<0d, |h—4a]<é,
(k=1,...,n1=1,..,p)

bodu (59) existuje n holomorfnich funkci

(61) Y% X0s V105 -1 Ynos Aps o0 Ap) (kK =1,.., 1)

tak, Ze

(62) Yi(X0> X0 V105 -+ Yn0s Ats w200 Ap) = Yio %)

a Ze v oboru (60) funkce (61) jakoZto funkce x splfiuji systém diferencidlnich rovnic
(63) % = (% V15 oees Yur Ags oo Ap) (k.=' 1,...,n).

4) To jsou pravé ,,potateéni podminky*.
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Béhem dikazu podame také kvantitativni odhad okoli (60).

Dikaz. Posunutim o konstantni vektor lze dosidhnout toho, Ze a = B, =

.. =B, =4, = ... = A, = 0. Nechf tedy funkce (58) jsou holomorfni v oboru
(64) x| <r, y|sR@G=1L...n), |4 Se(=1,...,p);

bl

existuje tedy M (0 < M < + o0) tak, Ze v oboru (64) je
(65) |f% y1s oo Yo Ay e )| S M (k=1,...,n).

Déle existuji &isla ' > r, R > R, ¢’ > g tak, Ze funkce (58) jsou holomorfni’
v oblasti

(66) |x)] <7, |y|]<R (=1..m), |l <e (=1,..,p).

Diikaz bude spocivat na tom, Ze z ,,proménnych pocateénich podminek, t;j.
z &isel Xo, Y105 +-+» Yno» UdEldm nové parametry, a tim ulohu pfevedu na problém
feSeny ve vété 17 s ,,konstantnimi‘ — totiZ nulovymi — po&ateénimi podminkami.
Provedme to.

V oboru (66) je f, rovno soudtu absolutné konvergentni fady

(67) Fl% Y1y oees Yoo Agy eos Ap) =

_ . . i jn 71 '
= DR ! (5 PYPUNY Sy PO M 5437 L 7. LN 1
Uy jtseesin,
lll ..... ljp

Je-li mimo to

1 1 1
(68) lx - xOI < 5 r ’ Ixol < %r’ ) |ym - ymOI < ER’ ’ |ymol < ER, »
rozepiSeme

o mmny s (-
69 ‘
@ Ym = ((¥m = Ymo) + Ymo)’ =aE:lo (i) (Vm = Ymo)* Vo3

dosadime za x%, yJ, ..., yi* rozvoje (69) do fady (67) a dostaneme absolutn& kon-
vergentni fadu

(70) fk(x’ Viseees Yo Afy eens A'p) =
= Ya® (ir--Jn L...L ) (x — x0) (y, — i,
2 (IJ,...J,, 1 p ( o) (J’1 le)

A J’no)j" Byl eyt l;’ R
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kde se s¢ita ptes cela nezAporna i, j1> «-vs ju I J1s -0y Iy 1y, + -, 1, PoloZme

(71) GU(E M1 v s X05 V105 ++0s Yn0s Aty +v0s Ap) =

= Ya® (;j‘ ’J I ... 1,,) Emlt .. pinxdyly L ylsAl LAl =
A

=fk(é + X0 N1 + V10> ++es n + Ynos }'1’ [EX}) j'1;)-

Rada v (71) je absolutn& konvergentni v oboru

(72) lél < % r s lr’ml < % R , |x0|>< %r, ’

1
Iymol < 5 R’ H |Aml < Q'

a v oboru
1 1 ' 1
< - ’ m é. - R ’ é AR
) dsir hul SIR, ol sy
1
IyMOI = ER ’ llml é e
je ngl =M.
Hledejme nyni feseni

(74) nk(é’ X0s V105 +- s Ynos lla ey Ap) (k = 1, ooy n)

systému rovnic

8
(75) alg = GUE N1s o> Ths Xos V1os <0 Ya0r Ao on A) (K = 1,00, 1)

s pocateéni podminkou

(76) 105 X0s V105 v+ Ynos Aps -+ dp) =0 (k=1,...,n).

Zde je o systém n rovnic s n + p + 1 parametry. Podle véty 17a existuji takové
funkce (74) a jsou holomorfni v oboru

1 1 1
(77) | < 4, |x0|<zr, !y"'°|<ZR’ |l,,,|<59,
kde (misto r, R z véty 17a nutno psat ;- r, % R)

1 —-R 1
78 O<d==-r{l—exp(——— V)< -r
(78) 2 ( p(2”+P+1M(n+1)r)> 2
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V tomto oboru mame tedy pro 7, absolutn& konvergentni fady

(79) M(Es X05 Y105 + -5 Yn0s Gis o ooy Ap) =

=.” ,Z, x 20c(k)(i,I, Jiseees Ins Ly oens l,) éi"{)J’{b y,{é‘li' 1‘1,, )
LI 1seesdnydtyenips

PoloZme ted
(80) yk(x, xo, le’ ey yno, /11, cony A.p) =
= Yio + MX — X0s X0» Y105 +++3 Yn0s A1s +v0s Ap) =

— k)(: i, I.J Jnql 1
= Yo + Y ¢, I, .., 1) (x = X0) Xg¥1h .. YasAL ... 47
LIJg,e0dn 0,120

Podminky || < 4, |x| < % r pfechazeji v [x — xo| < 4, |x| < i r; Pro x = Xo

dostavame (viz 76)) Yu(Xo» Xo» Y105 +++» Yn0s 415 +++» Ap) = Yio. PlepiSeme-li rovnice
(75) pomoci (80), vidime, Ze funkce (80) vyhovuji rovnicim

3_y£ = Ay = Yro) —
0x Ox

= gls(x = Xo0s Y1 = Y105 +++s Yn = Ynos X¥0s V105 ++ 5> Vno» '11’ eeey lp) =

= fk(x’ yl, ey y", Al, teey }-p) .
Tedy funkce (80) jsou vskutku hledané feSeni. Je$t je chceme mit vyjadfeny ve

tvaru mocninnych ¥ad v X, Xo, Y105 «++» Yaos 415 ++0s A JEli |x| < -;: 4, |xo| < %A
(tedy také |xo| < ir) . je |x| + |xo| < 4 a v fad& (80) mitZeme rozepsat (x —xo)' =
= Zi‘,o (;) x°x5 *.(—1)'"° a fadu pferovnat v absolutn& konvergentni mocninnou
‘l"a(;l—l. Tim .je véta dokazana a ziroveii mame tento kvantitativni dodatek:

Véta 18a. Nechf funkce f; z véty 18 jsou holomorfni v oboru

|x—a|=r, |y;=B|SR, |An—4aZe ((=1...m;m=1,..,p)

a splriuji v ném nerovnosti |[f,] S M (0 < M < + o).

Potom ve vété 18 je moZno volit

1 —R 1 1
d==-r(l1-—ex , 00=—-R, 6, =-0p.
4 ( p(2"+P+1M(n+1)r)) 174 2750
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