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Kapitola 2Malá Fermatova vìtaTato kapitola bude vìnována jednomu z nejdùle¾itìj¹ích tvrzení elementární te-orie èísel, které je nyní v èesky psané literatuøe uvádìno jako Malá Fermatovavìta. Nejdøíve se budeme vìnovat okolnostem vzniku tohoto tvrzení a dùkazùm,které Fermat pravdìpodobnì znal. V dal¹í èásti uvedeme nìkteré dal¹í dùkazytéto vìty a na závìr pojednáme o dùkazu amerických fyzikù. Tento dùkaz je sicejen modi�kací Mac Mahonova dùkazu a nespadá do období, kterému je vìnovánatato práce, udává v¹ak zajímavou aplikaci této vìty v teoretické fyzice.2.1 Dokonalá èíslaJeden ze svých nejvìt¹ích objevù v teorii èísel uèinil Fermat na pøelomu tøicátýcha ètyøicátých let 17. století. V této dobì byly toti¾ v módì rùzné þhrátky s èís-lyÿ. Tìmito problémy se zabývali mj. M. Mersenne, P. Bruslart de Saint-Martin,A. Jumeau de Sainte-Croix a B. Frenicle de Bessy. Tento paøí¾ský matematik serovnì¾ vìnoval teorii èísel. Byl obdaøen schopností snadno poèítat s velkými èíslya mìl rovnì¾ velký cit pro vlastnosti èísel. Ze v¹ech Fermatových souèasníkù, kteøíse zabývali teorií èísel, byl Frenicle jediný, kdo se svými znalostmi mohl pøiblí¾itFermatovì úrovni. Fermat se ji¾ bìhem svého pobytu v Bordeaux zabýval þma-gickými ètverciÿ, co¾ vlastnì byly ètvercové matice sestavené z pøirozených èíseltak, aby souèet èísel v ka¾dém øádku, sloupci a úhlopøíèkách byl stejný. V roce1640 zjistil prostøednictvím Mersenna, ¾e o problémy spojené s pøirozenými èíslymá zájem i Frenicle, a od této doby zaèala mezi nimi èilá korespondence. Prá-vì tato korespondence nám pomohla porozumìt Fermatovu stylu práce, nebo»Fermat jinak své metody, alespoò co se teorie èísel týèe, velice peèlivì tajil.Fermat smìøoval svùj zájem pøedev¹ím na dokonalá èísla. Oznaèíme-li s(n)souèet v¹ech dìlitelù èísla n s výjimkou n samotného a S(n) souèet v¹ech dìlitelùèísla n, potom èíslo n, které splòuje podmínku s(n) = n, resp. S(n) = 2n senazývá dokonalé. 1Do problémù s hledáním dokonalých èísel byl vta¾en kolem roku 1638 i René1Nejmen¹í dokonalé èíslo je 6 = 1 + 2 + 3, v 17. století byla známa i dal¹í taková èísla.14



Descartes, jen¾ odvodil rekurzívní vzorec pro souèet dìlitelù slo¾ených èísel ([Ma],str. 290{291):Vìta 2.1 Nech» N = ab, pøièem¾ (a; b) = 1. Potoms(N) = s(ab) = s(a)s(b) + as(b) + bs(a):Pøi zkoumání dokonalých èísel je v¹ak výhodnìj¹í pou¾ívat funkci S(n), proni¾ zøejmì platí následující tvrzení:Vìta 2.2 Nech» n = ab, pøièem¾ (a; b) = 1. PotomS(n) = S(ab) = S(a)S(b):Nyní uvedeme a doká¾eme nutnou a postaèující podmínku pro to, aby sudéèíslo bylo dokonalé.Vìta 2.3 Sudé èíslo n je dokonalé právì tehdy, kdy¾ ho mù¾eme psát ve tvarun = 2k�1(2k � 1), kde k > 1 je pøirozené èíslo a 2k � 1 je prvoèíslo.Abychom dokázali nutnost podmínky, pøedpokládejme, ¾e èíslo n = 2k�1l, kde lje liché èíslo, je dokonalé. Potom platíS(n) = S(2k�1)S(l):Vyu¾ijeme-li známý vzorec pro souèet geometrické posloupnosti, obdr¾ímeS(n) = (2k � 1)S(l):Jeliko¾ n je dokonalé, platí S(n) = 2n = 2kla porovnáme-li tyto dvì rovnice, obdr¾ímelS(l) = 2k � 12k :Proto¾e (2k � 1; 2k) = 1, je l = (2k � 1)q a S(l) = 2kq, kde q je pøirozenéèíslo. Pokud by bylo q > 1, èíslo l by mìlo pøinejmen¹ím ètyøi dìlitele, a sicel; 2k � 1; q; 1. Potom by platiloS(l) � l + 2k � 1 + q + 1 = 2k(q + 1) > 2kq = S(l);co¾ je spor a je tedy q = 1, l = 2k � 1 a S(l) = 2k. Navíc je zøejmé, ¾e l musí býtprvoèíslo, proto¾e kdyby mìlo jiné dìlitele kromì jednièky a sebe sama, platiloby S(l) > 2k, co¾ je opìt spor.Nyní doká¾eme dostateènost tohoto tvrzení. Pøedpokládejme, ¾e èíslo n jetvaru n = 2k�1(2k � 1), pøièem¾ 2k � 1 je prvoèíslo. Potom platíS(n) = S(2k� 1)S(2k � 1)15



Pou¾ijeme-li vzorec pro souèet geometrické posloupnosti a vezmeme-li v úvahu,¾e S(2k � 1) = 2k, obdr¾íme S(n) = 2n.Toto tvrzení, vèetnì dùkazu dostateènosti, uvádí u¾ Eukleides ve svých Zá-kladech [Ek] (IX, 36). Euler dokázal, ¾e ka¾dé sudé dokonalé èíslo má tvar, kterýuvádí Eukleides [Eu1].2 Tato vìta neudává funkci, která by generovala sudá doko-nalá èísla, ale redukuje tento problém na rozøe¹ení otázky, zda èísloMn = 2n�1 jeprvoèíslo nebo èíslo slo¾ené. Tato èísla byla na Mersennovu poèest nazvána Mer-sennova èísla. První ètyøi Mersennova prvoèísla (M2, M3, M5, M7) byla známaji¾ ve starovìku. Do roku 1985 bylo známo 31 Mersennových prvoèísel, nejvìt¹íz nich s indexem 216091 objevil v roce 1985 D. Slowinski. Mersennovo prvoèísloM127 má 39 míst a je nejvìt¹í, které bylo objeveno bez pou¾ití poèítaèe. Pøehledv¹ech dosud známých Mersennových prvoèísel lze nalézt v [Ri2].3Abychom si uvìdomili slo¾itost tohoto problému pro Fermatovy souèasníky,je tøeba se zmínit o tom, ¾e Mersenne se ptal Saint-Martina, jak najít poèetv¹ech dìlitelù èísla 49000 a jejich souèet, ani¾ bychom je vypoèítávali jeden podruhém. V tomto ohledu má velký význam algebraická notace, kterou u¾ Fermata Descartes mìli k dispozici. V roce 1640 se Frenicle otázal Fermata prostøed-nictvím Mersenna, zda existuje dokonalé èíslo mezi 1020 a 1022. Tato otázka sesamozøejmì týkala sudých dokonalých èísel. Nerovnice1020 < 2n�1(2n � 1) < 1022má øe¹ení 34 � n � 37. Pro nás je velmi zajímavé, jak Fermat pøi øe¹ení tohotoproblému postupoval. Jak oznámil v èervnu roku 1640 Mersennovi, jeho metodabyla zalo¾ena na následujících tøech pøedpokladech:(I) Je-li n slo¾ené, je i 2n � 1 slo¾ené(II) Je-li n prvoèíslo, potom 2n � 2 je násobek 2n.(III) Je-li n prvoèíslo a p je prvoèíselný dìlitel 2n�1, potom p�1 je násobekn.Podmínka (I) je dùsledek obecné identityxab � 1 = (xa � 1)(xa(b�1) + xa(b�2) + � � �+ 1)(2.1)2Existence lichých dokonalých èísel nebyla dosud ani potvrzena, ani vyvrácena.3Devadesátá léta jsou ve znamení nástupu výkonných poèítaèù pøi zkoumání velkých èí-sel. Pro studium Mersennových èísel byl realizován projekt G I M P S, neboli The GreatInternet Mersenne prime Search. Vedoucí tohoto projektu Georege Woltmann sestavil velmiefektivní program, který Scott Kurowski se svými spolupracovníky pøizpùsobil pro Internet,tak¾e se do tohoto projektu mohlo zapojit nìkolik tisíc lidí. V síti Internet se objevila zprá-va, ¾e bylo objeveno ji¾ 36. dokonalé èíslo, které má tvar 22976220 � (22976221 � 1) a kte-ré má 1 791 864 míst. Toto èíslo objevil Gordon Spence; David Slowinski ukonèil ovìøení29. 8. 1997. Dal¹í, v poøadí ji¾ 37. dokonalé èíslo je tvaru 23021376 � (23021377 � 1) a obje-vil je devatenáctiletý student California State University v Dominguez Hills. Toto èíslo má1 819 050 míst; ovìøení ukonèil David Slowinski 30. 1. 1998. Informace lze získat na ná-sledujících adresách: http://www.utm.edu/research/primes/notes/2976221 resp. 3021377 nebohttp://www.mersenne.org/prime.htm. 16



pro pøípad x = 2. Skuteènost, ¾e to Fermat uvádí jako objev svìdèí o tom, ¾ejeho znalosti algebry nebyly v té dobì pøíli¹ velké. Podmínky (II) a (III) jsouov¹em typické pøípady toho, co se dnes oznaèuje jako Malá Fermatova vìta. Tatotvrzení uvádí Fermat bez dùkazu. V dopise Freniclovi z 18. øíjna 1640, v nìm¾Fermat pí¹e o þla propositon fondamentale de parties aliquotesÿ neboli o základnívìtì o dìlitelích, Fermat poodhalil i zpùsob, kterým ke svým závìrùm pøi¹el: Je-li dáno libovolné prvoèíslo p a libovolná geometrická posloupnost 1; a; a2, etc., pmusí dìlit nìkteré èíslo an� 1, pro nì¾ n dìlí p� 1; jestli¾e potom N je libovolnýnásobek nejmen¹ího n pro nì¾ toto platí, p dìlí také aN�1. Toto tvrzení platí prov¹echny øady a v¹echna prvoèísla. Poslal bych Vám jeho dùkaz, obávám se v¹ak,¾e je pøíli¹ dlouhý.Na závìr této èásti si dovolíme je¹tì men¹í odboèku. Jak uvádí L. E. Dicksonv [Di] (Vol. I, str. 59), je mo¾né, ¾e tuto pouèku znali ji¾ staøí Èíòané v 5. stol.pø. Kr. pro n = 2 [Di]. Jiní historikové, ([Ri2], str.86), s tím v¹ak nesouhlasía poukazují zejména na skuteènost, ¾e staøí Èíòané neznali pojem prvoèísla.Tato tzv. þèínská vìtaÿ bývá èasto uvádìna jako test na prvoèíselnost, tedy n jeprvoèíslo, pokud nj2n�2; jedná se tedy o konverzi Malé Fermatovy vìty, ta v¹aknení správná jak ukázal Sarrus protipøíkladem 341 = 11 �31j2341�2. Podle jednéverze se tato chyba poprvé objevila v èlánku J. H. Jeanse v èasopise Messenger ofMathematics (vol. 27, 1897{98) a vznikla nepøesným pøekladem starého èínskéhotextu Devìt knih matematického umìní. Tuto chybu poté pøevzal Dickson a dal¹ímatematikové.Se zajímavou hypotézou pøi¹el ve své doktorské práci Han Qi z Institutu hi-storie pøírodních vìd Èínské Akademie v Pekingu. Podle jeho verze k této chybìdo¹lo pøenesením znalostí západní matematiky do èínských textù v 18. stoletía jejich vlivù na rozvoj èínské matematiky. Èínský matematik Li Shanlan (1811{1882) vìøil, ¾e obdr¾el kritérium pro testování prvoèíselnosti (nj2n � 2) a tutoskuteènost sdìlil svému spolupracovníku v pøekládání západních textù anglické-mu misionáøi Alexanderu Wyliemu kolem roku 1869 v ©anghaji. Wylie, kterýnebyl pøíli¹ dobrý matematik, tuto tezi pochopil jako významný objev a publiko-val ji v èasopise Notes and Queries on Chine and Japan v roce 1869 pod názvemþÈínský teorémÿ. V následujících èíslech tohoto èasopisu nìkteøí ètenáøi pouká-zali na chybnost tohoto tvrzení. Li si uvìdomil, ¾e se dopustil omylu, a na tutoskuteènost upozornil v jednom ze svých èlánkù o teorii èísel v roce 1872. Jehomlad¹í kolega a spolupracovník Hua Hengtang si tuto chybu neuvìdomil a totoþkritériumÿ uvedl ve své knize o teorii èísel z roku 1882, pøièem¾ autorství pøipsalLiovi. Souvislost mezi tìmito publikacemi a èlánkem J. H. Jeanse není zøejmá. 42.2 První dùkazy Malé Fermatovy vìtyV dne¹ní dobì existuje øada dùkazù této vìty, v této èásti se v¹ak soustøedímena dva, které Fermat zøejmì znal nebo alespoò mohl znát. V dne¹ní dobì se tato4Tuto zajímavou hypotézu publikoval Man-Keung Siu z katedry matematiky Univerzityv Hongkongu v rámci konference o historii matematiky v síti Internet v èervnu 1997 . Prokrátkost èasu a pomìrnou nedostupnost písemných materiálù se ji autorovi nepodaøilo ovìøitjiným zpùsobem. 17



vìta obvykle uvádí v následujícím znìní:Vìta 2.4 Nech» p je prvoèíslo, a celé èíslo. Pak platíap � a (mod p):(2.2)Je-li navíc splnìna podmínka p - a, pak platíap�1 � 1 (mod p):(2.3)Vezmeme-li v úvahu formulaci (2:2), lze provést tzv. aditivní dùkaz. Pou¾ijemebinomickou vìtu(x+ y)p = xp +�p1�xp�1y +�p2�xp�2y2 + � � �+� pp� 1�xyp�1 + yp:Polo¾íme-li x = y = 1 a vezmeme-li v úvahu, ¾e pro prvoèíselné p jsou v¹echnybinomické koe�cienty s výjimkou �p0� a �pp� násobky p, obdr¾íme2p � 2 (mod p):Nyní mù¾eme pøedpokládat, ¾e existuje alespoò jedno èíslo a, které splòuje pod-mínku ap � a (mod p):Pou¾ijeme-li opìt binomickou vìtu s volbou x = a; y = 1, obdr¾íme(a+ 1)p = ap +�p1�ap�1 + � � �+� pp� 1�a+ 1:Pøejdeme-li ke kongruenci a vezmeme-li do úvahy indukèní pøedpoklad, obdr¾íme(a+ 1)p � a+ 1 (mod p):Vzhledem k tomu, co Fermat bezpeènì znal o binomických koe�cientech ji¾v roce 1636, lze pøedpokládat, ¾e tento dùkaz, pøinejmen¹ím pro pøípad a = 2,který je pro hledání dokonalých èísel rozhodující, znal. Tento dùkaz v¹ak nesouvisís problémy dìlitelnosti a navíc z Fermatovy korespondence plyne, ¾e se jehoúvahy ubíraly ponìkud jiným smìrem. Fermat si zøejmì v¹imnul, ¾e dìlíme-lièleny posloupnosti 1; a; a2; : : : prvoèíslem p, zbytky se opakují. Je toti¾ mo¾nýchnejvý¹e p� 1 zbytkù, existují tedy nejménì dva exponenty, øeknìme n a n+m,které pøi dìlení èísel an a am+n prvoèíslem p dávají tý¾ zbytek. Platí tedyam+n � an � 0 (mod p):S ohledem na pøedpoklad p - a dostávámeam � 1 (mod p);tedy èíslo 1 je v¾dy èlenem posloupnosti zbytkù. Nech» d je nejmen¹í exponent,který pøi dìlení èísla ad èíslem p dává zbytek 1. Potom i pøi dìlení èísla akd èíslemp dostaneme zbytek 1, nebo» výrazakd � 1 = (ad � 1)(a(k�1)d + � � �+ ad + 1)18



je dìlitelný p. Naopak jedinými mocniteli èísla a, které pøi dìlení èíslem p dávajízbytek 1, jsou násobky d. Nech» èíslo m, které napí¹eme ve tvarum = qd+ r; q � 0; 0 � r < ddá pøi dìlení p rovnì¾ zbytek 1. Jeliko¾ èísla am = aqdar a aqd dávají zbytek 1,musí být jejich rozdíl aqd(ar�1) dìlitelný p. Proto¾e p - aqd, musí platit pjar�1,co¾ je v¹ak spor s de�nicí èísla d s výjimkou r = 0, tedy m je násobkem d.Navíc èísla an+m a an dávají tý¾ zbytek pouze v pøípadì, ¾e am dává zbytek 1.Jinými slovy pøi dìlení èísel an prvoèíslem p dostaneme d zbytkù, které se cyklickyopakují. Pokud d = p� 1, potom samozøejmì platí djp� 1. V opaèném pøípadìexistuje alespoò jedno èíslo k, které není èlenem posloupnosti zbytkù. Uva¾ujmemno¾inu zbytkù, které obdr¾íme pøi dìlení èísel k; ka; ka2; : : : prvoèíslem p. Tatomno¾ina má opìt d prvkù, nebo» èísla kam+n a kan dají tý¾ zbytek tehdy a jentehdy, kdy¾ pjkan(am � 1) a to platí pouze v pøípadì djm. Kromì toho platí, ¾e¾ádný prvek této mno¾iny není prvkem mno¾iny pùvodní, co¾ snadno doká¾emesporem. Pøedpokládejme, ¾e an a kam dávají tý¾ zbytek. Potom stejnou vlastnostmají i èísla an+1 a kam+1, nebo» an � amk je dìlitelné p právì tehdy, kdy¾a(an � amk) je dìlitelné p. Tak postupujeme dál, a¾ narazíme na pøípad, kdydjm+ j. Potom ov¹em èísla an a k dávají tý¾ zbytek, co¾ je spor s de�nicí èísla k.Pokud jsme nevyèerpali v¹echny mo¾né zbytky, volíme k0, které nepatøí do ¾ádnéz vý¹e uvedených mno¾in a postupujeme stejným zpùsobem, dokud nevyèerpámev¹echny mo¾né zbytky. Musí tedy platit djp� 1, co¾ jsme chtìli dokázat.Na tyto úvahy se mù¾eme podívat i z hlediska moderní algebry. Je-li a ne-soudìlné s p, potom zbytky po dìlení èísel an èíslem p tvoøí uzavøenou mno¾inuvzhledem k násobení a tato mno¾ina je podmno¾inou mno¾iny v¹ech mo¾nýchzbytkù, které vzniknou pøi dìlení pøirozených èísel nesoudìlných s èíslem p. Alemno¾ina v¹ech mo¾ných zbytkù tvoøí multiplikativní grupu, její¾ øád je p � 1.Podle Lagrangeovy vìty je øád ka¾dé koneèné multiplikativní grupy násobkemøádu libovolné podgrupy, tedy platí djp� 1.Je-li a = 2, potom Malá Fermatova vìta dává dùle¾itý dùsledek, který urychlífaktorizaci Mersennových èísel:Vìta 2.5 Nech» p je liché prvoèíslo. Potom ka¾dý dìlitel èísla 2p � 1 je tvaru2kp+ 1, pøièem¾ k je celé èíslo.Proto¾e souèin dvou èi více èísel tvaru 2kp + 1 je opìt tohoto tvaru a jednièkuobdr¾íme volbou k = 0, staèí dokázat, ¾e ka¾dý prvoèíselný dìlitel èísla 2p � 1je tohoto tvaru. Nech» qj2p � 1. Potom platí 2p � 1 (mod q) a pjq � 1. Je tedyq � 1 = k0p, kde k0 je pøirozené èíslo. Jeliko¾ q je dìlitel lichého èísla, je liché aq � 1 je sudé a 2jk0n. Proto¾e p je liché, je k0 sudé a k0 = 2k. Prvoèíselní dìliteléèísel 2p � 1 jsou tudí¾ tvaru q = 2kp+ 1.Fermat tento dùsledek znal, jak vyplývá z jeho doisu Freniclovi, a nebylopro nìho problém faktorizovat èíslo 237 � 1. Pokud existuje prvoèíselný dìlitelp, potom 37 musí dìlit p� 1. Jeliko¾ p je liché, musíme je hledat mezi prvoèíslytvaru 74n+1; první kandidát 149 nevyhovuje, druhý 223 ale ano. Fermat se v¹akzde nezastavil. Pokud faktorizujeme èísla an � 1, lze faktorizovat i èísla am + 119



pro m = 2n. Fermat se ptal, zda pro libovolné a a libovolné prvoèíslo p existujev¾dy takové m, ¾e pjam + 1. Odpovìï je ov¹em záporná a Fermat má pro toi zdùvodnìní. Tehdy a jen tehdy, je-li nejmen¹í n, pro nì¾ p dìlí an � 1 liché,existuje m takové, ¾e p dìlí am + 1. Nejmen¹í takové m je n2 .Fermat se také zabýval otázkou, kdy je 2m+1 prvoèíslo. Toto nemù¾e nastat,jestli¾e m má lichého dìlitele d > 1. Platí-li toti¾ m = ed a polo¾íme-li N = 2e,potom 2m + 1 = Nd + 1 a toto èíslo je dìlitelné N + 1. K dùkazu staèí pou¾ítznámé identity, která platí pro lichá èísla k:xk + 1 = (x+ 1)(xk�1 � xk�2 + � � �+ 1):V pøípadì, ¾e m nemá lichého dìlitele, je m = 2n a pro n = 0; 1; 2; 3; 4 je èíslo2m + 1 prvoèíslo. V dopise Freniclovi z roku 1640 Fermat vypoèítal v¹echna tatoèísla a¾ po n = 6 a odhadoval, ¾e se jedná o prvoèísla. Èísla tvaru Fn = 22n + 1se nazývají Fermatova èísla.5 Fermat znal zpùsob, jak urychlit faktorizaci tìchtoèísel. Platí toti¾ následující vìta:Vìta 2.6 Nech» n je pøirozené èíslo a p je liché prvoèíslo pro nì¾ platí pj22n +1.Potom p = 2n+1k + 1, kde k je pøirozené èíslo.Podle pøedpokladu p j (22n + 1)(22n � 1) = 22n+1 � 1, pøièem¾ p - 22n � 1), nebo»by do¹lo ke sporu s pøedpokladem (2; p) = 1. Oznaème d nejmen¹í exponent, pronìj¾ platí 2d � 1 (mod p). Proto¾e platí p j 22n+1 , máme d j 2n+1. Ponìvad¾ nadruhé stranì d - 2n, jeliko¾ p - 22n � 1, máme d = 2n+1. Podle Malé Fermatovyvìty platí p j 2p�1 � 1, platí i 2n+1 j p� 1 a odtud p = 2n+1k + 1.Nechce se a¾ vìøit, ¾e se Fermatovi nepodaøilo faktorizovat alespoò èíslo F5.Podle jím objevené metody mezi mo¾né dìlitele tohoto èísla pøipadají pouze pr-voèísla tvaru 64n + 1, z nich¾ 641 toto èíslo skuteènì dìlí, jak pozdìji dokázalEuler. Ani Frenicle se nepokusil toto èíslo rozlo¾it, pøesto¾e Fermat v dopise vy-slovil pøání, aby tak uèinil; naopak s tímto Fermatovým závìrem vyslovil souhlas.Fermat a¾ do konce ¾ivota vìøil, ¾e tento jeho závìr je správný, aèkoliv obvykleudával, ¾e pro to nemá dùkaz. Mù¾eme si pøedstavit, ¾e kdy¾ poprvé formulovalsvùj závìr, byl jím tak unesen, ¾e si nev¹iml numerické chyby a své výpoèty sinepøekontroloval. Èíslo 264 + 1, které má dìlitele 274177 bylo za hranicemi Fer-matových mo¾ností a zøejmì i Freniclových, pøesto¾e tento byl vytrvalej¹í a lep¹ípoètáø.Dejme v¹ak slovo Fermatovi, který ve svém listu Freniclovi z roku 1640 pra-ví: þ1. Nech» je dána napøíklad posloupnost 2,4,8,16,32,64,128,256 atd. Øíkám,¾e kdy¾ zvìt¹íte èísla této posloupnosti o jednièku, tak¾e dostanete 3,5,9,17 atd;v¹echna øeèená kladná èísla, která budou mít exponent, jen¾ není èlenem tétoposloupnosti a zvìt¹ená o jednièku budou slo¾ená.2. Aèkoliv je mo¾né udìlat podrobný rozbor, který je pøíli¹ dlouhý, pro po-chopení staèí následující pøíklad, který uvedu. Nech» je napøíklad èíslo z danéposloupnosti zvìt¹ené o jednièku rovno 8193, exponent je prvoèíslo 13. Øíkám, ¾e5Fermatova èísla mají zajímavou souvislost s konstrukcí pravidelných n�úhelníkù. Jak do-kázal Gauss, pravidelný n�úhelník lze sestrojit pouze pomocí kru¾ítka a pravítka právì tehdy,kdy¾ n = 2k � p1 � � � pl, kde k � 0 a pi jsou navzájem rùzná Fermatova prvoèísla.20



kdy¾ dìlíte 8193 tøemi, podíl bude dìlitelný pouze èíslem, které je buïto dvojná-sobkem exponentu 13 zvìt¹eného o jednu nebo násobkem tohoto dvojnásobku 13etc. a¾ do nekoneèna. Øíkám, ¾e kdy¾ je exponent slo¾ené èíslo, ale ne mocninadvojky, mohu velmi snadno najít v¹echny jeho dìlitele.3. Ale zde je nìco, co je nejpodivuhodnìj¹í. Jsem témìø pøesvìdèen, ¾e v¹echnaèísla z této posloupnosti zvìt¹ená o jednièku, jejich¾ exponenty jsou èísla z po-sloupnosti mocnin dvojky, jsou prvoèísla, jako 3,5,17, 257, 65537, 4 294 967297a následující dvacetimístné 18 446 744 073 709 551 617 atd. Nemám pøesný dù-kaz, ale vylouèil jsem tak velké mno¾ství dìlitelù pøesným dùkazem a vyznám sev této problematice natolik dobøe, ¾e toto své tvrzení nemohu vzít zpìt.ÿFermatova èísla jsou zajímavou ukázkou toho, jak podivuhodné a nevyzpy-tatelné jsou vlastnosti pøirozených èísel. Zejména v posledních letech, kdy bylyvyvinuty moderní metody, které umo¾òují faktorizovat velká èísla za pomocivýkonných poèítaèù, se podaøilo buï faktorizovat èi alespoò nalézt nìkterého dì-litele øady Fermatových èísel. Nepodaøilo se v¹ak nalézt ¾ádné dal¹í prvoèíslo,tak¾e je mo¾né, ¾e zbývající Fermatova èísla jsou slo¾ená, aèkoliv dùkaz pro tototvrzení není. Nìkterá slo¾ená Fermatova èísla jsou uvedena v pøíloze na koncitéto práce.2.3 Pøínos L. EuleraFermat se tìmito problémy ve ètyøicátých letech pøestal zabývat a u¾ se k nim anipozdìji nevrátil. V osmdesátých letech 17. století Malou Fermatovu vìtu dokázalWilhelm Leibniz, tento dùkaz v¹ak nebyl bìhem jeho ¾ivota publikován a bylobjeven a¾ v jeho pozùstalosti ([Di], str. 59). Leibniz vyu¾il formuli(1 + 1 + � � �+ 1)p = 1 + 1 + � � �+ 1 + Xq+r+���+s=p p!q!r! : : : s! :Ponìvad¾ v¹echny sèítance v sumì jsou násobky p, je ap násobkem a.Euler se ve tøicátých letech 18. století zaèal zabývat nejprve problémem Fer-matových èísel, pozdìji dospìl k mnoha záva¾ným èíselnì teoretickým objevùm.O tom, jak hluboce Fermatovo dílo z teorie èísel upadlo v zapomìní, svìdèí sku-teènost, ¾e Euler pova¾oval Malou Fermatovu vìtu za svùj objev, teprve pozdìjipøiznal Fermatovo prvenství. Tato skuteènost je o to zajímavìj¹í, ¾e Varia Operabyla v té dobì k dispozici.Euler se poprvé zabýval Malou Fermatovou vìtou v roce 1731. Pozdìji se k to-muto problému znovu vrátil v souvislosti s vy¹etøováním multiplikativní grupymodulo p, kdy mluví o vynikajícím teorému objeveném Fermatem. Zaèal s ob-jevem, ¾e 2p�1 � 1 je násobkem p, pokud p je prvoèíslo, nazýval to þtheoremanon inelegansÿ. Dále objevil, ¾e ap�1 � bp�1 je násobek p, pokud a; b jsou s pnesoudìlná. V té¾e dobì rovnì¾ faktorizoval páté Fermatovo èíslo a vyvrátil takFermatùv pøedpoklad, ¾e se jedná o prvoèísla. Do èervna 1735 byl Euler mlha-vì zpraven pøinejmen¹ím o Fermatovì dopisu Mersennovi z roku 1640, nebo» vesvém dopise Ehlerovi v Dantzigu pí¹e: Vìta...není nová, pokud se nemýlím byla21



formulována Fermatem, ale bez dùkazu, jeliko¾ byla odvozena pouze indukcí. Eu-ler dále udává ponìkud tì¾kopádný dùkaz, který je zalo¾en na aplikaci binomickéformule (1 + 1)p�1 a vhodného uspoøádání èlenù. Tento dùkaz opakuje znovuv roce 1736, ale pøidává k nìmu aditivní dùkaz této vìty zalo¾ený na binomickéformuli pro (a+ 1)p [Eu2].V roce 1747, aèkoliv stále lpìl na aditivním dùkazu, poukazuje na to, ¾e pøizkoumání dìlitelnosti èíslem p (p nemusí být prvoèíslo) mohou být pøirozená èíslaa, b nahrazena èísly a��p, b��p, tedy jinými èísly, které v¹ak po dìlení èíslem pdávají tý¾ zbytek. Zkoumá zbytky po dìlení druhými a tøetími mocninami a za-èíná se zabývat vlastnostmi zbytkù, které vzniknou z Fermatovy vìty. Konkrétnìna¹el tvrzení, ¾e kdy¾ a� fn je dìlitelné prvoèíslem p = mn+ 1, potom je tímtoprvoèíslem dìlitelné i èíslo am�1, co¾ je bezprostøední dùsledek Fermatovy vìty.Dále dokázal i opaèné tvrzení.Poèátkem 60. let publikoval multiplikativní dùkaz v práci [Eu3], který vzápìtíroz¹íøil i na pøípad slo¾eného modulu, viz [Eu4]:Vìta 2.7 Nech» a je celé èíslo, m je pøirozené èíslo, pøièem¾ platí (a;m) = 1a '(m) je poèet v¹ech pøirozených èísel nesoudìlných s m a nepøevy¹ujících m.Potom platí a'(m) � 1 (mod m):(2.4)Funkce '(m) se dnes nazývá Eulerova funkce a její hodnotu lze urèit pomocínásledující vìty:Vìta 2.8 Nech» m = p�11 � p�22 � � � p�kk . Potom platí'(m) = m�1� 1p1��1� 1p2� � � ��1� 1pk� :Je-li m prvoèíslo, potom je '(m) = m� 1 a Eulerova vìta pøechází v Malou Fer-matovu vìtu. Euler rovnì¾ poznamenává, ¾e '(m) není obecnì nejmen¹í exponentn takový, ¾e m dìlí an � 1 pro v¹echna a nesoudìlná s m. Nejmen¹í exponent d,pro nìj¾ platí ad � 1 (mod m), je roven nejmen¹ímu spoleènému násobku èíselp�ii � p�i�1i , kde 1 � i � k. Dne¹ní terminologií øíkáme, ¾e a patøí d modulom. Zvlá¹tní význam mají èísla patøící (mod p) k mocniteli p � 1. Nazývají seprimitivní koøeny (mod p) a je jich '(p � 1) mezi sebou nekongruentních. Je-lig libovolný primitivní koøen (mod p), jsou èísla g0; g1; g2; : : : ; gp�2 spolu ne-kongruentní (mod p) a tvoøí tudí¾ redukovanou soustavu zbytkù podle modulup.2.4 Lagrangeùv dùkazFrancouzský matematik Joseph L. Lagrange volil zcela jiný pøístup k této pro-blematice. Jeho dùkaz je publikován v [La] a uvádíme ho proto, ¾e jako první daldo souvislosti Fermatovu a Wilsonovu vìtu. Jak bude pojednáno ve ètvrté ka-pitole, podobnou problematikou se zabýval i M. Lerch. Wilsonovu vìtu mù¾emeformulovat následujícím zpùsobem: 22



Vìta 2.9 (Wilson) Nech» p je prvoèíslo. Potom platí(p� 1)! � �1 (mod p):(2.5)Lagrange vycházel z rovnice(x+ 1)(x+ 2) � � � (x+ p� 1) = xp�1 +A1xp�2 +A2xp�3 + � � �+Ap�2x+ Ap�1;(2.6)kde A1 = 1 + 2 + 3 + � � �+ (p� 1);A2 = 1 � 2 + 1 � 3 + � � �+ 2 � 3 + � � �+ (p� 2)(p� 1);: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Ap�1 = 1 � 2 � 3 � � � (p� 1):(2.7)Dosadíme-li do (2:6) x+ 1 místo x, obdr¾íme(x+ 2)(x+ 3) � � � (x+ p) = (x+ 1)p�1 +A1(x+ 1)p�2 + � � �+Ap�2(x+ 1) +Ap�1:Vynásobíme-li obì strany této rovnice výrazem x + 1 a dosadíme-li do pravéstrany z (2:6), dostaneme(x+ p)[xp�1 +A1xp�2 + � � �+Ap�2x+Ap�1] == (x+ 1)p +A1(x+ 1)p�1 + � � �+Ap�2(x+ 1)2 +Ap�1(x+ 1);odkud porovnáním koe�cientù u stejných mocnin x obdr¾íme následující reku-rentní vzorce pro koe�cienty Ai: A1 = �p2�;2A2 = �p3�+ �p�12 �A1;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :(p� 1)Ap�1 = 1 +A1 +A2 + � � �+Ap�3 +Ap�2:(2.8)Jeliko¾ p je prvoèíslo, jsou koe�cienty A1; A2; : : : ; Ap�2 dìlitelné p a platí(p� 1)Ap�1 � 1 (mod p):Roznásobíme-li levou stranu této kongruence a vezmeme-li v potaz, ¾e podle (2.7)je Ap�1 = (p� 1)!, obdr¾íme(p� 1)! � �1 (mod p):Fermatova vìta odsud vyplývá jako dùsledek, nebo» podle vý¹e uvedenýchúvah platí (x� 1)(x� 2) � � � (x� p+ 1) � xp�1 � 1 (mod p):Souèasnì je pro libovolné x splòující podmínku p - x jeden z èinitelù na levéstranì násobkem p a tedy platíxp�1 � 1 � 0 (mod p):23



2.5 Kombinatorické dùkazyV roce 1892 publikoval Mac Mahon èlánek [Mh], ve kterém se zabýval permu-tacemi prvkù v lineárním a cyklickém procesu. Mac Mahon navazuje na práce[Ja] a [Lu]; vzorce odvozené v tìchto pracech mají zajímavé dùsledky i pro teoriièísel.Nech» � je poèet prvkù prvního druhu, � poèet prvkù druhého druhu, 
 poèetprvkù tøetího druhu, atd. Celkový poèet prvkù nech» je n, tedy platí�+ � + 
 + � � � = n:Oznaème N nejvìt¹í spoleèný dìlitel èísel �, �, 
 atd. PlatíN = ��0 = ��0 = 

0 = � � � :Dále oznaème LP (�; �; 
; : : : ) poèet permutací procesu a CP (�; �; 
; : : : ) poèetcyklických permutací. PlatíLP (�; �; 
; : : : ) = n!�!�!
! : : : :(2.9)Je-li d libovolný pøirozený dìlitel èísla N , jenCP (N�0; N�0; N
0; : : : ) =XdjN '(d)LP �Nd �0; Nd �0; Nd 
0; � � �� ;(2.10)nebo-li nCP (N�0; N�0; N
0; : : : ) =XdjN '(d) �nd �!�Nd �0�! �Nd �0�! �Nd 
0�! � � � :(2.11)Je-li n prvoèíslo, potom je N = 1 anCP (�; �; 
; : : : ) = n!�!�!
! : : : :Ke stejnému výsledku dojdeme i v pøípadì, ¾e èísla �, �, 
,: : : nemají kromìjednièky ¾ádného spoleèného dìlitele. Platí tedy následující tvrzení:Vìta 2.10 Nech» podíl n!�!�!
!::: je dìlitelný n. Potom (�; �; 
; : : : ) = 1.Pøedpokládejme dále, ¾e N = n = � = N�0. Potom jenCP (n) =Xdjn '(d)a proto¾e je zøejmì CP (n) = 1, platí následující tvrzení:24



Vìta 2.11 Nech» d jsou v¹ichni dìlitelé èísla n vèetnì jednièky a n samého.Potom platí Xdjn '(d) = n:Toto tvrzení jako první dokázal Gauss [Ga], který rovnì¾ zavedl symbol '(n).Zkoumejme dále variace n�té tøídy z r prvkù s opakováním, které oznaèímeRLP (r; n); poèet cyklických variací nech» je RCP (r; n). Hodnota RLP (r; n) jerovna rn. V cyklických variacích uva¾ujme a1 prvkù prvního druhu, a2 prvkùdruhého druhu atd., tuto variaci oznaèíme (a1; a2; : : : ; ar), pøièem¾ a1 + a2 +� � �+ ar = n.Proto¾e musíme uva¾ovat shodnost nìkterých objektù, je lépe pracovat s obec-ným typem (ak11 ; ak22 ; ak33 : : : ), kde k1+k2+ � � � = r a k1a1+k2a2+ � � � = n. Potomplatí RCP (r; n) = X r!k1!k2!k3! � � �CP (ak11 ; ak22 ; ak33 : : : ):Vyu¾itím vzorce (2.10) obdr¾ímenCP (ak11 ; ak22 ; ak33 ; : : : ) =X'(d)LP ��a1d �k1 �a2d �k2 �a3d �k3 : : :� ;kde d je nejvìt¹í spoleèný dìlitel èísel ai.Nyní mù¾eme vyjádøit RCP (r; n) jako lineární funkci LP . Koe�cient u 1n'(d)je X r!k1!k2!k3! � � �LP ��a1d �k1 �a2d �k2 �a3d �k3 : : :� ;a toto je zjevnì rovno RLP (r; nd ). OdsudRCP (p; n) = 1nX'(d)RLP (r; nd );neboli RCP (p; n) = 1nX'(d)r nd ;kde sumace probíhá pøes v¹echny dìlitele èísla n. Platí tedy vìta:Vìta 2.12 Poèet cyklických permutací n�té tøídy z r prvkù s opakováním je1nXdjn '(d)r nd :Jeliko¾ poèet cyklických permutací je v¾dy celé èíslo, dùsledkem této vìty jenásledující tvrzení:Vìta 2.13 Nech» r a n jsou kladná celá èísla. Potom jeXdjn '(d)r nd � 0 (mod n):25



Je-li n = p prvoèíslo a r = a kladné celé èíslo nesoudìlné s p, je podle vìty2.12 ap + (p� 1)a � 0 (mod p)a po vydìlení této kongruence èíslem a obdr¾ímeap�1 � 1 � 0 (mod p);co¾ je Malá Fermatova vìta. Navíc podílq(a) = ap�1 � 1p(2.12)je celé èíslo, které nyní nazýváme Fermatùv kvocient. MacMahon uvádí vztahmezi Fermatovým kvocientem a poètem cyklických permutacíq(a) = 1aRCP (a; p)� 1:(2.13)Ameriètí teoretiètí fyzikové Gutfreund a Little publikovali v roce 1981 dùkazMalé Fermatovy vìty, který je modi�kací MacMahonova dùkazu [GL]. Inspiracíjim byl Isingùv spin, který má mo¾ných a = 2j + 1 projekcí (�j;�j + 1; : : : ; j).Pro zjednodu¹ení matematických úvah posuneme hodnoty projekcí o j, tedy platí0 � s � a�1. Nech» p je liché prvoèíslo, a je celé èíslo, které vyhovuje podmínkám(a; p) = 1 a 2 � a � p. Uspoøádanou p-tici projekcí� = (s1; : : : ; sp); 0 � si � a� 1; 1 � i � p:nazveme kon�gurací, mno¾inu v¹ech kon�gurací oznaèíme S. De�nujme zobrazeníT : S ! S následujícím zpùsobem:T (�) = �0 = (s01; : : : ; s0p);kde s0i � sj + 1 (mod a); j � i� 1 (mod p); 1 � j � ppro v¹echna 1 � i � p. Toto zobrazení nazveme operátor translace. Snadno sevidí, ¾e operátor translace je bijekce. Pro tento operátor platí následující vlast-nost:Vìta 2.14 Nech» r je pøirozené èíslo, T r(�) = �(r) = (s(r)1 ; : : : ; s(r)p ) 2 S. Pakpro ka¾dé 1 � i � p platí s(r)i � sj + r (mod a);kde j � i� r (mod p); 1 � j � p.Podmno¾inu C mno¾iny S tvaruC = f�; T (�); T 2(�); : : : ; Tn�1(�)g26



nazveme cyklem, jestli¾e pro n 2 N platí Tn(�) = � a pro v¹echna m 2 N;m < nplatí Tm(�) 6= �. Èíslo n se nazývá délka cyklu.Mezi v¹emi cykly existuje jeden speciální, který nazveme triviální a kterýmù¾eme de�novat následujícím zpùsobem: Nech»S = f� = (s1; : : : ; sp) 2 S : s1 = s2 = � � � = spg. Zøejmì platí, ¾e délka triviálního cyklu je rovna a.Vìta 2.15 Nech» � 2 S; � = (s1; : : : ; sp); Ta(�) = �0 = (s01; : : : ; s0p). Podle (1)pro ka¾dé i, 1 � i � p platís0i � sj + a (mod a); j � i� a (mod p); 1 � j � p:Tudí¾ s0i = sj = si: Naopak nech» pro 1 � n � ap � 1; � 2 S platí Tn(�) = �:Potom n = ka(1 � k � p� 1) a � 2 S.Abychom dokázali toto tvrzení, pøedpokládejme, ¾e �0 = (s01; : : : ; s0p), �0 =Tnp(�) = �. Pak pro 1 � i � p je podle vìty 2.13si = s0i � sj + np (mod a); j � i� np (mod p); 1 � j � p:Tudí¾ pro j = i je s � i � si + np (mod a) a tedy n = ka pro 1 � k � p � 1.Pøedpokládejme, ¾e 1 � i; j � p; i 6= j; si 6= sj . Pak existuje pøirozené èíslo htakové, ¾e j � i� hka (mod p), nebo» p - ka. Pak � = Tnk(�), tudí¾si � sj + nk (mod a):Jeliko¾ ajn, je si � sj (mod a) a z toho plyne si = sj .Snadno se doká¾e, ¾e platí T ap(�) = �pro ka¾dé � 2 S, jinými slovy délka cyklu je dìlitelná ap.Je-li � = (s1; : : : ; sp) 2 S; T ap(�) = �0 = (s01; : : : ; s0p) 2 S, pak podle (1) jepro ka¾dé i, 1 � i � p:s0i � sj + ap (mod a); j � i� ap (mod p); 1 � j � p:Platí tedy s0i � sj (mod a) ) s0i = sjj � i (mod p) ) j = i �) s0i = si ) �0 = �. Existuje jediný (triviální) cyklus délky a, zbývající cykly mají délku ap. Pro�; � 2 S polo¾me � � �, jestli¾e existuje pøirozené èíslo n takové, ¾e Tn(�) = �.Pak relace � je ekvivalence na S, S je tøída rozkladu pøíslu¹ného této ekvivalencia ka¾dá jiná tøída tohoto rozkladu má ap prvkù. Oznaème c poèet netriviálníchcyklù. Potom cardS+cap=cardS. Po dosazení mámecap = a(ap�1 � 1)27



a odsud plyne ap�1 � 1 (mod p):Autoøi v¹ak neuvádìjí vztah (2.13) mezi Fermatovým kvocientem a poètemnetriviálních cyklù, resp. poètem tøíd ekvivalence, který uvádí MacMahon ([Mh],str. 309). Poèet netriviálních cyklù je roven qa(p).
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