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Kapitola 2

Mala Fermatova véta

Tato kapitola bude vénovana jednomu z nejdtlezitéjsich tvrzeni elementdrni te-
orie Cisel, které je nyni v Cesky psané literatuie uvadéno jako Mald Fermatova
véta. Nejdrive se budeme vénovat okolnostem vzniku tohoto tvrzeni a dikazim,
které Fermat pravdépodobné znal. V dalsi ¢asti uvedeme nékteré dalsi dikazy
této véty a na zavér pojedname o dikazu americkych fyziki. Tento dikaz je sice
jen modifikaci Mac Mahonova dikazu a nespada do obdobi, kterému je vénovéana
tato prace, udava vsak zajimavou aplikaci této véty v teoretické fyzice.

2.1 Dokonald ¢isla

Jeden ze svych nejvétsich objevi v teorii ¢isel ucinil Fermat na prelomu tiicatych
a Ctyticatych let 17. stoleti. V této dobé byly totiz v mdédé rtizné ,hratky s ¢is-
ly“. Témito problémy se zabyvali mj. M. Mersenne, P. Bruslart de Saint-Martin,
A. Jumeau de Sainte-Croix a B. Frenicle de Bessy. Tento parizsky matematik se
rovnéz vénoval teorii ¢isel. Byl obdafen schopnosti snadno pocitat s velkymi ¢isly
a mél rovnéz velky cit pro vlastnosti ¢isel. Ze vSech Fermatovych soucasniki, kteri
se zabyvali teorii ¢isel, byl Frenicle jediny, kdo se svymi znalostmi mohl ptiblizit
Fermatové arovni. Fermat se jiz béhem svého pobytu v Bordeaux zabyval ,ma-
gickymi ¢tverci“, coz vlastné byly ¢tvercové matice sestavené z prirozenych ¢isel
tak, aby soucet Cisel v kazdém tadku, sloupci a thloprickach byl stejny. V roce
1640 zjistil prostiednictvim Mersenna, ze o problémy spojené s piirozenymi Cisly
ma zajem i Frenicle, a od této doby zacala mezi nimi ¢il4 korespondence. Pra-
vé tato korespondence nadm pomohla porozumét Fermatovu stylu prace, nebot
Fermat jinak své metody, alespon co se teorie ¢isel tyce, velice peclivé tajil.

Fermat sméfoval svilj zdjem piedevsim na dokonald ¢isla. Oznacéime-li s(n)
soucet vSech déliteld ¢isla n s vyjimkou n samotného a S(n) soudet viech délitelt
¢isla n, potom ¢&islo n, které spliiuje podminku s(n) = n, resp. S(n) = 2n se
nazyva dokonalé. !

Do probléma s hledanim dokonalych ¢isel byl vtazen kolem roku 1638 i René

INejmensi dokonalé &islo je 6 = 1+ 2 + 3, v 17. stoleti byla zndma i dal3i takova &isla.
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Descartes, jenz odvodil rekurzivni vzorec pro soucet déliteld slozenych ¢isel ([Ma],
str. 290-291):

Véta 2.1 Necht N = ab, pFicemz (a,b) = 1. Potom
s(IN) = s(ab) = s(a)s(b) + as(b) + bs(a).

Pfi zkouméni dokonalych ¢isel je v8ak vyhodnéjsi pouzivat funkci S(n), pro
niz ziejmeé plati nasledujici tvrzeni:

Véta 2.2 Necht' n = ab, piicemz (a,b) = 1. Potom
S(n) = S(ab) = S(a)S(b).

Nyni uvedeme a dokazeme nutnou a postacujici podminku pro to, aby sudé
¢islo bylo dokonalé.

Véta 2.3 Sudé cislo n je dokonalé prdvé tehdy, kdyZ ho miZeme psdt ve tvaru
n =2k"1(2¥ — 1), kde k > 1 je prirozené ¢islo a 2F — 1 je prvocislo.

Abychom dokazali nutnost podminky, predpokladejme, ze &islo n = 21, kde [
je liché ¢islo, je dokonalé. Potom plati

S(n) = S(2*1H5(1).
Vyuzijeme-li zndmy vzorec pro soucet geometrické posloupnosti, obdrzime
S(n) = (2¥ = 1)S(1).

Jelikoz n je dokonalé, plati
S(n) =2n =2k

a porovname-li tyto dvé rovnice, obdrzime

l 2k —1

@ 2k

Protoze (2 —1,2%) = 1,jel = (28 —1)q a S(I) = 2%q, kde ¢ je pfirozené
¢islo. Pokud by bylo ¢ > 1, ¢islo I by mélo pfinejmensim ¢tyii délitele, a sice
1,2¥ —1,q, 1. Potom by platilo

Sy >1+2" —1+4+q+1=2q+1)>2k¢=5(),
coz je spor a je tedy ¢ = 1,1 = 2¥ — 1 a S(I) = 2*. Navic je ziejmé, ze | musi byt
prvocislo, protoze kdyby mélo jiné délitele kromé jednicky a sebe sama, platilo
by S(I) > 2*, coz je opét spor.

Nyni dokdzeme dostatecnost tohoto tvrzeni. Predpokladejme, Ze ¢islo n je
tvaru n = 2¥=1(2% — 1), pfitemz 2F — 1 je prvocislo. Potom plati

S(n) =S2* Hs(2k - 1)
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Pouzijeme-li vzorec pro soucet geometrické posloupnosti a vezmeme-li v Gvahu,
ze S(2% — 1) = 2% obdrzime S(n) = 2n.

Toto tvrzeni, véetné dikazu dostatecnosti, uvadi uz Eukleides ve svych Za-
kladech [EK] (IX, 36). Euler dokézal, ze kazdé sudé dokonalé ¢islo ma tvar, ktery
uvadi Eukleides [Eul].? Tato véta neudava funkci, kterd by generovala suda doko-
nalj ¢isla, ale redukuje tento problém na rozieseni otazky, zda ¢islo M,, = 2"—1 je
prvocislo nebo ¢islo slozené. Tato ¢isla byla na Mersennovu pocest nazvana Mer-
sennova Cisla. Prvni ¢tyfi Mersennova prvoéisla (Ms, M3, M5, M;) byla zndma
jiz ve starovéku. Do roku 1985 bylo zndmo 31 Mersennovych prvocisel, nejvétsi
z nich s indexem 216091 objevil v roce 1985 D. Slowinski. Mersennovo prvodislo
Mi27 mé 39 mist a je nejvétsi, které bylo objeveno bez pouziti pocitace. Piehled
vSech dosud zndmych Mersennovych prvocisel lze nalézt v [Ri2].?

Abychom si uvédomili slozitost tohoto problému pro Fermatovy soucasniky,
je tfeba se zminit o tom, ze Mersenne se ptal Saint-Martina, jak najit pocet
vSech déliteld c¢isla 49000 a jejich soucet, aniz bychom je vypocitavali jeden po
druhém. V tomto ohledu m4 velky vyznam algebraickd notace, kterou uz Fermat
a Descartes méli k dispozici. V roce 1640 se Frenicle otdzal Fermata prostied-
nictvim Mersenna, zda existuje dokonalé ¢islo mezi 102° a 1022. Tato otdzka se
samoziejmé tykala sudych dokonalych ¢isel. Nerovnice

100 < 2" (2" — 1) < 10*
ma TeSeni 34 < n < 37. Pro nés je velmi zajimavé, jak Fermat pfi feSeni tohoto
problému postupoval. Jak oznamil v ¢ervnu roku 1640 Mersennovi, jeho metoda
byla zalozena na néasledujicich tifech predpokladech:
(I) Je-li n slozené, je i 2™ — 1 slozené
(IT) Je-li n prvocislo, potom 2" — 2 je ndsobek 2n.

(ITI) Je-li n prvocislo a p je prvoéiselny délitel 2" —1, potom p—1 je ndsobek
n.

Podminka (I) je dtisledek obecné identity

(21) mab 1= (ma _ 1)(ma(b71) + xa(b72) 4ot 1)

2Existence lichych dokonalych &isel nebyla dosud ani potvrzena, ani vyvracena.

3Devadesatd léta jsou ve znameni nistupu vykonnych poéitact pii zkouméni velkych &i-
sel. Pro studium Mersennovych ¢isel byl realizovan projekt G I M P S, neboli The Great
Internet Mersenne prime Search. Vedouci tohoto projektu Georege Woltmann sestavil velmi
efektivni program, ktery Scott Kurowski se svymi spolupracovniky prizpasobil pro Internet,
takze se do tohoto projektu mohlo zapojit nékolik tisic lidi. V siti Internet se objevila zpra-
va, 7e bylo objeveno jiz 36. dokonalé &islo, které ma tvar 22976220 . (92976221 _ 1) y kte-
ré ma 1 791 864 mist. Toto ¢islo objevil Gordon Spence; David Slowinski ukoncil ovéreni
29. 8. 1997. Dalsi, v pofadi jiz 37. dokonalé &islo je tvaru 23021376 . (23021377 _ 1) 4 obje-
vil je devatendctilety student California State University v Dominguez Hills. Toto ¢islo mé
1 819 050 mist; ovéfeni ukoncil David Slowinski 30. 1. 1998. Informace lze ziskat na né-
sledujicich adresach: http://www.utm.edu/research/primes/notes/2976221 resp. 3021377 nebo
http://www.mersenne.org/prime.htm.
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pro piipad x = 2. Skutec¢nost, ze to Fermat uvadi jako objev svédéi o tom, ze
jeho znalosti algebry nebyly v té dobé p#ilis velké. Podminky (II) a (III) jsou
ovsem typické pripady toho, co se dnes oznacuje jako Mala Fermatova véta. Tato
tvrzeni uvadi Fermat bez dikazu. V dopise Freniclovi z 18. fijna 1640, v némz
Fermat pise o ,la propositon fondamentale de parties aliquotes® neboli o zakladni
vété o délitelich, Fermat poodhalil i zptisob, kterym ke svym zdvértm prisel: Je-
li ddno libovolné prvocislo p a libovolnd geometrickd posloupnost 1,a,a?, etc., p
musi délit néktere cislo a™ — 1, pro nézZ n déli p — 1; jestlize potom N je libovolny
ndsobek nejmensiho n pro néz toto plati, p déli také a™ — 1. Toto tvrzeni plati pro
vSechny rady a vsechna prvocisla. Poslal bych Vim jeho dikaz, obdvam se vsak,
Ze je prilis dlouhy.

Na zavér této casti si dovolime jesté mensi odbocku. Jak uvadi L. E. Dickson
v [Di] (Vol. I, str. 59), je mozné, ze tuto poucku znali jiz staif Cinané v 5. stol.
pt. Kr. pro n = 2 [Di]. Jini historikové, ([Ri2], str.86), s tim v8ak nesouhlasi
a poukazuji zejména na skutecnost, ze staii Cihané neznali pojem prvodisla.
Tato tzv. ,Cinskad véta“ byva Casto uvadéna jako test na prvociselnost, tedy n je
prvocislo, pokud n|2™ — 2; jednd se tedy o konverzi Malé Fermatovy véty, ta v8ak
neni spravna jak ukdzal Sarrus protipiikladem 341 = 11-31|23%1 — 2. Podle jedné
verze se tato chyba poprvé objevila v ¢lanku J. H. Jeanse v ¢asopise Messenger of
Mathematics (vol. 27, 1897-98) a vznikla nepfesnym piekladem starého ¢inského
textu Devét knih matematického umeéni. Tuto chybu poté prevzal Dickson a dalsi
matematikové.

Se zajimavou hypotézou prisel ve své doktorské praci Han Qi z Institutu hi-
storie prirodnich véd Cinské Akademie v Pekingu. Podle jeho verze k této chybé
doslo prenesenim znalosti zadpadni matematiky do ¢inskych textd v 18. stoleti
a jejich vlivli na rozvoj ¢inské matematiky. Cinsky matematik Li Shanlan (1811
1882) véril, ze obdrzel kritérium pro testovani prvociselnosti (n|2™ — 2) a tuto
skutecnost sdélil svému spolupracovniku v prekladani zapadnich textt anglické-
mu mision4fi Alexanderu Wyliemu kolem roku 1869 v Sanghaji. Wylie, ktery
nebyl prili§ dobry matematik, tuto tezi pochopil jako vyznamny objev a publiko-
val ji v casopise Notes and Queries on Chine and Japan v roce 1869 pod nazvem
,Cinsky teorém®. V nésledujicich ¢islech tohoto ¢asopisu nékteii ¢tendfi pouka-
zali na chybnost tohoto tvrzeni. Li si uvédomil, Ze se dopustil omylu, a na tuto
skutecnost upozornil v jednom ze svych ¢lanki o teorii ¢isel v roce 1872. Jeho
mladsi kolega a spolupracovnik Hua Hengtang si tuto chybu neuvédomil a toto
Hkritérium*“ uvedl ve své knize o teorii ¢isel z roku 1882, pricemz autorstvi pripsal
Liovi. Souvislost mezi témito publikacemi a ¢lankem J. H. Jeanse neni ziejma. *

2.2 Prvni dikazy Malé Fermatovy véty

V dnesni dobé existuje rada dikazl této véty, v této casti se vSak soustiedime
na dva, které Fermat zfejmeé znal nebo alespoir mohl znat. V dnesni dobé se tato

4Tuto zajimavou hypotézu publikoval Man-Keung Siu z katedry matematiky Univerzity
v Hongkongu v rdmci konference o historii matematiky v siti Internet v ervnu 1997 . Pro
kratkost Casu a pomérnou nedostupnost pisemnych materialG se ji autorovi nepodafrilo ovérit
jinym zptisobem.
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véta obvykle uvadi v nasledujicim znéni:

74

Véta 2.4 Necht p je prvocislo, a cel€ ¢islo. Pak plati
(2.2) a? = a (mod p).

Je-li navic splnéna podminka p{ a, pak plati

(2.3) a?”* =1 (mod p).

Vezmeme-li v Gvahu formulaci (2.2), 1ze provést tzv. aditivni dikaz. PouZzijeme
binomickou vétu

(x+y)P =2 + (?) "y + (g) TR S <p P 1) ay? +yP.

Polozime-li z = y = 1 a vezmeme-li v ivahu, Zze pro prvociselné p jsou vSechny

binomické koeficienty s vyjimkou (g) a () nasobky p, obdrzime

2? =2 (mod p).

Nyni mizeme predpokladat, ze existuje alespon jedno ¢islo a, které splhuje pod-
minku
a’? =a (mod p).

Pouzijeme-li opét binomickou vétu s volbou z = a,y = 1, obdrzime

(a+1)P =a” + <11)>a"—1+---+ (pfl>a+1.

Prejdeme-li ke kongruenci a vezmeme-li do ivahy indukéni predpoklad, obdrzime
(a+1)’=a+1 (mod p).

Vzhledem k tomu, co Fermat bezpeéné znal o binomickych koeficientech jiz
v roce 1636, lze predpokladat, ze tento dikaz, pfinejmensim pro piipad a = 2,
ktery je pro hledani dokonalych ¢isel rozhodujici, znal. Tento diikaz vSak nesouvisi
s problémy délitelnosti a navic z Fermatovy korespondence plyne, Ze se jeho
uvahy ubiraly ponékud jinym smeérem. Fermat si ziejmé vSimnul, Ze délime-li
¢leny posloupnosti 1,a, a?, ... prvodislem p, zbytky se opakuji. Je totiz moznych
nejvyse p — 1 zbytk{, existuji tedy nejméné dva exponenty, feknéme n a n + m,
které pti déleni ¢isel a™ a a™t™ prvocislem p dévaji tyZ zbytek. Plati tedy

a

min _gn =)

(mod p).
S ohledem na ptedpoklad p 1 a dostavime
a™ =1 (mod p),

tedy ¢islo 1 je vzdy ¢lenem posloupnosti zbytk. Necht d je nejmensi exponent,
ktery pii déleni ¢isla a? &slem p déva zbytek 1. Potom i pii déleni ¢isla a*¢ &islem
p dostaneme zbytek 1, nebot vyraz

aft—1=(a - 1)(a® V... 4 a0l +1)
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je délitelny p. Naopak jedinymi mocniteli ¢isla a, které pii déleni ¢islem p davaji
zbytek 1, jsou nasobky d. Necht ¢islo m, které napiSseme ve tvaru

m=qd+r, ¢>0, 0<r<d

da pii déleni p rovnéz zbytek 1. Jelikoz ¢isla a™ = a%%a” a a4 davaji zbytek 1,
musi byt jejich rozdil a??(a” — 1) délitelny p. Protoze p { a??, musi platit pla” — 1,
coz je vSak spor s definici ¢isla d s vyjimkou r = 0, tedy m je nasobkem d.
Navic ¢isla a™™™ a a™ dévaji tyz zbytek pouze v pripadé, ze a™ dava zbytek 1.
Jinymi slovy pii déleni ¢isel a™ prvocislem p dostaneme d zbytki, které se cyklicky
opakuji. Pokud d = p — 1, potom samoziejmé plati d|p — 1. V opa¢ném piipadé
existuje alespon jedno ¢islo k, které neni ¢lenem posloupnosti zbytkt. Uvazujme
mnozinu zbytkd, které obdrzime pti déleni ¢isel k, ka, ka?, ... prvocislem p. Tato
mnoZina mé opét d prvki, nebot &sla ka™t™ a ka™ daji tyZ zbytek tehdy a jen
tehdy, kdyZ p|ka™(a™ — 1) a to plati pouze v piipadé d|m. Kromé toho plati, ze
zadny prvek této mnoziny neni prvkem mnoziny ptivodni, coz snadno dokizeme
sporem. Predpokladejme, ze a™ a ka™ dévaji tyz zbytek. Potom stejnou vlastnost
maji i &sla a”t! a ka™T!, nebot a” — a™k je délitelné p pravé tehdy, kdyz
a(a™ — a™k) je délitelné p. Tak postupujeme dal, az narazime na prfipad, kdy
dlm+ j. Potom ovSem ¢isla a™ a k davaji tyz zbytek, coZ je spor s definici ¢éisla k.
Pokud jsme nevycerpali vSechny mozné zbytky, volime k', které nepatii do zaddné
z vy$e uvedenych mnozin a postupujeme stejnym zptsobem, dokud nevycerpame
v8echny mozné zbytky. Musi tedy platit d|p — 1, coz jsme chtéli dokazat.

Na tyto Gvahy se mizeme podivat i z hlediska moderni algebry. Je-li a ne-
soudé€lné s p, potom zbytky po déleni ¢isel a™ ¢islem p tvori uzavienou mnozinu
vzhledem k nésobeni a tato mnozina je podmnozinou mnoziny vsech moznych
zbytka, které vzniknou pri déleni prirozenych ¢isel nesoudélnych s ¢islem p. Ale
mnozina vSech moznych zbytkd tvori multiplikativni grupu, jejiz fad je p — 1.
Podle Lagrangeovy véty je fad kazdé konec¢né multiplikativni grupy ndsobkem
fadu libovolné podgrupy, tedy plati d|p — 1.

Je-li a = 2, potom Mal4 Fermatova véta dava dilezity dtsledek, ktery urychli
faktorizaci Mersennovych cisel:

Véta 2.5 Necht p je lich€ prvocislo. Potom kaZdy délitel cisla 2P — 1 je tvaru
2kp + 1, pricem?Z k je celé cislo.

Protoze soucin dvou ¢i vice ¢isel tvaru 2kp + 1 je opét tohoto tvaru a jednicku
obdrzime volbou k = 0, stac¢i dokdzat, ze kazdy prvociselny délitel ¢isla 2P — 1
je tohoto tvaru. Necht ¢|2P — 1. Potom plati 2 = 1 (mod ¢) a p|g — 1. Je tedy
qg—1=Kk'p, kde k' je pfirozené ¢islo. Jelikoz ¢ je délitel lichého ¢&isla, je liché a
g — 1 je sudé a 2|k'n. Protoze p je liché, je k' sudé a k' = 2k. Prvociselni délitelé
Cisel 2P — 1 jsou tudiz tvaru ¢ = 2kp + 1.

Fermat tento diisledek znal, jak vyplyva z jeho doisu Freniclovi, a nebylo
pro ného problém faktorizovat ¢islo 237 — 1. Pokud existuje prvociselny délitel
p, potom 37 musi délit p — 1. Jelikoz p je liché, musime je hledat mezi prvocisly
tvaru 74n + 1; prvni kandidat 149 nevyhovuje, druhy 223 ale ano. Fermat se vSak
zde nezastavil. Pokud faktorizujeme ¢isla a™ — 1, lze faktorizovat i Cisla a™ + 1
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pro m = 2n. Fermat se ptal, zda pro libovolné a a libovolné prvocislo p existuje
vzdy takové m, ze pla™ + 1. Odpovéd je oviem zapornd a Fermat ma pro to
i zdtivodnéni. Tehdy a jen tehdy, je-li nejmensi n, pro néz p déli a™ — 1 liché,
existuje m takové, ze p déli a™ + 1. Nejmensi takové m je 7.

Fermat se také zabyval otazkou, kdy je 2™ + 1 prvocislo. Toto nemize nastat,
jestlize m m4 lichého délitele d > 1. Plati-li totiz m = ed a polozime-li N = 2¢,
potom 2™ +1 = N 4+ 1 a toto ¢islo je délitelné N + 1. K dtkazu staéi pouzit
znamé identity, kterd plati pro liché cisla k:

e l=(e+ )@ =P 1),

V pripadé, ze m nem4 lichého délitele, je m = 2" a pron = 0,1,2,3,4 je ¢islo
2™ + 1 prvocislo. V dopise Freniclovi z roku 1640 Fermat vypocital vSechna tato
¢isla az po n = 6 a odhadoval, Ze se jednd o prvoéisla. Cisla tvaru F, = 22" +1
se nazyvaji Fermatova ¢isla.’ Fermat znal zptsob, jak urychlit faktorizaci téchto
Cisel. Plati totiz nasledujici véta:

Véta 2.6 Necht'n je prirozen€ cislo a p je lich€ prvocislo pro néz plati p|22n +1.
Potom p = 2"tk + 1, kde k je piirozené ¢islo.

Podle predpokladu p | (22" +1)(22" —1) = 22" — 1, pficemz p1 22" — 1), nebot
by doslo ke sporu s predpokladem (2,p) = 1. Ozna¢me d nejmensi exponent, pro
néjz plati 2¢ = 1 (mod p). Protoze plati p | 22", mame d | 2"+!. Ponévad? na
druhé strang d { 27, jelikoz p { 22" — 1, mame d = 2"*!. Podle Malé Fermatovy
véty plati p | 2P=1 — 1, plati i 2" | p— 1 a odtud p = 2"k + 1.

Nechce se az vérit, ze se Fermatovi nepodarilo faktorizovat alespon ¢islo Fj.
Podle jim objevené metody mezi mozné délitele tohoto ¢isla pripadaji pouze pr-
vocCisla tvaru 64n + 1, z nichz 641 toto cislo skutecné déli, jak pozdéji dokazal
Euler. Ani Frenicle se nepokusil toto ¢islo rozlozit, prestoze Fermat v dopise vy-
slovil prani, aby tak ucinil; naopak s timto Fermatovym zavérem vyslovil souhlas.
Fermat az do konce zivota véril, Ze tento jeho zavér je spravny, ackoliv obvykle
udéval, Ze pro to nemd dikaz. Muzeme si predstavit, ze kdyz poprvé formuloval
svlj zavér, byl jim tak unesen, zZe si nevsiml numerické chyby a své vypocty si
nepiekontroloval. Cislo 264 + 1, které m4 délitele 274177 bylo za hranicemi Fer-
matovych moznosti a zfejmeé i Freniclovych, prestoze tento byl vytrvalejsi a lepsi
POCtAr.

Dejme vsak slovo Fermatovi, ktery ve svém listu Freniclovi z roku 1640 pra-
vi: ,,1. Necht je ddna napriklad posloupnost 2,4,8,16,32,64,128,256 atd. Rikdm,
Ze kdyzZ zvétsite cisla této posloupnosti o jednicku, takZe dostanete 3,5,9,17 atd;
vsechna recend kladnd cisla, kterd budouw mit exponent, jenZ meni clenem této
posloupnosti a zvétsend o jednicku budou sloZend.

2. Ackoliv je mozné udélat podrobny rozbor, ktery je prilis dlouhy, pro po-
chopeni staci nasledugici priklad, ktery wvedu. Necht je naptiklad cislo z dané
posloupnosti zvétiené o jednicku rovno 8193, exponent je prvocislo 13. Rikdm, Ze

5Fermatova &isla maji zajimavou souvislost s konstrukci pravidelnych n—thelniki. Jak do-
kazal Gauss, pravidelny n—uhelnik lze sestrojit pouze pomoci kruzitka a pravitka pravé tehdy,
kdyz n = 2% .p; ---p;, kde k > 0 a p; jsou navzijem riizna Fermatova prvoéisla.
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kdyz délite 8193 tremi, podil bude délitelny pouze cislem, které je budto dvojnd-
sobkem exponentu 13 zvétseného o jednu nebo nasobkem tohoto dvojndsobku 13
etc. aZ do nekonecna. Rikdm, Ze kdyZ je exponent sloZené ¢islo, ale ne mocnina
dvogky, mohu velmi snadno nagit vsechny jeho délitele.

3. Ale zde je néco, co je nejpodivuhodnéjsi. Jsem témér presvédcéen, Ze viechna
¢isla z této posloupnosti zvétsend o jednicku, jejichZ exponenty jsou cisla z po-
sloupnosti mocnin dvojky, jsou prvocisla, jako 3,5,17, 257, 65537, 4 294 967297
a nasledujici dvacetimistné 18 446 744 073 709 551 617 atd. Nemam presny di-
kaz, ale vyloucil jsem tak velké mnoZstvi délitelu presnym dikazem a vyznam se
v této problematice natolik dobie, Ze toto své turzeni nemohu vzit zpét.“

Fermatova ¢isla jsou zajimavou ukazkou toho, jak podivuhodné a nevyzpy-
tatelné jsou vlastnosti prirozenych ¢isel. Zejména v poslednich letech, kdy byly
vyvinuty moderni metody, které umoznuji faktorizovat velkd ¢isla za pomoci
vykonnych pocitac¢l, se podafilo bud faktorizovat ¢i alespon nalézt nékterého dé-
litele fady Fermatovych ¢isel. Nepodarilo se vSak nalézt zadné dalsi prvocislo,
takze je mozné, ze zbyvajici Fermatova ¢isla jsou slozena, ackoliv dikaz pro toto
tvrzeni neni. Nékterd slozend Fermatova ¢isla jsou uvedena v priloze na konci
této prace.

2.3 Prinos L. Eulera

Fermat se témito problémy ve Ctyticatych letech prestal zabyvat a uz se k nim ani
pozdéji nevratil. V osmdesatych letech 17. stoleti Malou Fermatovu vétu dokazal
Wilhelm Leibniz, tento dikaz vSak nebyl béhem jeho zivota publikovan a byl
objeven az v jeho pozustalosti ([Di], str. 59). Leibniz vyuzil formuli

_ =
R R L S C D DI~ -t
q+r+---+s=p

Ponévadz vSechny s¢itance v sumé jsou nasobky p, je a? nisobkem a.

Euler se ve tricatych letech 18. stoleti zacal zabyvat nejprve problémem Fer-
matovych ¢isel, pozdéji dospél k mnoha zavaznym ¢iselné teoretickym objeviim.
O tom, jak hluboce Fermatovo dilo z teorie ¢isel upadlo v zapoméni, svéd¢ci sku-
tecnost, ze Euler povazoval Malou Fermatovu vétu za sviij objev, teprve pozdéji
byla v té dobé k dispozici.

Euler se poprvé zabyval Malou Fermatovou vétou v roce 1731. Pozdéji se k to-
muto problému znovu vratil v souvislosti s vySetfovanim multiplikativni grupy
modulo p, kdy mluvi o vynikajicim teorému objeveném Fermatem. Zacal s ob-
jevem, ze 2P~! — 1 je nasobkem p, pokud p je prvoéislo, nazyval to ,theorema
non inelegans“. Déle objevil, Ze a?~! — bP~! je ndsobek p, pokud a,b jsou s p
nesoudélna. V téze dobé rovnéz faktorizoval paté Fermatovo cislo a vyvratil tak
Fermattv predpoklad, zZe se jednéd o prvocisla. Do ¢ervna 1735 byl Euler mlha-
vé zpraven piinejmens$im o Fermatové dopisu Mersennovi z roku 1640, nebot ve
svém dopise Ehlerovi v Dantzigu pise: Véta...neni novd, pokud se nemylim byla
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formulovdna Fermatem, ale bez dikazu, jelikoZ byla odvozena pouze indukci. Eu-
ler dale udava ponékud tézkopadny dikaz, ktery je zalozen na aplikaci binomické
formule (1 + 1)?~! a vhodného uspofddani ¢lenti. Tento diikaz opakuje znovu
v roce 1736, ale pfidava k nému aditivni dikaz této véty zalozeny na binomické
formuli pro (a + 1)? [Eu2].

V roce 1747, ackoliv stale Ipél na aditivnim dikazu, poukazuje na to, ze pii
zkoumani délitelnosti ¢islem p (p nemusi byt prvocislo) mohou byt pfirozena éisla
a, b nahrazena ¢isly a+ ap, b+ Bp, tedy jinymi ¢isly, které vSak po déleni ¢islem p
davaji tyz zbytek. Zkoumad zbytky po déleni druhymi a tfetimi mocninami a za-
¢ina se zabyvat vlastnostmi zbytk, které vzniknou z Fermatovy véty. Konkrétné
nasel tvrzeni, ze kdyz a — f™ je délitelné prvocislem p = mn + 1, potom je timto
prvocislem délitelné i ¢islo a™ — 1, coz je bezprostiedni disledek Fermatovy véty.
Déle dokézal i opacné tvrzeni.

Pocatkem 60. let publikoval multiplikativni dtkaz v praci [Eu3], ktery vzapéti
rozsitil i na p¥ipad sloZzeného modulu, viz [Eud]:

Véta 2.7 Necht a je celé ¢islo, m je pFirozené ¢islo, pricemz plati (a,m) = 1
a o(m) je pocet viech pfirozenych isel nesoudélnych s m a neprevysujicich m.
Potom plati

(2.4) a?™ =1 (mod m).

Funkce ¢(m) se dnes nazyva Eulerova funkce a jeji hodnotu lze uréit pomoci
nasledujici véty:

Véta 2.8 Necht m = p{* - py?---pp*. Potom plati

= (=50) (=5) - (=5)

Je-li m prvoéislo, potom je ¢(m) = m — 1 a Eulerova véta prechdzi v Malou Fer-
matovu vétu. Euler rovnéz poznamendva, ze ¢(m) neni obecné nejmensi exponent
n takovy, ze m déli a™ — 1 pro vSechna a nesoudélna s m. Nejmensi exponent d,
pro n&jz plati a? = 1 (mod m), je roven nejmensimu spoleénému néasobku ¢isel
p¥ —p*~! kde 1 < i < k. Dnesni terminologii iikame, ze a patfi d modulo
m. Zvlastni vyznam maji ¢isla pat¥ici (mod p) k mocniteli p — 1. Nazyvaji se
primitivni kofeny (mod p) a je jich p(p — 1) mezi sebou nekongruentnich. Je-li
g libovolny primitivni kofen (mod p), jsou ¢cisla ¢°, g%, ¢2,...,g?~2 spolu ne-
kongruentni (mod p) a tvori tudiz redukovanou soustavu zbytkd podle modulu
p.

2.4 Lagrangeuv dukaz

Francouzsky matematik Joseph L. Lagrange volil zcela jiny pfistup k této pro-
blematice. Jeho dikaz je publikovin v [La] a uvddime ho proto, Ze jako prvni dal
do souvislosti Fermatovu a Wilsonovu vétu. Jak bude pojednano ve ¢tvrté ka-
pitole, podobnou problematikou se zabyval i M. Lerch. Wilsonovu vétu mutzeme
formulovat nasledujicim zpisobem:
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Véta 2.9 (Wilson) Necht p je prvocislo. Potom plati
(2.5) (p—1)!= -1 (mod p).

Lagrange vychazel z rovnice

(2.6)
(z+1D)(z+2) - (x+p-1) =P P+ AjzP 2+ Apa? >+ -+ Ay sz + A, 1,
kde
A= 142434+---+(p-1),
@27) A= 1-2+4+1-34+---+2-34+---+(p—2)(p—1),

Dosadime-li do (2.6) = 4+ 1 misto z, obdrzime
(z+2)(x+3)- - (z+p) = (e + 1P P+ A+ 1)P 2+ -+ Apa(z+ 1)+ Ap_1.

Vynasobime-li obé strany této rovnice vyrazem x + 1 a dosadime-li do pravé
strany z (2.6), dostaneme

(z+p) Pt + AP 2+ 4+ A, sx+ A, ] =
=@+1)P+A @+ o+ A @+ )P+ Ay (T + 1),

odkud porovnanim koeficientd u stejnych mocnin x obdrzime nasledujici reku-
rentni vzorce pro koeficienty A;:

a=@),
(2.8) 24, = (5) + ("3 ) 4,
(p_]-)Ap—l = ].+A1 +A2+"'+Ap_3 +Ap_2.
Jelikoz p je prvocislo, jsou koeficienty A, As,... , A,_» délitelné p a plati

(p—1A,1 =1 (mod p).

Roznasobime-li levou stranu této kongruence a vezmeme-li v potaz, Ze podle (2.7)
je Ap—1 = (p— 1), obdrzime

(p—D!'=-1 (mod p).

Fermatova véta odsud vyplyva jako dusledek, nebot podle vySe uvedenych
uvah plati

(x—1)(x—2)---(x—p+1) =2 =1 (mod p).

Soucasné je pro libovolné z spliujici podminku p t = jeden z Cinitelt na levé
strané nasobkem p a tedy plati

™' ~1=0 (mod p).
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2.5 Kombinatorické dukazy

V roce 1892 publikoval Mac Mahon ¢lanek [Mh], ve kterém se zabyval permu-
tacemi prvkl v linedrnim a cyklickém procesu. Mac Mahon navazuje na prace
[Ja] a [Lu]; vzorce odvozené v téchto pracech maji zajimavé dusledky i pro teorii
Cisel.

Necht « je pocet prvkia prvniho druhu, 8 pocet prvka druhého druhu, v pocet
prvka tfetiho druhu, atd. Celkovy pocet prvka necht je n, tedy plati

atfB+y+---=n
Oznac¢me N nejvétsi spole¢ny délitel cisel o, 3, v atd. Plati

N _B__

o BT AT

Daéle ozna¢me LP(a,f3,7,...) pocet permutaci procesu a CP(a, 3,7, ...) podet
cyklickych permutaci. Plati

n'

(2.9) LP(a,B,7,...) = W

Je-li d libovolny prirozeny délitel cisla IV, je

N N , N
(210) ’I?,CP(NO(I, N517N717 . ) = dz;vgo(d)LP (gala Eﬂla E’yla o ) )

nebo-li

2.11) nCP(No',NG,N~',...) = d .
I ORI ) = 2 o (-

Je-li n prvocislo, potom je N =1 a

n!
’l’LCP(CE,ﬂ,’Y,...) = W
Ke stejnému vysledku dojdeme i v pripadé, ze ¢isla «, 3, 7,... nemaji kromé

jednicky zadného spolec¢ného délitele. Plati tedy nasledujici tvrzeni:
Véta 2.10 Necht podil # je délitelny n. Potom (a,3,7,...) = 1.

Piedpoklddejme déle, ze N =n = a = Na'. Potom je

nCP(n) = Y o(d)

d|n

a protoze je zfejmé C'P(n) = 1, plati nésledujici tvrzeni:
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Véta 2.11 Necht d jsou vsichni délitelé c¢isla n véetné jednicky a n samého.
Potom plati

> p(d) =

d|n

Toto tvrzeni jako prvni dokdzal Gauss [Ga], ktery rovnéz zavedl symbol p(n).

Zkoumejme dale variace n—té tiidy z r prvki s opakovanim, které oznacime
RLP(r,n); pocet cyklickych variaci necht je RCP(r,n). Hodnota RLP(r,n) je
rovna r”. V cyklickych variacich uvazujme a; prvk prvniho druhu, a, prvki
druhého druhu atd., tuto variaci oznacime (ay,as,...,a,), pfitemz a; + as +

-+ a, = n.

Protoze musime uvazovat shodnost nekterych objekti, je lépe pracovat s obec-
nym typem (a’fl,a§2,a3 ...),kde k1 +ko+---=rakiar +kaas+- -+ = n. Potom
plati

RCP(r,n) Zkl'kz'kg CP(al,ab? ab® .. .).

Vyuzitim vzorce (2.10) obdrzime

Pl ol ) = e@re {(9)" ()" ()" ).

kde d je nejvétsi spolecny délitel Cisel a;.
Nyni mtzeme vyjadiit RCP(r,n) jako linedrni funkci LP. Koeficient u L¢(d)

S () () (3) )

a toto je zjevné rovno RLP(r, ). Odsud

je

1 n
RCP =— d)RLP(r, —
(b,1) = - 3" @(dRLP(r, ),
neboli
RCP(p,n Z o(d %
kde sumace probihé pies vSechny délitele ¢isla n. Plati tedy véta:

Véta 2.12 Pocet cyklickijch permutaci n—té tridy z r prvki s opakovanim je
1 n
- Z p(d)r.
d|n

Jelikoz pocet cyklickych permutaci je vzdy celé Cislo, disledkem této véty je
nasledujici tvrzeni:

Véta 2.13 Necht'r a n jsou kladna celd c¢isla. Potom je

n

Zcp rd =0 (mod n).



Je-li n = p prvocislo a r = a kladné celé c¢islo nesoudélné s p, je podle véty
2.12

a’ 4+ (p—1)a=0 (mod p)

a po vydéleni této kongruence ¢islem a obdrzime
a?' —~1=0 (mod p),

coz je Mald Fermatova véta. Navic podil

(2.12) qla) = L—=

je celé cislo, které nyni nazyvame Fermatiuv kvocient. MacMahon uvadi vztah
mezi Fermatovym kvocientem a poc¢tem cyklickych permutaci

(2.13) q(a) = %RCP(a,p) -1

Americ¢ti teoreticti fyzikové Gutfreund a Little publikovali v roce 1981 diikaz
Malé Fermatovy véty, ktery je modifikaci MacMahonova dikazu [GL]. Inspiraci
jim byl Isingiv spin, ktery ma moZnych a = 2j + 1 projekci (—j,—j5 + 1,...,7)-
Pro zjednoduseni matematickych ivah posuneme hodnoty projekei o j, tedy plati
0 < s < a—1. Necht p je liché prvocislo, a je celé ¢islo, které vyhovuje podminkam
(a,p) =1 a2 < a<p. Uspofddanou p-tici projekci

o=(51;---,5p), 0<s;<a-1, 1<i<p.

nazveme konfiguract, mnozinu v$ech konfiguraci oznac¢ime S. Definujme zobrazeni
T :S5 — S nésledujicim zpisobem:

T(o)=0"=(s},...,s)),

’7p

kde
si=sj+1 (moda), j=i—1 (modp), 1<j<p

pro vSechna 1 < ¢ < p. Toto zobrazeni nazveme operdtor translace. Snadno se
vidi, Ze operator translace je bijekce. Pro tento operator plati nasledujici vlast-
nost:

Véta 2.14 Necht r je prirozené cislo, T"(0) = o(") = (sgr), e ,s,(f)) € S. Pak
pro kaZdé 1 < i < p plati

s =g +r (mod a),
kde j =i—r (mod p),1 <j<p.
Podmnozinu C' mnoziny S tvaru

C = {0,7(0), T*(0),... . T" ()}
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nazveme cyklem, jestlize pro n € N plati T"(c) = ¢ a pro vSechnam € N,m <n
plati 7™ (o) # o. Cislo n se nazyva délka cyklu.

Mezi vSemi cykly existuje jeden specidlni, ktery nazveme trivialni a ktery
muzeme definovat nasledujicim zptsobem: Necht

S={0="(51,...,8) ES:81 =82 =--=5,}
. Ztejmé plati, ze délka trividlniho cyklu je rovna a.

Véta 2.15 Necht o € S,0 = (s1,...,8p), Ta(0) = 0’ = (s},...,s},). Podle (1)
pro kaZdé i, 1 < i < p plati

si=sj+a (moda), j=i—a (modp), 1<j<p.

Tudiz s; = sj = s;. Naopak necht pro 1 <n < ap—1,0 € S plati T"(0) = o.
Potomn=ka(l1<k<p—-1)aoc€S.

Abychom dokézali toto tvrzeni, pfedpokladejme, ze o' = (si,...,s,), o' =
T""(0) = 0. Pak pro 1 < i < p je podle véty 2.13

si=s;=s;+np (moda), j=i—np (modp), 1<j<p.

Tudiz pro j =ijes—i=s;+np (moda) atedy n =kaprol <k <p-1
Piedpokladejme, ze 1 < i,j < p,i # j,5; # sj. Pak existuje pfirozené ¢islo h
takové, Ze j = i — hka (mod p), nebot p{ ka. Pak o = T™ (o), tudiz

si =s; +nk (mod a).

Jelikoz a|n, je s; = s; (mod a) a z toho plyne s; = s;.
Snadno se dokaze, ze plati
T(0) =0

pro kazdé o € S, jinymi slovy délka cyklu je délitelnd ap.
Je-lio = (s1,...,8,) € S,T%(0) =o' = (s1,...,8,) € 5, pak podle (1) je
pro kazdé i, 1 <i < p:

si=sj+ap (moda), j=i—ap (modp), 1<j<p.
Plati tedy

sj (mod a) = s} = s;
i (mod p)=j=i

o~

r—
S; =
] =

}:sgzsi:a’:a

Existuje jediny (trividlni) cyklus délky a, zbyvajici cykly maji délku ap. Pro
a, 3 € S polozme « ~ (3, jestliZe existuje ptirozené ¢islo n takové, ze T™(a) = (.
Pak relace ~ je ekvivalence na S, S je tiida rozkladu piislusného této ekvivalenci
a kazda jina trida tohoto rozkladu ma ap prvkid. Oznac¢me ¢ pocet netrividlnich
cyklt. Potom cardS+cap=cardS. Po dosazeni mame

cap = a(a?~! — 1)
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a odsud plyne
a® =1 (mod p).

Autofi v8ak neuvadéji vztah (2.13) mezi Fermatovym kvocientem a poctem
netrividlnich cykld, resp. poc¢tem tiid ekvivalence, ktery uvadi MacMahon ([Mh],
str. 309). Pocet netrividlnich cykll je roven ¢, (p)-
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