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12. O ROZKLADECH GRUP VYTVOREN%CH PODGRUPAMI.

12.1. Pojem levé a pravé t¥idy.

Velmi dulezitd vlastnost grup zalezi v tom, 7e kazdé podgrupa v libo-
volné grupé uréuje na ni jisté rozklady. UvaZzujme opét o libovolné
grupé @ a o néjaké podgrupé A C G. Necht a znadi libovolny prvek
v . .

Podmnofina ol v @, t. j. tedy mnofina sousint prvku a s kaZdym
prokem v Y, nazyvd se levd tfida proku a vzhledem k podgrupé ¥ nebo
struénéji, vime-li, Ze jde o podgrupu U, levd tFida prvku a; podobné se
nazyva podmnofina Ua, t. j. mnofina souling kaZdého prvku v U
8 prokem a, pravd trida proku a vzhledem k podgrupé U, strudnéji: pravd
tFida prvku a. Viimnéme si, %e pole A podgrupy U je soudasné leva
i prava t¥ida prvku 1 vzhledem k .

V nékolika jednoduchych vétach popiSeme nejprve vlastnostilevych
tiid; vlastnosti pravych tfid jsou analogické a tiebaZe je kvuli Gspofe
mista vyslovné neuvadime, doporucujeme ¢tenafi, aby si je rovnéz pro-
myslil.

12.2. Vlastnosti levych (pravych) t¥id.
Necht a, b znadi libovolné prvky v &.

12.2.1. Levd tfida al obsahuje prvek a.
Skuteéns, protoze U je podgrupa, mame 1 e, a odtud plyne
a = al eall.

12.2.2. Kdy% a jen kdyZ a Y, jest all = A.

Za Glelem dtkazu pfedpoklidejme nejprve a e U. Protoze U je
podgrupa, je soudin prvku a s kazdym prvkem v U obsaZen opét v %,
takze mame vztah al c 4. Mimoto a ~'¢ ¥ a pro libovolny prvek
z e plati a—z € Y, takie a(a—'x) e a¥l; aviak a(a—z) = (aa~)x =
= lo = z; vychéazi tedy = € al a mame dalsf vztah 4 c a¥l. Tedy je
skuteénd al = 4. Nechf nyni pro néktery prvek a ¢ & plati rovnost
a?l = A. Pak kazdy soudin az, kde z ¢ Y, je obsaZen v U, a tedy ze- -
jména (pro z = 1) je prvek a obsazen v Y.

Zobecnénim véty 12.2.2. je véta:
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12.2.3. KdyZ a jen kdy% a=*b € Y, jest all = bY.

Skutecéns, kdyz a= ¢ U, méme podle véty 12.2.2: a~U =4
a tedy plati tyto rovnosti: b = (aa=1)bU = a(a=*h)U = a(a~bYU) =
= al. Naopak plyne z rovnosti bY = al vztah (a=10)U = 4, a tedy
a1 ¢ U podle véty 12.2.2.

12.2.4. Levé tfidy a¥l, bY jsou bud disjunkini nebo tdentické.

Tato duleZitd vlastnost levych t¥id plyne z této Gvahy: Maji-li obé
levé tiidy a¥l, bYU néktery prvek x spoledny, takie x € all, z € bY, pak je
a~z e, b~ ¢ Y a odtud podle véty 12.2.3 vychazi al = 2Y = bY
takze obé levé tridy a¥l, bY jsou identické.

12.2.5. Levé tridy a¥l, bY jsou ekvivalentnt mnofiny.

Mame ukézat, Ze existuje prosté zobrazeni mmnoziny a na bY.
Kazdy prvek v a¥l (bY) je soudin ax (bx) prvku @ (b) s vhodnym prv-
kem x € Y a takovy prvek x jest jenom jeden, nebot z rovnosti ax = ay
(bx = by) plyne z = y. Naopak, kdyz x ¢ ¥, mdme ax € all (bx  bY).

ax
Vidime tedy, Ze zobrazeni (x) je prosté zobrazeni mnoZiny el na U

xr

a podobné (bx) je prosté zobrazenf podgrupy U na bY. Tedy je ( Z; ) ((f:)

prosté zobrazeni mnoZiny al na bY a tim je naSe tvrzeni dokdzano.

Své avahy roziifime nyni na pi"ipa.d, Ze vedle podgrupy U méme
v @ dalsf podgrupu B.

12.2.6. KdyZ nékteré dvé levé tridy al, b jsou incidentni, pak jejich
pranik all 0 bDB je levou tridou kaZdého svého prvku vzhledem k podgrupé
A n B.

 Vskutku, kdyz nékteré dvé tiidy a¥f, 5B maji spoleény prvek-
¢ € &, pak podle vét 12.2.1 a 12.2.4 plati rovnosti e = c¥, bB = ¢V,
takie a N 6B = U nc¢B. Kazdy prvek z ecA ncB je soudinem
prvku ¢ a jistého prvku a’ € ¥ a soudasné souc¢inem prvku c a jistého
prvku b’ € B, takie x = ca’ = cb’; odtud vidime, Ze jest a’ = b’ ¢
€eAn Y, a tedy = e (Y n B). Tim jsme zjistili, Ze plati vztah: e n
0 bB c c(U n B). Dile je kazdy prvek e (U n B) soudinem prvku ¢
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a jistého prvku ¢’ € ¥ n B, takie z = cc’ € Y N ¢B a z toho soudime
na platnost vztahu ¢(% n B) c al N bB. Tim je dikaz ukonden.

12.2.7. Kdyz U c B, pak z incidence levych tFid al, bB plyne o C
cb®.

Vskutku, ze vztahu % c B plyne U n B = A, podle 1.7.3; z vét
12.2.6, 12.2.4 soudime, Ze plati rovnost: a¥f N B = a¥ a odtud vy-
chézf al c b8 podle 1.7.3.

Jak jsme se jiz zminili, maji pravé t¥idy vzhledem k podgrupé Y
vlastnosti analogické. Mezi levym1 a pravymi t¥{dami vzhledem k pod-
grupé U je tento vztah:

12.2.8. Levd tFida a¥l a pravd tFida Ub jsou ekvivalentnt mnofiny.

Méme ukézat, Ze existuje prosté zobrazeni mnoziny a?l na %b.Podle
véty 12.2.6 existuje prosté zobrazeni a mnoziny af na ¥ apodobné
(protoZe vlastnosti pravych tifd jsou analogické) existuje prosté
-zobrazeni b mnoziny Ub na Y. Zobrazeni slozené b—1a je tedy prosté
zobrazeni mnoziny af na Ub.

12.3. Levé (pravé) rozklady grupy.

12.3.1. Definice. UvaZujme nyni o systému vSech podmnozin v &,
které jsou levymi t¥{dami vzhledem k U vidy nékterého prvku v &.
Podle véty 12.2.1 je kazdy prvek a ¢ & obsazen v levé tiidé al
a tato jest oviem prvkem nafeho systému; podle véty 12.2.4 jsou
kazdé dva prvky naeho systému disjunktni. Systém, o néjz jde, je
tedy rozklad grupy @. Tento rozklad grupy & se nazyvé rozklad grupy
® v levé tFidy vytvoteny podgrupou U, struingji: levy rozklad vytvoreny

podgrupou U, a oznadujeme jej G/, Y.

Podobné se ukiZe, zZe systém viech podmnozin v &, které jsou pra-
vymi t¥{dami vzhledem k 9 vidy n&kterého prvku v @, je rozklad
grupy ®, a to t. zv. rozklad grupy @ v pravé tfidy vytvofeny podgrupou U,
strudn&ji: pravy rozklad vytvoreny podgrupou U, a oznadujeme jej sym-
bolem &/, A

V dalsfch vétdch popfSeme vlastnosti levych rozklada grupy. Vlast-
nosti pravych rozkladd jsou analogické, a proto je pro fisporu mista
mneuvidime. Poslednf véta 12.3.6 udavé vztah mezi levymi a pravym1
rozklady. :
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12.3.2. Zdkryt a zjemnéni levého rozkladu.

Necht jsou v grupé @ dany dvé podgrupy U, B. Zkoumejme, kdy
levy rozklad grupy & vytvofeny podgrupou U (B) je zdkrytem
(zjemnénim) levého rozkladu vytvoreného podgrupou B (), t. j.
G U = 6%

Kdyz levy rozklad grupy & vytvofeny podgrupou U je zékrytem
levého rozkladu vytvofeného podgrupou 9B, pak zejména pole 4 pod-
grupy ¥ je souttem nékterych levych tiid vzhledem k podgrupé B
a mezi témito levymi t¥idami je pole B podgrupy %, nebot obé mno-
ziny 4, B maji spole¢ny prvek 1; z toho soudime, Ze podgrupa U je nad-
grupou na B, t. j. ¥ > B. KdyZ naopak podgrupa U leZi na B, soudime,
podle véty 12.2.9, ze kazda leva t¥ida vzhledem k U je souétem vsech
levych tifd vzhledem k podgrupé B, které jsou s ni incidentni; vidime,
Ze pak levy rozklad grupy & vytvoreny podgrurou ¥ (9B) je zdkrytem
(zjemnénim) levého rozkladu vytvofeného podgrupou ¥ (). Dosli
jsme k tomuto vysledku:

Levy rozklad grupy & vytvoreny podgrupou U (B) je zdkrytem (zjemné-
nim) levého rozkladu vytvorendho podgrupow B () tehdy a jen tehdy,
kdyZ podgrupa U je nadgrupou na B, 1. 5. U > B.

12.3.3. Nejmen$i spoleény zdkryt dvow levyjch rozklads.

Necht v grupé & jsou dany dvé vedjemné zaménitelné podgrupy U, B.

V odst. 11.5.2 jsme vidéli, Ze pak existuje soudin AB podgrup A, B
a je podgrupou v &.

Ukézeme, £e nejmendt spoleény zdkryt levych rozklads grupy ® vytvo-
Fenych podgrupami U, B je levy rozklad vytvoreny podgrupou YDV, t. 5.
(6,2, 6/, 3] = G/, %B. |

Vskutku, predev§im vidime, p¥ihliZejice ke vztahim U c UADY,
BcUB a k vété 12.3.2, Ze rozklad G/, UMB je spoleénym zikrytem
rozkladu &/, ¥, @/, B. Mame ukdzat, Ze se dvé t¥idy c¥, 2% ¢ &/, U daji
spojit v rozkladu @&/, B tehdy a jen tehdy, kdyz lezi v téZe tiidé roz-
kladu &/, UB. ' '

a) Kdyz levé t¥idy e, p¥ leZi v téze t¥fd8 rozkladu &/, UV, jest
p = cba, pii éemZ b € B, a € Y znadi vhodné prvky. Vidime, Ze obé
tiidy ¢, pY jsou incidentni s t¥fdou ¢B ¢ G/, B, a tim je zjisténo, e se
daji spojit v rozkladu &/, 8.
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b) Kdyi existuje fetézec v {8/, U, /,B} od ¢ do pY,
cﬂI, coey Gaﬂ (01 = C, Cq == p)’

jsou kazdé dvé sousedni tiidy cp¥, cp, Y incidentni s jistou t¥idou
dsB, takie existuji prvky apecsU ndp®B, ype dyB ncs ¥ B=1,
vey &6 — 1) Prvky @y, 4y (¥ = 1, ..., &; Yo = €y, Ts = C4) lezi v téZe
t£idé ¢, ¥ a podobnd prvky =z, yp v téze t¥idé ds®B; z toho soudime, Ze
plati vzorce =, = y,—,a,, ys = xsbs, v nichz a, eV, bseB znali
vhodné prvky. Z téchto vzorcu vychdzi ¢, = c,a.b, ... baey@s € C;UB
a tim je zjisténo, ze levé t¥idy c¥, pU leii v téze t¥idé cUB ¢ G/, UDV.

12.3.4. Nejvétdi spoleéné zjemnéni dvou levijch rozkladi.

Necht v grupsé & jsou didny dvé podgrupy U, B.

Ukézeme, Ze nejvét§i spoleéné zjemnéni levych rozkladé grupy ©
vytvorenych podgrupami U, B je levy rozklad v Jtvoreny podgrupou
An B, t. 5. (6/,YU 8/,B)=6/,(UnDB).

Vskutku, nejvétsi spoleéné zjemnéni rozklada &/, U, G/, B je systém
v8ach nsprdzdnych pranika vidy nskteré levé tiidy a¥ s nékterou
levou t¥idou 6B (olst. 2.7.1). Kazdy nsprazdny prinik al 0 b9 je
levou tfiloa kazisho prvku v n3m leziciho vzhledem k podgrupé
An Y; kazla lova téida c(A n B) je prinikem levych t¥id c, cB
(odst. 12.2.6). Tim je ditkaz proveden.

12.3.5. Dopliikové levé rozklady.

Necht v grupé & jsou dany dvé vzdjemné zaménitelné podgrupy U, B.

Ukazambs, 73 levé rozklady &/, U, B/, B jimi vytvorené jsou dopliikové.

Vskutku, podle véty 12.3.3 je nejmensi spoleény zadkryt téchto roz-
kladi rozklad &/, U4%. Budiz cUDB ¢ G/, UAB libovolna tiida. Kazda
t¥ida rozkladu &/, U lezici v cUB je cbU, kde b ¢ B znaéi vhodny prvek;
podobnd kazd4 tiida rozkladu &/, B lezici v cUB je ca®B, kde a ¢ A
znadf vhodny prvek. Mame ukazat, e kazdé dvs levé tidy cb¥, ca'B,
lezfcf v ¢UPB, jsou incidentni, t. j. Ze existuji prvky a, e U, b, ¢ B
vyhovujici rovnosti ba, = ab;. To je snadné: Protoze podgrupy U,
jsou vzajemné zaménitelné, existuji prvky a; € U, b, € B, které hovi
vztahu a~1 = b,a,! a tyto prvky splituji hoiejf rovnost. Tim je du-
kaz proveden.
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12.3.6. Vztah mezi levyms a pravymi rozklady.

Budiz Y libovolna podgrupa v grupé @.

Snadno ukaZeme, Ze rozklady &/, U, G/, U jsou ekvivalentni mnofiny.
Za tim udelem staéi oviem zjistit, Ze existuje prosté zobrazeni roz-
kladu @/, ¥ na rozklad &/, ¥. V kazdém prvku a rozkladu &/,¥ zvolme
libovolny prvek a e &, takze @ = a¥l, a prifadme k nému prvek UYa—*
rozkladu G/, U. Tim definujeme jisté zobrazenf rozkladu &/, Y do roz-
kladu &/, U a (protoZe kaZzdy prvek v & jest inversnf vzhledem k nékte-
rému prvku v &) dokonce na rozklad &/, U a stadi zjistiti, Ze toto zobra-
zen{ jest prosté. Jsou-li n€které prvky o, bY ¢ &/, U zobrazeny na tyz
prvek AYa-1 = Yb~1, pak (podle véty analogické k v&té 12.2.3) platf
vztah a~1b € Y a odtud podle véty 12.2.3 plyne,. Ze prvky all, bY jsou
identické, a tim jest dokdzédno, Ze nafe zobrazeni je prosté.

d 12.4. Obal a prusek podgrupy s levym (pravym) rozkla-
em.

12.4.1. Necht % c 9B, € znadéf podgrupy v & a predpokladejme, Ze
podgrupy ¥, € jsou vzajemnsé zaménitelné. Za tohoto pfedpokladu jsou
(podle 11.7.6) vzéjemné zaménitelné i obé podgrupy € n B, U, takie
existuje podgrupa (€ n B)U. Uvazujme nynf o obalu € C B/, Y pod-
grupy € v rozkladu B/, U a o praseku B/, U M € rozkladu B/, U s pod-
grupou €. UkaZeme, %e plati tyto rovnosti:

1. EC B/, U= (€ nB)ULY;
2. B[, UNECE=(CnB),(Cn ).

-Abychom ukézali, Ze plati rovnost 1, ukdZeme, Ze kazdy prvek
rozkladu na pravé strand je prvkem rozkladu na levé strané a naopak,
kazdy prvek rozkladu na levé strané je prvkem rozkladu na pravé stra-
né. Na pravé strané rovnosti 1 mame levy rozklad podgrupy (€ n B)U
vytvofeny podgrupou ¥. Kazdy prvek @ tohoto rozkladu je tedy a¥,
kde z € (€ n B)Y, takZe = je soudin ba jistého rrvku b ¢ € n B s jistym
prvkem a e Y. Odtud plyne a = (ba)¥ = b(aA) = bW, nebot podle
véty 12.2.2 médme al = A. Protoze b ¢ B, A c B, je bY ¢ B/, Y, a pro-
toZe b € €, je bY incidentni s €. Vychdzi tedy vztah @ ¢ € CDB/, U a tim
je provedena prvni ¢dst naseho diikazu. Necht nyni aznaéflibovolny
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prvek v € C B/, U, takze @ = bY, kde bznadf jisty prvek v 9B, a déle bY
jest incidentnf s €, t. j. existuje prvek c e € takovy, Ze c € bY. Ze
vztahu ¢ € bY plyne podle vét 12.2.1 a 12.2.4 rovnost @ = ¢ a odtud
plyne déle ¢ € B, nebot a c B. Mame tedy vztah c e € n B a tedy také
c=cl e(€n B)Y. Odtud a ze vztahu ¥ c (€ n B)YA vychdzi @ ¢ (€ n
n B)U/, Y a tim je nd§ dukaz ukonden.

Pii dukazu rovnosti 2 budeme postupovati podobné. KaZdy prvek @
na pravé strand rovnosti 2 jest a(€ n U) = a€ na¥, kde a € € n B.
Ze vztahu a € € plyne rovnost a€ = C, kde C je pole podgrupy €,
a protoze a € B, Y c B, mame af € B/, Y. Odtud vychdzi a = € n
na¥ e B/,Y 7€ a tim je provedena prvnf &ast ditkazu. Necht nyni @
znadi libovolny prvek rozkladu B/,% M €, takze a = € n b, kde b je
jisty prvek v 9. Podle definice priseku rozkladu s mnozinou, nenf @
prazdnd mnozina, a tedy existuje prvek a € € n bY. ProtoZe a € €, plati
rovnost C = a@, a protoze a € bY, je bY = a¥ a tedy madme @ = a€ n
N a¥l = a(€ n A). Uvazime-li, Ze ze vztahti b € B, Y c B plyne b c B,
vidime, Ze @ € € 0 B, a vychdzi @ € (€ n ?B)/, (@ n QI) — a tim je dukaz
ukongden.

- 12.4.2. Vsimnéme si zvlaStniho piipadu, Ze podgrupa % splyvé.
s grupou @. Pak €n B = ¢ a z holejsich vzorech plynou tyto rov-
nosti:

CLOU=CUL G,ATNEC=C¢,(En).

12.4.3. Pozndmka. Podobnymi tsudky se da ukazat, Ze pro pravé
rozklady plati analogické vzorce:

1. €C B/, % = UC n D)LY,
2. BpAME = (€n B)[o(€nA),
a jejich zvlastni piipady: '
CCBLY =UCHY, GLUME = /(€ n ).
Zopakujme si, zo ¥, B, € znadl podgrupy v grupé & a e podgrupa U
lezi v ¥ a je zaménitelna s €.

12.6. Lagrangeova véta.

12.5.1. V&imn3m> si nyni disledku existence levého nebo pravého
rozkladu vytvofeného podgrupou % v piipads, Ze grupa & je koneéné.
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Oznaéme pismenem N F4d grupy &, takze N je pobet prvka v &, a pis-
menem # ¥4d podgrupy U, takZe n je podet prvkid v Y. Jednim prvkem
levého rozkladu vytvofeného podgrupou % je pole 4 podgrupy .
Tento prvek levého rozkladu se tedy sklddd z n prvki grupy © a tedy
(podle vsty 12.2.5) ka#dy prvek levého rozkladu vytvoreného pod-
grupou ¥ se skldd4 z n prvka grupy &. Odtud plyne rovnost N = ¢n,
kde ¢ znadéf podet prvki levého rozkladu vytvoreného podgrupou %.
Timto zplsobem jsme dosli k dilezitému vysledku: -

Rad ka#dé podgrupy U v libovolné koneéné grups @ je délitelem Fddu
grupy ©. , ,

Tento vysledek byva v literatufe oznatovan jako Lagrangeova véta
a v theorii koneénych grup je povaZovén za jeden z nejdulezit&jsich.
Cislo ¢, t. j. tedy potet prvki rozkladu &/, a soutasns i podil ¥adu
grupy ® a fadu podgrupy U, se nazyva index podgrupy U v grupé @.
Protoze rozklady &/, %, &/, ¥ jsou ekvivalentni mnoziny, udavé index
podgrupy ¥ v grupé & soudasné polet prvkiirozkladu &/, . Disled-
kem Lagrangeovy véty je na pf., Ze libovolnd koneénd grupa, jejit fdd
je néjaké prvoéislo, neobsahuje Zddnou vlastni podgrupu, kterd by byla
. raznd od mejmendi podgrupy.

Vsimnéme si, Ze tvrzeni Lagrangeovy véty platf, ikdyZz grupa @ je
nekoneénd (N = 0).

12.5.2. Pfiklad. UvaZujme o grupé &;a jeji prvky oznadme pismeny 1,
a,b,c,d, f, podobné jako v odst. 5.4.2. Z multiplikaéni tabulky grupy S,,
uvedené v odst. 5.4.2, vidime, Ze prvky 1, f tvoif podgrupu v &;; tuto
podgrupu oznadime U. ' '

Levé t¥dy jednotlivych prvki v &, vzhledem k U jsou:
Pravé tidy jsdu:

Nl =Uf = {1,f}; a =Ud = {a,d}; Ub = Yc = {b,c}.
Levy rozklad grupy &; vytvoreny podgrupou ¥ se tedy sklddé z prvku:
{1, f}, {a, ¢}, {b, d} a pravy rozklad se sklada z prvku: {1, f}, {a, d},
{b, c}. Viimnéme si, Ze tyto dva rozklady jsou rtzné. Rdd grupy S,
je 6, fad podgrupy U je 2, index podgrupy ¥ v &; je 6:2 =3 =
podet prvki levého a soudasné i pravého rozkladu grupy &; vytvore-
ného podgrupou .
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12.6. Cvideni.

12.6.1. KdyZz grupa & jest abelovské, pak leva tfida libovolného
prvku a ¢ & vzhledem k néjaké podgrupé U c & je soudasné pravou
tifdou prvku a vzhledem k U; odtud plyne rovnost levého a pravého
rozkladu grupy ® vytvoieného podgrupou .

12.6.2. Levy (a soucasnd pravy) rozklad grupy 3, vytvofeny pod-
grupou sklddajici se ze vSech ndsobki libovolného piirozeného &isla n,
je rozklad Zy,, o némy jsme uvazovali v odst. 8.3.

12.6.3. Rad kazdé grupy, jejiz prvky jsou permutace ndjaké ko-
ne¢né mnoziny fadu z, je délitelem &isla n!.

12.6.4. Potet prvki v libovolné konedné abelovské grupé faddu N,
které jsou samy k sobé inversni, je délitelem &fsla N.

12.6.5. Necht U znadf libovolnou podgrupu a B libovolnou podmno-
zinu v néjaké grupé &. Ukazte, Ze: 1. soudet viech levych (pravych)
t¥id vzhledem k U, které jsou incidentni s B, je BY (UB); 2. soulet
vech levych tiid vzhledem k ¥, které jsou incidentnf s nékterou pra-
vou tiidou Ya, je tyz, jako soulet viech pravych tfid vzhledem k Y%
incidentnich s levou tiidou a¥.

13. O INVARIANTNICH PODGRUPACH.

13.1. Definice.

KdyZ néjakd podgrupa U v grupé & se vyznaluje viastnosti, Ze levd
a pravd tFida kaZdého prvku a € & vzhledem k podgrupé U splyvaji, kdyz
tedy pro kazdy prvek a ¢ @ plati rovnost a¥l = Ua, pak pravime, ZeYU
jest invarianini nebo normdlni podgrupa v grupé &. V tomto piipadé
oviem levy a pravy rozklad grupy @ vytvoreny podgrupou U splyvaji
v jeden t. zv. rozklad grupy & vytvoreny podgrupou U.

13.2. Vlastnosti invariantnich podgrup.

13.2.1. Vsimnéme si nynf vlastnostf invariantnich podgrup. V kazdé
grupé @ existujf alespott dvé invariantni podgrupy, a to nejmensi pod-
grupa €, sklddajici se z jediného prvku 1, a nejvétsi podgrura &.
V grupach mohou existovati podgrupy, které nejsouinvariantnf; na pf.
podgrupa U v grupé &,, skladajici se z obou permutaci 1, f (oznacent
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