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pricdom B > 0 2zna%f{ vhodnd kon3tantu. Potom dostaneme rovnaeky vysle-
- dok. : ’

10. Picardova metdda postupnych aproximécif na rieSenie d. rovnice

- y‘ = f(x’ y)

56 Princip metody

E. Picard vynadiel k 8tidiu d. rovnic obylajnych a parcidlnych tzv.
metodu postupnych aproximécif [Jburnal de mathématiques pures et appliqées,
VI, (1890)] , ktord neskor¥ie zdokooalil E. Lindeldf [ten isty Zasopis,

X. (1894)] . T4to metdda nielenZe vedie k dékazu existencie riedenia, ale je
uZito&né tieZ i pre prax, lebo v konkrétnych pripadoch umoZnuje ndjst aspon
pribliZné riedSenie danej d. rovnice. TieZ treba pripomenit, Ze pouZitie tejto
metédy nie je obmedzené len na d. rovnice prvého rddu, ale d4 sa s vhodnou
obmenou aplikovat i na d. rovnice vy331ich rédov.

UvaZujme op#t d. rovnicu
y = filx, y) | ' (a)
pritom o funkeii f(x, y) predpokladajme, Ze je'spojité v dv. intervale
D: | x-flge, |[y-7n]gh

prit¢om (§,%) Je nejakf bod a a, b si kladné ¥fsla.

Okrem toho predpokladajme navySe, fe funkcia f(x,‘y) splna v D L.
podmienku, ktorej kon¥tantu oznafme L ( > 0), takZe pre kaZdé dva body
(xy, y9), (x, y5) € D platd:

I f(x, yp) - £(x, 32)'§ I'lyl - yzl . (1)

Potom princip Picardovej metédy postupnych aproximécif je tento:

Zvolime YubovoIlnd funkciu y,(x), tzv. poliato¥nd funkciu, definovani
v intervalel:f_ , § + a] y ktord mé urdité vlastnosti, a vychédzajic z nej,
definujeme postupne dalBie funkeie podla vzorcov

b 4

yi(x) = 9 + ff £G&, v, (t)) dat

x (2)
Vp(x) = %+ ff- £(t, yo(t)) at
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v3eobecne . . .+ « o+ + o oo o

Yp(x) = B + _ff f(t, yk_l(f)> dt, k=1, 2, 3, eee ,

takZe ako hovorime, kaZdé funkcia .yk(x) vznikne z predchédzajicej Picardo-
vou transforméciou, ktord patr{ k funkeii f(x, y) a k bodu (f,7%) strud-

nej8ie: Picardoyou transforméciou.
Postupnost funkcif

yo(x)a yl(X)s yz(x)» cecey (3)

sa nazyva Picardovou postupnostou, patriacou k d. rovnici (a),k bodu (§,%)

a k potiatodnej funkecil yo(x), struCnejsie: Picardovou postupnostou. Picerdo-
va postupnost je poliato&nou funkciou yo(x) jednoznadne -urdend.

O funkcidch (3) ukdZeme, Ze sd vzorcami (2) definované v ur&itom spo-
lo&nom inte*vale[_f ’ E +,pj a Ze postupnost (3) rovnomerne konverguje v tom-
to intervale k wur&itej funkeii y(x), Xktoréd je rie3enim d. rovnice (a)a v &1is-
le f nadobida hodnotu 7% . Funkcia y(x) 'Je potom zrejme Jjedinym rieSenim-

d. rovnice (a), definovanym v intervale[f , f + )], ktoré prechddza bodom
(f,%), pretofe, podla predpokladu, funkcia f(x, y) splna v D L. podmien-
ku. .

57« D8kaz existenénej teorémy meto -
dou postupnych aproximéciid

UkédZeme, Ze za predpokladov o funkcii . f(x, y) uvedenych v predché-
dzajicom odseku, existuje rie¥enie d. rovnice (a), definované v intervale
[, §+ P], ktoré m& v &fsle § hodnotu % . Pritom P znadf ur&ité kladné
&islo, ktoré sa aspon rovné najvi&3iemu &{slu & , ktoré spina nerovnosti

L £a, LM ghd

kde M Jje najviZZia hodnota funkcie | f(x, y)| v D. Toto rieenie je teda
jediné, ako sme uZ podotkli.

Zvolme teda Tubovolnud funkeiu y,(x), definovand v intervale[§ ’
} +aJ y, ktord mé tieto vlastnosti:

l. V &isle f mé& hodnotu %
2. vdetky jej hodnoty le¥ia v intervale [% -b, 3 + b]
3. m4 v3ale derivéciu.

Za funkciu y,(x) mbZeme teda zvolit napr. kon¥tantu % » ktoré mé
vlastnosti 1 - 3. Nech zvolime funkciu yo(i) akokolvek, v d8sledku vlast-
nost{ 1 - 3, funkcia

Yo(x) =19

X - f ’

(4)
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ktorej hodnotu v &isle _f definujeme hodnotou y;' (f ), Jje v intervale
[§, § +a] spojitd a teda ohraniZend.

Vychéddzajic z funkcie’ yo(x) definujeme pomocou vzorcov (2) funkcie’
(3).

Al

0 funkcideh (3) predovdetkym ukd¥eme, Ze sd vzorcami (2) definované v

istom intervale [S y 5+ f] y kde £ 2 L a Ze maju v tomto intervale
vlastnosti 1 - 3.

' Aby sme to ukézali, stalf zistit, Ze kaZdd funkeia y, (x) Je defino-
vand vzorcami (2) v urditom intervale [} , §+ £ k]’ kde ¢ k 2 £
v ktorom mé tieZ vlastnosti 1 - 3. Lebo potom postupnost &isel

Por P1s Por ene | (5)

md ur&itd dolnd hranicu § 2 & a v intervale [f R f + fJ si vietky
funkcie (3) definované a maji v nom vlastnosti -1 - 3:

K d8kazu pou%ijeme metodu uplnej-indukcie.. Ozna&me § o = @+ Funkcia

Yo(x) Je teda definované v intervale[f » §$+ £,), ke P 2 £ amd
v nom vlastnosti 1 - 3. s

Predpokladajme, Ye funkcia yk_l(x), kde k2 1, Jje definovand v
urditom intervale [ f , f + K1) kde Pral 2 & amdyv nom vlast-
nosti 1 - 3. Potom funkcia f(t, yk_l(t)J je spojitd v intervale [f ’ § +
+ P k-l] a preto vzorec (2), pomocou ktorého je definovand funkcia yk(x),

md pre kaZzdé x v tomto intervale zmysel. Funkcia yk(x) ~ Je teda tieZ defi-
novanéd pre x € [f ’ f + P k-l] a je zrejmé, %e méd v tomto intervale vlast-
nosti 1 a3 . Nech £, -je najvidsie ¢fslo £ f, , tej vlastnosti, Ze pre
x € [f s § + P kJ Je [yk(x) - "U £ b. Toto &1slo existuje, pretoZe funk-
cia lyk(x) - QI je spojitd v intervale [ f R f + P k-l] . Zrejme m4
funkcia  y, (x) v intervale [§ , g + Pk] vietky vlastnosti 1 - 3, takZe

treba e8te dokdzat, Ze Je -P-k > ol « Vskutku, pre x € [§ ’ f +oCJ z0
vzorcov (2) vyplyva:

X X
() == lf Gy v )at]s [ |2y v eDfat s mee -§) 3
5 §
S MLED
takie skuto¥ne je P, 2 £ .,
V8imnime s8i, Ze volbou funkecie yo(x) si jednoznalne urdené v3etky

daldie funkcie (3), teda tie% vietky &fsla (5) a teda 1 ¥fslo §-.

Doteraz sme nepou?ili to, Ze funkcia f(x, y) splna v dv. intervale
D L. podmienku. AZ teraz pouZijeme tento predpoklad.

UkéZme, %e pre x € Lf ’ f +fJ apre k=1, 2, ¢e.s plati ne~
rovnost
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k=1 (x - f )k
k!

(6)

Fye(x) =y} € KL

kde X% O Je konStanta (a to = My, + N,. kde M, =zna®{ maximum funkeie
[ £, yo(t)> a N, maximum absolitnej hodnoty funkcie (4) v intervale

(¢, £ +91D,
K dékazu op#t pou%ijeme metddu dplnej indukcie.
Nech teda x € [§ , §+ ﬁ] je Tubovolné &{slo.
PredovSetkym Je

| 3= 3o ] =] (39(x) =% ) = (3 (x) =pls|y (x) =] + ]y, (x) -9 |

7 prvého vzorca (2) vidime,'ie prvy s&itanec na pravej strane tejto
nerovnosti je S M, (x -f) o'druhy je zrejme £ No(x - §). OdtiaY vyplyva,
¥e nerovnost (6) je splnend pre k = 1. Dalej mdme pre k =1

X b 4
| Va1 (X) = 30| = lff GG, ) - 2@, yk_l(t))) at|g ffl £(t,

x

3 )= G oy D] et 2 1[50 -y ] at
§

Ak teda nerovr-xost' (6) platf pre niektoré k2 1 je
x oy
1 (x = § )k"1
(x) =y (x)] & K. 1F — t-f)fat=x1%
| Yy ) = 3yelx) | 3 ! f - . (k+1)!

$

takZe potom platf i pre k + 1 a tym je d8kaz platnosti nerovnosti (6) reali-
zovany .

Z nerovnosti (6) vidime, Ze pre x€[§ , f + f] , absoludtne hodnoty
&lenov nekone&ného radu :

Yo +[3(0) = yo(o] +[ 3,00 - ] o+ ... (7)
neprevy3ujd absolitne hodnoty rovnolahlyech &lenov nekone&ného radu

2
K L(x =§) X [L(x-i)]
1! L 21!

Yo(x) +

ktory zrejme konverguje a mé sulet

Y(x) = yoéx) + [.BL(x -5 . 1]

ol B
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Je zrejmé, Ze absoldtne hodnoty &lenov .nekone¥ného radu (7) pre
x! [f f f’J neprevyS8uji rovnolahlé éleny konvergentného radu s nezédpornymi
t‘.lenmi

LP & (LP)?
11 L

+ o0

CIn| +  Np)+

N B
..

Odtial vyplyva (pozri napr. K. Petr, Polet diferenciélni, str. 177),
Ye nekone¥ny rad (7) rovnomerne konverguje v intervale [f , § + P] .

Véi;nnime si, e pre k=1, 2, ¢ee. a pre x e[j, f +P] Je
Y (x) =y (x) +[y1(x) -“yo(x)J F eese +[yk(x) - ¥p1(x)]

0dtisl a 2o vzorca (6) vyplyva

k
()I‘K L(x - §) K [Lx-$)]
- pacs -— S ————— ....+ -
| %(x) - o) & = —— L k!

a vidfme, Ze plati nerovnost
| 3 (x) = yo(x) |€ Y(0) = g (x)

Oznadme si¥et nekoneZného radu (7) y(x) takZe méme

yx) = lm y(x) (8)

kK + o
b

pri¥om konvergencia je v intervale [f ’ f +.P] rovnomernd.

Funkcie y(x) mé v :lntervale[j ’ f + P] predovietkym vlastnosti
1a 2, pretopZe tieto vlastnosti maji v3etky funkcie (3).

Treba e3te ukdzat, %e funkcia y(x) mé v kaZdom &isle x e[§, § +£]
derivédciu, ktorej hodnota Jje f(x, y(x)e

. PredovSetkym Yahko vid:[me,. %e pre x € [f , § +P] plats

n  £G, (=) = £G, ¥(x))- (9)

k-»o

ri%om konvergencia je rovnomernd. Vskutku, ak toti% zvolime &fslo & > 0,
sxistuje &1slo (f > 0, ktoré sa vyznaluje tym, Ze pre kaZdé dva body (x, yl),
x, y,) € D, pre ktoré platf lyl - Yo I< d je | £(x, ¥p) = £(x, y5) < &

lebo funkcia f(x, y) Je v uzavretom dv. intervale D (spojitd a teda) rovna-
rerne spojité; okrem toho je pre celkom v3etky fndexy k a pre vietky x €

[g, f+ el [ ¥ (x) = y(x)] <d , pretoe v intervale [ §, f + P ] platt
rovnomerne rovnost (8) a odtial vyplyva nase tvrdenie.
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VzhYadom na to, Ze v intervale [_f R j +-f] plat{ rovnomerne rovnost
(9) pre knZdé x v tomto intervale Jje

X X

lim f £, v (t) dat = f £, y(t) at

k = oo j

(pozri K, Petr, Polet integrédlni, II. vyd. str. 176) a odtial vzhladom na
vztahy

X
y(x) = 1lim yk+1(X) = Um (% + [ f(t, yk(t)> dt =
k- oo kK~ o= g
X
=4 + 1lim f £, ¥ () at
k= oo ;
vychédza
X
yix) =% + / f(t, y(t)> at

§

PretoZe funkcia f(?, y(ti) Je v intervale [f ' § +.PJ spojitd, vy~
plyva z tejto nerovaosti pre kaZdé &fslo x € [f , ¢ +£]:

y (x) = f@, y(x))

Tym je ddkaz ukondeny.

Poznémka. RieSenie definované Picardovou metddou postupnych aproximé-
cif je definované v uriitom intervale[:g ’ S +.P] a diZka_P tohto intervalu
zévisi, ako vieme z predchéddzajiceho odseku, len od volby podiato&nej funkcie
¥o(X). Je potrebné odhadnit tito alzku.

Jeden odhad sme uZ urobili v predchddzajicom odseku. Zistili sme to-
. tiz, Ze Jje

£ 2 <L

priZom oL je najvi&3ie &1slo vyhovujice nerovnostiam:

oL & a, LM<

Inymi slovami, sk M =0, je £ =a, ako M> O Je P rovné aspon

b
najmendiemu z &{sel a, =—. : .
: M
Iny odhad urobil LindelSf [v cit.prdci v Zasopise Journ. de math.
pures et appl.]
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s
-

Oznad&me Ko najvia&siu hodnotu funkeie | £(x, %) | pre xé[f ' § +a]
a L Lipschitzovu kon3tantu podmienky ( 1). Lindelof ukédzal, Ze Je £ 20
kde P je najmenSie z oboch &fsel. : :

T | bL

a, - 108 (1 + —)
L o :

v pripade Ky =0 Jje P = a.

58. Vlastnosti Picardovych postup-
nost({ . ’

Teraz sa budeme zaoberat vlastnostami Ficardovych postupnost{ patria-
cich k diferencidlnej rovnici

y = £(x; ¥) | (o)

prifom budeme o funkecii f(x, y) len.predpokladat, ¥e je spojitéd a nebudeme
na nu kl4st, aspon zatial, dalZie predpoklady. Najm# nebudeme poZadovat, aby
splnala L. podmienku, pripadne aby mala  vliastnosti, ktoré by zarulovali rov-
nomernd konvergenciu Picardovej postupnosti. ‘

Predpokladajme teda, Ze funkcia f(x, y) Jje spojitéd v dvojrozmernom

El

intervale
D: | x-flsw, 1y-qlsd

Obmedzime sa opi#t na 3tidium vlastnosti Picardovych postupnosti pre

b
ny

Nech postupnost funkcif

Yor Y1 Yoy ceo (1)

je Picaréovop postupnostou, struXne P. postupnostou patriacou k d. rovnici (a),
kbodu (§,%) ak potiato¥nej funkcii Yo+ O pofiatofnej funkecii y, pred-
pokladajme, Ze mé vlastnostli 1, 2, 3 predchddzajiceho odseku, teda najmi, "Ze
néd v intervale [_f ’ § + a] v3ade derivdciu a navySe, Ze tdto derividcia yc;

Je v8ade spojitd. V predchéddzajuicom odseku sme videli, Ze v3etky funkcie P.
postupnosti sui definované v urlitom intervale [ f y f + f’] , kde 2 oL .
Pripomenme si, %e pre. k = 1, 2, «ee. Je

x
¥y (x) =N + ff f@, yk_l(t)> at | (2)

NajvE&3iu hodnotu funkcie | f(x, y)| v dv. intervale D ozna&ime op&t pismenoui
M. '
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Predov3etkym lahko vidime, Ze ked P. postupnost (1) rovnomerne kon-
verguje v nejakom intervale [ § , § + 0] kde je 0 <6 £§P, potom jej li-
mita je riefenim diferencidlnej rovnice (a). .

Vskutku, lebo podla vzorca (2) pre xé€[ § f+6’]méme:

X X

y(x) = "l + / 1‘im f<t, yk_l(t)) dat ='0L + f f(t, y(t)) dt
f ke § '

kde y(x) znadf limitu P. postupnosti a odtial vyplyva tvrdenie.

, Dalej Tahko ukéZeme, %e funkcia P. postupnosti (1) su v intervale
[f ’ g + f] rovnomerne ohraniené a rovnomocne spojité. Vskutku, zo vzorca
(2) vyplyva pre kaZdé k =1, 2, ¢ceec 8 X G[E, f +P]:

| %x) -m s (x-f) M PW
odtial vychéddza

| 9| [ ql+pm

‘a tym je ukézané, Ze funks ie Yy si v intervale [f , f + ﬁ] rovnomerne
ohrani%ené. To isté platf o vBetkych funkcidch postupnosti (1), pretoZe

funkcia y, Jje v intervale [§ . § +P] ohraniZend. Nech dalej €& > 0O
znad{ Yubovolné kladné Zfslo. Zvolme d > O Iubovolne v pripade M =0 a

€ ‘ .
0 <J<‘-— v pripade M > O. Potom pre *k =1, 2, «.. a kaZdé dve iisla x,

: M
x" € [f y § +P) , pre ktoré jelx" - x" [ < d , vyplyva zo vzorca (2).

4

X
| ¥ (x") = y (x| =[f £Q, ypoq(t) at|€lx" = x| . u<dm < €

X

a odtial vidime, Ze funkcie ¥y si v intervale [ } ,‘f + f"] rovnomocne
spojité. To isté platf o v8etkych funkcidch P. postupnosti (1), lebo funkcia
Yo Je v intervale [f. f + P] rovnomerne spojité.

Z Ascoliovej vety .sudzujeme, Ze z P. postupnosti (1) mbZeme vybrat
tiasto¥nd postupnost, ktoré rovnomerne konverguje v intervale [ j y §+ 6"]
St¥asne vidime, Ze P. postupnost (1) v lubovolnom intervale [ §, § o+ 6] ,
kde 0 < 6 € P , rovnomerne konverguje a jej limita je riedenfm diferen-
ciélnej rovnice (a), ak je v intervale[ §, f + 6‘] monotonna, alebo ak
vietky jeJ Ziasto¥né postupnosti, ktoré v intervale [_! ’ f +€] rovnomerne
konvergujd, maju t'}i istd limitu.

Nech dalej

Zgs 29y Doy eees . (3)
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je postupnost funkeif definovanych v intervale {f ’ f + 6'] takto:

z, (x) f@:, yk_l(xD - f(x, yk(x)>

zo(x) y(;(x) - f(x, yo(xﬁ) (4)

9 tak-

kde k=1, 2, +es o Funkciu z, , budeme nazyvat zvySok funkcie y,_,
%e (3) Jje postupnost zvySkov funkcif P. postupnosti (1).

V8imnime si, %e pre k =1, 2, «.. a pre xé[f ’ f +P] plat{:

Va1 = £0X Fpg) 4oz
x | (5)
d y = f z,_1(t) at
f
kde
d Vg = Jk-1 T Y

Predov3etkym si v3imnime, Ze ak si v3etkxy zvy3ky (3) rovnaké, potom sa
rovnaji nule a funkcia y, Jje rieSenim diferencidlnej rovnice (a). Vskutku
predpokladajme, Ze 8d v3etky zvy3ky rovnaké a oznalme 2z 1ich spolo&nd hodnotu.
Ak teraz vo vzorci (4) kladieme postupne k =1, 2, eeo, N, kde n znad{ Yu~-
bovoIné prirodzené éislo,,ak s&itame vysledky, dostaneme

n z = f(x, yo) - f(x, yn)

Odtial vyplyva, pre kaZ%dé x € [f , f +j0)

nlz]Z2¥

To v3ak je moZné len pre z = 0.

Z druheJ rovnice (4) vidime, Ze funkcia Y, Je riedenfim 4. rovnice
(a)e ‘

O funkciich postupnosti zvys3kov (3) dokéZeme dalej, %e sui tieZ v in-
tervale [f , j + .PJ rovnomerne ohranidené a rovnomocne spojité.

%e sd rovnomerne ohranilené, vidime priamo zo vzorcov (4). Aby sme
dokdzali, Ze su rovnomocne spojité, zvolme lTubovolné &fslo & > O. PretoZe
funkcia f(x, y) Je v dv. intervale D (spojitd a teda) rovnomerne spojitsg,
existuje &1islo d'> o také, Ze pre kaZdé dva body ,(xl, yl), (x5, y2)é D,
ktoré spﬁ:aj\i nerovnost max(lxy = X[ , lyy = ¥,1) < "’ platt | £(xy,y) -

£ .
- f(xz’ y2) l<-—2—- PretoZe funkcie Yy, P. postupnosti si v intervale [f'f”’]

»
rovnomocne spojité, existuje &islo d > o0 teJ vlastnosti, Ze pre kaZdé dve
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gfsla x', x" € [f , §f + p] , pre ktoré je | x7 = x" | <d"’ a pre vdetky
sfsla Y =0, 1, ... Je [yy (x') - yp (x")I< d' . Oznadme d° = min (d,
d"). Potom pre ka%dé dve ¥isla x, x" € [f } +£] y pre ktoré plat:[
[x” - x"| <« d y Je max (x -x [y 1Yy (x)-yv (x")D <d a teda
tieZ

| 2 (x") = (x| =1 {fé‘; Vg1 ) - £(x, 31:""))} - [f@‘"’ y1:-1"‘"’)"
- G, yk("")>} [ 12G") meea &) = £Gy ey D[ +

+ | £y 3o (x7)) = £(x", y (x") ]‘-E- + -f— = €
k k 2 2

pre k=1, 2, eeo

Funkcie 29, Z5, oo si teda v intervale [f f +P] rovnomocne
spojité a to isté plati o vBetkych funkciych postupnosti (3), pretoze funkcia

z je v intervale [f ’ f #gp] rovnomerne spoJjité.

)

O postupnosti zvy3kov (3) plat{ teda tieZm Ze z ne}j moino vybrat &las-
to&nd postupnost, ktord rovnomerne konverguje v 1ntervale[f ,f+ PJ Sikas-
ne vidime, %e postupnost zvydkov (3) rovnomerne konverguje (neskqr3ie. zisti-
re, e k 0) v lTubovolnom intervale [ § , f 4+ 6] ,kde 0<6SP , ak
je v intervale ['f R j 4-6'] mnnoténna, lebo ak vietky jej Eiastolné postup-
nosti, ktoré rovromerne konvergujd v intervale [ § , .f + 6] , maji ty istd
limitu.

59, Ciasto&né postupnost¥

V predchédzajuicom odseku sme zistili,Z%e zP. postupnosti (1) a podob-
ne z postupnosti zvy3kov (3) mbZeme vybrat &iasto&nl postupnost, ktord rovno-
merne koanverguje v intervale i f ’ f +‘P] « Teraz sa budeme zaoberat vlast-
nostami &iastodnych postupnosti, vybranych z P. postupnosti (1), alebo z postup-
nost! zvyskov (3), ktoré su rovnomerne konvergentné v intervale [ , f +9£].
Kv8li strulnosti budeme hovorit o Ctastiach P. postupnosti alebo postupnosti
zvy3kov, alebo tieZ o &iastolnych P. postupnostiach a &iasto&nych postupnos-
tiach zvy3kov, majic na mysli &iasto&né postupnosti vybrané z P. postupnosti
( 1) alebo postupnosti zvyskov (3).

Predov8etkym zavedieme niekolko nézvov.

Nech

ykl" ykz y eeee (6)

je nejakou &iastolnou P. postupnostou a m ITubovolné celé nezédporné &islo.

8iastodnd P. postupnost
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ykl_,.m) yk2+m’ oo (7)

nazveme posunutou o m_&lenov vzhladom na &iasto&nd postupnost (6).

Podobne definujeme posunutd &iastoZni postupnost zvy3kov.

Dve &iasto®né postupnosti, z ktorych jedna je Zastou P. postupnosti
(1) a druhd dastou postupnosti zvyskov (3), nazyvame rovnolahlymi a o kaZdej
hovorime, Ze je rovnolahld s druhou, ked indexy ¢&lenov Jjednej a druheJ &iastod.
nej postupnosti sd rovnaké.

Fredov3etkym ukdZ%eme, Ze ak &iastodnd P. postupnost (6) v intervale
[3 , §+ J rovnomerne konverguJe, potom tie% posunutd &iasto&néd postupnost
(7) v intervale [f R f +-f] rovnomerne konverguje a limita posunutej postup-
nosti Ym vznikne z limity pdvodnej ¥iasto¥nej postupnosti (6) Y, m po-
stupnymi Picardovymi transforméciami.

Vskutku, predpokladajme, Z%e &iasto¥né P. postupnost (6) rovnomerne

konverguje v intervale [|§ j -+j°J o Ak m =0, Jje tvrdenie sprédvne. Nech
teda m> 0 a predpokladajme, Ze tvrdenie je sprévne pre &iastolnd postupnost

posunutdi 0 m - 1 &lenov, takZe v intervale [§ , § + ] rovnomerne existu-
Je %EE. ykh+m—1(x) = ?m-l(X) a funkcia Y __, vznikne z Y, m-1 postupnymi
Picardovymi ‘transforméciami. :

PodTa vzorca (3) méme

X

Vi sn(®) =7+ J G, Vi ap-1(tD) | (8)

§

Z toho, %e funkcia f(x, y) Jje v dv. intervale D spojitéd a z nd3-
ho predpokladu vyplyva, Ze v intervale['} ’ f +.PJ plati rovnomerne:

1im £, ykn+m.1(t)> = f@ Ym-1>

n->» oo

a odtial dalej vyplyva, Ze existuje rovnomerne:
X

X
lim f £, ykn+m_1(t)> at = j £(t, Ygl_l(t)> at

n-» oo } . f

Z rovnosti (8) potom vyplyva, Ze v intervale [f , § o+ #] existuje rovnomer-
ne lim +m(x)[= Ym(x)J a je
n
Nd oo

Yo (x) =9 + ff@ Yo1(t) dt

{
takZe funkcia Ym vznikne 2z Ym-l *Plcardovou transformdciou. Tym je tvrdenie

dokézané.
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Yidime najmd, Ze limity Jjednotlivych &iasto&nych postupnosti, bosunu-
tych vzhlYadom na Ziasto&nd postupnost (6) o m =0, 1, 2, «¢.. &lenov, ktoré
postupne oznalime

YO’ Yl, Yz, oo (9)

tvoria T. postupnost patriacu k poliatodnej funkcii Yo‘

Delej ukéZeme, Ze za toho istého predpokladu o rovnomernej konvergencii
‘tiastodnej P. postupnosti (6), tieZ Ziastodnd postupnost zvyskov, rovnolahld s
tiastodnou P. postupnostou (7)

Zk1+m, Zk2+m, secve (10)

pre m =0, 1, 2, «¢.. v intervale [ } ;. j -+,P] rovnomerne konverguje a JjeJ
limita Z, Je zvy3ok funkcie Yoo

Vskutku, postupnost (10) splna predpoklady Ascoliovej vety, a tedas
mbZeme z nej vyb"at ¢iastodnd postupnost, ktoré rovnomerne konverguje v inter-

vele [ § , + P .
- Nech

Z£1+m, 2£2+m., sece
je Tubovolnd takd Ziasto :né postupnost a nech X znadf jej limitu. Postupnost
y[1+m’ y£2+m, L

ako ast postupnosti (7) rovnomerne konverguje v intervale[f , j +,P] a mé
teda limitu . Y . TFodla prvého vzorca (5) mdme pre Jj =1, 2, ... a pre

xe[§,] + Pl
yZJﬂn = f(x, yed,,,m) + z,*e,j"’m

a odtial vyplyva

= £(x, Yp) + X

Tento vzorec ukazuje, Ze Xm Je zvy3ock funkcie Y « Tym je zistené,
e kaZdé tast Zlastolnej postupnosti zvy3kov (10),ktoréd rovnomerne konverguje
v intervale [f f +P] mé& td istd limitu X + 2 toho usudzujeme, Ze Ziastoln&
postupnost zvy3kov (10) rovnomerne konvergu,]e v intervale[§ j +P] a Z =
= Xge ‘

Ako aplikéciu uZ uvedenych vysledkov ukéZeme, Ze ak postupnost zvys-
kov (3) rovnomerne konverguje v 1ntervale[_§ ’ j +.PJ s potom jej limita Jje
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nutne nula a limita kaZdej Siastolnej P. postupnosti, ktord v intervale [f ,
§+-f>] rovnomerne konverguje, je rieZenim d. rovnice (a).

Vskutku predpokladajme, Ze postupnost zvyZkov (3) rovnomerne konvergu-
je v intervale [§, § + £] a oznadwe X jej limitu.

Zvolme TubovoIni &iastolndi P. postupnost, ktors rovnomerne konvergu-
je v intervale ['f , £+ p] nech Y, Je Jej limita. Limity jednotlivych
posunutych &tastodnych P. postupnosti tvoria F. postupnost patriacu k podia-
togneJ funkcii Yo a8 zvy3ky funkcif tejto postupnosti sa v3etky rovnajui funk-
cii X, 1lebo tieto zvy3ky su limitami urditych Zastf postupnosti zvy3kov (3).
Z predchédzajiiceho usudzujeme, 2e X = O a Ze funkcia I, Je riedenim d. rov-

nice (a).

"ideli sme, ¥e ak &iasto¥nd P. postupnost (6) rovnomerne konverguje
v intervale [f ’ ,f f‘P] s potom to isté platf o kaZdeéej posunutej Ziastolne]
P. postupnosti. Je otézka, ¥i podobny vysledok plati pre &iastoné postupnosti
zvy8kov. Odpoved na tito otédzku je dané nasledujicou vetou:

Ak ne jakéd Ziastodnéd postupnost zvyZkov rovnomerne konverguje v inter-

vale [f, f+¢]

Zkl, zk g oees = Zo (11)

potom to'ieté platf o kaZdej posunutej &iasto&nej postupnosti zvy3kov, ak 4.
rovnica

Y' = £(x, V) + 2, (12)

né len jedno rie3enie prechddzajuce bodom ( § ,7 ) definované v intervale
[faj"?]' .

’ Vskutku, nech si splnené predpoklady. Sta¥i ukézat, %e v intervale
[ f ’ j +Jo] rovnomerne konverguje &iastonéd P. postupnost (6) rovnolahld
8 postupnostou (11), lebo potom to isté platf, ako sme u% videli, o ka%dej po-
sunutej Eiastolnej P. postupnosti (7) a tieZ o rovnolahlej &iastolnej postup-
nosti zvyskov (10). '

Z &iastolnej P. postupnosti (6) mbZeme vybrat Ziastodni postupnost,
ktord v intervale [§, § + £] rovnomerne konverguje. O ka’dej takej &iastod-
neJ postupnosti Yahko zistime, pouZijic op#at prvy vzorec (5), Ze Jjej limite
Y splna pre x €[§, £ +pP) a. rovnicu (12). Ak mé teda t&to rovnica len
. Jedno rieZenie, prechédzajice bodom (§ ,%) a definované v intervale [ §,

f +'P] , potom v3etk; Zasti &iasto®nej P. postupnosti (6), ktoré rovnomerne
konvergujd v intervale [ § , § +P] maju td istd limitu. Odtial usudzujeme,
Yo %iastodnd postupnost (6) rovnomerne konverguje v intervale [§ , § +P] a
tym je d8kaz uskuto&neny.

Podla vety, ktorid sme prédve dokédzali, stali zmienend jednoznalnost
rieSen{ d. rovanice (12) v bode ( f ,% ) .na to, aby sdiasne s &iasto&nou
postupnostou zvy3kov (11) rovnomerne konvergovala ka?dé posunutd postupnost.
Ako teda ukéZeme,tento predpoklad v pripade Z, = O nie je nutny, takZe pla-
t{ tdto veta:
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Ak ne jaké ¥iasto¥né postupnost zvy3kov rovnomerne konvérgu,je k nule
v 1ntervale[ § ’ 3 + 9] , potom to isté plati v kaZdej posunutej postupnosti.

D8kaz stadf urobit v pripade, %e ide o &iasto¥ni postupnost posunutd
len o Jeden &len.

Predpokladajme, %e &iasto¥nd postupnost zvy3kov

zkl, zkz, cecs (13)

rovnomerne konverguje k nule v intervale [f ’ f +P]a ukéime, Ze to isté
plati o &iastodneJ postupnosti posunutej o Jjeden &len:

Zvolme YTubovoXne &€ > O. Nakolko f(x, y) Jje spojitéd v. dv. inter-

vale D, d4 sa rovnomerne aproximovat polyndémom P (x, y), takZfe platf:

f(x, y) = P(x, y) + #(x,y) kde‘ 'l’,(x, y) I < _E_...

Je

'zac(x) = f@, Y, _1(xD - f[x, Ve (x)] =P [x, yoc_l(x)] - P [x, Y (x)]+

+ #[X, y,('-1(°)] - #[x, yo(,(c‘)]

Ak pouZijeme na rozdiel P [x, Yx _l(x)] - P [x,
funkcie, Yahko zistime, Ze existuje také %1islo N

3c (x)] vetu o prirastku
>
apre £ =1, 2, ... platf

g% 0, Ze pre xé[j,f*.P]

13
Izoc-lgld'yoc[.hl& +—é_ (15)

pridom
J’.c T g1 T Y&

V pripade Ng = O odtial vyplyva nerovnost

i zkn+‘;|. | < €

pre X ‘[t, Sl' ,+'P]- a,pre'véei:ky indexy kn' Nech teraz N> O. 'Podla

predpokladu platf pre skoro vSetky indexy k, v intervale [ | 3 j +p] nerov-
nost '

| < £ (16)
n ' ZP NC '

| %
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Podla druhého vzorca (5) méme teda pre x e[; ’ j +f] a pre.vietky
indexy k,, pre ktoré plat{ nerovnost (16) .

X

' &
lJan+1 e J [ zkn(t)ldt <

2 N

&

l .
a dalej, podla vzorca (15),

<-£-+L-£
lzkn+1l2 2

Tym je ukézané, Ze v obidvoch pripadoch Ng =0 a N,>0 plats
v intervale [ !, § +.P] pre skoro v3etky funkcie postupnosti (14) nerovnost

'an.'_l , < ¢

a tym je db6kaz realizovany.

- V8imnime si najm¥ teto dbsledky, ktoré vyplyvajui z predchédzajicich -
vah:

Ak nejaké Ziasto¥nd P. postupnost rovnomerne konverguje v intervale
[f, f +'PJ potom to isté platf- o rovnolahlej postupnosti zvyZkov a plat{
vztah: Y = f£(x, Y) + 2, kde Y(Z) 2zna¥f limitu tej &iastoZnej P. postup-
nosti (&iastolnej postupnosti zvy3kov).

Ak ne jaké ZiastoZné postupnost zvys3kov rovnomerne konverguje v inter-
_ vale [f » § 4-9] k limite Z, potom ka?dé v intervale [f , £ + P] rovno-
merne konvergentnéd Zast rovnolahlej P. postupnosti konverguje k uréitému rie-
seniu d. rovnice Y’ = f(x, ¥Y) + Z, prechddzajicemu bodom (f ,%). Ak mé
tdto d. rovnica len jedno rie3enie prechédzajice bodom (§ .‘Q) a defino-
vané v intervale [ £, § 4-}’] , Potom rovnolahléd P. postupnost rovnomerne .
konverguje v intervale [f-, f + P] a jeJ limita Je Eymto riedenim,

Z tychto viet zrejme vyplyva toto:

Ak nejekd &iastodnd P, postupnost rovnomerne konverguje v intervale
[f, f-+ P] k riedeniu d. rovnice (s), potom rovnolYahld postupnost zvy3kov
konverguje. rovnomerne v tom istom intervale k nule.

Ak nejakd &iastolnéd postupnost zvy3kov rovnomerne konverguje k nule
v intervale [f ’ f +-.P] , potom ka¥dé &ast rovnolahlej P. postupnosti rovno-
merne konvergentnej v intervale [E ’ f +.P] konverguje k urditému rieseniu
d. rovnice (a), prechédzajicemu bodom (§ ,}) a definovanému v intervale
[f, }-ﬁ P] o« Ak mé4 d. rovnica (a) 1len jedno rieSenie prechddzajice bodom
(§,7) a definované v intervale [§, f o+ Pl , potom rovnorahlé P. postup-
nost rovnomerne konverguje v intervale [ §, § +P] a jej limita je tymto rie-
genim,
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60 Picardove postupnosti v pripade
monotonneJj funkcie £(x,y)

Doteraz sme predpokladali o funkcii f(x,y) 1len to, Ze je v dv. in=
tervale D: |x-}lsa,ly -4[¢b spojitd. Teraz sa budeme zaoberat pripadom,
e je okrem toho monotdnnou funkciou premennej y pri katdom x E[f, § + a]

Zvlést budeme uvaZovat o pripade, Ze je neklesajicou a 2zvlésSt o pripa-
de, Ze Je nerasticou funkciou premennej Y.

Poznamenajme predovetkym toto:

) Z druhého vzorca (5) vidime, Ze ak je pri urditom k(= 1, 2, ...) Vv
nejakomw intervale [, § + &£, ;] kde 0 < &, ., £ p

potom je v nom tieZ

Z prvého vzorca (5) vyplyva, Ze potom tieZ platf v uréditom interva=-
le [§, f o+ Oyl '

Gpy(x) 2 6(x) [y, € 60 ] (17)

kde Gy _;(x) 2nadf najviii8ie rieZenie d. rovnice y = f(x, y) + Zy.y @ G(x)
najvi&8ie rie¥enie d. rovnice (a) prechddzajice bodom ( §,% ). Interval
($, § + 6 ;] Je prienik intervalov [5,8 + £ x-1] @ intervalu[f , § +£]
v ktorom existujd funkeie G, _;(x), G(x) [ G(x)]

1. Predpokladajme predovdetkym Ze funkecia f(x, y) vzhladom na y
pri Ziadnom x €[f, f +a] nekles4.

Pofom z platnosti nerovnosti
dy 20 (3, % 0)
v ne jakom intervale vyplyva, Ye v tom istom intervale tieZ plat{:
zk‘; 0 (z,, € 0)

Ak teda plati pri ur&itom 'k =1, 2, «ve. pre x €[ §,f + ock_lj
nerovnost :

zk_l ; 0 (zk-l 3 0)
potom tieZ Je v tom intervale, ako sme uZ videli

Iy, 2 © (dy, 8 0)
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a teda tieZ
z, 2 0 (z, € 0)

Predpokladajme, Ze v intervale [j , f+ &£ o] plati nerovnost

111 N

2 2 0 | (2 0)

(o) o

t.d.

Yo & flx, y,) [ v & £(x, 3]
Potom v tom istom intervale Je

z, £ 0,202 0, 2,2 0,... (2, £0, 2 £ 0, 3 S 0, ecs)

takZe v intervale [ §,f+ £ o] de

yO g yl : 32 ; TR X) (yo ;‘; yl % 32 : 000)

a teda P. postupnost (1) v intervele [ f, f +aC°] nerastie (neklesd).

Oodtial vyplyva, Ze P. postupnost (1) v intervale [,f, f + f‘&] rovno-
merne konverguje k ur&ite; funkeii .y(x), ktoréd je tieZ sulasne rieZenim d.
rovnice (a).

Tym sme do3li k tomuto vysledku:

. Ak funkcia f(x, y) v intervale [f y § +a] vzhYadom na y neklesé

a podiatosns funkcia ¥, P. postupnosti spiha v intervale [f, f + 060] nerove-
nost y, % f(x, y,) [ys = £ix, ¥,)] potom t&to postupnost v intervale [§,§+
+ oC°] rovnomerne konverguje, nerastie (meklesd) k uré&itému rieéeniP d. rovni -
ce (a) prechddzajdcemu bodom ( §,%).

V8imnime si zvléd3tneho pripadu, kea funkcia y, mé4 kondtantni hodnotu

Z né8ho vysledku vychédza, Ze ak je f(x,% ) £ O [ £(x,m) 20,
prislu8né P. postupnost, majica za podiato&mi funkciu konstantu % , nerastie
(neklesdé) a rovnorerne konverguje k urgitému rieSeniu d. rovnice (a) prechéddsa-

jdcemu bodom ( §,3).
Priklad. UvaZujme o d. rovnici

3
y' = \l y .
3 :
Funkcia f(x, y) = v Yy rastie vzhYedom na y pri kaZdom =x.

. V %iadnom obore, ktory obsahuje body leZiace na prismke y = O, nie je splnend
L. podmienka. Najvi&Sie (najmenSie) rieSenie tejto d. rovnice, prechédzajice

bodom (0,0), je pre x o0
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preto¥e rieSenie prechddzajice Iubovolnym bodom nad (pod) tymto rieSenim a de-
finované aj pre x =0 mé v &fsle O hodnotu kladnd (zépornd).

Zvolme za pol&iatodnd funkciu P. postupnosti funkciu

3
“ 2
Yo = A -:;x

kde A Jje nejaké konstanta. Lahkjym vypodtom zistime, Ze Je
1 2 '

1l
A

Odtial vidime, Ze pre x 2 0 Je

—J

2 0 ak A 21, lebo-12£4A50

4

Yo = £lx, ¥,) .
€ o ak A S -1, lebo O SA €1

PodYa vety, ktord sme uZ dokdzali, usudzujeme, Ze P. postupnost pa=-
triace k nagej pbéiatoénej funkecii Yo, Trovnomerne konverguje v TubovoYnom
intervale [ O,oé] ( £ > 0) k ur¥itému rieZeniu nasej d. rovnice, preché-
dzajicemu bodom (0,0) a pritom nerasstie, ak A 21 alebo-1%£ AS0 a
nekleséd, ak £ £ - 1, alebo 0% A S 1.

Su¢asne vidime, Ze v pripadoch A =1, O, = 1 Jje funkcia .yo rie=
Senfm d. rovnice, ktoré prechédza bodom (0,0), 'a to v priade A =1 (- 1)
riefenim najvi¥sim (najmensim) a v pripade A = O riedenim identicky rovnym

nule; v kaZdom z tychto pripadov sd vi3etky funkcie P. postupnosti tie isté a -
si identické s rie3enim Yoo

Pri predtym uvedenej volbe po¥iatoZnej funkcie P. postupnosti mbZeme
Jjednotlivé funkcie tejto postupnosti explicitne vyJjadrit Jednoduchym vzorcom.
Vskutku, aplikujuic vzorec (2) Yahkym vypodtom zistime, Ze pri ITubovolnej hod-
note kon3tanty A Jje funkcia Iy P. postupnosti pre k=0, l,¢s., dand
vzorcom



- 123 -

Z toho vidime, %e v pripade A > O (A < 0) konverguje P. postupnost
k najvd¥Siemu (najmend3iemu) rieZeniu naZej d. rovnice prechddzajicemu bodom
(0,0) a v pripade A = O k rieSeniu O,

Tym sme do31li k tomuto vysledku:
Ak A > O, potom P, postupnost patriaca k podiatolnej funkcii

2 - .
A(— x) 2 rovnomerne konverguje v Iubovolnom intervale [0, o(.] (> 0) k naj-
3

vé&Siemu riedeniu nadej d. rovnice, prechédiajdcemu bodom (O, O), a to mono-
tonne zhora alebo-zdola, podTa toho, &1 A2 1 alebo O< ASl. Ak A<0,
potom této postupnost konverguje k najmen3iemu riefeniu prechédzajicemu bodom
(0,0) monotonne zhora alebo zdola, podTa toho i -1 £ A $0 alebo A g.-1
Ak A = 0, potom v3etky funkcie ?. postupnosti sa identicky rovnajui nule, tak-
Ze tdto postupnost rovnomerne konverguje k rieZeniu O.

61. Predpokladajme teraz, %e funkcia f(x, y) vzhladom na y pri
¥1adnom x.€ [j §+ a] nerastie.

Potom z platnosti nerovnosti
dy 0 (dy, £ 0

v ne jakom intervale vyplyvs, Ze'v tomto intervale Je

uA

Zx 0 . ' ' (zk 2 0)

Ak teda plati pre x €[f , § + d:k-ll y Pri urditom k = 1,2,...
nerovnost '

zk-l a 0 . (zk"’l g O)

potom v tomto intervale plat{ tie%, ako sme u% videli

WA

dy, 2 0 (dy, £ 0)

a teda tieZ:

zy £0 (zy £ 0)
Predpokladajme, %Ze v intervale [f ’ f + °Co] platf{ nerovnost
2, 2 0 (z, € 0)

todo

o T, 3o) Qs £ £(x, 3,)
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Potonm v tonito intervale Je

zo, 2 0, 2, £ 0, 2z, 2 0, ... (z, £ 0, 2,2 0, 25 £ Oyece)
teje pre k =1, 2, e

Zok-2 2 O Zox-1 £ O (2o 0 € Oy 25,4 2 ©O) (18)
tak”e v intervale [§ , § + °co] platia nerovnosti

dyyq 20, dyy £ 0 (dyspq £ 0, dy, 2 0
a teda tieZ'

Yox-2 3 Yox-1 £ Vox (Fope2 £ Yor-1 > Y2 (19)

Palsim désledkom n&dho predpokladu, %e funkeia f(x,y) pri Ziadnom
X € [f , j + a] vzhladom na y nerastie. je, %Ze bodom (f ,%) preché-
dza len jJedno riesenie 4. rovnice (a), definované v urlitom najvélSom inter-
vale [f , F + 6"] , kde zrejme & £ a. Ozna¥me toto riedenie . y(x), strud-
ne ye. 2 toho d8vodu funkclia y, _, pre k=1, 2, +ss je jedinym rieZenim d.

rovnice y’ = f£(x, y) + z,_;, definovanym v intervale [§, § +pP] a preché-
dzajicim bodom (f,%).

PodYa vzorcov (17) plat{ teda v intervale [f R f + 6'0] , kde 6"0
Je najmen3ie z &1isel £o,6 a pre k =1, 2! cees

> > ( < < )
Yoge2 = T T Yokl Yok-2 =¥ = Y2x-1

Tym sme do31li k tomuto vysledku:

Ak funkecia f(x, y) pri Zisdnom x € [ f , f + a] vzhladom na y
nerastie a po&iato¥né funkcia  y, P. postupnosti spina v intervale [§, f +
+ o¢°] nerovnost yé = f(x, yo) [y(; = f(x, yo)] s, potom kaidé‘funkcia P. po~-
stupnosti s pdrnym indexom m4 v3ade v intervale [ f, f + 6"0] hodnotu aspon
(najviac) takd ako rieZenie d. rovnice (a) prechddzajice bodom (§ ,”L)_ a
kaZdé funkcia s nepérnym indexom mé hodnotu najviac (aspon) taki.

Pripomeﬁme, Ze z nédd3ho vysledku vyplyva, Ze kaZdéd funkcia P. postup-
nosti s pérnym indexom mé vBade v intervale [ f , f + €] hodnotu aspod.(naj-
viac) takid, akc ktorékolvek funkcia 8 nepdrnym indexom. V tomto intervale pla-
tia najm8 nerovnosti (19). ktorych platnost sme zistili dokonca v intervale
[f ' } + a]. '

V8imnime si dalej zvléstny pripad, kedy pofiato¥nd funkcia Yo mé
konStantnd hodnotu % . 2 nédho vysledku vyplyva, Ze ak f£(x ,7%) 20
[f(x, %) z 0] , potom ka%dé funkcia s pé&rnym indexom P. postupnosti, ktoréd mé
za potiatodnd funkciu konZtantu 4 , mé vade v intervale [§, § + 65] hoa-
notu aspon (najviac) takd ako rie¥enie d. rovnice (a) prechddzajice bodom
(f »1) & kadd funkcia s nepérnym indexom hodnotu najviac (aspon) takid.
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Oznalme symbolmi

Zys Zoy ese

funkcie definované v intervale [§ , § + .PJ vzorcami

Zyppqy(x) = ch, yk_l(x)). - f@,'yk_._l(x))

2, (x)

a symbolmi

yox) - £(x, y1(x)

A o A33s oo

funkecie definované takto:

A Viep1(x) = Y1 (X) = Fypq (%)

kde k = 1, 2, sve ;
Pre x 5[f s f +\.PJ a k=1,2, ¢os 2rejme piati vztah

X

A Yy, = f Zy (t) dt

Z tohto vztshu vidime, Ze ak je pri urditom k (= 1,.2, ¢¢s) Vv neja-
kom intervale [f ’ f + Pk], kde O <[3k§P

>

7, = 0 ~ (2, = 0)

potom Jje v nom tieZ

A

>

Jrétme sa teraz k né&fmu predpokladu, %e funkecia f(x, y) pri %iadnom
x € [ f , § + a] vzhladom na y nerastie. Potom z platnosti posledrej ne=-

rovnosti v intervale [f R f + {JkJ vyplyva, Ze v tom intervale Je

BA
n

0 (27 =€)

Zy+1

Predpokladajme, Ze v intervale [}, § + P]_] plati{ nerovnost

ny

£

o (2, =0)

yo = £(x, ¥) 60 2 r(x, yl))
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Potom v tomZe intervale Jje

>
0, 2320, ... (z, £0,2,20, 2, 20,....)

|
nA

< >
Zog-1 = O» Zz =0 (Zyy-1 = 0» 2 = 0)

pre k=1, 2, ¢ a teda tieZ podla uZ vykonaneJ ﬁvaﬁy,

> " & ' < >
A y2k = o, Ay2k+1 = 0’ ( A ka =.0, y2k+1 = 0)
tedo
> > < < <
y°=y2=y4=... ) (y°=y2=y4=”.)
< < < > > >
i = y3 = ys = g0 (yl = y3 = ys = ,...)

Vidime, %e postupnosti

Y21 34’ Yg1.°c° —> Yo
yl’ y3’ y5, .00'-*.’ Yl

v obidvoch pripadoch rovnomerne konvergujd v intervale [ f, f + ﬁ j(lebo
ako dasti P. postupnosti si v tomto intervale rovnomerne ‘onranidené a TOVNOMOC=
ne spojité). Delej vidime, Ze ka2dd z nich je o jeden &len posunutéd vzhladom na
druhd a teda funkcie Y., Yi vznikni jedna z druhej Picardovou transforméd-
ciou. .Funkcie Yo, Xy si teda rielenim systému d. rovnie:

4

Y, = f(x, Yl)

(20)
bs 1

£(x, Y,)

a maji v ¥fsle § hodnotu-q .
Do511i sme k tomuto vysledku:

- Ak.funkcia f£(x, y) pri Ziadnom x € [ | f o+ a] vzhladom na

y nerastie a medzi podiatodnou funkciou Yo P. postupnosti, ktord patr{ k neJ
a kbodu (§,%) a nasledujicou funkciou y; platl v nejakom intervale [§,

§ + {31] nerovnost y‘; 2 £(x, ¥y) Go' = f(x, yl))., potom Ziastoiné P. po-
stupnost funkcif{ s pdrnymi indexmi v intervale [§ , § + P]_] rovnomerne
konverguje monotonne zhora (zdola) k ur&itej funkeii Y, a tiasto¥nd P. postup-
nost funkcif{ s nepérnymi indexmi v tom istom intervale rovnomerne konverguje
monotonne zdola (zhora) k ur&itej funkcii Y,. Funkecie Y , Y, vzniknd jedna
z druhej P. transformdciou, takZe sd ries3enim systému d. rovnic (20) a maju
v &isle f hodnotu h .
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Funkcie T, ako neskorSie ukéZeme ma prikladoch, m8Zu ale nemu-
sia byt identické.

. Ak sd identické, potom sd, pravda, rieSenim d. rovnice (a), ktoré na-
dobida v &fsle { hodnotu % , tak¥e v intervale [§, f + Pyl de Y (x) =
= Y;(x) = y(x). V tomto pripade P. postupnost v intervale [S , § + pl
rovnomerne konvergu.je k riedeniu y d. rovnice (a), =& to tak, Ze ¥issto&n4d
postupnost funkecif s. pérnymi indexmi k nemu konverguje monotonne zhora alebo
zdola a Ziasto &né postupnost funkcif s nepdrnymi indexmi k nemu konverguje mo=-
notonne zdola ‘alebo zhora. V3imnime si, Ze tento pripad nastane vidy vtedy,
ked systém diferencidlnych rovnic (20) méd jediné rieSenie prechédzajice bodom

(§,%,%).

Ak funkcie Y R Y nie sd identicky sebe rovné, potom P. postupnost
v niektorom &fsle x e [ f " j +P'1J diverguje, lebo Jjej %iastodné postup-
nosti zloZené z funkcii 8 pérnymi indexmi a z funkc¢if s nepérnymi indexmi kon-
vergujd k réznym limitd4m. MO6Zeé sa stat, ako uvidime na prikladoch, Ze funkcie
Y,, ¥, majd v keidom &fsle x € [f , § + {3 ] rbézne hodnoty a potom v
celom tomto intervale P. postupnost diverguje, i ked bodom (f y 2) prechédza
préve jedno riedenie d. rovnice (a) definované v intervale [f , § + Pl]

62, UvaZujme teraz o tom, Ze niektoré nerovnosti:

TS

0

ktorych d8sledky sme uZ skdmali, platia sulasne.

l. Predpokledajme, Z%e v intervale [f ’ f + {51] platia silasne
nerovnosti . :

IIV

» > * '
Jo = f(x, yo)) y f(x, yl)

D6sledkom prvej nerovnosti je, Ze v intervale [f, £+ 6'1] . ..kde
51 je najmenie z &¥isel (31, 6 plati pre k=1, 2, «..

> d
Yog-2 = ¥ T Yok
7 druheJ nerovnosti vyplyva pre x 6[f , § + Pl ]
Yoge2 > Yor Yop1 7 Yy

pritom konvergencia Jje rovnomernd a v prvom pripade monotonna zhora a v dru-
hom zdola. '

Vid{ime teda, Ze v intervale [ f ’ f + 6"1] platia nerovnosti

"y
iy

Yo2y=1
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pritcm funkcie Yor-2 - konvergujui rovnomerne a mqnoténne k Yo zhora a fun-

: Vysledok Je zndzorneny na nasledujﬁcom obrézku, kde krivky Yo. Y, Y
mb8Zu pripadne splyvat -

”.'3 - ):

ax<

(6.7)

Yiu-s

Obr. 15

2. Predpokladajme, %e v intervale [j ’ f + P]_] eilasne platia ne-~
rovnostl

Y, s £(x, ¥,) Yo S £(x, ¥1)
Potom v tomZe inte?vale pre k =1, 2, .;, je

Jok-2 ® =y = ka-l
a sugasne Je, ako vyplyva z dvah

Yo Sy S'YI

pritom funkcie Vo2 rovnomerne konvergujﬁ monotonne k funkcii Y zdola a
a funkcie Yor-1 k funkcii Y, zhora.

Situdcia Jje teda takito:

(5)

Obr. 16
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3. Predpokladajm%, %e v intervale [f y §f + {31 1 platia stZasne ne-
rovnosti '

> o >

Podobne ako v predchédzajucich pripadoch zistime, Ze v intervale [f ’
] platia pre k =1, 2, ..o nerovnosti

R

fhA
A
A

Yy = Yogal =Y = Yoge2 = Y

prifom funkcie Yoge2 konverguji rovnomerne monotonne k funkeii Yo zdola a
funkcie Yoke1 k funkcii Yl zhora.

V tomto pripade diverguje teda P. postupnost v intervale Lf ’ f +
v 6 ] v8ade tam, kde funkcie 1, a Xy majd rdzne hodnoty.

Situécia je znédzornend na tomto obrdzku:

y!.l-‘

(82

Obr. 17

4. Konene predpokladajme, Ze v intervale [f ’ f + ﬂ]_J platia
stilasne nerovnosti:

4

£x, ¥5) = yg = £(x, ¥7)

V tomto pripade Jje pre xé[g, f- + /31] a pre k =1, 2, eee?

I\
1A

¢ = <
0= Yogp =9 = ¥apq = Yy

pridom funkcie Yog-p Tovnomerne konverguju monotonne zhora k funkeii Yo
a funkcie Yox-1 zdola k funkecii Yl.

TaktieZ v tomto pripade F. postupnost diverguje v intervale [ f,
} + 6’ ] v8ade tam, kde funkcie Yo, Yy maji rézne hodnoty.

Vysledok je znézorneny na tomto obrdzku:
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(67) Jax-1

Obr. 18

U%z sme videli, Ze funkcie Y, , Y,, ktoré ed limitaml ¢iasto&nych P.
postupnosti funkcifi o pérnych a nepérnych indexoch, sui rieSenim systému 4. rov-
nic (20) a majd v ¥isle § hodnotu 4 .

.Systém d. rovnic (20), v ktorom Yo, Yl povaZujeme za nezndme funkcie,
mé zrejme riedenie prechéddzajice bodom (§ ,%,%) toti}

T,(x) = ¥,(x) = y(x)

kde y(x) Jje (jediné) rie3enie d. rovnice (a).. Ak nemd tento systém iného
rieSenia lokélne rdzneho, prechgdzajiceho bodom ( f ,ﬁ,,ﬁ), potom v uvede-
nych pripadoch 1. a 2. P. postupnost rovnomerne konverguje k rieSeniu y(x)
d. rovnice (s), naproti tomu pripady 3. a 4. m8%u nostat len, ked Yo = Yo

V&imnime si, Ze P. postupnost, v ktorej za poliatoZni funkciu zvol{-
~. me Jednu 2z funkcif Y, Y3, ktoré sud ried3enim systému d. rovnic (20) preché-
dzajdcim bodom ( § 9 ,% ), napr. Yo, Je

Tor Y10 Yoo Yy

a teda diverguje vSade tam, kde Y # Y.

Prikled. UvaZujme o d. rovnici
3 .
y' = - \l y (a)

3
Tu funkcia f(x, y) = - d y pri ka%dom x vzhladom na y klesd. Pre
x =0 mé d. rovnica jediné riedenie vychddzajuce z bodu (0,0), a to y = O.
Sikasne vidime, Ze v Ziadnom obore, ktory obsahuje body leZiace na priamke
y = 0 nie je L. podmienka splnend. —

_Systém (20) je v tomto pripade

3[-_
Yl' = - Yo (1)
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a vSetky jeho riedenia definované pre x 20 a vychéddzajice z bodu (0,0) Tah-
ko ndjdeme. Vskutku, 2z rovnic (1) Vyplyva, Ze kaZdé rie3enie X, (x), Yl(x)

systému (1) splna rovnicu

3ff‘“ ' 3
YO YO = \’ Yl
4 ) 4\

Yo = ST

- tekZe pre kaZdé riedSenie majuice v &fsle O hodnotu O wméme

a tedé
Yl(X) = : YO(X)

V pripade Y;(x) = Y (x) vidfme, Ze tdto funkcia je rieZenfm d.
rovaice (a), takZe je ) '

Yl(x) = Yo(x) =0

V pripade Y,(x) = =- Y, (x). z rovafe (1) vyplyva, Ze funkcia- Y, Je
rieSenim d. rovnice

Této rovnica mé najvé&3ie rieZenie prechéddzajice bodom (0,0)
3
5 -

2
Y = (= x)
° 3

a najmen3ie rie3enie

3.
2
(2 )
Yy = = (= x
1 3

Zvolme si podiatoind funkciu.P. postupnosti funkciu
3

y°=A(;x)
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Jednoduchym vypodtom dosténeme funkcie P. postupnosti v tvare

k

(), 3
Kk 3 2 2
yk = ("1) A (; X) (k = p. 1, ooo)
takZe
2k
(l) | 3
3 (2 ) 2
Yy = A - X
2k 3
2k+1l
(1.) 3
3 2 2
Yoxel = " A . (z =
) 3
Odtial vidfme, Ze pri
3 3
2 2 2 2
3 3
2 2 2 2

A € =1 Je y2k-—>-(3-x), Yopel —> (gx)
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Vyseledok Je znézorneny na tomto obrézku:

J 4 A<1 A»f

yllol /ax Yo O<A<t

-f<A<O

/ y‘x"
(0.0) \ - |
~-I<cA<O

JYan

X7

O<A<f
Act Ax1' . )&Rcl
Jax y,: .a Y

Obr ' 19

V8imnime si, %e ak zvolime za podiatodnd funkciu P. postupnosti napr.

3
2 2
Yo = (; x) , P. postupnost Je

3 3
2 2 2 2
(= x) sy - (- x) ’ (- x) ’ - (- x)
3 3

teda periodick4, ktord (okrem pre x.= 0) diverguje. KaZd4 &ast tejto postup-

nosti, ktoré rovnomerne koanverguje, nekonverguje k Jedinému riedenin y =0
d. rovnice (a). :
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