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přicom B > O značí vhodnd konstantu. Potom dostaneme rovnaký výsle* 
dok* 

10. Picardova metoda postupných aproximaci! na riešenie d. rovnice 

y' = f ( x , y) 

56. P r i n c i p m e t o d y 

E. Plcard vynaSiel k Studiu d. rovnic obyčejných a parciélnych tzv. 
metodu poatupgych aproximécii í Journal de mathématiques pures et appliqées, 
VI, (1890)J , ktorú neskoršie zdokonalil E. Lindelof £ten istý časopis, 
X. (1894)J • Táto metoda nielenže yedie k ddkazu existencie riešenia, ale je 
užitočná tiež i pre prax, lebo v konkrétných prípadoch umožňuje nájsť aspoň 
přibližné riešenie danej d. rovnice. Tiež třeba připomenut, že použitie tejto 
metody nie je obmedzené len na d. rovnice prvého rádu, ale dá sa s vhodnou 
obměnou aplikovať i na d. rovnice vyšších rádov. 

Uvažujme opSť d. rovnicu 

y' = f ( x , y) (a) 

přitom o f u n k c i i f ( x , y) předpokládejme, že je spojitá v dv. intervale 

D : | x - f|í a, | y - ̂ | < b 

pričom (| 11 ) j® nějaký bod a a, b sú kladné čísla. 
Okrem toho předpokládejme navýše,že funkcia f(x,'y) spíňa v D L. 

ppdmienku, ktorej konstantu označme L ( > 0), takže pre každé dva body 
(x, y x ) , (x, y 2) £ D p l a t i : 

| f ( x , yx) - f ( x , y 2 ) | ž L | y x - y 2 | „ (1) 

Potom prin c i p Picardovej metody postupných aproximécii je tento: 

Zvolíme Tubovolnú funkciu y Q ( x ) , tzv. počiatočnú funkciu. definovánu, 
v intervale [| , j + a] , ktorá má určité v l a s t n o s t i , a vychádzajúc ž nej, 
definujeme postupné dalšie funkcie podia vzorcov 

yi(x> • \ + / f<S» y 0
( t O d t 

x (2) 
y 2(x) « \ + / ' f ( t t y x<t)) dt 
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všeobecné  
x 

y k u ) = \ + / f(t» y k - i ( t ) ) d t» k s 1» 2» 3» ••• » 
i 

takže ako hovoříme, každá funkcia y k ( x ) vznikne z predchádzajúcej Picardo-
vou transformáciou. ktorá patři k f u n k c i i f ( x , y) a k bodu ( j ,\) struč­
né jšie: Picardovou transformáciou. 

Postupnost f u n k c i i 

y 0 ( x ) , y ^ x ) , y 2 ( x ) , (3) 

sa nazývá Picardovou postupnosťou. patriacou k d. r o v n i c i (a).k bodu ( j , \ ) 
a k počiatočne.1 f u n k c i i y Q ( x ) , stručnéjšie: Picardovou postupnosťou. Picerdo-
va postupnosť je počiatočnou funkciou y Q(x) jednoznačné určená. 

Ofunkciéch (3) ukážeme, že sú vzorcami (2) definované v určitom spo-
ločnom intervale [ j , j + p] a že postupnosť (3) rovnoměrné konverguje v tom­
to intervale k určité j f u n k c i i y ( x ) , ktorá je riešenim d. rovnice (a)a v čís 
le j nadobúda hodnotu ^ • Funkcia y(x) je potom zřejmé jediným riešenim 
d. rovnice (a), definovaným v i n t e r v a l e ^ , } + p] , ktoré prechádza bodom 
( j t \ ) t pretože, podia předpokladu, funkcia f ( x , y) spina v D' L. podmien-
ku. 

57 • . D 8 k a z e x i s t e n č n e j t e o r é m y m e t o ­
d o u p o s t u p n ý c h a p r o x i m á c i l 

Ukážeme, že za predpokladov o f u n k c i i f ( x , y) uvedených v predchá-
dzajúcom odseku, existuje riešenie d. rovnice (a), definované v intervale 
[} » í + P] i ktoré má v čísle j hodnotu \ . Přitom P značí určité kladné 
číslo, ktoré sa aspotí rovná najvSčšiemu číslu eC , ktoré spina nerovnosti 

oC £ a, «6H < b 

kde M je najvSčšia hodnota funkcie | f ( x , y ) | v D. Toto riešenie je teda 
jediné, ako sme už podotkli. 

Zvolme teda TubovoTnú funkciu y Q ( x ) , definovánu v i n t e r v a l e f j , 
j +aJ , ktorá má t i e t o v l a s t n o s t i : 

1. V čísle | má hodnotu \ 
2. všetky j e j hodnoty ležia v intervale £ ̂  - b , £ + b j 
3. má všade deriváciu. 
Za f.unkciu y Q(x) mfižeme teda zvoliť napr. konstantu ^ , ktorá má 

vl a s t n o s t i 1-3. Nech zvolíme funkciu y 0 ( x ) akokolvek, v ddsledku v l a s t ­
ností 1-3, funkcia 

y 0 ( x ) - \ 
(4) 
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ktorej hodnotu v čísle f definujeme hodnotou y^ (J ), je v intervale 
[ | , | + a] spojitá a teda ohraničená, 

Vychádzajúc z funkcie y 0 ( x ) definujeme pomocou vzorcov (2) funkcie 
(3). 

0 funkciách (3) predovšetkým ukážeme, že sú vzorcami (2) definované v 
istom intervale £ j , j + » kde P ž <ť a že majů v tomto intervale 
vlastnosti 1 - 3 . 

Aby sme to ukázali, stačí z i s t i t f , že každá funkcia y k ( x ) je defino­
vaná vzorcami (2) v určitom intervale [ j , f + p k ] , kde p k g , 
v ktorom má tiež v l a s t n o s t i 1 - 3 . Lebo potom postupnost čísel 

f-o» fl» ^ 2 ' •••• ( 5 ) 

má určitú dolnú hranicu $ ď a v intervale £ f , f + f J sú všetky 

funkcie (3) definované a majů v ňom v l a s t n o s t i -1 - 3» 
K dfikazu použijeme metodu úplnéj indukcie.. Označme p = a* Funkcia 

y Q(x) je teda definovaná v intervale £ | , j + p J , kde p £ t& a má 

v ňom v l a s t n o s t i 1 - 3. 
Předpokládá jme, že funkcia y k _ i ( x ) , kde k> 1, je definovaná v 

určitom intervale £ f , J + ic-l] » k d e P k-1 ž ^ a má v ňom v l a s t ­
nosti 1 - 3 . Potom funkcia f ^ t , y^.^Ctj) je spojité v intervale £ f , | + ' 

+ p k-11 a preto vzorec (2), pomocou ktorého je definovaná funkcia y^(x), 

má pře každé x v tomto intervale zmysel. Funkcia y k(x) je teda tiež d e f i ­
novaná pře x £ £ \ , | + P J a je zřejmé, že má v tomto intervale v l a s t ­
nosti 1 a 3 • Nech P k je najvačšie číslo # P k-1 v l a s t n o s t i , že pře 
x £ C f i f + P k^ ^ e I " \ I = b # T o t o 5 í a l ° ex i s t u j e , pre to že funk­

cia | y k(x) - tyl je spojitá v intervale £ \ , j + p k-13 " Z r e«í m e m ^ 

funkcia y k ( x ) v intervale £f , j + p k ] všetky v l a s t n o s t i 1 - 3 , takže 

třeba ešte dokázať, že je p k > . Vskutku, pre x 6 £ £ , | + «Cj zo 

vzorcov (2) vyplývá: 

X X 

í f 

5 M oC í b 

takže skutočne je f k > oC , 

VSimnime s i , že volbou funkcie y 0(x) sú jednoznačné určené všetky 
dalšie funkcie (3), teda tiež všetky čísla (5) a teda i číslo p 

Doteraz sme nepoužili to, že funkcia f ( x , y) spína v dv, intervale 
D L. podmienku. Až teraz použijeme tento předpoklad. 

Ukažme, že pre x í [ f , j +fJ a pre k = 1, 2, .... platí ne­
rovnost 
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I y k ( x ) - » w ( i ) | i K L*" 1 ( X "J ) (6) 

kde K $ 0 je konstanta £a to = MQ + N Q. kde MQ značí maximum funkcie 
1̂ 0̂ , y Q ( t ) ) a N Q maximum absolútnej hodnoty funkcie (4) v intervale 

K dSkazu opSť použijeme metodu úplnéj indukcie. 
Nech teda x 6 [{ , f + j>] je 1'ubovol'né Číslo. 
Predovšetkým je 

I y i ( x ) - y 0 ( x ) | =| Cy x(x) ) - (y Q(x) - ^ ( y ^ x ) - ̂  | + | y Q(x) -\ \ 

Z prvého vzorca (2) vidíme, že prvy* sčítanec na právej straně tejfco 
nerovnosti je ̂  M

0 ^ x " f ) a'druhy" je zřejmé S N
0 ^ x " I ̂ * 0 d t i a l * vyplývá, 

že nerovnosť (6) je splněná pře k = 1* Ďalej máme pre k = li 
x x 

1 W x > " » k ( x'l = 1 / <?<$• Jrk(t>) - <t, » w ( t ) > ) dt|s | | < t , 

»k ( tO-- fCt> »k-i , ( t 5 l a t š L
 / l*k ( t ) - y k - i ( t ) l a t 

f 

Ak teda nerovnosť (6) platí pre niektoré k ž .1 je 

I r (x -í ) k + 1 

I - y v(x) | f K . L k — í (t - f ) k dt = K L k  

1 K + 1 * lc! 5 (k+1)! 

takže potom platí i pre k + 1 a tým je dfikaz p l a t n o s t i nerovnosti (6) r e a l i ­
zovaný* 

Z nerovnosti (6) vidíme, že pre x €JJ , j + , absolutné hodnoty 
clenov nekonečného radu 

nepřevyšuji! absolutné hodnoty rovnolahlých členov nekonečného radu 

2 
K L(x - f ) K [L(x - j ) J 

y.(x) + - + - + • 
0 L 1! L 2! 

ktorý zrejme konverguje a má súčet 

Y(x) = y Q(x) + - [ e L ( x - l ] 
L 
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Je zřejmé, že absolutné hodnoty Clenov nekonečného radu (7) pre 
*^ [| » t • PÍ neprevyšujú rovnol'ahle členy konvergentného radu a nezápornými 
ilenml 

, , K L P K ( L f ) 2 

< \ \ + N nf) + - •• + " + . . . . 
L 1! L 2! 

Odtiár vyplývá (pozři napr. K. Petr, Počet diferenciální, s t r . 177), 
že nekonečný rad (7). rovnoměrné konverguje v intervale [ £ , f + P J • 

VŠimnime s i , že pre k = 1, 2, .... a pre x t [ { , f + J°J j« 

y k(x) = y 0(x) + [ y 1 ( x ) - y 0 ( x ) j •+ .... + [y k ( x ) - y k.x(x)J 

odtial a zo vzorca (6) vyplývá 

K L(x -1 ) K 
y k(x) - J 0 ( I ) | Í - . ^ + .... * -

K [L(x - J) ] k 

kl 

a vidíme, že platí nerovnosť 

I y k(*) - y 0(x) |* Y(X) - y Q(x) 

Označme súčet nekonečného radu (7) y(x) takže máme 

y(x) = lim y k(x) ( 8 ) 

pričora konvergencia je v intervale f \ , \ + Pl rovnoměrná. 
Funkcia y(x) má v intervale [ j , / + P] predovšetkým vlastnosti 

1 a 2, pretože tieto vlastnosti majů všetky funkcie (3). 
Třeba eSte ukázať, že funkcia y(x) má v každom čísle, xeft , í+j>J 

deriváciu, ktorej hodnota je f(x, y(x£). 

Predovšetkým lehko vidíme, že pre x e [ f , f +/>] platí 

lim f(£, y k(x)) * f^c, yU)), (9) 

ričom konvergencia je rovnoměrná. Vskutku, ak totiž zvolíme číslo í > 0, 
existuje číslo cT > o, ktoré sa vyznačuje tým, že pre každé dva body (x, y^), 
[*t y 2) € Di pře ktoré platí I y x - y 2 { < <f je { f(x, y x) - f(x, y g) / < 6 
Lebo funkcia f (x, y) je v uzavře tom dv. intervale D (spojitá a teda) rovno-* 
perné spojitá; okrem toho je pre celkom všetky indexy k a pre všetky x č 
(f» / + Pl : í y k ( x ) " y ( x ) i » Pretože v intervale [ f , f + p] platí 
rovnoměrné rovnosť (8) a odtial* vyplývá naše tvrdenie. 
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Vzhladom na to, že v intervale , J + f\ platí rovnoměrné rovnosť 
(9) pře každé x v tomto intervale Je 

x x 
lim J" f ( t , y k ( t ) ) dt = / f ( t , y ( t j ) dt 

(pozři K. Petr, Počet integrální, I I . vyd. s t r . 176) a odtial' vzhradom na 
vzťahy 

x 
y(x) = l i m y k + 1 ( x ) = l i m + / f ( t , y k ( t ) ) dt = 

k-*«*» k-> »• | 

x 
= \ + l i m J f ( t , y k ( t ) } dt 

k - ~ j 

vychodza 
x 

y(x) = \ + / f ( t , y ( t j ) dt 
i 

Pretože funkcia f(t, y(t)} je v intervale [ j , j + J>] spojitá, vy~ 
plýva z t e j t o nerovnosti pře každé číslo x € £ J , | +ÍJJ : 

y'(x) = f ( x , y(x)) 

Tým je d6kaz ukončený. 
Poznámka. Riešenie definované Picardovou metodou postupných aproximá-

cií je definované v určitom intervale [ J , j + P] a dížka f> tohto intervalu 
závisí, ako vieme z predchádzajúceho odseku, l e n od volby počiatočnej funkcie 
y Q ( x ) . Je potřebné odhadnut tuto dížku. 

Jeden odhad sme už u r o b i l i v predchádzajúcom odseku. Z i s t i l i sme to­
tiž, že je 

§> > cC 

pričom oC je najvSčšie číslo vyhovujúce nerovnostiam: 

eC é a, oí M f b 

Inými slovami, ak M = O, je f> = a, ako M> O je f> rovné aspoň 

b 
najmenšiemu z čísel a, —• 

M 
Jný odhad u r o b i l Lindelof £v c i t . práci v časopise Journ. de math, 

pures et appl.J 
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Označme K Q najvSČšiu hodnotu funkcie \ f ( x , \ ) | pre x £[j , ̂  +aj 
a L L i p s c h i t z o v u konstantu podmienky ( 1 ) . L i n d e l o f ukázal, že j e ^ > , 
kde |3 je najmenSie z'oboch čísel. 

• 1 bL 
a, - l o g (1 + — ) 

L 

v případe K Q = 0 j e p = a. 

58. V l a s t n o s t i P i c a r d o v ý c h p o s t u p ­
n o s t í /, 

Teraz sa budeme zaoberať vlastnosťami Ficardových postupností p a t r i a -
cich k diferenciálnej r o v n i c i 

y' = f ( x ; y) (a) 

pričom budeme o f u n k c i i f ( x , y) len.předpokládat, 2e je spojitá a nebudeme 
na ňu klásť, aspoň z a t i a l , Salšie předpoklady. Najma nebudeme požadovat?, aby 
spínala L. podmienku, připadne aby mala v l a s t n o s t i , ktoré by zaručovali rov-
nomernú konvergenciu Picardovej postupnosti. 

Předpokládájme teda, že funkeia f ( x , y) je spojité v dvojrozmernom 

intervale 

D : | x - i y - ^ I í b 

Obmedzíme sa opSť na Studium vlastností Picardových postupností pre 

Nech postupnosť f u n k c i i 

y 0 i y l f y 2» ••• <U 

je Picardovou postupnosťou, stručné P. postupnosťou pa t r i a c o u k d. r o v n i c i ( a), 
k bodu (| , ̂  ) a k počiatočnej f u n k c i i y Q . O počiatočnej f u n k c i i y Q před­
pokládá jme, že má v l a s t n o s t i 1, 2, 3 predchádzajúceho odseku, teda najnS, že 
má v i n t e r v a l e [ j , | + a ] všade deriváciu a navýše, že táto derivácia y^ 
je všade spojitá. V predchádzajúcom odseku sme viděli, že všetky funkcie P. 
postupnosti sú definované v určitom i n t e r v a l e L í » | • .PJ » kde §>£ • 
Připomeňme s i , že pre. k = 1, 2, .... j e 

x 
y k ( x ) = / f ( t , y k . i ( t ) ) dt (2) 

NajvSČšiu hodnotu funkcie | f ( x , y ) | v dv. i n t e r v a l e D označíme opfiť písmenom 
M. 
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Predovšetkým 1'ahko vidíme, že ked* P. postupnost (1) rovnoměrné kon­
verguje v nejakom intervale [ \ , j + c ] kde je O < & § p , potom j e j li­
mita je riešením diferenciálněj rovnice (a). 

Vskutku, lebo podia vzorca (2) pře xé[ j , J+6~]máme: 

x x 
y(x) = \ + / lim f<J, y k 1 ( t ) ) dt =' \ + / f ( t , y ( t ) ) dt 

kde y(x) značí l i m i t u P. postoupnosti a, odtial' vyplývá tvrdenie. 
Ďalej 1'ahko ukážeme, že funkcia P. postupnosti (1) aú v intervale 

, ^ + j>] rovnoměrné ohraničené a rovnomocne spojité. Vskutku, zo vzorca 
(2) vyplývá pre každé k = 1, 2, .... a x € [ | f j +/>] : 

| y k
( x> - \ I* ( x -í) M * p Mj 

odtial' vychádza 

| y k(x) | É I ^ I + ? M 

a tým je ukázané, že funkc i e y k stí v intervale [ j , | + P j rovnoměrné 
ohraničené. To isté platí o všetkých funkciách postupnosti (1), pretože 
funkcia y Q je v intervale [ j » f + P] ohraničená. Nech Sálej 6 > O 
značí Tubovolné kladné číslo. Zvolme ď > O lubovol'ne v případe M = 0 a 

0 <</<•_£_ v případe M > O. Potom pre - k = 1, 2, ... a každé dve 5ísla x^ 
M 

x" č [ / > f + ?] * P r e ktoré je í x' - x" | < ď , vyplývá zo vzorca (2).. 
x 

I y k(x'> - y k ( x M ) | =| / f ( t , y k . x ( t ) ) d t j * | x ' - x-1 . M<CTM < i 
x" 

a odtial* vidíme, že funkcie y k sú v intervale C ) t } + i°J rovnomocne 
spojité. To isté platí o váetkých funkciách P. postupnosti (1), lebo funkcia 
y 0 je v intervale [ f » f + Pj rovnoměrné spojitá. 

Z Ascoliovej vety ^sudzujeme, že z P. postupnosti (1) mfižeme vybrať 
čiastočnú postupností, ktorá rovnoměrné konverguje v intervale £ j , $ + 6"J 
Siičasne vidíme, že P. postupnost (1) v TubovoTnom intervale [ \ , j + 6"J , 
kde O < 6" m P , rovnoměrné konverguje a j e j l i m i t a je riešením diferen-
ciélnej rovnice (a), ak je v intervale £ J , J + 6*J monotónna, alebo ak 
všetky "jej čiastočné postupnosti, ktoré v intervale £f , j + 6"J rovnoměrné 
konvergujú, majů tú istú l i m i t u . 

Nech Sálej 

zo» 21» z2 ^ 

• 
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je postupnost funkcií definovaných v intervale £ j , j + 6"J takto: 

z k(x) » f<£, y ^ i * / ) - fCx» y ^ ^ ) ) 

z 0(x) = y0'(x) - f ( x , y ^ J (4) 

tak— 

kde k = 1, 2, ... . Funkciu budeme nazývat zv.yšok funkcie y ^ . i ' 

že (3) je postupnost zvySkov funkcií P. postupnosti (1). 
VSimnime s i , že pře k = 1, 2, ... a pre x d f j , | +Pj platí: 

y k - l = f ( x » ^ k - l } + z k - l 
x (5) 

ď *k " / z k - l ( t ) d t 

í 
kde 

* y k = y k - i - y k 

Předovsetkám s i všimnime, že ak sú všetky zvýšky (3) rovnaké, potom sa 
rovnají! nule a funkcia y Q je riešením diferenciálněj rovnice (a). Vskutku 
předpokládájme, že sú váetky zvyšky rovnaké a označme z i c h spoločnú hodnotu* 
Ak teraz vo vzorci (4) kladieme postupné k = 1, 2, n, kde n značí l'u-
bovolné prirodzené číslo, ak sčítáme výsledky, dostaneme 

n z = f ( x , y 0) - f ( x , y n) 

Odtial' vyplývá, pre každé x € [ { , f + joj 

n | z I ; 2 M 

To však je možné len pre z = O. 
Z druhéj rovnice (4) vidíme, že funkcia y 0 je riešením d. rovnice 

(a). 
0 funkcióch postupnosti zvyškov (3) dokážeme Sálej, že sú tiež v i n ­

tervale [ | , j + ./>J rovnoměrné ohraničené a rovnomocne spojité. 
Že sú rovnoměrné ohraničené, vidíme priamo zo vzprcov (4). Aby sme 

dokázali, že sú rovnomocne spojité, zvolme 1'ubovoTné číslo i > O. Pretože 
funkcia f ( x , y) je v dv. intervale D (spojitá a teda) rovnoměrné spojitá, 
existuje číslo <f > 0 také, že pre každé dva body ( x ^ y-^), ( x 2 , y 2) 6 D, 
ktoré spíňajú nerovnost max( | x x - x 2 | , I y^ - y 2 | ) < ď* platí | f ( x 1 , y 1 ) -

- f ( x 2 , y 2) |<-jp- Pretože funkcie y$ P. postupnosti sú v intervale Lf,$+P] 
rovnomocne spojité, existuje číslo S > 0 t e j v l a s t n o s t i , že pře každé dve 
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čísla x' f x" 6 [ f , { + P] t Pře ktoré je / x' - x M | < cf a pře všetky 
čísla V = O, 1, .... je I (x') - y y (x")j<<f' . Označme cf = min (ď \ 
<{").' Potom pře každé dve čísla x't x M č [ { , j + P ] *, pře ktoré platí 
|x'-x»| < cf ř je max ( j x ' - x " | , / y^ (x') - y„ (x") j) < cf' a teda 
tiež 

I z k(x') - Z ] c(x-) i = í { y k - i ( x / ) ) - y k ( x / ) ) j - íf£"» y k - i ( x M ) ) -

- f(x», y k ( x " ) ) | | £ | f ( x ' , y^íx')) - r£", y ^ U " ) ) ) + 

+ | f ( x ; y k(x')) - f(x% yk(x»))]< - i - + -L = í 

pre k = 1, 2, ... 

Funkcie z-p z2> ••• su* teda v intervale Lf , j + P ] rovnomocne 

spojité a to isté platí o všetkých funkciých postupnosti (3<)i pretože funkcia 
z Q je v intervale [ f , | + P] rovnoměrné spojitá. 

O postupnosti zvyškov (3) platí teda tiežm že z nej možno vybrať čias-
točnii postupnost, ktorá rovnoměrné konverguje v intervale [ | tj + P^ • Súčas-
ne vidíme, že postupnost zvyškov (3) rovnoměrné konverguje (neskpršie zistí-
ire, že k O) v 1'ubovol'nom intervale [ J , j + ̂ ] , kde O < 6* £ p , ak 
je v intervale [ j , j +0*] mnnotónna, lebo ak všetky j e j čiastočné postup­
n o s t i , ktoré rovnoměrné konverguji! v intervale L f * j + ^"J » roajú tú istú 
l i m i t u . 

59. Č i a s t o č n é p o s t u p n o s t i ? 

V predchédzajúcom odseku 3me z i s t i l i , 2 e zP. postupnosti (1) a podob­
né z postupnosti zvyškov (3) m6žeme vybrať čiastočnú postupnost, ktorá rovno­
měrné konverguje v intervale i f , J + p] • Teraz sa budeme zaoberat v l a s t -
nosťami čiastoČných postupností, vybraných z P. postupností (1), alebo z postup­
ností zvyškov ( 3 ) , ktoré sú rovnoměrné konvergentně v intervale [ f , j + P] • 
Kv61i stručnosti budeme hovořit o častiach P. postupnosti alebo postupnosti 
zvyškov, alebo tiež o ČiastoČných P. postupnostiach a čiastoČných postupnos-
tiach zvyškov, majúc na mysli Čiastočné postupnosti vybrané z P. postupnosti 
( 1) alebo postupnosti zvyškov (3)» 

Predovšetkým zavedieme niekol'ko názvov. 
Nech 

y k i» y k^ i • • • • (6) 

je nějakou čiastočnou P. postupnostou a m TubovoTné celé nezáporné číslo. 
Čiastočnú P. postupnost 
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yk 1+m» yk 2+m ( 7 ) 

nazveme posunutou o m členov vzhl'adom na čiastočnú postupnosť (6). 
Podobné definujeme posunutu čiastočnú postupnost zvyčkov. 
Dve čia3točné postupnosti, z ktorých jedna j e časťou P. postupnosti 

(1) a druhá časťou postupnosti zvyškov (3), nazýváme rovnoTáhlými a o každéj 
hovoříme, že je rovnoTahlá s druhou, ked indexy členov jednej a druhéj čiastoč-
nej postupnosti sú rovnaké. 

Predovšetkým ukážeme, že ak čiastočná P. postupnosť (6) v i n t e r v a l e 
'L$ » i + rovnoměrné konverguje, potom tiež posunutá čiastočná postupnosť 
(7) v i n t e r v a l e [ J , j + /O rovnoměrné konverguje a l i m i t a posunutej postup­
n o s t i Y m vznikne z l i m i t y pčvodnej čiastočnej postupnosti (6) Y Q m po­
stupnými Picardovými transformáciami. 

Vskutku, předpokládejme, že čiastočná P. postupnosť (6) rovnoměrné 
konverguje v i n t e r v a l e [ j , j + • Ak m - O, j e tvrdenie správné. Nech 
teda m^ 0 a předpokládá jme, že tvrdenie j e správné pre čiastočnú postupnosť 
posunutu o m - 1 členov, takže v i n t e r v a l e [ f , j + J3] rovnoměrné e x i s t u ­
je l i m y f c + m„i(x) = Ym-l* x) a f u n k c i a *m-l v z n i k n e 2 Y

0
 m " l postupnými 

Picardovýmintransformáciami• 
Podia vzorca (3) máme 

x 
y k + m ( x )

 = í + / fCť> *k +m-l ( t í>
 d t < 8 ) 

n n 

Z toho, že funkcia f ( x , y) j e v dv. i n t e r v a l e D- spojitá a z náš-
ho předpokladu vyplývá, že v i n t e r v a l e [ j , j + f] platí rovnoměrné: 

l i m f ( t , y k + m - 1 ( 
n ^ co n 

a o d t i a l Sálej vyplývá, že existuje rovnoměrné: 

x x 
l i m 

n «0 

Z r o v n o s t i (8) potom vyplývá, že v i n t e r v a l e £| , j + ýj e x i s t u j e rovnoměr­
né l i m y k + m ( x ) [ = Y m(x) J a j e 

n* <*> n 

Y m ( x ) + / f ( t , Y B - 1 ( t ) ) dt 

takže f u n k c i a Y m vznikne z Y m - 1 Picardovou transformáciou. Tým je tvrdenie 
dokázané. 
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Vidíme najm§, že l i m i t y jednotlivých Čiastočných postupností, posunu­
tých vzhTadom na čiastočnú postupnost (6) o m = 0, 1, 2, .... členov, ktoré 
postupné označíme 

YQ» Y-p Y 2, ••• (9) 

t v o r i a r. postupnost p a t r i a c u k počiatočnej f u n k c i i Y Q« 
5»lej ukážeme, že za toho istého předpokladu o rovnoměrnéj konvergenci! 

řiastočnej P. postupnosti ( 6 ) , tiež čiastočná postupnost zvyškov, rovnolahlá s 
čiastočnou P. postupnosťou (7) 

zk 1 +m» zk 2+m ( 1 0> 

pre m = 0, 1, 2, .... v i n t e r v a l e [ J , j + J°J rovnoměrné konverguje a j e j 
l i m i t a Zff je zvyšok funkcie Y m» 

Vskutku, postupnost (10) spíná předpoklady A s c o l i o v e j vety, a teda 
irfižemc z nej vybrat čiastočnú postupnost, ktoró rovnoměrné konverguje v i n t e r ­
vale [ i , } + P J . 

Nech 

je 1'ubovol'ná taká čiasto 2ná postupnost a nech Xffl značí j e j l i m i t u . Postupnost 

ako cast postupnosti (7) rovnoměrné konverguje v i n t e r v a l e [ ) , j + a má 
teda l i m i t u . Y m» Podl'a prvého vzorca (5) máme pre j = 1, 2, ... a pre 
x € [ J , J + P J : 

a odtial* vyplývá 

Y' = f ( x , Y_) + X_ ' m • * m m 

Tento vzorec ukazuje, 2e ^ je zvyšok funkcie Yffi. Tým je zistené, 
že každá cast čiastočnej postupnosti zvyškov (lO),ktorá rovnoměrné konverguje 
v i n t e r v a l e £|", f +P] má tú istú l i m i t u X m» 2 toho usudzujeme, že čiastočná 
postupnost zvyškov (10) rovnoměrné konverguje v i n t e r v a l e j + p] a = 

m 
Ako aplikéciu už uvedených výsledkov ukážeme, že ak postupnost zvyš­

kov (3) rovnoměrné konverguje v i n t e r v a l e [ j , j + P j , potom j e j l i m i t a j e 
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nutné nula a l i m i t a každej čiastočnej P. post u p n o s t i , ktorá v i n t e r v a l e [ J , 
f + Pí rovnoměrné konverguje, j e riešením d. rovnice ( a ) . 

Vskutku předpokládájme, že postupnosť zvyškov (3) rovnoměrné konvergu­
je v i n t e r v a l e [ f , § + Pl a označme X j e j l i m i t u . 

Zvolme TubovoTnú čiastočnii P. postupnosť, ktorá rovnoměrné konvergu­
je v i n t e r v a l e [ / , / + p] » nech Y Q j e j e j l i m i t a . L i m i t y jednotlivých 
posunutých čiastočných P. postupnosti t v o r i a P. postupnosť p a t r i a c u k počia-
točnej f u n k c i i Y Q a zvyšky f u n k c i ! t e j t o postupnosti sa všetky rovnajú funk-
c i i X, lebo t i e t o zvyšky sú l i m i t a m i určitých časti postupnosti zvyškov ( 3 ) . 
Z predchádzajúceho usudzujeme, že X = O a že f u n k c i a Y Q j e riešením d. rov­
nice ( a ) * 

" i d e l i sme, ře ak čiastočná P. postupnosť (6) rovnoměrné konverguje 
v i n t e r v a l e [ / , } +. Pl » potom to isté platí o každéj posunutéj čiastočnej 
P. post u p n o s t i . Je otázka, Či podobný výsledok platí pře čiastočná postupnosti 
zvyškov. Odpoved na tuto otázku j e daná nasledujúcou větou: 

Ak nějaká čiastočná postupnosť zvyškov rovnoměrné konverguje v i n t e r ­
vale 

z k 2 -> Z o 

potom to isté platí o každej posunutéj čiastočnej postupnosti zvyškov, ak d. 
rovnice 

Y' = f(x, Y) + Z 0 (12) 

má l e n jedno riešenie prechádzajúce bodom ( f , \ ) definované v i n t e r v a l e 

Vskutku, nech sú* splněné předpoklady. Stačí ukázať, že v i n t e r v a l e 
C í » j + P] rovnoměrné konverguje čiastočná P. postupnosť (6) rovnolahlá 
8 postupnosťou (11), lebo potom to isté platí, ako sme už viděli, o každej po-
sunutej čiastočnej P. postupnosti (7) a tiež o rovnoTahlej čiastočnej postup­
nosti zvyškov (10). 

Z čiastočnej P. postupnosti (6) móžeme vybrať čiastočnú postupnosť, 
ktorá v i n t e r v a l e [ \ , f. + P] rovnoměrné konverguje. 0 každej t a k e j čiastoč­
nej postupnosti Tahko z i s t l m e , použijúc opSť prvý vzorec ( 5 ) , že j e j l i m i t a 
Y spina pre x J + p] d. r o v n i c u (12). Ak má teda táto r o v n i c a l e n 
jedno riešenie, prechádzajúce bodom (f t\) a definované v i n t e r v a l e [ { , 
t + P j i potom všetky' časti čiastočnej P. postupnosti ( 6 ) , któré rovnoměrné 
konverguji! v i n t e r v a l e [ f , j + P] majů tú istú* l i m i t u . Odtial' usudzujeme, 
že čiastočná postupnosť (6) rovnoměrné konverguje v i n t e r v a l e £ j , j +p] a 

tým je ddkaz uskutočněný. 
Podia vety, ktorú sme právě dokázali, stačí zmienená jednoznačnost 

riešení d. ro v n i c e (12) v bode ( | ,^f) .na t o , aby siičasne s čiastočnou 
postupnosťou zvyškov (11) rovnoměrné konvergovala každá posunutá postupnosť. 
Ako teda ukážeme,tento předpoklad v případe ZQ = O nie je nutný, takže p l a ­
tí této veta: 
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Ak nějaká čiastočná postupnosť zvyškov rovnoměrné konverguje k nule 
v intervale [ { , J + f>] , potom to isté platí v každej posunutej postupnosti. 

. Dfikaz stačí urobiť v případe, že ide o čiastočnú postupnost posunutu 
len o jeden člen. 

Předpokládájme, že čiastočná postupnosť zvyškov 

V » " V ř •••• (13) 
K l *2 

Z i . t Z , , , • • • 

rovnoměrné konverguje k nule v intervaie £ | , j +Pja ukažme, že to isté 
platí o čiastočnej postupnosti posunutej o jeden člen: 

zk xfl» z k 2 + l » ( U ) 

"Zvol'rne Tubovolne l > 0. Nakolko f (x, y) je spojitá v. dv. i n t e r ­
vale D, dá sa rovnoměrné aproximovat polynomora P (x, y ) , takže platí: 

f ( x , y) = P(x, y) +^Cx,y) kde | & ( x , y) I < 

4 

Je 

z^ix) = f ( $ , y^.jUJ) - f [ x , y^ (x)] = P [ x , y^.xCx)] - P [ x , y ^ ( x ) ] + 

Ak použijeme na r o z d i e l P [x, y^.^Cx)] - P [x, ^ (x)] vetu o prírastku 
funkcie, 1'ahko zistíme, že existuje také číslo N f 5 0, že pre x é [| , j + j>J 
a pre A* = 1, 2, ... platí 

pričom 

$y<L * y«c-i -

V případe N £. = 0 odtial' vyplývá nerovnost 

I V i l - * e 

pře x \ +ř] a.rre všetky indexy k Q. Nech teraz N f > 0. 'Podia 
předpokladu platí pre skoro vSetky indexy k Q v intervale [ | , $ +p] nerov­
nost 

I «k I < — <16> 
1 K n 1 . 2p N f 
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Podia druhého vzorca (5) máme teda pre x e[f , j + a pre.věetky 
indexy k n > pre ktoré platí nerovnost f l 6 ) . 

U í k + i |í / K <t)|at < 
1. 2 N t 

a Sálej, podia vzorca (13), 

I ̂ +1 I 2 + 2 

Tým je ukázané, že v obidvoch prlpadoch N t = O a N t> O platí 
v intervale [ { , j + />J pre skoro všetky funkcie postupnosti (14) nerovnost 

I V 1 1 K 1 

a tým je d6kaz realizovaný• 
• VSimnime s i najma tieto dfisledky,, ktoré vyplývájú z predchédzajúcich ú-

vah: 
Ak nějaká čiastočná P. postupnost rovnoměrné konverguje v intervale 

[ři í + potom to isté p l a t i l o rovnol'ahlej postupnosti zvyškov a platí 
vzťah: Y' = f ( x , Y) + Z, kde Y(Z) značí l i m i t u t e j čiastočnej P. postup­
nosti (čiastočnej postupnosti zvyškov)* 

Ak nějaká čiastočná postupnost zvyškov rovnoměrné konverguje v i n t e r ­
vale [{ , j + ?] k l i m i t e Z, potom každá v intervale [ f , | + P] rovno­
měrné konvergentná cast rovnol'ahlej P. postupnosti konverguje k určitému r i e -
šeniu d. rovnice Y' = f ( x , Y) + Z, prechádzajúcemu bodom ( } , \ ) • Ak má 
táto d. rovnica len jedno riešenie prechédzajúce bodom ( } t \ ) a defino­
vané v intervale L \ , j + p] , potom rovnol'ahla P. postupnost rovnoměrné , 
konverguje v intervale f \ , \ + p] a j e j l i m i t a je týmto riešením. 

I 
Z týchto vi e t zrejme vyplývá toto: 
Ak nějaká čiastočná P* postupnost rovnoměrné konverguje v intervale 

[f» { + P] k riešeniu d. rovnice (e), potom rovnol'ahla postupnost zvyškov 
konverguje, rovnoměrné v tom istom intervale k nule. 

Ak nějaká čiastočná postupnost zvyškov rovnoměrné konverguje k nule 
v intervale [ f , j + P] , potom každá cast rovnolahlej P. postupnosti rovno­
měrné konvergentněj v intervale £t , f + P ] konverguje k určitému riešeniu 
d. rovnice (a), prechádzajúcemu bodom (| , }) a definovanému v intervale 
[|, f + P j • Ak mé d. rovnica (a) len jedno riešenie prechédzajúce bodom 
( \ , ̂  ) a definované v intervale [ f , j + P J , potom rovnol'ahla P. postup­
nost rovnoměrné konverguje v intervale [ { » \ + ,Pj a j e j l i m i t a je týmto r i e ­
šením* 
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60. P i c a*r d o v e p o s t u p n o s t i v p ř í p a d e , 
m o n o t ó n n e j f u n k c i e f ( x , y) 

Doteraz sme předpokládali p f u n k c i i f(x,y) len to, že je • dv. i n ­
tervale D : I x -jláa, |y spojitá. Teraz sa budeme zaoberať prlpadom, 
že je okrem toho monotónnou funkciou premennej y p r i každom x £ [| , f + a ] 

Zvlášť budeme uvažovať o případe, že je neklesájúcou a zvlášť o přípa­
de, že je nerastucou funkciou premennej y» 

Poznamenájme predovšetkým toto: 
Z druhého vzorca (5) vidíme, že ak je p r i určitom k(= 1, 2, •••) v 

nejakom intervale [ \ , j + «C k_^ ] kde O < k - 1 £ p 

. z k - l 2 0 ( 2 k - l » 0 ) 

potom je v ňom tiež 

cf y k £ O «T y k £ O) 

Z prvého vzorca (5) vyplývá, že potom tiež platí v určitom in t e r v a -
l e li. f + ^ k - J s 

G k - l ( x ) 5 G ( x ) t * k - l • G ( x ) J ( 1 7 ) 

kde G k_^(x) značí najv&čšle riešenie d. rovnice y' = f ( x , y) + s k_^ a G(x) 
najvSčšie riešenie d. rovnice (a) prechádzajúce bodom (!>$)• Interval 
L t i í + ff k - l J ̂ e P r i e n l k intervalov £f , f + k - 1 ] a i n t e r v a l u [ J , \ + f>] 
v ktorom existujú funkcie G^.^Cx), G(x) [ G ( x ) ] 

1. Předpokládá jme predovšetkým že funkcia f ( x , y) vzhl'adom na y 
p r i žiadnom x \ +aj neklesá* 

Potom z p l a t n o s t i nerovnosti 

í y k ř O ( / y k i O) 

v nejakom intervale vyplývá, že v tom iatom intervale tiež platí: 

z k # f c O ( z k s O) 

Ak teda platí p r i určitom k = 1, 2, .... pre x £ [ | , } + ^ k - ^ 3 
nerovnosť 

* k - l * 0 ( 2 k - l * 0 ) 

potom tiež je v tom i n t e r v a l e , ako sme už viděli 

cfy k J O (cfy k $ O) 
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a teda tiež 

«k Z O (2]c ± O) 

Předpokládejme, že v intervale t i » ! + <̂  0 3 p l a t i nerovnost 

U0 í O) 

t . J . 

yó * f ( x » yo> [ y o » f ( x » y o J J 

Potom v tom i8tom intervale Je 

zQ áT O, z^s O, s 2 £ O,*.. ( z Q # 0 , ~ O, « 2 s O, ...) 

takže v intervale [ í » f + 0 3 je 

y 0 ž y x 5 y 2 * • " • ( y o » y i * y 2 * 

a teda P. postupnost (1) v intervale [ } , í +^Q] nerastie (neklesá), 

Odtiál' vyplývá, že P. postupnost (1) v intervale [ f f í + ^ 0 3 rovno­
měrné konverguje k určitéj f u n k c i i y ( x ) , ktoré je tiež súčasne riešením d. 
rovnice (a)# 

Tým sme došli k tomuto výsledku: 
Ak funkcia f (x, y) v intervale C f , f +aJ vzhladom na y neklesá 

a poóiatočná funkcia % P. postupnosti spíňa v intervale [ f , / + ^ 0 1 nerov­
nost y^ £ f ( x , y Q) [y^ £ f ( x , y Q ) ] potom táto postupnost v intervale [ f , í + 
+ *^*03 rovnoměrné konverguje, nerastie (reklesá) k určitému riešeniu d. rovni -
ce (a) prechádzajúcemu bodom (j t \ ) • 

VSimnime s i zvláštneho případu, keS funkcia yQ má konstantní! hodnotu 
l • 

Z náSho výsledku vychádza, že ak je f ( x , \ ) t 0 [ f ( x , \ ) £ 0 , 
příslušná F. postupnost, majůca za počiatočnú' funkciu konstantu \ , nerastie 
(neklesá) a rovnoměrné konverguje k určitému riešeniu d. rovnice (a) prechádaa-
júcemu bodom ( | , \ )• 

Přiklad, Uvažujme o d . r o v n i c i 

Funkcia f ( x , y) = r a s t i e vzhTedom na y p r i každom x* 
V žiadnom obore, ktorý obsahuje body ležiace na priamke y = 0, nie je splněná 
L. podmienka. Najvfičšie (najmenšie) riešenie te j t o d, rovnice, pře chádza jilce 
bodom (0,0), je pre x = O 
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y = -v 
pretože riešenie prechádzajiíce 1'ubovoTnym bodom nad (pod) tymto riešením a de­
finované aj pře x = 0 má v čísle 0 hodnotu kladnu (zápornú). 

Zvolme za počiatočnu funkciu P. postupnosti funkciu 
3 
2 

kde A je nějaké konstanta. Lahkym výpočtom zistíme, Se je 

- ( 1 

3 3 

OdtiaT vidíme, že pre x ž 0 je 

/ > O ak A > 1, lebo - 1 t A t 0 

w á 0 ak A g -1, lebo O < A £ 1 

Podia vety, ktorú sme už dokázali, usudzujeme, že P. postupnost pa-

triace k nasej poSiatoSnej f u n k c i i y Q rovnoměrné konverguje v lubovoTnom 
intervale [ 0, d] ( oC > 0) k urŠitému riešeniu nasej d. rovnice, preché-
dzajúcemu bodom (0,0) a přitom nerastie, ak A * 1 alebo - 1 š A * 0 a 
neklesá, ak A < - 1, alebo OS A • 1. 

Súfiasne vidíme, že v prípadoch A = ,1, 0, - 1 je funkcia y 0 r i e ­
šením d. rovnice, ktoré prechádza bodom (0,0), a to v případe A = 1 (- 1) 
riešením najvSCším (najmenším) a v případe A = 0 riešením identicky rovným 
nule; v každom z týchto prípadov sú všetky funkcie P. postupnosti t i e isté a 
sú identické s riešením y Q. 

P r i předtím uvedenej volbě počiatočnej funkcie P. postupnosti mdžeme 
jednotlivé funkcie tejto postupnosti explicitně vyjadriť jednoduchým vzorcom. 
Vskutku, aplikujúc vzorec (2) l'ahkym vypočtom zistíme, že p r i Tubovol'nej hod-
note konstanty A je funkcia y k P. postupnosti pre k = 0, 1,..., daná 
vzorcom 

y k 

(9 
3 
2 
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Z toho vidíme, že v případe A > 0 (A < 0) konverguje P. postupnost 
k najvSčšiemu (najmenSiemu) riešeniu nasej d. rovnice prechádzajiicemu bodom • 
(0,0) a v případe A = 0 k riešeniu 0. 

Tým sme doSli k tomuto výsledku: 
Ak A > 0, potom P« postupnost patriaca k počiatočnej f u n k c i i 
3 

A^— x j 2 rovnoměrné konverguje v lubovolnom intervale [ 0, oC] ( < 9C >0) k naj-

vfičšiemu riešeniu nasej d. rovnice, prechádzajdcemu bodom (0, 0), a to mono­
tónně zhora alebo zdola, podia toho, či A š 1 alebo 0< A í 1. Ak A < 0, 
potom táto postupnosť konverguje k najmenšiemu riešeniu prechádzajtfcemu bodom 
(0,0) monotónně zhora alebo zdola, podia toho či - 1 * A « 0 alebo A $ .-1 
Ak A « 0, potom všetky funkcie P. postupnosti sa identicky rovnajú* nule, tak­
že táto postupnost rovnoměrné konverguje k riešeniu 0. 

61. Předpokládejme teraz, že funkcia f ( x , y) vzhladom na y při 
žiadnom xé [ J , . j + a] nerastie. 

Potom z p l a t n o s t i nerovnosti 

S y k * 0 ( c f y k £ 0) 

v nejakom intervale vyplývá, že v tomto intervale je 

z k f 0 ( z k S 0) 

Ak teda platí pre x e [ f , J + *L k - 1 ] , p r i určitom k = 1,2,... 
nerovnost 

z k - l * 0 ( z k - l * 0 ) 

potom v tomto intervale platí tiež, ako sme už viděli 

ď y k £ 0 (cTy k i 0) 

a teda tiež: 

z k á 0 ( z k * 0) 

Předpokládájme, že v intervale [ J , f + °^0] platí nerovnost 

zo » 0 ( 2o - 0 ) 

t . j . 
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Potom v tomto intervale Je 

zo * °» 21 * °» 22 - °» ••• ^ zo • °» zl s °» z2 » °»»««) 

t . j . pře k = 1, 2, ••• 

z2k-2 - ° t z 2 k - l « 0 ( z 2 k - 2 ^ °» z 2 k - l = 0 ) ( 1 8 ) 

takfe v intervale [ f » f + *^ 0] p l a t i a nerovnosti 

<f y 2 k - i S o , c f y 2 k « o <ďy 2k-i = °» ^ k - 0 ) 

a teda tiež 

y2k-2 * y 2 k - l = y2k ( y2k-2 Í y 2 k - l > y2k> (19) 

Dalším dSsledkom náSho předpokladu, že funkcia f(x,y) p r i žiadnom 
x e [| , j + a ] vzhl'adom na y nerastie. j e , že bodom ( j , \) prechá-
dza len jedno riešenie d. rovnice (a), definované v určitom najvačšom i n t e r ­
vale £f , f + 6*] » kde zrejme 6" š a. Označme toto riešenie . y ( x ) , struč­
né y. Z toho dfivodu funkcia y^.^ pre k = 1, 2, ... je jediným riešením d. 
rovnice y' = f ( x , y) + definovaným v intervale £ $ , j + p j a prechá­

dza júcim bodom ( j , ̂ ) • 

PodTa vzorcov (17) platí teda v intervale [ f , j + 6"0 ] , kde SJ

Q 

je najmenšie z čísel *̂ o» ̂ " a pre k = 1, 2 

y2k-2 " y " y 2 k - l ( y2k-2 " y " y2k-l> 

Tým sme došli k tomuto výsledku: 
Ak funkcia f ( x , y) p r i žiadnom x £ £ | , f + a] vzhl'adom na y 

nerastie a počiatočné funkcia . y Q P. postupnosti spíňa v intervale £ j , f + 
+ <^0] nerovnosť y j * f ( x , y Q) [ y ^ = f ( x , y Q ) ] , potom každá funkcia P. po­
stupnosti s párnym indexom má všade v intervale £ f » í + ^"o') h o d n o t u aspoň 
(najviac) takd ako riešenie d. rovnice (a) prechádzajilce bodom (f , \ ) a 
každá funkcia s nepárnym indexom má hodnotu najviac (aspoň) takú. 

Připomeňme, že z nášho výsledku vyplývá, že každá funkcia P. postup­
nosti s párnym indexom má všade v intervale £ J , j + J hodnotu aspoň.(naj­
viac) takú, ako ktorákolvek funkcia s nepárnym indexom. V tomto intervale p l a ­
t i a najmS nerovnosti (19)• ktorých platnosť sme z i s t i l i dokonca -v intervale 
Cí. í • • ] • 

Všimnime s i dalej 2vláštny případ, kedy 'počiatočná funkcia y Q má 
konštantnú hodnotu \ . Z nášho výsledku vyplývá, že ak f ( x ,\) = 0 
[f(x, \ ) = o ] , potom každé funkcia s párnym indexom P. postupnosti, ktorá má 
za počiatočnú funkciu konstantu ^ , má všade v intervale £ j , | + 6"0 ] hod­
notu aspoň (najviac) takú ako riešenie d. rovnice (a) prechádzajúce bodom 
( j ,^) a každá funkcia 8 nepárnym indexom hodnotu najviac (aspoň) takú. 
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Označme symbolmi 

Ẑ  9 Z>2» • • • 

funkcie definované v intervale [ f , . j + vzorcami 

Z k + l ( x ) s f&> yk-l ( x0 " f $ » yjc+l ( x0 
Z^x) = y^(x) - f ( x , y ^ x ) ) 

a symbolmi 

A ya» A y 3 i . . . 

funkcie definované takto: 

kde k = 1, 2, . . . . 

Pře x 6 [ | , J +J>J a k = 1, 2, ... zřejmé platí vzťah 
x 

4 yk +i * / V * * a t 

i 

Z tohto vzťahu vidíme, že ak je při určitom k (= 1 , .2 , •••) v neja-
kom intervale [ j , j + í3

 k ] , kde O ť l 3 k = p 

potom je v ňom tiež 

& y k + 1 =o u y k + 1 š o) 

Vraťme sa teraz k néšmu předpokladu, že funkcia f ( x , y) p r i žiadnom 
x * i Í + a j vzhladom na y nerastie. Potom z pl a t n o s t i posledněj ne­
rovnosti v intervale £/ > f + P ̂  J vyplývá, že v tom intervale je 

V i i 0 ( z k + i • o 

Předpokládejme, že v intervale [ J , j + P 1] platí nerovnosť 

z 2 = O (Z x = O) 

t . j . 

y^ = f ( x , y x) = f ( x , y x ) ^ 
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Potom v tomže intervale je 

Zj = 0, Z 2 = O, Zj s O, * . . (Zj^ s O, Z 2 s O, a 0 , u . i ) 

t . j . 

Z2k-1 = °» Z2k = 0 ( Z 2 k - l = °» Z2k = 0 ) 

pře k = 1, 2, ... a teda tiež podia už vykonanej úvahy, 

A y 2 k * ° t - 4 y 2 k + l = °» ( A y2k V°» y2k+l • 0 ) • 

t . J . 

> > > ( < < < . 
y Q

 = y2 ~* y4 = *"* y o = y 2 = y4 = r • '' 
< < < > > > 

y i = y 3 = y 5 = ( y x = y 3 = y 5
 s •••> 

Vidíme, že postupnosti 

y 2 > y^ > y 5 • . • • • ——* * 0 

yl» y3» y5» Y i 

v obidvoch prípadoch rovnoměrné konvergujú v intervale [ f > | + J (lebo 
ako časti P. postupnosti, sú v tomto intervale rovnoměrné onraničené a rovnomoc-
ne spojité). Ďalej vidíme, že každá z nich je o jeden Sien posunutá vzhladom na 
druhů a teda funkcie YQ, vzniknu jedna z druhéj Picardovou transformá-
ciou. Funkcie Y Q, Y^ sú teda riešením systému d. rovnic: 

YÓ = f ( x , Y x) 
(20) 

Y{ = f ( x , Y 0) 

a majů v Čísle | hodnotu •% . 
Došli sme k tomuto výsledku: 
Akfunkcia f ( x , y) p r i žiadnom x é [ | » í + a ] vzhladom na 

y nerastie a medzi počiatočnou funkciou y Q P. postupnosti, ktoré patří k nej 
a k bodu ( j , \ ) a nasledujúcou funkciou platí v nejakom intervale [ \ , 
í + ^ l ] nerovnosť y^ = f ( x , y 1) - f ( x , y^)., potom čiastočná P. po-
stupnosť f u n k c i l s parnými indexmi v intervale [| , $ + P \] rovnoměrné 
konverguje monotónně zhora (zdola) k určitej f u n k c i i Y Q a čiastočná P. postup* 
nosť f u n k c i i s nepárnymi indexmi v tom istom intervale rovnoměrné konverguje 
monotónně zdola (zhora) k určitej f u n k c i i Y^. Funkcie YQ, Y 1 vzniknu jedna 
z druhej P. transformáciou, takže sú riešením systému d. rovnic (20) a majů 
v čísle | hodnotu fy • 
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Funkcie Y Q, Y^, ako neskorfiie ukážeme ma prikladoch, mOžu ale nemu-
sia byť identické. 

Ak sú identické, potom sú, pravda, riešením d. rovnice (a), ktoré na-
dobúda v čísle { hodnotu \ , takže v intervale [§, \ + P ±] i* * 
= Y 1(x) » y ( x ) . V tomto případe P. postupnosť v intervale [ j , j + /3^] 
rovnoměrné konverguje k riešeniu y d.'rovnice (a), a to tak, že Čiastočná 
postupnosť funkcií s parnými indexmi k nemu .konverguje monotónně zhora alebo 
zdola a čiastočná postupnosť funkcií s neparnymi indexmi k nemu konverguje mo­
notónně zdola alebo zhora. Všimnime s i , že tento případ nastane vždy vtedy, 
ked systém diferenciálnych rovnic (20) má jediné riešenie prechádzajúce bodom 

Ak funkcie Y Q, Y-ĵ  nie sií identicky sebe rovné, potom P. postupnosť 
v niektorom čísle x € [ J , j + P\l diverguje, lebo j e j čiastočné postup­
nosti zložené z funkcií s parnými indexmi a z funkcií s neparnými indexmi kon­
verguji! k rdznym limitám. Móžé sa stať, ako uvidíme na prikladoch, že funkcie 
YQ, Y^ majů v každom čísle x 6 [ | , | + P \1 r6zne hodnoty a potom v 
celom tomto intervale P. postupnosť diverguje, i ked bodom (| , \) prechédza 
právě jedno riešenie d. rovnice (a) definované v intervale £f i | + ?i 3 

62. Uvažujme teras o tom, že niektoré nerovnosti: 

Z 0 " °»
 Zo " °* Z l " °» h ' 0 

ktorých dósledky sme už skúmali, p l a t i a stíčasne. 
1. Předpokládá jme, že v intervale [ f , f + P-±] p l a t i a súčasne 

nerovnosti 

2 f ( x , y Q ) , y^ = f ( x , y x) 

D6sledkom prvej nerovnosti j e , že v intervale [ f , f + > kde 
^ je najmenšie z Čísel p^, 6" platí pře k = 1, 2, ... 

> > 
y2k-2 58 y = ^2k-l 

7. druhé j nerovnosti vyplývá pre x , { + P ̂  1 

y2k-2 ~* Yo» y 2 k - l ~* Y l 

přitom konvergencia je rovnoměrná á v prvom případe mónotónna zhora a v dru-
hora zdola. ' 

Vidíme teda, že v intervale [ \ , f + ^ " l J p l a t i a nerovnosti 

T 0 i y = 
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přitem funkcie V2k-2 ^ o n v e r S u J ^ rovnoměrné a monotónně k Y Q zhora a fun-
kcle y^fc-i k Y i zdola • 

Výsledok Je znázorněny na nasledujúcom obrázku, kde křivky Y Q, y, Y^ 
ÍDĎŽU připadne splývať 

Obr. 15 

2. Předpokládá jme, že v Intervale L j » { + P^J eúčasne p l a t i a ne­
rovnosti 

y^ = f ( x , y x) 

Potom v tomže intervale pre k = 1, 2, je 

. y2k-2 = y = y 2 k - l 

a sú$asne j e , ako vyplývá z úvah 

Y« * y - ÍI 

prifiom funkcie ^2k-2 rovnoměrné konverguji! monotónně k f u n k c i i Y Q zdola a 
a funkcie y£k-l ^ f u n k c i i Y^ zhora. 

Situácia je teda takáto: 

Obr. 16 
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3. Předpokládá jme, že v intervale [ f , ( + P ] pl a t i a súčasne ne­
rovnosti 

f ( x , y x) = y* = f ( x , y 0) 

Podobné ako v predchédžajúcich prípadoch zistíme, že v intervale f f , 
| + 6*̂  ] p l a t i a pre k » 1, 2, ••• nerovnosti 

< < < < ~ 
Y i = y 2 k - i s y •• ̂ 2k-2 = Y

0 

pričoro funkcie ^2^2 ^ o n v e rg u»í^ rovnoměrné monotónně k funkoii Y Q zdola a 
funkcie y2\-\ ^ ^ u n^ c^^ Y i zhora. 

V tomto případe diverguje teda P. postupnost v intervale L f » j + 
6"̂ ] všade tam, kde funkcie Y Q a Y^ majů rdzne hodnoty. 

Situácia je znázorněná na tomto obrázku: 

Obr. 17 

4. Konečné předpokládá jme, že v intervale £| , } + P \"\ p l a t i a 
8Ú5asne nerovnosti: 

y 0) = y^ » f ( x , y x) 

V tomto případe je pre x € [ | f \ + ] a pre k = 1, 2, •••: 

Yo = *2k-2 " y = *2k- l = Y l 

pričom funkcie ^2k-2 r o v n o m e r n e konverguji! monotónně zhora k f u n k c i i Y Q 

a funkcie y2k-i zdola k f u n k c i i Y^. 

Taktiež v tomto případe F. postupnost diverguje v intervale [ f , 
J + 6"̂  J všade tam, kde funkcie Y Q, Y-̂  majů rózne hodnoty. 

Výsledok je znázorněný na tomto obrázku: 
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Už sme viděli, že funkcie Y Q, Y-,, ktoré sú limitami Siastofiných P. 
postupností fu n k c i ! o parných a nepárnych indexoch, sú riešením systému d. rov­
nic (20) a majů v čísle J hodnotu \ • 

Systém d. rovnic (20), v ktorom Y Q, Y^ považujeme za neznáme funkcie, 
má zřejmé riešenie prechádzajúce bodom ( \ , \ ,^) totiž 

Y 0(x) = Y x(x) = y(x) 

kde y(x) je (jediné) riešenie d. rovnice (a).. Ak nemá tento systém iného 
riešenia lokálně rózneho, prechádzajúceho bodom ( J , \ , \ ), potom v uvede­
ných pripadoch 1. a 2. P. postupnost rovnoměrné konverguje k riešeniu y(x) 
d. rovnice ( s ) , naproti tomu případy 3. a 4» m6žu nostať le n , keS y Q = y. 

Všimnime s i , že P. postupnost, v ktorej za počiatočnú funkciu zvolí­
me jednu z funkcií Y Q, Y-p ktoré sú riešením systému d. rovnic (20) preché-
dzajúcim bodom ( j \ , \ ) , napr. Y Q, je 

Yo» Yl» Yo» Y l 

a teda diverguje všade tam, kde Y Q >í Y^. 

Přiklad. Uvažujme o d. rovnici 

y' = - N y (a) 

Tu funkcia f ( x , y) = - p r i každom x vzhl'adom na y klesá* Pre 
x = 0 má d. rovnica jediné riešenie vychádzajúce z bodu (0,0), a to y = 0, 
Súčasne vidíme, že v žiadnom obore, ktorý obsahuje body ležiace na priamke 
y = 0 nie je L. podmienka splněná. 

Systém (20) je v tomto případe 

(i ) 
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a všetky jeho riešenia definované pře x = 0 a vychádzajúce z bodu (0,0) la n ­
ko najdeme. Vskutku, z rovnic (1) vyplývá, že každé riešenie Y Q ( x ) , Y-j^x) 
systému (1) spina rovnicu 

t . j . 

• takže pre každé riešenie majúce v čísle 0 hodnotu 0 máme 

4 4 

3 3 
Y 0 (x) = Y x (x) 

a teda 

Y x(x) = + Y Q(x) 

V případe Y 1(x) = Y
0< x) vidíme, že táto funkcia je riešením d. 

rovnice ( a ) , takže je 

Y x(x) = Y 0(x) = 0 

V případe Y^x) = - Y Q(x) z rovnic (1) vyplývá, že funkcia- Y Q je 
riešením d. rovnice 

Táto rovnica má najvfičšie riešenie prechádzajúce bodom (0,0) 
3 

a najmenšie riešenie 
3. 
2 

2 
Y, = - (- x) 

x 3 

Zvolme s i počiatofinú funkciu P. postupnosti funkciu 
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Jednoduchým výpočtom dostaneme funkcie P. postupnosti v tvare 

R) y k = (-1)* A (- x) (k = 0, 1, ...) 

takže 
2k 

\ 
1 

.3/ 2 2 y 2 k = A (- x) 
3 

2k+l 
3 

2 2 

*2k+l " " A (3 x ) 

OdtiaT vidíme, Že pri 

2 2 2 2 
A > 1 je y 2 k —> (- x) , y 2 k + 1 —> - (- x) 

2 2 2 2 
0 < A < 1 je y 2 k —> (- x) , y 2 k + 1 — > - (- x) 

2 2 2 2 A < - 1 je y 2 k -> - (- x) , y 2 k + 1 > (- x) 

2 2 2 2 
O > A > -1 je y 2 k —+ - (- x) , y 2 k + i • <~ x> 
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Výsledok je znázorněný na tomto obrázku: 

0<A<1 

-1<A<0 

0«A<1 
/1H44 

Obr. 19 

Všimnime s i , že ak zvolíme za počiatočnii funkciu P . postupnosti napr. 

3 
2 2 

y = (- x) , P . postupnost Je 

2 2 2 2 2 2 2 2 
<- x) , - ( - x) , ( - x) , - ( - x) 
3 3 3 3 

teda p e r i o d i c k á , k to rá (okrem pre x = 0) diverguje. Každá časť tej to postup­
n o s t i , k t o r á rovnoměrné konverguje > ne konverguje k .jedinému r i e š e n i u y = 0 
d. rovnice (a ) . 
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