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Stieltjes, II. (1905), 326). Lerchovy price se vyznaduji peclivosti a své-
domitosti v obsahovém a stylistickém zpracovani. Jeho vysledky nejsou né-
hodné, nybrz zpravidla vyjadiuji hledané vztahy mezi studovanymi funkcemi
nebo popisuji povahu vySetfovanych funkei nebo davaji prostfedky k numeric-
kym vypoétim nebo k jinym aplikacim, na pt. ¢iselné theoretickym. LERCH se
vidycky pridrzuje jadra véci, pracuje s pojmy a nikoli se vzorci, jimiZz své
uvahy vyjadiuje, v jeho dile nenalézame formalismy a neucelné spekulace.
LERCHOVY obecné véty nejsou myilenkové konstrukee bez znamych realisaci,
nybrz jsou abstraktnimi popisy podetnich zkufenosti. A pravé touto svou
realnosti a snahou po pouZitelnosti svych vysledki, at k déelum vnitini vy-
stavby jednotlivych theorii nebo k praktickym tucelim vnéjsim, je LERCH
moderni a jeho dilo Zivé.

Jiti CERMAK

LERCHUV PRINOS K OBECNE THEORII FUNKCI

I. Seznam Lerchovijch pract tykajicich se obecné theorie funket

Tento seznam je vypsdn 2z iplného Seznamu pract prof. Matydse Lercha od Josefa
Skrdska (Cas. pro pést. mat., 78[1953], 139—148).

[12] Jedna véta z nauky o funkeich, Zpr. KCJSN 1885, 351—352.
[14] Remarques sur quelques points de la théorie élémentaire des fonctions, Zpr.
K(USN 1885, 400—414. ,
[15] Contributions & la théorie des fonctions, Zpr. KCSN 1886, 571—583.
[17] Note sur les expressions qui, dans diverses parties du plan, représentent des
fonctions distinctes, Bull. Darboux (2), 10 (1886), 45—49.
[23] Addition au mémoire présenté dans la séance du 15. Octobre 1886 (viz &é. 15),
Zpr. KOSN 1887, 423-—426.
[30] Sur une démonstration du théoréme de Cauchy sur les intégrales prises entre des
limites imaginaires, Vést. KOSN 1887, 673—682.
[33] Un théoréme de la théorie des séries, Acta 10 (1887), 87—88.
[38] Sur une fonction discontinue, Giorn. 26 (1888), 375—376.
[43] Uber die Nichtdifferentierbarkeit gewisser Funktionen, Crelles Journ. 103 (1888),
126—138.
[44] Uber Funktionen mit beschrinktem Existenzbereiche, Abh. KOSN (7), 2 (1888),
1—20.
[564] Sur une fonction continue dont la dérivée est partout discontinue, Jorn. de Teix.
9 (1889), 97—102.
[66] Sur une classe de fonctions & espace lacunaire, Jorn. de Teixz. 10 (1891), 27—28.
[73] O hlavni vété theorie funkei vytvotujicich, Rozpr. 04 1 (1892), &. 33, 1—17.
[136] Uber die analytische Natur einer von P. Du Bois-Reymond betrachteten Funktion,
Monatsh. 8 (1897), 377—382.
[157] Sur la nature analytique d’une fonction considerée par P. Du Bois-Reymond,
Acta 22 (1899), 371—378.
[166] Poznamka z teorie funkei, Rozpr. d4 9 (1900), ¢. 8, 1—5.
[180] Sur un point de la théorie des fonctions génératrices d’Abel, Acta 27 (1903),
339—351. ‘
[206] O jedné ze stéZejnich otdzek nauky o funkeich, Cas. 37 (1908), 1—S8.

[214] O povaze funkce 3'u™ ¢2Va7 v okoli bodu u = 1, Cas. 39 (1910), 121—133.

m=0
[215] Srovnavaci poznidmky o ¥adé Fredholmové a Du Bois-Reymondové, Cas. 39
(1910), 225—236.
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II. Uvod

Vétsina LERCHOVYCH praci z obecné theorie funkei pochézi z let 1886 a%
1896, tedy z prvniho tviréiho obdobi LERCHOVA, kdy byl soukromym docentem
na praZské technice a zaéinal svoji védeckou drahu. Snad se v tom jevi vliv
velkého budovatele obecné analysy K. WEIERSTRASSE, jehoZ prednasky
LERCH v letech 1884—1885 za svého pobytu v Berliné poslouchal. Koneéné
je zcela piirozené, ze LERCH v zadatceich své védecké ¢innosti dopliiuje, pfipadns
navazuje na vysledky, které zde jiz byly, a jako WEIERSTRASSUV Zik pracuje
na thematech, ktera patti do okruhu ideji a éinnosti velkého ucitele. Na druhé
strané v8ak je pro ocenéni LERCHA piiznaé¢né, e LERCH jiZ v téchto pracich
dospivd k nékterym vysledkiim, které jsou fundamentalniho vyznamu a dile-
Zitosti, coZ v oboru, ktery byl v té dobé ji% podrobné rozpracovin, je zajisté
mnohem téZ8i nez v odvétvi, které se zadina teprve rozvijet. V pozdéjsich letech
LERCH prechazi od obecné analysy ke konkretnim problémum, zvlagté ke studiu
specialnich funkei, kteryZto smér mu zejména hovél a v némz se stal mistrem?).

Vskutku také LERCHOVY prace z obecné theorie funkef, které vznikly pozdéji,
jsou bud specialnéjsiho razu, nebo navazuji na prace drivéjsi a nepfinaseji nic -
podstatné nového.

LERCHUYV pifspévek k obecné theorii funkei se tyka zejména téchto otizek:

1. konstrukee funkef, jeZz jsou spojité a nemaji derivaci,

2. rozvinutelnosti funkei v Taylorovu fadu,

3. funkei 8 omezenym existenénim oborems?),

4. koneéné véty o jednoznac¢nosti jisté t¥idy funkei, které LERCH nazyva
vytvorujicimi?).

Vedle toho m4 LERCH nékolik praci z obecné theorie funkei, které jsou rizné
hodnoty a jeZ nespojuje Zadni vyrazna jednotici myslenka. O kazdé z nich se
stru¢né zminim oddélené.

III. Funkce spojité bez derivace

V klasické analyse se obvykle ptedpokladd, Ze uvaZované funkce maji derivace,
ba dokonce spojité derivace aZ do jistého fadu s event. vyjimkou nékterych
zvla§tnich bodi. Ale az do pocatku tohoto stoleti se pouze zfidka kladla otazka,
zda funkce naleZejici k jisté kategorii, na pf. funkce spojité nebo monotonni,
nutné maji derivaci. Po¢atek téchto otazek se obvykle datuje od roku 1806,
kdy AMPERE uvefejnil pojednani, v ném# se pokusil, oviem bez tspéchu,
dokézati derivovatelnost ,,jakékoliv‘‘ funkce 8 vyjimkou jistych ,,zvla$tnich
a osamocenych‘ hodnot neodvisle proménné?).

Béhem celého XIX. stoleti, jakkoliv plodné toto stoleti pro rozvoj analysy
bylo, fefeni problému nepokrocilo; dokonce se zda, Ze se zprvu oddalilo. Tak
prvni podstatny vysledek, po vice neZz pulstoleti, byl ziskan kritickou praci
WEIERSTRASSOVOU?), jenZ uéinil konec opakovanym pokusim dokazati de-
rivovatelnost spojitych funkei nejobecnéjifho typu tim, Ze sestrojil priklad
spojité funkce bez derivace. Mluvime-li o zdsluhach WEIERSTRASSOVYCH,
musime piipomenouti, Ze jiz pfed WEIERSTRASSEM sestrojil piiklad spojité
funkee, jeZ v 74dném bodé nem4a derivaci, B. BOLZANO. Tento vysledek vSak
nebyl v té dobé uvetejnén; byl objeven v BOLZANOVE pozustalosti aZ v r. 19228)
a uvefejnén pozdéji.

Potom se tyto pfiklady hromadily, nachazely se stale jednodussi a oziejmovala
se jejich souvislost vzajemna i s jinymi problémy. Na tomto dile se podileli témaF
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viichni velei mist¥i analysy druhé poloviny minulého stoletf a pokraduje se v ném
dodnes?).

LERCH se timto thematem zabyval v pracich [15], [23] a [43]. V praci [15],
ktera je chronologicky prvni tohoto druhu a obsahuje mimochodem téZ jiné
vysledky tykajici se zejména funkei s omezenym existenénim oborem, LERCH
predné uvadi dva pifklady funkei, danych fadami

@)= 3 BT M

A==y

fay= DTN e, ), @)

p!

v=0

které jsou stejnomérné konvergentni a tedy predstavuji spojité funkce pro
v8echna x, a ukazuje, Ze v ¢islech

a
Ly == ——
0 24q
ry = —— (a, q jsou celd Cisla),
q!

nemaji derivaci. V praci [23], coZ je dodatek k praci [15], LERCH poznamenava,
%e BOUQUET ve svych prednaskach na Sorbonné odvodil, Ze funkce (2) nemé
derivaci pro Zadné x. Tento vysledek mu byl sdélen dodateéné.

Cisla, ve kterych funkce (1) a (2) nemaji derivaci, tvoi v kazdém intervalu
redlné osy hustou mnoZinu. V tomto sméru funkce (1) a (2) vykazuji stejné
vlastnosti jako funkce konstruované HANKELEMS).

V zavéru prace [15] se LERCH zmiiluje, ze fady (1) a (2) jsou zvlastnim piipa-
dem obecnéjii trigonometrické fady, kterd ma, pokud jde o derivaci, podobné
vlastnosti jako rady (1) a (2) a Ze navic se jeji specialisaci obdrzi nekoneéné
mnoho trigonometrickych fad, které predstavuji spojité funkce, jeZ nemaji
derivaci v Zadném &isle. Mezi témito funkcemi se také nachizi WEIERSTRASSUV
slavny piiklad spojité funkce bez derivace?). ,

Rozpracovani této poznamky se nachazi v [43]. Tato prace vysla r. 1888, ale
chronologicky patifi o dva roky napied, nebot je datovana z r. 1886. Zminénd
trigonometrick4 fada je tvaru

o

fx) = E ¢y COS a, T Z, (3)

v=0
kde a,, ay, ... jsou celd kladnd ¢&isla, o nichZ se piedpokladd, e existuje ne-
koneéna posloupnost &éisel by, by, bg, . .., vyznadujici se tim, Ze podily

Ay yn
—_, x=1,2,...
bv ) < ’

@

jsou cel4 &isla, p¥i dems -‘;—‘L mize byt &slo racionlni, a dale Zﬁ;m Konverguje.
v

v=0
Price?[43] je rozd&lena na t¥i ¢isti. V prvni ¢asti vyletfuje LERCH, zda
a v kterych &islech ma funkce (3) derivaci.
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V druhé &asti fadu (3) pondkud zjednodufuje a ukazuje, Ze mezi funkcemi
tvaru (3) je nekoneénd mnoho takovych, které nemaji derivaci v 24dném real-
ném ¢isle. Tak na p¥. uvadi tuto vétu:

Jsou-li Py, P1y P2y - . . lichd celd &isla, kterd nejsou shora omezema a r>1,
potom rada

o
7y
f (@) = Tcosawnm, Ay = PoPy+--Dny
v
vr=0

je-li absolutné konmvergemini, ddvd funkei, kterd nemd v Zddném redlném éisle
derivact.

Mezi funkcemi (3) se také nachézi, jak jiz bylo zminéno, WEIERSTRASSUV
priklad spojité funkce bez derivace, totiZ funkce

[--]
b cosa’ wx, b<<1l, aliché celé.

=0
Tato funkce podle WEIERSTRASSE nemd v Z4dném é&isle derivaci, pokud je
3
splnéna podminka ab >1 -+ -5 LERCH dochazi v jistém sméru k ponékud
obecnéjsi podmince ab > 1, a2 > 1 + =t

IV. O rozvinutelnosti funket v Taylorovu Fadu

V tieti ¢asti prace [43] najdeme vysledek, ktery se podstatné li§i od vysledki
obsaZenych v &¢asti prvé a druhé, o nichZ jsme mluvili v pfedeilém odstavei.
Lerch zde dokazuje, Ze funkce

f(x) = 2’ _co_sv?_'_of_’ a liché celé, (4)

V=0
kters m4 viude derivaci viech ¥adi, se nedd v Zddném &isle rozvinouti v Taylo-
rovu fadu.

K posouzeni vyznamu a ceny tohoto vysledku uvedu nejdfive poznamku
redakce Casopisu pro péstovini matematiky a fysiky uveiejnénou jako dodatek
k LERCHOVE &lanku [206], ktery neni nic jiného neZ pieklad do ¢estiny 3. éasti
prace [43] a dal§i prace LERCHOVY -136] pojednavajici o téZe otazce:

»Dlouho vlddlo minéni, Ze lze kaZdou funkei rediné proménné, jejiz veskery
derivace existuji, rozvinouti v fadu Taylorovu

' ()
21!

f@) = f @)+ f () (x — @) + (@ —m)® + ...

a %e pii tom nanejvy§ tfeba vyjmouti uréité zvlastni body x, Minéni to nacha-
zelo zdanlivé podpory ve faktu (Cauchy), Ze pii komplexni proménné existence
prvni derivace a jeji spojitost zaji§tuji existenci viech daliich derivaci a platnost
Taylorova theorému uvnitt jistého oboru.

Prvni, kdo tugil, ¢ minéni zprvu naznadené neni spravné, byl P. DU BOIS-
REYMOND. On tvrdil, %e existence viech derivaci u funkce reilné proménné
nezarudtuje je§té konvergenci fady Taylorovy, t.j. analytickou povahu funkce,
a podal také jisté kategorie fad, jeZ za jistych okolnosti mohou poskytovati
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takovéto neanalytické funkce. Aviak diukaz, ktery pro svoje tvrzeni podal
DU BOIS-REYMOND ve spisech kral. Bavorské Akademie véd (a ktery opomenul
prevziti do svého sdéleni v Math. Annalen sv. XXIL), nevyluéova,l veSkeru
pochybnost. To postavil M. Lerch na jisty zaklad, ukazav ve svém ¢&lanku
Uber die analytische Natur einer von P. DU BOIS REYMOND betrachteten
Funktion (Monatshefte f. Math. w. Phys., sv. VIII., 1897), %e mezi funkcemi
DU BOIS-REYMONDOVYMI vyskytuji se téz funkee v Fadu Taylorovu roz-
vinutelné, tak e DU BOIS-REYMONDUV diukaz musi byti nespravny.
Otazka takto znovu se namanuvii stran existence funkei v fadu Taylorovu
nerozvinutelnych byla v8ak jiz od r. 1886 roziefena nade vii pochybnost, a to
presvédéive M. LERCHOVOU fadou (Journal f. die reine und angew. Math.,

sv. 103, str. 136)
ST COS an @
fy= > 22F8,
0

kterd ma derivace viech stupiiii, ale rozvoje v fadu Taylorovu neptipousti.

Timto poznatkem dan ziklad k rozdéleni ,,matematickych‘ funkei ve dvé
velké kategorie: ve funkce analytické, piipoustéjici rozvoj Tayloriv (kategorie
Lagrangeova), a ve funkce neanalyticke, 8 koneénym nebo nekoneénym podtem
derivaci, které Taylorova rozvoje nep¥ipoustéji.

Vzhledem k duleZitosti.pfedmétu poklads redakee za fitelné uveftejniti tesky
pieklad o této otdzce jednajicich stati M. LERCHOVYCH, ktery na jeji prani
obstaral p. K. CUPR.“

Z této poznamky lze si udiniti pfedstavu o dileZitosti LERCHOVA vysledku,
na druhé strané nékterd tvrzeni o ni vyslovend potiebuji opravy a doplnénil?).

I kdyZ na piiklad LAGRANGE vyslovil ndzor!), Ze z ohranidenosti f® (x,)
pro kazdé koneéné » plyne platnost Taylorova rozvoje

>y )
fa= D T2 o gy

=0
(a tim také konvergence piisluiné Fady), poznamenal CAUCHY vyslovné jiz
ve svych prvnich Lecons sur le Caleul infinitesimal z r. 182312), Ze ani konvergence
Taylorovy fady nestaci, aby byla zarudena platnost hotejsiho vztahu. Tato
CAUCHYHO poznamka byla také uvedena v mnoha lepsich tehdejsich uéebni-
cich diferenciadlnfho poétul®) a i kdy# snad jednotlivym matematickym autortm
snad tplné unikla, proti jeji vécné spravnosti nebyly nikdy uvedeny vazné
namitky. CAUCHY na doklad svého tvrzeni uvadi pouze jediny piiklad. Proti
tomuto piikladu lze vak uvésti mnoho nimitek, které se nedaji bezprostiednd
vyvratit, takZe je nutno ptiklonit se k nazoru, Ze tento CAUCHYUV piiklad
nestaci, aby hofejii tvrzeni bylo naprosto ziejmé!#). Toho bylo dosaZeno aZ
v r. 1876 DU BOIS- REYMONDEM15), ]ak 0 tom mluvi uvedena poznamka
redakce Casopisu, a v tom spoéivé také vyznam a cena LERCHOVA piikladu (4),
ktery LERCH publikoval v r. 1888. Vyznam tohoto vysledku je zvySen tim, Ze
v DU BOIS-REYMONDOVE prici pojednivajici o tomto pfedmétu je jista
chyba. Domnivam se viak, %e tato véc je v citované poznimce Casopisu po-
nékud skreslena a piecenéna. Na piislu§ném misté je uvedeno, Ze diikaz, ktery
podal DU BOIS-REYMOND pro své tvrzeni, Ze existence viech derivaci funkce
realné proménné je$té nezaruluje jeji rozvinutelnost v Taylorovu fadu, nevy-
lutoval vefkeru pochybnost. Ve skutednosti dikaz DU BOIS-REYMONDUV
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spotival v konstrukei jistych piikladit funkei, které by doloZily jeho tvrzeni,
a jeden z téchto piikladl je chybny.

LERCH uvefejnil je§té pozdéji v r. 1900 daldf pifklady funkei, které nelze
rozvinouti v Taylorovu fadu. V [166] udava t¥idu funkei, jeZ jsou d4any trigono-
metrickou fadou, ktera konverguje pouze pro reidlna z a nikde neni analyticka.
Jako specialni funkei tohoto druhu uvadi

cos 2a' T

" a>1, celé.

f(x) = 2
) v=1 .
Tato funkce m# spojité derivace viech ¥adi, ale neni nikde analytick4 a neda se
tedy v Zadném é&isle rozvinouti v Taylorovu fadu.

Vratme se viak je§té k citované DU BOIS-REYMONDOVE prici z r. 1876.
Jak sam DU BOIS-REYMOND fiikd, pfedmétem jeho prace jsou nékteré
poznamky o platnosti Taylorova rozvoje funkei redlné proménné. V tvodu
prace viak stanovi problém mnohem obecnéj§i a téZsi, nez ktery je fefen jeho
a LERCHOVYMI piiklady funkei, které maji derivace vSech ¥ad@t a nepii-
pouitéji Taylorav rozvoj. Cituji:

,,Bedingungen, welche fiir die Taylor’sche Entwickelbarkeit einer Function geniigen,
ergeben sich, wenn es sich um Functionen reeller Veranderlichen handelt, aus den bekann-
ten Restausdriicken, wahrend Cauchy’s berithmte Regeln Ahnliches leisten fiir Functionen,
welche man von complexen Argumenten abhingen lisst. Von den nothwendigen Bedin-
gungen fir die Taylor'’sche Entwickelung, falls dergleichen vorhanden sind, haben wir
aber nicht die geringste Vorstellung; ja ich glaube sogar, daB iiber den Spielraum,
welchen sie gewahren konnten, irrige Ansichten allgemein verbreitet sind.*

Uspokojivé fefeni této otazky podal aZ v r. 1894 A. PRINGSHEIM!®), ktery
se v nékolika pracich Taylorovym rozvojem a s tim souvisicimi otazkami
podrobné zabyvall?). Poznamenejme, Ze PRINGSHEIM vedle otdzek Taylorova
rozvoje se v téchto svych pracich zabyva je§té funkcemi s omezenym existenénim
oborem. To neni nahodné, nebot jak uvidime, teorie rozvinutelnosti funkce
v Taylorovu fadu a teorie funkei 8 omezenym existenénim oborem spolu tzce
souvisi. Tato temata, jak jsem jiZ uvedl, byla oviem také pfedmétem LERCHOVA
zajmu a vskutku také jejich prace (tykajici se téchto otazek) maji mnoho styé-
nych bodi, jak o tom bude fe¢ v piistim odstavei.

V. Funkce s omezengm existendénim oborem

V r. 1891 uvefejnil MITTAG-LEFFLER Fadu sestrojenou FREDHOLMEM!8),
o niz tvrdi, Ze je to prvni piiklad funkce, kter4 nepiipoudti analytické pokraco-
vani z jistého oboru, t. j. neni v Z4dném bodé hranice tohoto oboru rozvinutelna
v Taylorovu fadu, a¢koliv je zde se viemi svymi derivacemi spojita.

K tomuto sdéleni uvidi PRINGSHEIM v tivodu k prvni své pracil?) tykajici
se otazek funkef 8 omezenym existenénim oborem a Taylorova rozvoje toto?):

,,Die Reihe igt in der That wegen ihrer auflerordentlichen Einfachheit bemerkens-
werth: dagegen scheint mir dieselbe keineswegs etwas principiell neues darzubieten
und in dieser Hinsicht von Herrn Mittag-Leffler einigermafen iiberschitzt zu werden.
Denn abgesehen davon, dal wohl Niemand, der sich mit der Theorie der Taylor’schen
Reihe etwas niher beschfiftigt hat, an der Existenz derartiger Functionen den gering-
sten Zweifel haben konnte, so mochte ich Herrn Mittag-Leffler nicht einmal darin
beistimmen, daB solche Functionen bisher iiberhaupt noch nicht studiert worden seien.
. (Es heiflt a. a. O.: Autant que je sache, toutes les fonctions qui n’existent que dans un
certain domaine du plan et qui ont été étudiées jusqu’ici, cessent d’exister,
parce que les fonctions elles m8mes ou leurs dérivées deviennent discontinues sur
la frontiére.)
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Die principielle Frage, um die es sich hierbei einzig und allein handelt, ist doch
lediglich die: Giebt es Functionen, die auch nur an irgend einer einzigen Stelle
endliche Differentialquotienten (Selbstverstdndlich handelt es sich hierbei im Falle
einer complexen Variabeln nicht um Differentialquotienten nach allen méglichen
Richtungen, sondern nur nach einem Theil dieser Richtungen) jeder endlichen
Ordnung besitzen und dennoch nicht nach der Taylor'schen Reihe entwickelbar sind ¥
Denn aus einer Function, die eine derartige Singularitit an einer Stelle besitzt, lassen
gich ja dann nach bekannten Methoden — etwa mit Hiilfe des von Herrn CANTOR an-
gegebenen Condensations-Principes (Math. Ann. Bd. XIX, p. 588) — leicht solche bilden.
bei denen die ndmliche Singularitit in allen Punkten einer beliebigen abzéhlbaren un-
endlichen Menge auftritt.*

Jak vime z pfedeflého odstavce, v tehdejdi dobé jiz existovaly priklady funkei
majicich derivace viech ¥adu, neptipoustéjicich viak rozvoj v Taylorovu fadu.
PRINGSHEIM cituje DU BOIS-REYMONDOVU praci z r. 1876%) a fik4 dale:

,,Und da DU Bois REYMOND es auch unternommen hat, aus dieser Function durch
,,Condensation‘ eine andere abzuleiten, welche die fragliche Eigenschaft in unendlich
vielen, iiberall dicht liegenden Punkten einer Linie hat, so scheint mir eben die oben
citirte Bemerkung des Herrn MITTAG-LEFFLER nicht recht zutreffend.

Je zajimavé, ze PRINGSHEIM se v tomto svém uvodu, ktery ma raz jakéhosi
kritického p¥ehledu, viibec 0 LERCHOVI nezmiiuje, atkoliv zasluhy LERCHO-
VY v otazkach, o nichz PRINGSHEIM mluvi, byly jiZz v tehdejsi dobé naprosto
ziejmé??). Domnivam se, Ze tato skuteénost souvisi do jisté miry se zndmym
sporem LERCHA s PRINGSHEIMEM, ale protoZe tomuto sporu je vénovan
referat p. L. FRANKA?2), nebudu se o tom dale §ifit.

LERCH reagoval také na shora uvedené MITTAG - LEFFLEROVO tvrzeni a po-
uzil zéroven této prilezitosti k tomu, aby si vy¥iidil Géty s PRINGSHEIMEM.
PRINGSHEIM totiZ uvefejnil ve svych pracich nékteré vysledky, které jiZ
predtim objevil LERCH. Nésledujici citace je pfevzata z LERCHOVA po-
jednani [136], které bylo o dva roky pozdéji také uvefejnéno ve francouzském
prekladu [157] v ¢asopise Acta Matematica, ktery tehdy vydaval MITTAG -
LEFFLER :%)

» Konstrukee piikladd funkei s ¢arami singuldrnimi miZe — po pracich WEIERSTRAS-
SOVYCH — sledovati jen pedagogické tucely. S tohoto hlediska pojednival jsem pied
desiti roky o nékterych vyrazich; nasledkem skrovného rozsifeni spisu kral. ées. spol.
nauk v Praze staly se tyto prace velmi malo zndmymi, ba samotné pojednani o jistych
funkeich neptipoustéjicich derivace v 103. svazku CRELLOVA Journalu (Journal fiir die
reine und angewandte Mathematik), uilo pozornosti p. MITTAG - LEFFLERA (Sur une trans-
cendante remarquable trouvée par M. Fredholm (Acta Math. sv. 15.). Moje na konci
pojednini uvazovana fada poskytuje bezprostiedné funkei téZe vlastnosti jako Fada
p. FREDHOLMA).

Zejména ve svém pojednani ,,Uber Functionen mit beschrinktem Existenzbereiche
(Abhandlungen der kdn. bahm. Gessellschaft der Wissenschaften, VII. F. 2. Bd. 1888)
odvodil jsem nékolik pfehlednych vyrazi tohoto druhu, jakoZ i nové metody dikazu
a zevleobecnéni. Tak na pf. jest tam dokazano, %e dvojita fada

© @«
5 3o
14

u=0 v=0

nepfipousti ze svého konvergenéniho oboru |u | <1, |z | < 1 pokradovani, kdy#% kon-
stanty m, u nejsou cel4 positivni éisla a konstanta a ma absolutni hodnotu 1, neni viak
kofenem z 1.

Z jmenovaného pojednani mnoho p. A. PRINGSHEIM v Mathem. Annalen sv. 42. a 44.
znovu publikoval, tak na p¥. zevieobecnéni, 0 ném# on ve sv. 42. na str. 166 pod ¢arou
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se zminuje, dile zpusob dikazu, jehoZ na str. 50 a 51 pouZil. Ode mne pochézi té% po-
znémka, Ze lze utvofiti vyrazy tvaru

©
2
v—0 xr— Qv
jeZ svoji absolutni hodnotou zustévaji pod urditou konstantou, je-li # omezeno na obor,
uvnitf ného# nele#i 24dny bod a» ani na jeho okraji, kdyZ té% viechny body tohoto okraje
jsou hromadnymi body (Héufungsstellen) mno%iny (a»). Uk4zal jsem to na str. 7 onoho
pojednani piikladem

’
r=0 7+2vuni

jl——(—;—:{)— (l=] = 1),

pfi éemZ « znadéi irrationdlnou realnou konstantu. O vyrazech toho druhu jedna p.
PRINGSHEIM ob8irnéji ve 42.sv. Mathem. Annalen. P. PRINGSHEIM chtél viak v této
otazce jiti dale a tvrdi, Ze vyraz

o

fx) = 2 w—_cjm, (2 Jev| konverguje)

y=0
nepiipousti propagace z oboru ¢, kdyZ viechny body ay leZi sice vné ¢ aviak tak, Ze jejich
hromadné body tvoii okraj oboru ¢ predpokladaje, Ze ar nevypliiuji Zddnou éast plosnou
pantachicky.

Nechtél jsem v r. 1887 jiti tak daleko jako p. PRINGSHEIM, a nechal jsem otazku
nerozhodnutu, ponévadZ se mi dukaz zdal tézky, a jeSté dnes (rozuméj roku 1897) se
mi zd4 téZkym, tak Ze odpovéd na tuto otdzku nyni diti nemohu. Mysli-li p. PRINGS-
HEIM, Ze tato otazka jest rozluiténa jeho theorémem (na str. 168, 42. sv. Math. Annalen),
jest na omylu, nebot jeho dikaz je klamny, a spravnost jeho theorému nejista.‘

Pristoupfm nyni k systematickému vykladu LERCHOVYCH vysledku z teorie
funkei s omezenym existenénim oborem, pfipadné vysledkd s timto tematem
souvisejicich. LERCH sam uvadi, Ze prvni jeho priace o téchto otazkach je
z r. 1886 [15]. Dale jsou to prace [136], [157], [206], [214], [44], [66], [33].

Jak jiZz vime, v [1] LERCH udiva dva piiklady funkei (1), (2), které nemaji
derivaci v ¢islech, jeZ tvoii hustou mnoZinu na reilné ose. Z téchto vlastnosti
funkef (1) a (2) LERCH vyvozuje, coZ plyne bezprosttedné, Ze funkce

se= Y0 v o
»=0 =0

kde 2z je komplexni proménnd, existujf pouze pro | z | < 1 a nedaji se analytickym
pokracovanim rozifiti za jednotkovou kruznici. Omezenost existenéniho oboru
funkei @ (2) a ¥ (2) je zpusobena tim, Ze tyto funkce nabyvaji nekoneénych
hodnot na mnoZiné bodi, kterd je hustd na hranici oblasti, v niZ existuji. V pii-
padé funkei @ (2) a ¥ (2) je tato hranice jednotkové kruZnice. V [1] viak LERCH
dale vySetfuje také funkce, u nichZ nemoZnost analytického pokraéovani je
zpisobena singularitami jiného druhu. Co se toho tyka, povaZuji za vhodné
citovat, co LERCH sam napsal?5):

,,Roku 1886, kdy jsem zadal uvefejniovat rizné ¢lanky o theorii funkei, byly pokud
mi zndmo, velkery priklady funkei s omezenou oblasti toho druhu, Ze se funkce stane
nekoneénou na uréitych mistech okraje. V prvni své stati o téchto otédzkach jednajici
(Contributions & la théorie des fonctions. Zprdvy o zaseddni Krdl. éeské spol. nauk z r. 1886)
jsem uvazoval funkce, jichZ nullovd mista se hromadi podél celého okraje existenéni
oblasti. Nebot hromadné misto bodi nullovych u funkce analytické je nutné misto zvlastni,
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a takovych bude tedy v pripadech naznadenych kaZdy bod okraje. Zejména jsem na
u. m. timto zpisobem ukazal, e elliptick4 transcendenta

- .
3a(u|w)=l+22q"'cos2nun, q:——e‘”"i,
1

existuje toliko v oboru | ¢ | <1, t.]. pro w =« + iy, y > 0, pokud u je veli¢ina sku-
tetné komplexni; to plati nisledkem toho téZ% pro funkei .

o ulw) = o, fu L [o),

a lze to stejnym zpusobem ukazati pro funkei

® s 1)
Hwlo)=2 D (—1)! q( ) sin (2v — 1) un
=] -

a tim té% pro ;
P, (u] 0) = ﬂl(u-l— %Iw)

... Funkce & (u | w) jsou zajisté prvni piiklad s omezenou oblasti, které se v analysi
vyskytly. Je dost divno, Ze se veSkery uéebnice o theorii funkei elliptickych dosud dané
této otazce o existenéni oblasti viéi proménné w disledné vyhnuly (pokud nejednaji
o funkecich modulovych), a¢ p¥islusny dikaz je velmi jednoduchy .. .*

Poznamenejme je$té, Ze vySetfovani existenéniho oboru eliptickych funkef
je zcela vénovana prace [170]%).

Nejrozsahlej§i a také nejcennéj’i LERCHOVA prace o funkeich 8 omezenym
existenénim oborem je [44]. LERCH v ni dokazuje tii véty, na jejichZ zakladé
konstruuje funkce s omezenym existenénim oborem. Prvni véta je zobecnénim
jisté véty GOURSAT-POINCAREOVY, druhi zobecnénim jedné jeho vlastni
véty??), treti se tyka funkef hovicich jistému transformaénimu zakonu.

V r. 1882 dok4zal POINCARE a skoro sou¢asné GOURSAT vétu?), na jejim%
zékladé lze snadno zkonstruovat funkce, jeZ jsou regularni ve viech bodech
leZicich uvnitt dané kiivky H a které se nedaji analyticky prodlouZit pfes tuto
ktivku. P¥i tom H je jednoduchd, uzaviend kiivka sklidajici se z konedného
podétu oblouki, z nichZ kazdy je Jordanovou kiivkou a m4 vSude teénu. Véta
zni takto:

Necht {a,} je posloupnost komplexnich éisel, z miché jedno (jeZ oznadime ay)
legt ma krugnici K o poloméru R a stiedu 2z, a vSechny ostatni vné. Necht

=]

°
2 ¢y €, F 0,

v=0
je libovolnd absolutné konvergentni #ada. Pak funkce .
N ¢y
Pl = 2 a, —=2
r=0

je reguldrnt uvniti krugnice K a md na obvodu této krusnice asport jednu singu-
laritu, tak&e polomér konvergence potendéniho rozvoje funkece F(2) v bodé 2, je roven K.

Zvolime-li posloupnost {a,} tak, aby leZela bnsté na kfivece H, pak se na
zdkladé této véty snadno dokazZe, Ze funkce F(z), kterd je uvniti H reguldrni,
se neda pres H analyticky prodlouZit.
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LERCH GOURSAT-POINCAREHO vétu zobectiuje, pti ¢emz k ditkazu pouivé.
jiné a jednodulsi metody. Vyslovuje tuto vétu:

Necht {a,} je ohranidend posloupnost komplexnich éisel, z michZ jedno (a,)
ledt na krugnici K o poloméru R a stFedu z, a viechny ostatni vné. Necht

2 ¢y ¢, F 0,

=0

je libovolnd absolutné konvergentni fada a m libovolné komplexni ¢islo nerovnajict
se celému mezdpornému éislu. Pak funkce

F(z) = 2 ¢ (& — a,)™,

pfi demé (x — a,)™ znadl hlavnt vétev, je wonité K requldrnt a na obvodu kruinice
K md singularitu v a,, takZe polomér konvergence potenéniho rozvoje funkce F (z)
je roven R.

Dusledek této véty je pak tento: Zvolime li posloupnost {a,} tak, aby leZela
husté na kiivee H, bude

=]

Fe) = Do e—a

v=0

reguldrni uvnit¥ H a bude mit H za pfirozenou hranici (t. j. F(z) se nedd pres I
analyticky prodlouZit).

Dalsi véta, kters umozZnuje konstrukei funkei s omezenym existenénim
oborem, zni takto:

Necht {m,} je posloupnost prirozeniych ¢isel takovd, Ze ka#dé z nich je obsadeno
ve vsech ndsledujicich; necht {P, (2)} je posloupnost analytickych funkci, jeZ jsou
requldrni pro |z | <1 a je pro |z | = 1 nejvyse v bodé 2 = 1 majt lim P, (2) =
= w; necht se funkce P, (2) ddle vyznacuji tim, Ze fada F—>1

fa) = 2 P, (&)

pro vechna |z | <1 konverguje a dd se rozvinout v potencm Fadu; necht pro me-
koneéné mmoho m pro 0 <x <1

lim P, (@™) = .
xX=>1—

Potom funkce f(z) existuje pouze uvniti jednotkové krusnice.

Na zdkladé této véty LERCH stejné jako na zakladé véty predeslé konstruuje
specialni piiklady?®). Zejména odtud vychazi, Ze jisté mocninné fady, o nichz
psal MITTAG - LEFFLEROVI®), se nedaji analyticky prodlouzit pfes jednotkovou
kruznici. Tyto ¥ady jsou specialnim ptipadem uvedené véty, poloZime-li P, (2) =
= ¢,2 a 0 ¢fslech ¢, pfedpokladame, Ze jejich realné ¢asti y, spliiuji vztah

n

lim E '}’:v - &0
n—> o
V=0
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Poznamenejme je$té, e na p¥. z tohoto vysledku znovu vychazi, Ze funkce

© ©
2 7 2 T 4
sz a 2" ,
V=0 V=0

o nichZ jsme se jiZz zminili, majf jednotkovou kruZnici za p¥irozenou hranici.
Funkce

0

for = >,

=0

jeZ se neds, jak jsme vidéli, analytickym pokradovanim roz§ifiti za jednotkovou
kruZniei, hovi funkénf rovnici ‘

f(z) =2 + f (2%).

Tento poznatek LERCH zobecnil a odvodil tuto zajimavou vétu:
Je-li f(2) funkee, kterd se dd vyjddFit moeninnou Fadou konvergujici pro |z | <<1
a divergujict pro |z| >1 a vyhovuje funkéni rovnici

kde a je pevné pFirozené éislo a G (2, u) celd funkce proménngch z, u, pak funkee
f(2) ewistuje pouze pro | z| << 1.
V [66] uvaZuje LERCH o nekoneéné fadé tvaru

f(z) = 2 @ ([*]) *)

konvergentni uvnité jednotkové kruznice. [v] znaéi podet cifer &isla » (na pf.
[1234] = 4). Dokazuje, Ze tato funkce se nedd analytickym pokradovanim roz-
§iFit vné jednotkového kruhu, jestliZe realna nebo imaginarni &ast funkce
@ (v) roste neomezend s », zachovavajic si své znameni. Zajimava je tato prace
touto poznimkou: ,,A cette classe de séries (*) appartient ’exemple que j’ai
consideré, sous un autre point de vue, dans le t. VII de ce journal [Remarque
sur la théorie des séries, Jorn. de Teix. 7 (1886), 79—80] et auquel M. Alfred
PRINGSHEIM de Munich a consacré recemment une remarque critique (Math.
Annalen, t. XXXV, p. 308) dans laquelle-il ’appelle geradezu monstros! De
gustibus non est disputandum.‘3t)

Zminil jsem se jiZ, Ze mezi piiklady, které uvedl DU BOIS-REYMOND
na dikaz svého tvrzeni, Ze existence viech derivaci u funkce realné proménné
nezarucuje jesté rozvinutelnost funkce v Taylorovu fadu, se vyskytla chyba.
Na to upozornil PRINGSHEIM v jednom ze svych ¢lanku o Taylorové rozvojis?),
spokojil se viak jen nékterymi pozndmkami. Disledkem zminéné chyby DU
BOIS-REYMONDOVY je to, Ze funkce komplexni proménné u definovani
nekoneénou fadou

@ (u) = j’é‘w w
p=1

m4 omezeny existenéni obor, jehoZ hranici tvoli jednotkové kruZnice.
LERCH v [136] ukazuje metodou analytického pokracovani, Ze @ (u) je ana-
lyticka jediné s vyjimkou bodu » = 1, ¢éimZ dokazuje, Ze uvedené tvrzeni
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DU BOIS-REYMONDOVO je nespravné. Pii podrobnéjsim vySetfovani vlast-
nosti funkce @ (u) v okoli bodu 4 = 1 se LERCH dopustil chyby, k jejiZ opravé
se pozdéji vratil v [214].

Uvedme jeité pro uplnost, Ze konkretnimu a hodné jiZ specidlnimu tematu
(totéZ lze Yici koneéné i o pracich [136] a [214]) je vénovana také prace [215],
kde LERCH uvaZuje o existenénim oboru fady FREDHOLMOVY a DU BOIS-
REYMONDOVY.

VI. Lerchova véta

Obratime se nyni k daldimu znamenitému vysledku LERCHOVU, ktery je
obsaZen v pracich [73] a [180]. Obsahem téchto praci je dikaz jedné zékladni
véty z teorie funkei vytvofujicich (génératrice), které jsou definovany integraly
tvaru

J (a) = f ¢ o (@)dr, akomplexni &slo. (6)
0
@ (x) se nazyva funkei urdujici (déterminante)3®).

Pojem funkce vytvoiujici a uréujici 1ze sledovat az k LAPLACEOVI a jak
znamo, funkce tvaru (5) jsou fundamentalniho vyznamu v teorii LAPLACEOVY
transformace a souvisi také tizce s problémem t. zv. momenti.3*) Funkcemi (5)
se zabyval podrobné také ABEL; proto LERCH nazyv4 v [180] funkee tvaru (5)
vytvorujicimi funkcemi Abelovymi. Podotykam, Ze prace [180] vySla v Acta
Mathematica v tisle vénovaném pamatce HENRIKA ABELA (u piileZitosti stého
vyro¢i jeho narozeni).

Abychom uvazili dosah LERCHOVY véty, uvedme, Ze uziti funkei vytvoru-
jicich vyzaduje dikaz véty, Ze za jistych okolnosti k vytvoiujici funkei J pii-
gludi jedind funkce uréujici ¢. Presnéji Feéeno, je ziejmé, Ze p¥i dané funkei
vyhovuje vztahu (5) nekoneéné mnoho funkei ¢ (pokud oviem vithec néjaka
takova funkce existuje); jedna se o to vySetiit, jaké povahy je tato mnoho-
znacénost.

LERCH byl prvni, ktery pfesné vySetiil tuto otdzku, a jeho odpovéd zni,
ze funkce @ pri dané funkeci J se mohou navzdjem liit nejvyse o funkci N (x)
takovou, Ze integrdl s proménnou horni mezi

JNMME&

Toto tvrzeni je ve svétové literatufe vieobecné znamo pod nazvem Lerchova
véta.

UvaZujeme-li pouze o spojitych uréujicich funkeich, potom veikerd mnoho-
znalnost vymizi a Fefeni rovnice (5) p¥i dané funkei J je pouze jediné. Timto
piipadem se LERCH zabyv4d v pojednani[73], pfi ¢emZ na ¢ klade jesté dalif
omezeni (pfedpoklads, Ze @ je exponencidlnfho typu).

V pojedn4ni [180] od téchto omezujicich predpokladid upousti a vyslovuje
vétu jiz v takové formé, jak jest udano shora a jak je na pf. uvedena v DOET-
SCHOVE knize3s).

Poznamenivam, Ze podobna véta o otazce jednoznaénosti fefeni rovnice (5)
se nachdzi v jedné dalif praci LERCHOVES¢) v souvislosti s fefenim jednoho
konkretniho problému z integralniho podtu.
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LERCH pfi dukazu svého tvrzeni v obou pracich [73]i[180] podstatné pouziva
WEIERSTRASSOVY véty o aproximaci spojité funkce posloupnosti polynomi,
pro kterou dava jak v[73] tak v[180] pokazdé jiny origindlni dukaz. Duikaz
v [180] je pozoruhodny tim, Ze je proveden velmi elementarnimi prostfedky.

Uvedme nakonec, 76 LERCHOVO tvrzeni bylo pozdéji vicekrat jinym zpi-
sobem dokézano. Na pf. DOETSCH v citované knize uvadi nékolik dukazi,
na prvém mistd viak dikaz LERCHUV. Jednoduchy dukaz LERCHOVY véty
dal A. OSTROWSKI®).

VII. Ostatni prdce z obecnd theorie funket

V tomto odstavei poddm struény prehled zbyvajicich Lerchovych praci
z obecné theorie funkei. Jak jsem jiZ v ivodu poznamenal, jsou to prace riizné
hodnoty, které nespojuje Zadna vyrazna jednotici mySlenka. '

Pojednani [12] je drobné prace, jedna z prvnich, které LERCH publikoval.
Obsahuje specidlni vétu o funkei, kterd je regularni uvniti a na okraji jisté
oblasti a jednu aplikaci této véty. Je zbyteéné uvadéti na tomto misto vétu
v plném znéni a odkazuji proto na STUDNICKOVU recensi ve Fortschritte der
Mathematik?®).

V praci[16], kterd pochazi stejné jako prace piedesla z r. 1885, se LERCH
zabyvad timto tematem: Je-li 2 = 2 regularni bod analytické funkce f(z), na-
stava Gasto pripad, Ze podil

Vi =[(z—a) {0 (2)] : (v + 1) ) ()]

mé limitu lim V, (z) = V () ; tato limita d4va potom konvergen¢ni polomér

P>
pro rozvoj funkce f (2) podle mocnin z — z. Je-li V (x) analyticka funkce pro-
ménné z, pak je ukazano, Ze V (#) = ¢ (x —a), |¢| =1, kde a je nejblizsi

singuldrni bod vzhledem k bodu z. LERCH udavé jednoduché piiklady, na pf.

1 - m,
a + bz + cz? ’ fe) = - i—a,’
kdy tato okolnost nastdva, a pomoci téchto vysledktt pak studuje vlastnosti
nékterych Yetézovych zlomku. Zejména tak dostava nékteré vysledky, které
odvodil jinym zpasobem v pojednani [17]. Zavérem se zabyv4 moznosti vyjadieni
kofene algebraické rovnice racionilnimi funkcemi jejich koeficienti. (O této
praci se LERCH zmitiuje také v praci[15], str. 13.)

Obsah prace [17] jest dan vystiZné jejim nidzvem. LERCH uvadi nejdiive novy
velmi jednoduchy ditkaz véty o konvergenci jistého periodického Fetézového
zlomku a pouzivd této véty ke konstrukei vyraziu, které v riznych Cistech
komplexni roviny pfedstavuji riizné funkce. Tak na p¥., je-li @ konstanta, uddva
vyraz, ktery uvnitf kruhu o stfedu z = 0 a poloméru a¢ ma stale hodnotu a,
vné kruhu pak hodnotu z.

V praci[38] LERCH uvadi piiklady rady

/(@) :Zw,% (2),

jejiz ¢leny jsou spojité funkce reilné proménné . Touto Yadou je definovéna
funkce redlné proménné z, ktera je v§ude nespojita.

f(z) =
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V préei [64] je uveden pifklad spojité funkce, jejiz derivace je viude nespojité
a kone¢na. Tato funkce je dana fadou :

]

7
= " —a, 2gin ———
f@ = > o @—aypsin T,
V=0
pii demZ ¢y, ¢y, g . .. jsou Cleny absolutné konvergentni fady a a4, a,, a,, . . .
tvoli mnoZinu, ktera je husta v kazdé ¢asti daného intervalu (na p¥. << 0,1 >).
Dile se predpoklada, Ze definitoricky

. . 7
lim (x — a,) 8$in —— = 0.
x—>a, T —a,

Pro derivaci je udan explicitni vzoree.

Pojedndni [38] a[54] maji spie charakter metodicky. Stejné tomu tak je
u pojednéni [30], které obsahuje vétu o integraci jisté t¥idy funkei komplexni
proménné, ktera podle LERCHA vystadi k odvozeni v8ech zakladnich vlastnosti-
funkei komplexni proménné a uleti{ zavedeni integralu komplexni proménné
pies k¥ivkové integraly.
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