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VELKA FERMATOVA VETA

KAREL LEPKA

1. Uvod

Pierre de Fermat (1601-1665) patfil k nejvyznamnéjsim osobnostemn prvni
poloviny 17. stoleti. Zil v jihofrancouzském mésté Toulouse, kde od roku 1631
az do své smrti pusobil jako soudce. Dostalo se mu vyborného vzdélani, byl
vynikajicim pravnikem, ovladal kromé fectiny a latiny i italStinu a $panélstinu,
psal verse, byl vyhleddvanym znalcem starych reckjch texti. Koncem dvaca-
tych let se zacal zabyvat i pfirodnimi védami a zejména v matematice dosahl
skvélych vysledkli. Nezavisle na Descartovil polozil zaklady analytické geomet-
rie, spole¢né s B. Pascalem? je zakladatelem teorie pravdépodobnosti. Vénoval
se rovnéz matematické analyze a fesil 1 problémy z mechaniky a optiky.

Fermat nebyl sice profesiondlnim matematikem v dnesnim slova smyslu,
avSak je nutné si uvédomit, ze v 17. stoleti to nebyla zadnd vyjimka, spise
naopak. Styl jeho prace vsak vykazuje nékolik pozoruhodnych rysti. Fermat
své prace prakticky nepublikoval. Divodem byla nejen velkd casova narocnost,
nebot autor musel Gzce spolupracovat s tiskafem, ale pfedevsim obava z nega-
tivnich ohlasi po vyjiti knihy. Je vSak tfeba si uvédomit, ze v té dobé neexis-
tovaly védecké casopisy a publikace byly mozné jen v knizni formé. Na sklonku
svého zivota snad zamyslel vydat své dilo knizné, nikdy k tomu vsak nedoslo.
V roce 1637 se pripojil ke skupiné uc¢enci sdruzenych kolem znamého organi-
zitora védeckého zivota patera Mersenna® a od té doby zacala jeho védecka
korespondence s mnoha vyznamnymi matematiky té doby. Tato koresponden-
ce, pokud se zachovala, umoznila pozdéji rekonstruovat z vétsi casti jeho dilo.
Paradoxni je, 7Ze tato korespondence predstavovala jeho jediny kontakt s vid-
¢imi osobnostmi tehdejsi védy, nebot béhem svého zivota nenavstivil ani Pafiz.
Fermat mél rovnéz ve zvyku délat si poznadmky na okrajich knih, které prave
studoval. Za to, e jeho dilo neupadlo v zapomenuti, vdécime jeho synu Samue-
lovi, ktery je po otcové smrti shromazdil, pokud to ovsem bylo mozné, a vydal
knizné.

2. Vznik teorie &isel

Zatim jsme se nezminili o jedné matematické discipling, u jejihoz pocatku
stal pravé Fermat, a tou je teorie ¢isel. Fermat vysel z dila alexandrijského

IRené Descartes (1596-1650), latinsky Renatus Cartesius, francouzsky matematik, fyzik
a filozof.

2Blaise Pascal (1623-1662), francouzsky matematik, fyzik a filozof.

3Marin Mersenne (1588-1648), francouzsky hudebni teoretik, matematik a fyzik. Jeho
prostiednictvim probihala védecka korespondence mezi tehdej$imi ucenci.
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matematika Diofanta,* pfedevsim z jeho spisu Aritmetika. Zamyslel obnovit
aritmetiku v tom smyslu, jak ji chdpal Platdn, to jest jako nauku o celych
Cislech a jejich vlastnostech. Pres svij obdiv k Diofantovi se od ného zacal
vzdalovat. Zatimco Diofantos daval pfednost raciondlnimu feseni, Fermat pra-
coval pfedevsim s celymi Cisly a zavddél nové metody, predevsim algebraické,
které se vymykaly klasickému pojeti aritmetiky. Vytvofil tak novou matema-
tickou disciplinu, avsak v tomto svém 1sili ztistal osamocen a svymi soucasniky
nepochopen. Snad i to je jeden z dlivodi, pro¢ sdéloval své vysledky bez dika-
zu a metody, kterymi k nim dosel, peclivé utajoval. Pfitom je mimo jakoukoliv
pochybnost, Ze sva tvrzeni dokazoval v tom smyslu, v jakém chipeme mate-
maticky dikaz dnes.

Fermat se vénoval pfedevsim dvéma okruhiim problémi. Prvni se tykal
délitelt ¢isel a jejich vlastnosti; vyvrcholenim jeho prace je ,mald Fermatova
véta“:

Véta: Necht p je prvocislo a a libovolné celé ¢islo nesoudélné s p. Potom plati

a>"'=1 (mod p).

Druhy okruh problémi se tykal tvofeni pythagorejskych trojic spliiujicich
rizné podminky; o nékterych Fermatovych vysledcich pojedndva tento ¢lanek.
Po jeho smrti teorie ¢isel upadla takika v zapomnéni. K jejimu dalsimu
rozvoji doslo az v 18. stoleti; znovuzrozeni této discipliny je spojeno predevsim
s Eulerem,® ktery dokazal (pfipadné vyvratil) vétsinu Fermatovych tvrzeni
a dale je rozvinul. Pfesto vSak zistal jeden problém, ktery vzdoroval asili
mnoha generaci matematiki a ktery se stal ne-li nejvétsi, tak urcité nejznamé;si
zdhadou v déjindch matematiky.

3. Velka Fermatova véta

Jak jiz bylo feceno, Fermat mél ve zvyku psat poznadmky v jim studovanych
knihach. Problém ¢. 8 ve druhém dile Diofantovy Aritmetiky se tyka Feseni
neurcité rovnice

(1) .’L‘Z +y2 — 22

v oboru racionélnich ¢éisel. Fermat na okraj pfipsal nésledujici pozndmku:
Naopak je nemozné rozdélit krychli na dvé krychle, ¢tvrtou mocninu ve dvé
Cturté mocniny nebo obecné jakoukoliv mocninu vyssi neZ dvé ve dvé mocniny
téhoZ stupné. Pro toto tvrzeni jsem nalezl opravdu podivuhodny dikaz, ale
tento okraj je prilis dzky, aby zde mohl byt napsdn. Jinymi slovy, neurditd
(diofanticka) rovnice

(2) 4yt ="

4Diofantos z Alexandrie, latinsky Diophantus, 3. stol., fecky matematik, ktery se zabyval
feSenim neur&itych (diofantickych) rovnic.

5Leonhard Euler (1707-1783), $vycarsky matematik, fyzik a astronom, ptsobil v Berliné
a v Petrohradé&. Vice nez 800 puvodnimi pracemi vyrazné ovlivnil témé&f vSechny oblasti
téchto véd.
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nemé pro n > 2 feSeni v oboru kladnych celych &isel. (Fermat, stejné jako
Diofantos pracoval pouze s kladnymi &isly.)

4. Pythagorejské trojice

Pomineme-li trividlni pfipad n = 1, lze celkem snadno dokazat, Ze rovnice (2)
maé nekone¢né mnoho feseni. Trojice &isel, které tuto rovnici spliiuji, nazyvame
pythagorejské trojice. Jak doklada tzv. plimptonskd tabulka ¢. 322 (1900-1600
pf. n. 1.), nalézt takové trojice uméli uz ve staré Babylonii.

Je zfejmé, ze pokud z,y, z je pythagorejské trojice, je kx, ky, kz; k € N, kde
N je mnoZina pfirozenych cisel, také pythagorejska trojice. Jestlize (z,y) =
(y,2) = (=,z) = 1, mluvime o tzv. primitivni pythagorejské trojici. Dale
ukazeme, jak nalézt libovolnou primitivni pythagorejskou trojici. Z vlastnosti
sudych a lichych cisel plyne, ze dvé ¢isla z této trojice jsou lichd a jedno sudé
a ze tim sudym cislem nemtize byt ¢islo z. Necht sudym ¢islem z trojice je ¢islo
z. Potom lze psit

(3) =y =(z+y)(z-v) .

Jelikoz soucet, resp. rozdil dvou lichych cisel je cislo sudé, mizeme polozit
z= 2u,z+y = 2v,z —y = 2w a dosazenim do (3) obdrzime

u? = vw, pricemz (v,w) =1 .

7, véty o jednoznacnosii rozkladu celého ¢isla na prvoéinitele plyne nasledujici
tvrzeni:

Véta: Necht plati u> = vw a (v,w) = 1. Potom ¢isla v,w jsou druhymi
mocninami.

Plati tedy
(4) z=v+w=p'+¢’, y=v-—w=p'—¢’, =2, p>gq
a ¢isla p, ¢ maji opacnou paritu.
5. Metoda nekoneéného sestupu

Pravé s Velkou Fermatovou vétou je spojena zajimava metoda, ktera se
latinsky nazyva descende infinite ¢ili metoda nekoneéného sestupu a kterou
Fermat objevil zfejmé intuitivné a velmi si na ni zakladal. Jeji podstata se da
vyjadFit nasledujicim tvrzenim.

V&ta: Necht dané kladné celé cislo n mad vlastnost V. Jestlife z tohoto
predpokladu plyne, Ze existuje celé kladné cislo ny < n s vlastnosti V, potom
ani jedno celé kladné ¢islo nemd vlastnost V.

Tato metoda je vlastné ,indukce opacnym smérem“ a souvisi s tim, ze
mnozina N je dobre uspoiddand. Lze totiz snadno dokazat, ze dobré usporadani
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a princip nekonecného sestupu jsou ekvivalentni. Jak Fermat zdiraznil, tato
metoda dokazuje neexistenci.

Vyuzitim této metody lze dokdzat Velkou Fermatovu vétu pro n = 4. Protoze
tento dikaz neni pfili§ obtizny ani dlouhy, uvedeme ho cely.

Predpokladejme, Ze z,y, z jsou Fesenim rovnice
(5) eyt =2t

Bez Gjmy na obecnosti miZeme piedpoklidat, ze (z,y) = (¢,2) = (y,2) = 1.
Vzhledem k tomu, Ze rovnici (5) mizeme psat ve tvaru

je zfejmé, Ze &isla z2, y?, 22 tvoii primitivni pythagorejskou trojici, tedy
?=2q, v¥=p"-¢", Z=p"+¢ 0<g<p,

a Cisla p, ¢ maji opacnou paritu. Rovnici

¥ =p? — ¢
lze psat ve tvaru

v +¢*=p
a jelikoz (p,q) = 1, tvofi i &isla z,p, ¢ primitivni pythagorejskou trojici a ¢ je
sudé. Je tedy

=2ab, y=d>-0b%, p=a’+b?, O0<b<a, (a,0) =1,
a ¢isla a, b jsou opacné parity. Odtud plyne
2% = 2pq = dab(a? 4 b?),

a po Gpravé
T
(5)2 = ab(a2 + bz).

Protoze (ab,a®+b%) = 1, &isla ab a a? + b? mus{ byt druhé mocniny. Vzhledem
k tomu, ze (a,b) = 1 a soucin ab je druhd mocnina, musi byt také ¢isla a a b
druhé mocniny, tedy @ = X% a b = Y2. Odtud plyne, 7Ze vyraz X4 +Y* je
druh4 mocnina. Navic plati

Xt 4+Yi=d+bP=p<p’+ =2 <zt +yt

Podle metody nekone¢ného sestupu nemiize byt vyraz x4 + y* druh4 mocnina,
neni tedy ani ¢tvrtd mocnina, ¢imz je velka Fermatova véta dokazana pron = 4.

Je nutné si uvédomit, Ze tim je soucasné dokazana platnost této véty i pro
libovolné &islo délitelné 4. Skutecné, kdyby platilo 4™ + y*™ = 2™ byla by
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cisla ™, y™, 2™ FeSenim rovnice z? 4 y* = 2%, které vsak neexistuje. Navic je
tieba si uvédomit, ze kazdé ptirozené &islo n > 2, které neni délitelné ¢islem 4,
musi byt délitelné néjakym prvocislem p > 2. Abychom dokdazali obecné Velkou
Fermatovu vétu, staci ji dokdzat pouze pro prvocisla.

6. Pripad n = 3

Prvnim matematikem, ktery se po Fermatové smrti vénoval tomuto problé-
mu, byl Euler, ktery v dopise Goldbachovi® oznamuje, ze nasel feseni tohoto
problému pro n = 3. Jak naznacoval o nékolik let pozdéji, byl tento dikaz
zaloZen na teorii kvadratickych forem tvaru z? 4 3y?; i kdy# tento dikaz jesté
nebyl kompletni, byl znaénym pokrokem. Pozdéji se ho Goldbach rozhod! uve-
fejnit v poslednim oddile své Algebry, kde vypracoval novou techniku pro praci
s kvadratickymi iracionalitami a jejich pouziti v teorii binarnich kvadratickych
forem.

Tento dikaz je pomérné dlouhy, proto uvedeme pouze hlavni myslenky.

Kompletni dikaz mize ¢tendf najit v [Ed]. Je zfejmé, Ze nejvyse jedno z cisel
z,y, 2 muze byt sudé; necht je to z. Potom ¢isla  + y a & — y jsou sud4, tedy
z+y=2p, & —y=2qaodtud plyne, ze £ = p+ ¢ a y = p— q. Dosadime-li za
z ay do (2) a polozime-li n = 3, obdrzime
L=+’ = (@ +y) @7 —zy+ ) = 2p(p° +3¢°).
Cisla p a ¢ maji opaénou paritu a jsou nesoudélna. Navic miizeme predpokladat,
ze jsou kladnd a @ # y. Predpoklad, 7ze z, y a z jsou lichd, vede ke stejnému
vysledku. Plati-li tedy Velkd Fermatova véta, musi existovat celd ¢isla p, ¢
takova, 7e (p,q) = 1 a vyraz 2p(p? + 3¢) je tiet{ mocninou celého &fsla.

Protoze &isla 2p a p® + 3¢? jsou bud nesoudélna nebo maji spolecny délitel
rovny ¢islu 3, déli se dikaz na dva pripady. V obou pripadech vsak dospiviame
k z&véru, ze lze najit ¢isla a, b takova, ze

p=a®—9ab? q = 3a® — 3b*

p* +3¢% = (¢* 4 3b%)3, 2p = 2a(a? — 9b?)

jsou tieti mocniny. Vyuzijeme-li metodu nekonecného sestupu, lze dokézat
platnost Velké Fermatovy véty pro n = 3.

Hlavni nedostatek tohoto dikazu spociva v tom, Ze je nutné navic dokizat
existenci ¢isel a a b. Vzhledem k tomu, ze Fermat pracoval s kvadratickymi
formami tvaru 22 4+ ay?, je mozné, 7e znal, alespoit v hrubych rysech, dikaz pro
n = 3. Mahoney se domniva ([Mal]), Ze pravé aspéch v téchto dvou pfipadech
mohl vést Fermata k zobecnéni tohoto tvrzeni a ze pravé metoda nekonecného
sestupu by mohla byt onim podivuhodnym diikazem.

6Christian Goldbach (1690-1764), némecky matematik.
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Pouziti kvadratickych forem vsak neni jedinou moznosti jak dok4zat Velkou
Fermatovu vétu pro n = 3. Uvaiujme vyrazy v = a + bv/—3, a,b € Z. Snadno
se dokaze, ze soucet, rozdil a soucin téchto vyrazi je rovnéz vyraz tohoto typu
a navic plati 1 - (a + bv/=3) = (a + by/=3). Receno slovy dnesni algebry,
vyrazy tohoto tvaru tvofi komutativni okruh s jednickou. Euler jako prvni
pouzil smélou myslenku prenést zdkony aritmetiky celych éisel na &isla tvaru
a + b/=3. Jinymi slovy, Euler byl prvni, kdo zalal pracovat s komplexnimi
cisly jako s Cisly.

Rozlozime-li totiz vyraz N

PP +3¢* = (p+9vV=3)(p - ¢V-3),
lze dokazat, ze k tomu, abychom nasli tfeti mocninu tvaru p? + 3¢ staéi polozit

p+qV=3=(a+bV/=3)>

7. Ud4alosti roku 1847

Euler pri feseni pfipadu n = 5 neuspél. Dikaz podal az v roce 1825
Dirichlet;” tento diikaz vSak byl netplny, na co? poukazal Legendre?® ktery
soucasné uvedl vlastni nezavisly a aplny diikaz. Dirichlet v roce 1828 sviij diikaz
doplnil a o ¢tyfi roky pzdéji se mu podafilo vyfesit pripad n = 14. V roce 1839
dokézal platnost pro n = 7 Lamé.® Tyto diikazy viak byly ¢im dal tim slozit&jsi
a pripad od pfipadu se zna¢né lisily. Proto Gsili matematiki, ktefi se zabyvali
timto problémem, sméfovalo k nalezeni metody, kterd by Velkou Fermatovu
vétu fesila obecné.

Dne 1. bfezna 1847 ozndmil Lamé na zasedani Pafizské akademie, Ze nasel
obecny diikaz Velké Fermatovy véty. Lamé v podstaté zobecnil myslenky
diikazd pro n = 3,4,5,7. Zavedl komplexni ¢isla a rozlozil vyraz z” + y” nan
linedrnich cCiniteld.

24y = 4 )@+ ) (@), liché

Komplexni ¢islo » musi spliiovat podminku ” = 1. Jsou-li ¢initelé na pravé
strané po dvou nesoudélni, musi kazdy z nich byt n-tou mocninou a lze
pouzit metodu nekone¢ného sestupu. Lamé tak misto s celymi &isly pracoval se
specidlnimi &isly tvaru

A-1
ag+ail+---+ax_1(""", ag,ai,...,ar-1 €%Z.

7Peter Gustav Lejeune-Dirichlet (1805-1859), némecky matematik, Gaussiiv nastupce na
univerzité v Gottingenu.

8 Adrien Marie Legendre (1752-1833), francouzsky matematik a geodet.

®Gabriel Lamé (1795-1870), francouzsky matematik a geofyzik, ¢len Francouzské Akade-
mie véd.
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Tato ¢isla tvori kruhové téleso Q(¢). Nazev kruhové téleso vznikl z toho, ze moc-
niny ¢isla ¢ znazornéné v komplexni roviné jsou vrcholy pravidelného n-thelnika
vepsaného jednotkové kruznici se stiedem v po¢atku. Podobnymi tivahami se
zabyval i Cauchy.!® Oba dva deponovali u Pafiiské akademie zapeceténé obél-
ky.!! Lamého nadsen{ vak nesdilel Liouville,'? ktery ve svém vystoupeni po-
ukéazal na skutecnost, Ze Lamé mechanicky prenesl vlastnosti celych éisel na
prvky télesa Q(¢). V okruhu celych éisel plati véta o jednoznacnosti rozkladu
Cisla na prvocinitele.

24. kvétna zvefejnil Liouville dopis, ve kterém Kummer!3 z Wroclavi pise, ze
pro 7 = 37 neni tento rozklad jednoznac¢ny a uvedena metoda se ned4 obecné
pouzit. Kummer déle piSe, ze tento nedostatek je mozné odstranit zavedenim
nového typu komplexnich ¢isel, které nazval idedlni komplexni ¢isla. Nakonec
uvedl, ze vysledky této nové teorie byly predneseny na zasedani Berlinské
akademie véd v roce 1846 a publikovany ve Zpravach této Akademie. V roce
1847 publikoval v ¢asopise Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
dalsi dva ¢lanky, v nichz podava Gplné vysvétleni své nové teorie. Kummerovy
préce se staly zdkladem nové vzniklé teorie idedli obecného okruhu, ktera byla
rozvinuta Dedekindem!'? a dalsimi vyznaénymi matematiky.

8. Zavér

I pres velky vyznam Kummerovy teorie se vSak nepodatrilo obecné Fermato-
vu hypotézu dokazat, 1 kdyz zejména v poslednich letech byly do Feseni tohoto
problému zapojeny 1 nejvykonnéjsi pocitace, s jejichz pomoci byla tato hypo-
téza ovéfena pro véechna licha &isla men3i nez 4 - 10%. Teprve v roce 1993 se
podafilo tento problém, ktery vice nez 300 let odolaval tsili mnoha svétovych
profesionalnich i amatérskych matematiki a ktery se nékolikrat stal 1 motorem
pokroku v matematice, vyfesit. Dne 23. Cervna 1993 pfednesl britsky matema-
tik Andrew Wiles pfedndsku o vyteseni vyznamné hypotézy japonského mate-
matika Zutaki Taniyamy v aritmetické algebraické geometrii tykajici se velké
tiidy eliptickych kfivek nad racionélnimi ¢isly. Jako disledek odtud vyplyva
nemoznost TeSeni rovnice (2) v oboru prirozenych Cisel. Tento dikaz je vsak
daleko za hranicemi Fermatovych moznosti, takze to, jaky dikaz mél Fermat
na mysli, uz asi zistane navzdy tajemstvim.

10 Aygustin Louis Cauchy (1789-1857), francouzsky matematik. Po revoluci v roce 1830
pobyval nékolik rokt v exilu v Praze.

11pokud nékdo pfisel na novy objev, ktery bylo nutno jesté dopracovat, mohl u Parizské
akademie ulo#it zape&eténou obalku, kde popsal hlavni myslenku svého objevu.

12 Joseph Liouville (1809-1882), francouzsky matematik, profesor na Sorbonné.

13Ernst Eduard Kummer (1810-1893), némecky matematik.

14 Richard Dedekind (1831-1916), némecky matematik, polozil zaklady teorie idedli.
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