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Encyklopedické heslo ,INTEGRAL“

Pr1i sledovani historického vyvoje integralu jsme se setkavali s pojmy pri-
mitivni funkce, ur¢ity a neurcity integral, integrovatelnost v Riemannové a
Lebesqueové smyslu a jinymi. Uvedme nyni jejich struény piehled.

Integrél je jeden z tustfednich pojmi matematické analyzy a matematiky

vibec. Vznikl na zdkladé dvou tloh:

1. urceni funkce na zékladé znalosti jeji derivace,

2. vypocet plochy, kterd je vymezena grafem funkce f na intervalu [a, b] a osou
nezavislé proménné zx.

Tyto dvé tlohy vedou k pojmu neuréitého a uréitého integralu. Vysetio-
vani vlastnosti a vypocet téchto spolu souvisejicich podob integralu je obsahem
integralniho poctu.

S rozvojem matematiky a v souvislosti s potfebami pfirodnich véd a techniky
se pojem integralu vyvijel, byl pfedmétem mnoha zobecnéni a prosel fadou
zmeén.

Neurdéity integral

Primitivni funkci k funkci f jedné redlné proménné x na intervalu (a,b)
se nazyvé libovolnd funkce F, jejiz derivace F'(z) pro kazdé z € (a,b) mé
hodnotu f(z). (Podobné lze definovat primitivni funkei na uzavieném intervalu
[a, b]; v krajnich bodech a a b je vSak t¥eba pozadovat vztah F'(x) = f(z) pro
pfislusné jednostranné derivace.)

Jestlize je F' primitivni funkei k funkci f na intervalu (a, b), potom je kazda
funkce tvaru F 4+ C, kde C je konstanta, rovnéz primitivni funkci k f na
intervalu (a, b). Naopak plati, ze libovolné dvé primitivni funkce k téze funkei f
na intervalu (a,b) se lisi o konstantu. Jestlize je F' jedna z primitivnich funkci
k funkci f na intervalu (a,b), potom libovolnou jinou primitivni funkci k funkci
f na intervalu (a, b) lze psat ve tvaru F' + C, kde C je konstanta.

Mnozina vSech primitivnich funkei k funkci f na intervalu (a,b) se nazy-
v4 neurditym integralem funkce f na intervalu (a,b) a byva oznafovéna

symbolem

Jednim ze zakladnich tvrzeni matematické analyzy je tzv. zakladni véta inte-
gralniho poctu nebo véta o existenci primitivni funkce: kazda funkce f, ktera
je spojita v intervalu (a,b), md na tomto intervalu primitivni funkci, a tedy
také neurcity integral.
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Uréity integral

Pojem uréitého integralu je definovan bud jako jistd limita integralnich
soultid, nebo v pfipadé, Ze je ddna funkce f, ke které v intervalu [a, b] existuje
primitivn{ funkce F', jako rozdil F(b) — F(a). V pfipadé, Ze je integral urcen
pomoci primitivni funkce, mluvime o Newtonové integralu.

Uréity integral funkce f na intervalu (a, b) se oznacuje symbolem

/a " Ho)de.

Urcity integral je svazan s vypoctem velikosti plochy dle druhé iilohy uvedené
v avodu, ktera, pfesnéji fefeno, je urena grafem funkce f na intervalu [a,b],
osou r a pfimkami x =a a z =b.

Urcity integral funkce f : [a,b] — R na intervalu [a,b] mize byt urcen
pomoci tzv. Riemannovych integrdlnich souctd tvaru

k
S(D) =Y (&) (i —wioa),
i=1
kde D : a = 29 < 21 < -+ < Tp—1 < 2 = b je déleni intervalu [a,d] a

& € [wi—1,x;] pro i = 1,...,k je jisty systém bodid vybranych v jednotlivych
délicich intervalech.

Jestlize se integralni soucty S(D) (obecné zavislé na déleni D a také na
systému vybranych bodt &; € [z;-1,24], ¢ = 1,...,k) blizi k n&jaké hodnotg,
kdyZ se déleni v n&jakém smyslu ,zjemniuji“, (napf. tak, ze se pozaduje, aby
se hodnota v(D) = max{z; — x;—1;¢ = 1,...,k} blizila k nule pro k& — o),
je tato hodnota nazyvana uréitym Riemannovym integralem funkce f na
intervalu [a, b] a funkce f je pak integrovatelna v Riemannové smyslu.

Na ponékud jinych integralnich souc¢tech a na pojmu miry je zaloZen postup,
vedouci k obecnéjsim typtm urcitého integralu. Nejzndméjsi z nich se nazyva
Lebesgueuv integral.

K zavedeni uréitého integralu funkce f : [a,b] — R na intervalu [a,b]
v Lebesgueové smyslu se obor hodnot funkce f rozdéli na intervaly pomoci bodu
e < Y9 < Yy_1 < Yo <Y1 <y2 <...asymbolem M; se ozna¢i mnozina vSech
hodnot x € [a,b], pro které je y;—1 < f(z) < y;. Symbolem m(M;) oznadme
Lebesgueovu miru mnoziny M;. Pro funkci f : [a,b] — R na intervalu [a, b]
nyni definujme integrdlni soucet v Lebesgueové smyslu rovnosti

kde n; je libovolné ¢islo, pro které plati y;—1 <n; < ;.

Funkce f se pak nazyva integrovatelna v Lebesgueové smyslu na inter-
valu [a, b], existuje-li limita jejich integralnich souctt o, jestlize se blizi k nule
max{y; —y;—1;1 je celé }, tj. kdyz existuje éislo I tak, ze k danému e > 0 exis-
tuje 0 > 0 tak, ze kdyz max{y; —y;—1;¢ je celé } < ¢, potom |oc —I| < e. Limita
I se pak nazyva Lebesgueovym integralem funkce f na intervalu [a, b].



94

Lebesguetv integral je obecnéjsi nez integral Riemanniv v tom smyslu, ze
kazda funkce f, kterd ma na intervalu [a,b] Riemanntiv integral, ma rovnéz
Lebesguetiv integrdl na tomto intervalu a oba integraly maji stejnou hodnotu.
Naopak vsak toto tvrzeni neplati.

Obecnost, které bylo dosazeno zavedenim Lebesgueova integrélu, je pod-
statnd v mnoha oblastech moderni matematické analyzy (jde napf. o teorii
distribuci, definovani zobecnénych pojmu feseni diferencialnich rovnic, o mo-
derni teorii Fourierovych fad, prostory integrovatelnych funkci ve funkcionalni
analyze, teorii pravdépodobnosti, ... ). Mnohé pojmy a teorie lze rozvijet pouze
v tom pripadé, Ze je urcity integral chapan v Lebesgueové smyslu.

Neurcity integrél funkce f na intervalu [a, b] v Lebesgueové smyslu je uréen
rovnosti

F(z) = /x f@®)dt prox € [a,b].

Pii této definici neuréitého (Lebesgueova) integralu plati vztah F’'(z) = f(x)
pro kazdé x € [a,b] s vyjimkou mnoziny, jejiz Lebesgueova mira je nulova (tj.
skoro vude v intervalu [a, ]).

Skutecnost, ze ne kazda funkce, kterd ma Newtonuv integral, musi mit i Le-
besguetiv integral, vedla v tomto stoleti k zavedeni dalsich integralt, které jsou
obecnéjsi nez Lebesguetv integral; jde o tzv. Perronuv integral a Denjoyuv
total.

Urcity integral lze obdobnymi postupy zavést i pro funkce vice proménnych,
pricemz se integruje pres vicerozmérné oblasti.
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