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3 Zlaty rez v planimetrii

Zlaté ¢islo — pomér zlatého fezu — se objevuje v mnoha rovinnych i prostorovych
geometrickych ttvarech, a to ¢asto na mistech, kde by je nikdo necekal. Nékteré
utvary si dokonce vyslouzily adjektivum zlaty (zlaty obdélnik, zlaty trojihelnik,
zlatd spirdla). V této kapitole se seznamime s vyskytem zlatého fezu v rovinngch
obrazcich a ukazeme si nékolik zajimavych planimetrickych tloh, jejichz feSeni
néjakym zpusobem se zlatym fezem souvisi.

3.1 Zlaty obdélnik

Zlatym obdélnikem nazyvame takovy obdélnik s rozméry a x b, a > b, pro ktery
plati:

g =¥,
neboli délky jeho stran jsou v poméru zlatého fezu.

Zlaty obdélnik ma jako jediny ze vSech obdélniki nasledujici zajimavou
vlastnost:

Oddélime-li od zlatého obdélniku ABCD (a x b) étverec AEFD
(bxb), bude zbyly obdélnik BCFE (bx (a—0b)) opét zlaty (obr.3.1).

D F Cc
b

b E a-b
A a B

Obrazek 3.1: Oddéleni ¢tverce od zlatého obdélniku
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Ukazeme si, Ze vySe zminéné pravidlo plati pouze pro zlaty obdélnik (neboli
neexistuje jiny pomér délek stran obdélniku, ktery by se zachoval po odebrani
Ctverce, nez zlaté ¢islo).

Predpokladejme libovolny obdélnik s rozméry a x b, kde a > b. Pomér %
ozna¢me m. Hleddme m takové, aby platilo
a b
b a-10b
coz je ekvivalentni podminka s podminkou
b a-—b
a b
,oa b
Dosadime — = m (respektive — = —):
b a m
1
— = m-1,
m
0 = m*—m-—1. (3.1)

Rovnice 3.1 ma kotfeny

pri¢emz druhy kofen nepfichazi v Gvahu, jelikoZ je zaporny a m znaci pomér
délek stran, tedy podil dvou kladnych ¢isel. Ziskali jsme tedy pouze jedno feSeni:

_1VE
e

m 1)

coz znamena, ze uvedend vlastnost plati pouze pro obdélnik, jehoz strany jsou
vV poméru (.

D F c
G | H
L K

A E B

Obrazek 3.2: Postupné oddélovani ¢tverct
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V oddélovani ¢tvercti 1ze stejnym zptisobem pokracovat. Ziskdme tak stale
mensi a mendi zlaté obdélniky EBHG, GEJI, IGLK, ... (obr.3.2).

Zlaty obdélnik lze narysovat mnoha zptsoby. Vzdy mtzeme postupovat tak, ze
pomoci nékteré z konstrukei v kapitole 2 narysujeme dvé tsecky, jejichz pomér
délek je zlaté cislo, a tyto tisecky pouzijeme jako strany hledaného obdélniku.
Existuji ale i konstrukce zamérené piimo na hledani zlatého obdélniku.

Konstrukce 1
Sestrojte zlaty obdélnik ABCD, je-li ddna jeho kratsi strana AD.
Reseni (obr. 3.3):
1. E,F; AEFD je ¢tverec,

1
2. M;M € ,|AE|,

D N F ©
1 ;
3. N;N € 5 |DF|, \
4. k;yk(M;|FM)), -
5. h; h(N; |EN)), h
6. B;B € (— AENk), . :
A M E B
7. C;C e (= DFNh), Obrazek 3.3: Konstrukce 1
8. obdélnik ABCD.

Tato konstrukce vychazi z konstrukce 2 uvedené na strané 25.

Konstrukce 2
Sestrojte zlaty obdélnik ABCD, je-li dana jeho kratsi strana AD.
Resen{ (obr. 3.4):

1. — AX; AX 1AD, D Y &

9. s DY; DY LAD, h
1

3. E;FE € _|AD|, E 7
2 k .

4. ki k(4;AE)),

5. FiF € (— AX N k), ) = - 5

6. h; h(F,3|AE|), Obrazek 3.4: Konstrukce 2

7. C;C € (— DY Nh),



40

8. B;B e~ AX,|AB| =|DC)|,
9. obdélnik ABCD.

Ukézeme si, ze zde uvedend konstrukce dava korektni vysledek:

Necht |[AD| = b, potom:
b
[AE| = |AF| =2,
b
cF| = 3.|AE|:%,
IBC| = |AD| =b,
b? b
BF| = JCFR—|CBE =2 2=y,
4 2
b b b
|AB| = |AF|+|BF|:§+§\/5:§(1+\/5),
AB| _ 5(1+V5) 145
AD| b 2 7

Pomér stran narysovaného obdélniku je tedy skute¢né roven zla-
tému c¢islu.

Dalsi dvé konstrukee byly inspirovany konstrukcemi uvedenymi v [35] na stra-
nach 27 a 29.

Konstrukce 3

K pravothlému trojuhelniku s odvésnami dlouhymi 3 a 4 jednotky
délky a s preponou dlouhou 5 jednotek délky pripiste zlaty obdélnik
tak, aby jeho kratsi strana byla shodna s delsi odvésnou.

Reseni (obr. 3.5):
Pravouhly trojihelnik popiseme ABC, kde BC je delsi odvésna a AC pre-
pona. K odvésné BC' pripiseme podle nasledujictho postupu obdélnik BEFC.

1. k;k(A,|AC)),
2. D;D € (— ABNk),
3. h;h(D,|CD|),
4. B;E € (= ABN ),

ot

<~ p;pLBEE € p,
6. m;m(E,|BC|),
7. F;F e (pnm),
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8. obdélnik BEFC.

Jesté ovéfime, ze obdélnik BEFC je opravdu zlaty. Vime, ze |[AB| = 3,
|BC| =4, |AC| = 5. Déle plati:

|AD| = 5,

|[BD| = |AD|-|AB|=5-3=2,

€D| = |DE| = VIBCF+]BDP = V@ + 2 =2/5,
|BE| = |BD|+|DE|=2+2V5=2(1+V5),

IBE|  2(1+V5) 1+V5

|BC| i 2 7

Pomeér délek delsi a kratsi strany obdélniku BEFC je roven ¢, obdélnik je tedy
zlaty.

Cc F
\\ m
\\ h
\
\\ K p
AY
5 4 '
\
\
\
\
\
3 \
A B D E

Obrazek 3.5: Konstrukce 3

Konstrukce 4

Méjme dva shodné étverce ABC'D, BCEF (stranu BC maji spo-
le¢nou). Ukolem je oddélit od étverce BCEF obdélnik EFGH tak,
aby obdélnik AGH D byl zlaty.

Reseni (obr. 3.6):
1. M;M € (CBNAE),
2. k;k(M,|BM)|),

. N;N e (EMNk),

B~ W

- hi h(A,|ANY),
5. G;G € (BFNh),
6. m;m(D, |AN]),
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7. H;H € (CE Nm),
8. obdélnik AGHD.

Obrazek 3.6: Konstrukce 4

Opét oveérime, ze obdélnik AGHD je skuteéné zlaty. Necht strany dangch

¢tverci maji délku a. Tedy |AB| = |BC| = --- = a. Potom:
a
BM| = |MN| =,
a\?2 a
— 2, (2 ¢
[AM| = Ja+ () = 5V5,
|AN| = |AG|:\MN|+|AM\:g+g\/5:g(1+\/5),
AG] 0 +vV5)  14+VE
AD| « 2 _®

coz jsme chtéli dokazat.

V souvislosti se zlatym obdélnikem uvedu dale jednu zajimavou planimetrickou
ulohu pfevzatou z knihy [38].

Uloha

Je dan zlaty obdélnik ABCD. Sestrojime thlopficku BD a z bodu
A, C na ni spustime kolmice. Paty kolmic oznac¢ime F, F'. Porov-
nejte délky tse¢ek AE, EF, FC (obr.3.7).

Resent:

Oznacme velikost thlu ABE jako «, velikost thlu BAE jako f5.
Jelikoz uhel AEB je pravy, plati, ze a + = 90° (aby soucet



Obréazek 3.7: Uloha

ahlt v trojuhelniku byl 180°). Diky tomu je ale i |[<DAFE| = a,
|<FBC| = ,...a trojuhelniky ABD, EBA, EAD jsou podobné
(podle véty wu). Plati:

|AB| |EB| |EA]

= = . 2
|AD| |EA| |ED| (3:2)

] y . .. |AB] y )
Navic z predpokladt vime, Ze 4D = . Ozna¢me dale |[AF| =

|FC| = z, |EF| = z, |DE| = |BF| = y (obr.3.8) a dosadme do
vztahu (3.2):
Z+y x
p=—=—
€T Y
Odtud plyne, ze tsecka délky z + y je rozdélena zlatym fezem na
Casti x a y, neboli z+y =z +y, a tedy z = z.

Zjistili jsme, ze |AE| = |EF| = |FC)|.

A B

Obrézek 3.8: Reseni tilohy

Z pribéhu odvozeni této vlastnosti je navic zrejmé, ze pro obdélnik
jinych rozméru tato vlastnost neplati. Délky tise¢ek AE, EF', FC se
daji zjistit samoziejmé i pocetné. Za jednotku délky zvolime |AD],

14+5
2

pro delsi stranu obdélniku potom plati: |[AB| = . Délku x

43
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urc¢ime naptiklad takto:

IBD| = /|ABP + |AD] = 12+< 5

|AB|-|AD| 5.1 145
Sapp = 5 =—> =~

BD|-x 2.5
SABD = |Té$ﬁ

Do posledniho vztahu mtizeme dosadit (obsah trojthelniku ABD
i délku tsecky BD zname) a vyjadiit hodnotu x ¢iselné. Dopo¢itani
hodnot y a z je pak uz pouze zalezitosti Pythagorovy véty a prace
se zlomky a odmocninami.

Dodatek
Nakonec jesté upozornim na ,,vlastnost zlatého obdélniku“, ktera se v litera-

ture o zlatém fezu velmi ¢asto objevuje, ale dle mého nazoru trochu nepravem.
Jako vysada zlatého obdélniku byva uvadéno nasledujici tvrzeni:
Vepiseme-li zlaty obdélnik do ctverce tak, Ze strany obdélniku jsou
rovnobezné s uhloprickami ctverce, budou wvrcholy obdélniku délit
jednotlivé strany ctverce zlatym Tezem.

Problém je v tom, ze uvedena vlastnost funguje pro obdélnik, jehoz strany
jsou v libovolném pomeéru, nikoliv pouze v poméru zlatého fezu. Bude-li mit
napriklad vepisovany obdélnik strany v pomeéru 3 : 4, budou jeho vrcholy délit
strany ¢tverce také v poméru 3 : 4. Obecné lze tedy ¥ici:

Vepiseme-li obdélnik, jehoz strany jsou v poméru b : ¢ do ctverce tak,
Ze strany obdélniku jsou rovnobéine s uhloprickami ctverce, budou
vrcholy obdélniku délit jednotlivé strany c¢tverce v pomeru b : c.

Diukaz:

Dany ¢tverec oznac¢ime K LM N, obdélnik ABCD. Necht
|BC| = ¢, tedy strany obdélniku jsou v poméru -. Délky tsecek, na

c

které déli vrcholy obdélniku jednotlivé strany ¢tverce, oznacime ,
y. Prusecik tsecek C'D a LN oznacime pismenem F', prusecik tse-
¢ek AD a KM pismenem E (obr.3.9). Trojihelniky KED, DFN
jsou podobné (podle véty uu). Oba jsou rovnoramenné a pravouhlé.

AB| = b,

Plati:
IDN| = =z,

b

IDF| = |FN|=3,
|IDK| =y,

EK| = |DE|:g.
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b/2

D b/2 C

Y ez
cl2

L

Obrazek 3.9: Obdélnik ve ¢tverci

7 podobnosti trojihelnikt KED a DFN plyne:

|DF| B |DN|
|EK| a |IDK|’
2z
3 y’
b o
c oy

X

Uvedené tvrzeni tedy neni vysadou zlatého obdélniku, ale plati pro obdélnik
libovolnych rozméri.

3.2 Zlaty trojuhelnik

Zlaty trojuhelnik je takovy rovnoramenny trojthelnik s ramenem délky r a za-
kladnou délky z, pro ktery plati:

r

- =¥,
z

neboli pomér délek ramene a zakladny je zlaté ¢islo. Kazdy zlaty trojuhelnik ma
proti zdkladné thel o velikosti 36° a pii zdkladnéch thly velké 72° (obr. 3.10).
Tuto skutecnost si dokazeme:

Za jednotku délky zvolime zakladnu trojihelniku. Nyni, aby byl
trojuhelnik zlaty, musi mit ramena délku %g Velikost thlu pfi
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Obrézek 3.10: Zlaty trojahelnik

zakladné ozna¢ime « a trojuhelnik rozdélime vyskou k zakladné na
dva shodné pravouhlé trojuhelniky. Pro thel a plati:

[—=

5 1

15 145

(3.3)

Cosx —

Zbyva nam dokazat, ze cos72° = 1+1 75 Potom by thel a méril
72°, druhy tuhel pfi zdkladné musi byt shodny (jedné se o rovnora-
menny trojihelnik) a na dhel naproti zdkladné zbyva 36° (soudet

1hll v trojihelniku musi byt 180°). Vztahu cos 72° = 1+1 75 budeme
muset prozatim vérit. Jeho platnost je dokazana v podkapitole 3.4,
protoze pomoci pravidelného pétithelniku je dikaz pomérné ele-

gantni a snadnéjsi, nez dikazy jiné.

Tvrzeni plati i obracené. Ma-li rovnoramenny trojihelnik velikosti vnit¥nich

ahla 72°, 72° a 36°, je tento trojuhelnik zlaty. Plati-li totiz, ze cos 72° = 1+1\/5’

potom je pomér délek poloviny zakladny a ramene Hl—\/g, pomeér délek zakladny

a ramene tedy bude 1+2 75 @ prevracena hodnota tohoto zlomku udava pomeér

délek ramene a zakladny daného trojuhelniku: %5 = .

Vepiseme-li do zlatého trojihelniku ABC se zadkladnou AB rovnoramenny
trojuhelnik DAB s ramenem AB a zakladnou AD, bude tento trojuhelnik opét
zlaty. Trojuhelnik DAB ma totiz shodné thly s trojihelnikem ABC. Uhel
u vrcholu A maji oba trojihelniky spolecény. Tento thel méti 72°. Trojihelnik
DAB je rovnoramenny se zakaldnou AD, proto tthel u vrcholu D musi byt
shodny s thlem u vrcholu A a méri tedy také 72°. Na tfeti vnitini thel zbyva
36°. Jelikoz maji vnitini uhly trojihelniku DAB velikosti 72°, 72° a 36°, je
zlaty (obr.3.11).

Stejné jako u zlatého obdélniku muzeme do sebe vepisovat stale mensi
a mensi zlaté trojuhelniky ADB, DEA, EFD, ... (obr.3.12).
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© C
D D
A B A B
Obyiézek , 3.11:  Vepsany Obrézek 3.12: Dalsi vepsané
trojuhelnik trojuhelniky

3.3 Zlata spirala

Spirala, které se obcas fika zlata, je specidlnim pripadem logaritmické spirdly.
Proto nejprve stru¢né vysvétlim, co je logaritmické spirdla (a spirdla viibec).
Spiraly jsou rovinné kiivky, které lze zavést tak, ze vznikaji jako trajektorie
bodu pohybujiciho se néjakym predepsanym zpisobem po polopiimce (vzdaluje
se od pocétku polopiimky), pfi¢emz se tato polopiimka soucasné ot4c¢i okolo
svého pocatku. (Obecné se bod milize pohybovat po primce, kterd se otaci
okolo libovolného pevného bodu, ndm vsak postaéi toto zjednoduseni.) Céast
polopfimky ohranicend jejim pocatkem a bodem spirdly se nazyva pruvodic
daného bodu. Pocatek otacejici se polopiimky byva nazyvan pdlem spiraly.
Mezi nejznaméjsi spiraly patfi Archimédova spirala a logaritmicka spirala.

Archimédova spiréla (obr.3.13) vznika
jako trajektorie bodu, ktery se od pocatku
polopfimky vzdaluje rovnomeérné. Jinymi slovy,
kolikrat zvétsime thel otoceni polopfimky,
tolikrat se vzdali bod od pocatku poloptimky.
Vzdélenost jednotlivych zavita je pak kon-
stantni. Rovnice Archimédovy spiraly v po-
larnich soufadnicich (r, ©) vypad4 nasledovné!

r=a-0,
Obréazek 3.13: Archimédova spi-
kde a je libovolna kladna konstanta. S touto .4
spiralou se setkdme naptiklad pfi pohledu z boku na srolovany koberec.
Definice logaritmické spirdly je trochu slozitéjsi. Jeji rovnice v polarnich
soutadnicich mé tvar
r=a-e"® (3.4)

)

LPolarni soufadnice udéavaji polohu bodu A pomoci jeho vzdalenosti r od po¢atku soustavy
soufadnic P a thlu © (theta), ktery svira polopfimka PA s kladnym smérem osy z. (Uhel ©
se zadava v radidnech.)
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kde a, b jsou kladné realné konstanty a e je zaklad prirozeného logaritmu.

Tato kiivka (obr. 3.14) mé spoustu
zajimavych vlastnosti. Je to transcen-
dentni k¥ivka,? kterd protina privo-
dice svych bodt pod konstantnim tih-
lem w, (Ghel pruvodice a kiivky se
méri jako thel pravodice daného bodu
a te¢ny kiivky v tomto bodé) pricemz
pro tento thel plati [26]:

tgw = 1 Obrézek 3.14: Logaritmicka spirala

;-
Aritmetické posloupnosti tthla © prislusi geometricka posloupnost délek pruvo-
di¢u r. V tabulce jsou uvedeny hodnoty thlu © zvysujici se s diferenci jedna.

Kvocient pifslusné geometrické posloupnosti délek privodicii je potom eP.

©0]0 1 2 3 4

r a aeb aeQb ae3b ae‘“’

S rostouci hodnotou thlu O se kiivka vzdaluje od svého pdlu, naopak s klesajici
hodnotou tthlu © se k pélu nekonecné priblizuje. Pritom ma ,stale stejny tvar®.
Kdybychom vzali jeji ¢ast blizko polu a zvétsili ji, dostali bychom cast téze
logaritmické spiraly, jen dal od pdlu.

Zlatou spiralu ziskame specialni volbou konstanty b, a to takovou, aby pro

T 2In
© = = bylo "® = . To znamena, 7e b = % Dosazenim této hodnoty b
™
do predpisu (3.4) dostdvame:
r = a~621:¢'®,
ro= a-e"®T
20
r = T

Konstantu a muzeme zvolit za jednotku délky. Potom ma rovnice zlaté spiraly
v polarnich soufadnicich tvar
r= g0§.

Tuto spirdlu lze vkreslit do obrazku, ktery jsme ziskali vepisovanim stéle
mensich zlatych obdélnika do sebe. Spirala smétujici do svého pdélu bude pro-
chazet po tadé vrcholy A, F, H, J, L,...Jeji pol P je prusecik tsecek BD,
CE. Pfi zméné thlu o 90° (1) se zméni délka privodice ¢ krat (obr. 3.15).

Zlatou spiralu lze pomérné dobre aproximovat pomoci ¢tvrtkruznic. Sestro-
jime-li oblouk AF se stiedem FE, na néj pripojime oblouk FH se stfedem G
atd., ziskdme kiivku, kterd je na prvni pohled témér totozna se zlatou spirdlou
(obr. 3.16).

2Transcendentni kiivka je takova kiivka, kterou lze vyjad¥it pouze transcendentnim pied-
pisem (transcendentni predpis je kazdy predpis, ktery neni algebraicky), oproti tomu alge-
braické kiivky lze vyjadfit algebraickou rovnici: agz™ +a12” ty+asz™ 2y2 4+ - +any™ = 0.
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Obrazek 3.15: Zlata spirala a zlaté obdélniky

D F C
G/| H
L\K

A E J) B

Obrézek 3.16: Aproximace zlaté spiraly ve zlatém obdélniku

Logaritmickou spiralou lze prolozit i vrcholy do sebe vepsanych zlatych troj-
thelnikt. Na spirdle budou lezet po fadé body C, B, A, D, E, ..., pélem je
prusecik usecek AX, DY, kde X je stied strany BC a Y stied strany AB.
I tato logaritmickd spirala mé (podle [4]) pfedpis, ve kterém figuruje ¢islo ¢:

50
r=@sr.

Tento predpis obdrzime, dosadime-li do rovnice (3.4) b = 2;% a konstantu
a zvolime za jednotku délky. Délka pravodice se zméni ¢ krat, zménime-li thel
© o 108° (3?”) Spiralu 1ze opét aproximovat pomoci kruznicovych obloukt
(obr.3.17). Oblouk BC je ¢sti kruznice se stiedem D, oblouk AB je &asti
kruznice se stfedem FE, oblouk AD je ¢asti kruznice se sttedem F' atd.
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Obrézek 3.17: Aproximace logaritmické spiraly ve zlatém trojuhelniku

3.4 Pravidelny pétituhelnik

Konvexni mnohotihelnik, ktery ma pét shodnych stran a pét shodnych vnitinich
hld, se nazyva pravidelny pétithelnik. Stejné jako vsem dal$im pravidelnym
mnohothelniktim, mizZeme pravidelnému pétithelniku opsat i vepsat kruznici,
pri¢emz tyto kruznice maji tentyz stied (obr.3.18).

4,9
D
E (& 7,10 - 2,8
A B
1,511 36
Obréazek 3.18: Kruznice opsana Obrazek 3.19: Pétithelnik jednim
a vepsana tahem

Pro zajimavost podotknéme, Ze je to jediny pravidelny mnohotthelnik, ktery
ma stejny pocet stran a thlopricek, a také mnohotihelnik s nejmensim poctem
vrcholtl, ktery lze véetné ihlopticek nakreslit jednim tahem (obr. 3.19).

Na stfednich skolach se zaci vétsinou uci, jak sestrojit pravidelny pétit-
helnik, zname-li polomér kruznice opsané. K tomu slouzi pomocné konstrukce
(obr. 3.20). Vyjdeme od dané kruznice k se stiedem S, sestrojime jeji primér
AB a priumér k nému kolmy C'D. Déle najdeme stied O poloméru AS a sestro-
jime kruznici & se stfedem O a polomérem OC. Prisecik kruznice h s tseckou
BS ozna¢ime M. Nyni se délka usecky C'M rovna délce strany pravidelného pé-
titthelniku vepsaného do kruznice k. Navic délka tisecky M S je velikost strany
pravidelného desetitthelniku, polomér kruznice k je velikost strany pravidelného
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Obrazek 3.20: Konstrukce mnohothelniki

Sestitthelniku a polovina tétivy kolmé na prumér AB a prochéazejici bodem O
je priblizné délka pravidelného sedmithelniku vepsaného do kruznice k. Tato
konstrukce byva vyucovana jako navod, bez dikazu.

D Dalsi moznou a snadnou konstrukei je kon-

strukce pomoci thloméru. Vyuzijeme toho, ze

libovolny pravidelny n-thelnik je sjednocenim n

= ¢ shodnych rovnoramennych trojuhelnika se spo-

lecnym vrcholem ve stiedu n-uhelniku. Zaklad-

6 nami téchto trojuhelniku jsou strany n-tthelniku,

A'& Velikogt vnitfniho thlu u vrcholu proti zakladné

A B je %. Pravidelny pétithelnik (déle jen pétia-

Obrazek 3.21: Vnitini Ghly helnik) mtizeme ted}./ rozdélit na pét shodnych

rovnoramennych trojuhelnika se spoleénym vr-

cholem ve stfedu pétithelniku. Vnitini thel kazdého trojuhelniku u spole¢ného

vrcholu mé velikost 72°, thly u zakladny musi byt shodné, kazdy tedy méfi 54°

(obr. 3.21). Mimochodem jsme timto postupem zjistili i velikost vnitiniho thlu

pétitthelniku; staci secist dva vnitini thly u zédkladen trojihelnikt a obdrzime

108°. Zname-li vnitini Ghly trojahelnikii, miazeme pomoci tthloméru tyto troj-

thelniky narysovat a postupné tak ziskat cely pétithelnik. Lze v tomto pripadé

zacit i od dané strany pétitthelniku. Nejedné se ovsem o pravou eukleidovskou

konstrukei (t.j. o konstrukei provddénou pouze pomoci kruzitka a pravitka, na

kterém navic neni zadné méfitko a ,nema druhy okraj“ — nelze jim kreslit
rovnobézky).

Uvedu zde t¥i tvrzeni o zlatém Fezu v pravidelném pétithelniku (vcéetné
dtkazi). Pouziti nékterych z nich umoziiuje narysovat pétithelnik, je-li ddna
jeho strana, bez pouziti thloméru. Také si ukazeme, proc je hodnota cos72°
rovna —— a pro¢ je konstrukce pétitthelniku popsané ve druhém odstavci této

1+V5
podkapitoly spravna.



52

Tvrzeni 1:

V pravidelném pétivhelniku déli prisecik dvou uhlopricek, které ne-
maji spolecny kragni bod, kaZdou z nich ve zlatém rezu.

Dikaz (obr. 3.22):

Méjme pétithelnik ABCDE. Prusec¢ik thlopticek AD, BE ozna-
¢ime F. Trojuhelnik ABFE je rovnoramenny, protoZze jeho strany
AB, AFE jsou shodné. Vnitini thel trojuhelniku ABE u vrcholu A
mé&if 108°. Uhly u zakladny BE musi byt shodné, kazdy tedy méii
36° (108 + 36+ 36 = 180). Trojthelnik EAF je také rovnoramenny.
Vime, 7e tthel AEB méii 36°. Uhel EAD je shodny s tthlem AEB,
protoze trojuhelniky ABE, EAD jsou shodné, méri tedy také 36°.
Na vnitfni thel u vrcholu F' v trojuhelniku EAF zbyva 108°. Troj-
thelniky BEA, EAF jsou tedy podobné podle véty uu. Plati

|BE|  |AB]

|AE| ~ |EF| (3:5)

Obrazek 3.22: Tvrzeni 1

Dopocitanim thla zjistime, ze trojuhelnik ABF' je také rovnora-
menny se zékladnou AF. Proto |AB| = |BF|. Navic plati, ze |AB| =
|AE|. Dosadime-li do vztahu (3.5) za |AE| a |AB| velikost |BF|, ob-
drzime

|[BE| |BF)|

|BF|  |EF|’

pricemz bod F lezi na tiseCce BE. Znamena to tedy, ze bod F déli
tsecku BF zlatym fezem.



Tvrzeni 2:

Pomeér délek uhlopricky a strany pravidelného pétiuhelniku je zlaté
cislo.

Dukaz (obr. 3.23):

Z predchoziho vime, ze |[<AEB| = 36°. Stejné tak |[<CED| = 36°.
Na thel BEC' zbyva také 36°, protoze |[<AED| = 108°. Trojthelnik
BCE je rovnoramenny se zakladnou BC'. Uhly u zakladny musi byt
shodné, maji tady velikost 72°. Stejné uhly, jak vime z pfedchoziho
dikazu, jsou i v trojuhelniku AF B. Trojuhelniky BCE, FFAB jsou
podobné podle véty uu. Proto

|BE|  |BC|

AB| ~ |[FA| (3:6)

Obrazek 3.23: Tvrzeni 2

Dale plati:

|BC| = [AB| = |BF],
[FAl = [EF],
ted |BC|  |BF|
YFA] T |BF|
BF
Podle tvrzeni 1 plati: :EF: =y

Vratime-li se zpét ke vztahu (3.6), dostavame:

|BE| |BC| |BF|
AB| ~ |FA| _ |EF| ¥

93
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Tvrzeni 3:
Sestrojime-li vsechny whlopricky pravidelného pétithelniku, dosta-
neme péticipou hvézdu, uvniti které je opét pravidelny pétiuhelnik.
Pomer délek stran pivodniho a nového pétiuhelniku se rovnd druhé
mocniné zlatého cisla.

Diikaz (obr. 3.24):

Pavodni pétithelnik oznaéme ABC DE a délku jeho strany a, novy
pétithelnik ozna¢me K LM NO, délku jeho strany z. Plati:

|[AE| = |AO|=aq,
|[AK| = |DO|=a— .
|A0|

Podle tvrzeni 2 dale vime, ze

DO = . Déle plati:

|AO]  |AO|  «a
|DO|  |AK| a-—2x’

neboli

Obrazek 3.24: Tvrzeni 3
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Posledni rovnost dale upravime:

1 a—-x

e a

1

1_ .2

%) a

1

z _ ,_ L

a P

x  p—1

a v

a %

R

a %

: T T
@

a

- = §027

T

coz jsme chtéli dokazat. Pti ipravach jsme vyuzili vlastnost zlatého
Cisla p — 1 = % dokazanou v podkapitole 1.2.

X

1
Nyni mtzeme ukézat, proc¢ cos72° = m, jak jsme pouzili v podka-
Jr
pitole 3.2. Délku strany pétithelniku ABCDE muzeme zvolit za jednotku
1++/5

délky, tedy |AB| = 1. Potom (podle tvrzeni 2) |[AD| = ¢ = 5 Vime,

ze |[<<DAB| = 72°. Spustime-li z bodu D kolmici na tse¢ku AB a oznacime-li
jeji patu P (obr.3.25), pak v trojihelniku APD plati:

o AP 3 1
cos72° = = = .
AD| T 5 145
D
E c
A p B

Obrézek 3.25: Trojthelnik APD
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Déle si ukazeme, ze ,stfedoskolska“ konstrukce pétithelniku vepsaného do
dané kruznice (obr. 3.20) je korektni. Je-li polomér dané kruznice r, potom

2
0C| = |oM| = IOSPFISCP =/ (5) +72 = 5V5,

SM| = |OM| - 0S| = 55— 5 = 5(V5-1),
2 2
CMP? = |OSP+|SMP =0+ [S(V5-1)] = S (65— V5).

Rozdélime-li pétithelnik na shodné rovnoramenné trojuhelniky, pak v kazdém
trojuhelniku podle kosinové véty plati (obr. 3.26):

a?> = r+r2—2.r-r-cos72°,
a® = 2r%(1 —cosT72°),

“ oo <1T1\/5> A%&

T’2 a
a2 = 5(5 - \/g),

Obrézek 3.26: Kosinova véta
neboli a? = |CM|?. Odtud a = |C'M]|, konstrukce je tedy spravna.

Nyni si (jiz bez dikazt) ukdzeme nékolik konstrukei pravidelného pétithel-
niku, které jsou zaloZeny na tvrzenich 1,2 (strany 52, 53). S vyuzitim postup,
jak sestrojit zlaty fez usecky, uvedenych v kapitole 2 bychom podobnych kon-
strukci vymysleli jisté mnoho. Zde popsané navody byly vytvoreny na zakladé
konstrukei z knihy [35].

Konstrukce 1

Je déna strana AB pravidelného pétithelniku ABCDE. Sestrojte
tento pétithelnik.

Postup konstrukce (obr. 3.27):
1. <+ b;bLAB,B € b,

2. P;P€b,|BP|=|AB|,

3. M; M e %|AB|,

4. ks kE(M,|MP)),

5. G;G € (— ABNk),

6. H;H € (— BANk),
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7. 9;9(A |AG)),

8. h;h(B,|BH]),

9. D;D € (gnh),

10. d;d(D,|AB|),

11. C;C e (dny),

12. B;E € (dNh),

13. pétithelnik ABCDE.

H A M B G
Obrazek 3.27: Konstrukce 1

Konstrukce 2

Narysujte pravidelny pétithelnik, je-li dan polomér r kruznice jemu
opsané.

Postup konstrukce (obr. 3.28):

1. kk(O,7),
2. N;N ¢k,
3. Q;Q € (— ONNk),

4. P; P € 0Q, x—g = g—g (O déli NP zlatym Fezem),
«~ p;pLON,O € p,

D;D e (< pnk), k
. hyh(D,|DPJ),

. C,E;C,E € (hnk), E

. kl;kl(Ev |DP|)7
10. ko3 ka(C, |DP)),
11. A;A € (kN k),

12. B;B € (k2 Nk), KA Bk
] 2

13. pétiahelnik ABCDE. Obrézek 3.28: Konstrukce 2

Tento postup v podstaté odpovida stredoskolské konstrukci popsané na
strané 50.
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Konstrukce 3

Narysujte pravidelny pétithelnik, je-li dan polomér r kruznice jemu
opsané.

Postup konstrukce (obr. 3.29):

1.
2.
3.

© o N >

10.
11.
12.
13.

1

ks k(M, 1),
A; A€k,
< p;pLAM, M € p,

0;0 je osa thlu M N A,
F;F e (AMnNo),

<~ d;dLAM,F € d,
B,E;B,E € (+dnk),
hi;h1(B,|AB)),

ho; hao(E,|AB|),

0,0 € (hiNk),
D;D e (hg ﬂk),

Obrazek 3.29: Konstrukce 3

pétithelnik ABCDE.

Konstrukce 4

Narysujte pravidelny pétithelnik, je-li dana délka jeho tthlopricky w.

Postup konstrukce (obr. 3.30):

1.

AM; |AM| = u,
AM AN
. N;N e AM, ﬁ = W (N déli AM zlatym Tezem),
. > p;pLAM, A € p,

- ki k(A, [AM]),
. D;D e (+pnk),
- hy h(A, |[AN]),

m; m(D,|AN]),
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8. E;E € (hnNm), D
10. n;n(C,|ANY),
h K
11. B;B € (hNn),
E
12. pétithelnik ABCDE. m
P \E/n
A IN M

Obrazek 3.30: Konstrukce 4

3.5 Pravidelny desetithelnik

Pravidelny desetithelnik (dale jen desetitthelnik) je konvexni mnohothelnik,
ktery ma deset shodnych stran a deset shodnych vnitinich hli.

Obréazek 3.31: Pravidelny desetithelnik

Tento obrazec rozdélime na deset shodnych rovnoramennych trojihelnik,
jejichz zékladny jsou strany desetitthelniku a ramena jsou poloméry kruznice
desetithelniku opsané (vSechny trojuhelniky maji spoleény vrchol — stied této
kruznice), a dopoc¢itame velikosti vnitFnich thlé rovnoramennych trojihelnik
(obr. 3.31). Plny thel okolo stfedu kruznice opsané jsme rozdélili na deset shod-
nych Ghld, kazdy mé tedy velikost 36°. Na thly pfi zédkladné v kazdém trojua-
helniku zbyvé 144°, kazdy z nich méa tedy velikost 72° (musi byt shodné).

V podkapitole 3.2 jsme se dozvédéli, ze trojihelnik, jehoz vnitini thly maji
velikosti 36°, 72°, 72° je zlaty. To znamena, Ze pomér délek ramena a zakladny
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je zlaté cislo . V ptipadé desetitthelniku to znamend, Ze pomér poloméru
kruznice opsané r a strany desetitthelniku ajg je ¢, neboli

— =¥,
aio
COZ znamena, ze
r=ay-p. (3.7)

Tato skutec¢nost nés opraviiuje k tvrzeni, ze délka tusecky SM (obr. 3.20) je sku-
tecné délkou pravidelného desetitthelniku vepsaného do kruznice k. Z vypoctu
na strané 56, pii kterém jsme dokazovali spravnost stfedoskolské konstrukce
pravidelného pétithelniku vepsaného do dané kruznice, totiz vyplyva:

oM| = |oc|= V5,
T
SM| = |OM|~|0S| = 5V5 -5 = 5(V5-1).

Posledni fadek je pfi oznaceni |SM| = ayo ekvivalentni se vztahem (3.7).

3.6 Dalsi rovinné utvary a tulohy

V této podkapitole bych rada ukézala nékteré zajimavé ilohy nebo konstrukce
v roviné, které neslo tematicky zaradit do predchozich ¢asti.
Uloha 1

Je dana kruznice k. V koncovém bodé A pruméru AB je vedena
tecna t. Jest sestrojiti kruznici [, jejiz stfed je na kruznici k a ktera
se dotyka pfimky ¢ a prochdzi bodem B. (Tato tloha je z knihy [5].)

Reseni (obr. 3.32):

Ulohu muizeme fesit analyticky. Nejprve vhodné zvolime kartézskou
soustavu souradnic. Jeji pocatek P umistime do stfedu kruznice k
(s polomérem r), pramér AB necht lezi na ose x. Dané objekty maji
tedy rovnice:

k:a?+4y% =12
t:x=—r,
A[—=r;0], B[r; 0].

Stied O hledané kruznice | musi splinovat dvé podminky. Za prvé
ma lezet na kruznici k, ¢ili jeho souradnice musi vyhovovat rovnici
kruznice k, za druhé jeho vzdalenosti od ptfimky ¢ a od bodu B
musi byt stejné, protoze kruznice [ se ma dotykat primky ¢ a sou-
¢asné prochazet bodem B. To znamend, Ze stfed O bude leZet na
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Obréazek 3.32: Uloha 1

parabole, jejiz fidici pfimkou je pfimka ¢ a ohniskem bod B. Tato
parabola m4 rovnici y? = 4rz. Jeji vrchol je uprostfed mezi ohnis-
kem a Fidici pfimkou, t.j. v pocatku, a jeji parametr je vzdalenost
ohniska a fidici primky, tedy 27.

Bod O mé vyhovovat rovnicim z? + y? = r? a y? = 4rz. Resime-li
soustavu téchto rovnic, vyjde

z; =r(v/5—2),
zy = —1(V/5+2).
Evidentné vyhovuje prvni vysledek (z-ova soufadnice bodu O musi
byt vétsi nez (—r), aby kruznice [ leZela ve stejné poloroving uréené
pfimkou t jako bod B). Polomér r; kruznice ! ziskdme, pficteme-li
k vysledku x; jesté vzdalenost r. Tedy

=z +r=r(56-2)+r=r(\5-1).

7 vysledku miizeme déle odvodit:

roo_ 1 71+\/5
no VE—1 47
2r 1+\/37

] a 2 ¥




62

neboli polomér hledané kruznice [ je vétsi ¢asti prameéru kruznice
k rozdéleného zlatym Fezem. Uloha ma dvé feseni (priiseciky kruz-
nice k s parabolou jsou dva, oba maji shodnou z-ovou soutfadnici
a v obou pfipadech mé hledand kruznice tyz polomér ;).

V knize [5] je feSeni této tlohy provedeno synteticky s uzitim Py-
thagorovy véty a vét Eukleidovych. Zavér je vSak stejny.

Uloha 2

Urcete velikosti vnitinich thla rovnoramenného lichobézniku ABCD,
jestlize trojuhelniky ABC, ACD jsou rovnoramenné (zadani této
ulohy je preformulovanym zadanim tlohy z uéebnice [17].)

Reseni (obr. 3.33):

Oznacime |[<DAC| = ag, |[<CAB| = aq, |[<ABC| = 8, |[«BCA| =
Y1, |KACD| = 72, |[<CDA| = ¢ a ujasnime si, co pro tyto thly

plati:
a1 = 7o (stiidavé thly), (3.8)
az = 72 (rovnoramenny trojuhelnik ACD), (3.9)
v = [ (rovnoramenny trojihelnik BC'A), (3.10)
B = a1+ ay (rovnoramenny lichobéznik ABCD). (3.11)
Podle (3.8) a (3.9) plati
a1 = (g, (3.12)
podle (3.11) a (3.12) plati
B=2m (3.13)
a podle (3.10) a (3.13) je
Y1 = 20[1 (314)

Obrazek 3.33: Uhly v rovnoramenném lichobé&zniku
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Proto pro soucet thli v trojuhelniku BC'A plati:

a1+ B+7 = 180°
a1 + 2071 +201 = 180°,
5a; = 1807,

a; = 36°.

Nyni uz neni problém dopocitat velikosti dalsich thl:

At
B
Qa2

V2
0

2000 = 72°,
71 ="T72°,
a; = 36°,
ag = 36°,

Y1 + v2 = 108°.

A proc¢ tento priklad uvadim? Aniz bychom o to usilovali, souvisi
vysledek se zlatym ¢islem. Trojuhelnik BC' A je podle velikosti vniti-
nich thla zlaty. Pomér délek uhlopricky a ramena lichobézniku je

diky tomu roven (.

Uloha 3

Postup konstrukce (obr. 3.34):
1.
2.

=

®© N o o«

10.

11.

Kresba ,obrysu vejce“ (podle konstrukce uvedené v [35]).

pravidelny pétithelnik ABCDE,

H;H € (BDNCE),
I,1 € (ADNCE),
M;M € (AC N BE),
J;J € (AD N BE),
K;K € (BD N AC),
N;N € (= HJ N AE),
0;0 € (— IK N BO),
F;F € (ADNNO),

G;G € (BDNNO);
navic M € NO,

P;Pc (HJNIK),

A R B

Obrazek 3.34: ,Obrys vejce”
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12. k1;k1(M,|MF| = |MG|); sta¢i oblouk FG,
13. ks ko(P,|PI| = |PH)|); staci oblouk HI,

14. ks; ks(N, [NH| = |NG|); staci oblouk GH,

15. kq; k4(O, |OI| = |OFY)); staci oblouk IF.

Nyni kfivka slozené z obloukt FG , GH , oI , IF velmi pripomind obrys vejce.

Pritom zlaté ¢islo najdeme v obrazku hned nékolikrat, protoze jsme pracovali
ICE| _|CE| _|AD| _

|EH| |CI|  |AIl

s tthloprickami pravidelného pétitthelniku. Napiiklad
ce= 0.
Uloha 4

Bodem A vedte piimku a tak, aby rozdélila plochu Lotrinského

kifze3 na dvé ¢asti stejného obsahu. Priisec¢ik piimky a s tiseckou
DE oznacte B (obr.3.35). V jakém poméru déli bod B tsecku DE?

Obrézek 3.35: Lotrinsky kiiz — zadani

3Lotrinsky kiiz, pivodné snad znak Jany z Arku, slozeny z patnécti jednotkovych &tvercii
byl za 2.svétové valky symbolem svobodnych francouzskych sil.



Reseni (obr. 3.36):

Jelikoz je obsah celého kiize 15 ¢tverec¢nych jednotek, plocha kazdé
oblasti, na kterou jsme kiiz rozdélili, je 7,5 jednotek ctverecnych.
Oznac¢me druhy prusecik prfimky a s hranici k¥ize pismenem C' a po-
divejme se na pravouhlé trojuhelniky BFC', BEA, AGC. Oznacime-
li délku tsecky BE pismenem x a délku tsecky C'G pismenem v,
potom

(x+1)(y+1)

Sprc = 5

T
S = -
BEA 5
Yy
S = =
AGC 9

D B\ «x|E F

G

A A

\ y

€ Y

p

Obrézek 3.36: Lotrinsky kiiz — feseni

Pro tyto trojuhelniky ale také plati

SBFC = 7a 5 — 57
Spga +Sacc = 7,56,

65
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protoze plocha horni ¢asti kiize musi mit velikost 7.5 ¢tvere¢nych
jednotek a obsah kazdého ¢tverce je jedna. Spojime-li uvedené vztahy
dohromady, dostavame

(x+1)(y+1)

9 7TH-berytart+y=4,

+

7T5-6<1+y=3.

N8R
IR

Resenim této soustavy jsou usporadané dvojice

3-v6 3+V5| [3+V6 3-V5
2 2 2 2 |’

)

pri¢emz druhé Feseni nevyhovuje, jelikoZ (jak je patrné z obrazku)
pfimka BC' musi mit takovy sklon, aby y > =z, jinak by plochu
kiize nerozdélila na stejné ¢asti. Zjistili jsme tedy, ze |BE| = %g
Dopocitame jesté délku tsecky BD a zjistime hodnoty prislusnych
pomért:

BD| = |DB|-|BE|—1-2=Y2 VB
BD| 5t VA1
BE| ~ 35 35 7

Bod B déli tsecku DE na dvé ¢asti, jejichz pomér je zlaté cislo.
Tedy bod B déli tuto tsecku ve zlatém rfezu.
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