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1 Zlaté cislo a jeho vlastnosti

1.1 Vypocet zlatého cisla

Rozdélit tsecku AB délky a zlatym fezem znamena nalézt na tseéce AB bod
C' tak, ze pii oznaceni |AC| =z, |CB| = a — x, kde > a — x (obr. 1.1), plati:
— (1.1)

€T a—x

o e

Obrazek 1.1: Déleni tsecky zlatym fezem I

Neboli slovy:

Usecka rozdélend zlatym tezem je rozdélend na dvé nestejné dlouhé
casti tak, zZe pomer délky celé usecky ku délce vétsi casti je stejny
jako pomér délky vétsi c¢dsti usecky ku délce cdasti menst.
Tento pomér se znaciva feckym pismenem ¢ a nazyva se zlaté cislo. Jaka
je jeho hodnota?
Za jednotku zvolime délku usecky AB, tedy a = 1 a dosadime do vztahu (1.1).

Dostaneme rovnici 1
T

x 1—2x

(1.2)

co% je rovnice s jednou nezndmou x, kde x znac¢i délku usecky z intervalu (0; 1).
Obé strany rovnice jsou tedy definovany. Tuto rovnici prevedeme ekvivalent-
nimi tpravami na kvadratickou rovnici

P +r—-1=0 (1.3)
a pomoci diskriminantu vypocitame koreny:
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Druhy kofen je zaporny, nemtze proto predstavovat délku tsecky. Prvni
kofen je iracionalni ¢islo, ptiblizné rovné hodnoté 0,61803. Vyhovuje tedy nasim
pozadavkim a nadéale jej budeme povazovat za hledanou délku x.

Pro pomér ¢, ktery potiebujeme urcit, plati ¢ = %. Dosadime-li a = 1 a

—14+5 .
T = — dostavame
I 1+vV5 1445
v Y5 —14V6 1+vE 2

coz je priblizné 1,61803.
Oznacime-li prevracenou hodnotu druhého kofene x5 symbolem @, vychéazi

.12 1-v6 1-+/5
S0_%\/5_71—\/5 1-v5 2 7

coz je priblizné -0,61803.

Zlaté cislo 1ze odvodit i jinak. Vyjdeme od tsecky AB neznamé délky =,
pfifemz 1 < x < 2. Tuto usecku rozdélime bodem C tak, ze |[AC| = 1, tedy
|CB]|=x—1a|AC| > |CB| (obr.1.2).

Obrazek 1.2: Déleni usecky zlatym fezem II

Nyni budeme hledat délku z tak, aby bod C délil tsecku AB ve zlatém

fezu. Musi tedy platit:
T 1
- = . 14
1 z-1 (14)
Po odstranéni zlomku ekvivalentnimi Gpravami (z # 1, obé strany rov-
nice (1.4) jsou definovany) obdrzime rovnici

2?2 —r—1=0, (1.5)
jejiz kotfeny jsou:
1+5
€T = = .
1 B 5
1-v5
Ty = 2 = @.

Prvni kofen je hledanym feSenim (spliiuje pozadavek 1 < = < 2). Timto zpt-
sobem jsme ihned obdrzeli hodnotu zlatého ¢isla, protoze hledany pomeér délek

a4 v 7 N2 ¥ 2 . ~7 v . 7’ 7 ~ e :I;
celé tisecky ku délce vétsi ¢asti byl piimo oznacen jako nezndma x (presnejl T) .



1.2 Vlastnosti zlatého c¢isla

Pro zlaté cislo ¢ a ¢islo ¢ plati né€kolik zajimavych vztahti:

1. 90'95:_1,
2. p+e=1,
3. pl=p—-1,

1
6 <p3=<P+ ,
p—1
3
1
7 P° +
P> —1

1 5
Vsechny uvedené vztahy lze snadno ovérit dosazenim hodnoty +T\/_ za,
1-v6
p, resp. —— za @.
Vlastnosti 1, 2, 3, 4 a 5 vyplyvaji také ihned z rovnice (1.5). Vlastnosti
1, 2 diky vztahfim mezi kofeny a koeficienty kvadratické rovnice!, vlastnost 3
obdrzime ekvivalentni upravou rovnice (1.5) a dosazenim ¢ za x, vlastnosti 4,
5 ziskdme prevedenim linedrniho a absolutniho ¢lenu rovnice (1.5) na pravou
stranu. Vlastnosti 6,7 jsou navzajem ekvivalentni. Ze vztahu 6 lze vhodnymi
tpravami? obdrzet vztah 7.

1.3 Zlaté cislo jako retézovy zlomek

Jako tetézovy zlomek

mi zlaty stred bere spdnek.
Jednicky jen pricitam

a v hlavé z toho zmatek mdm.

[Paul S. Bruckman, uryvek z basné Vidy ve stredu.]

ITakzvané Vietovy vztahy (Francois Viete (1540-1630), francouzsky matematik). Pro
koieny rovnice 2 + px + q = 0, kde p,q € R, p? — 4q > 0, plati: z1 + x2 = —p, 21 - T2 = q.

2Pivodni rovnici ¢® = vynésobime dvojélenem (¢ — 1), dostavame 2 - (¢ — 1) =

¢ + 1, levou stranu roznasobime a cleny ze strany pravé prevedeme doleva, mame tedy

p* — % —p —1=0, ted z prvniho a tfetiho ¢lenu vytkneme ¢ a z druhého a étvrtého élenu

vytkneme (—1). Dostavame ¢ - (93 — 1) — (3 + 1) = 0. Nyni prevedeme ¢len — (3 + 1) na
341

i3 J_r o Jelikoz ¢ # 1, byly

vSechny upravy ekvivalentni (nikde jsme nedélili ani nendsobili nulou).

pravou stranu, celou rovnici vydélime (p2 — 1) a dostaneme ¢ =
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Retézovy zlomek je vyraz, pomoci néjz se daji zapsat iracionalni éisla ve
tvaru zlomku s velkou pfesnosti (jak znamo, iracionédlni ¢islo presné zlomkem
vyjadiit nelze). Jak zapsat ¢islo fetézovym zlomkem si pro snadnéjsi pochopeni
ukazeme nejprve na ¢isle racionalnim.

Racionéalni cisla jsou takova, ktera lze zapsat zlomkem s celoc¢iselnym cita-
telem i jmenovatelem. Retézovy zlomek kladného® racionélniho &isla je vyraz
tvaru

1
nt——3 (1.6)
Q@+ —
%, S —
q3 +$
kde g2,q3, ... ,qn € N; g1 € Ng. Obcas se také pouziva zapis
[Q17Q2, s aQn]

Hledani takového fetézového zlomku si vysvétlime na prikladu:

4
Zapiste retézovym zlomkem zlomek I

Vypocet:
44 5 1 1 1 1
—=3+—==3+-5=3+—5 =3+ =3+ =
13 13 13 3 1 1
— p 2+ 5 2+ —
5 5 5 1+2
., 1, 1
1+ + 1+ 7

Postup vypoctu je zalozen na Eukleidové algoritmu hledani nejvétsiho spo-
leéného délitele dvou prirozenych c¢isel. Kone¢nost fetézového zlomku je zajis-
téna diky tomu, ze dvé pfirozend ¢isla maji vzdy spoleéného délitele (v ,nej-
horsim“ piipadé je timto délitelem jednicka). Retézovym zlomkiim tohoto typu
se fika konecné fetézové zlomky.

Je-li dané ¢islo iracionalni, nelze jej zapsat koneénym fetézovym zlomkem.
V takovém piipadé mluvime o nekonecném fetézovém zlomku, coz je vyraz ve
tvaru

1
@+ : : (1.7)

@+ ————
qs3 + L

1
Q4+—q5+___

kde ¢2,q3,q4, - -- € N; g1 € Ng. Obcas se také pouziva zapis

[Q1aq27Q3a }

woevs

si zase ukazeme na prikladu:

3Pro zporna racionalni &isla stadi ve vyrazu (1.6) vsechna znaménka ,+“ zaménit za
znaménka ,—“ a jinak postupovat jako u kladného zlomku.
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Zapiste Tetézovgm zlomkem ¢islo \/5.

Vypocet:

1
VE=2+4+—=q =2.
q2

Cislo 2 neni tézké odhadnout. Uréili jsme je jako nejvétsi celé ¢islo
mensi nez /5. Z predchoziho vztahu vyjadiime ¢». Po tpravach
vyjde

q~2:\/3+2:>q2:4

Hodnotu ¢ jsme urcili stejnym zptusobem jako hodnotu ¢;. Mame
jiz vyraz

VE=2+

17
4+ —
a3

1
pficemz 4 + — = /5 + 2. Z této rovnice vyjadiime ¢s. Vyjde
a3

G3=Vh+2=q3 =4.

Takto bychom mohli pokracovat dale. Jisté je z prubéhu vypoctu patrné,
Ze hledany Fetézovy zlomek ma tvar [2,4,4,4,4,...]. Vypocet vSak muZeme
v libovolném kroku ukoncit, ziskame tak velmi dobrou aproximaci iracionalniho
1
&isla zlomkem. V nagem piikladu jsme zjistili, ze /5 = 2 + i Vyraz na
pravé strané muzeme zpatky upravit do podoby klasického zlomku:

WU W U
R U

Naprtiklad pomoci kapesniho kalkulatoru lze rychle ovérit, jak blizky je zlo-
38
mek T islu V/5:

VBh = 2.236067...
38 . 9935004
== 2

Budeme-li hledat (stejnym zpiisobem jako v pfedchozim piipadé) fetézovy
zlomek zlatého ¢isla, dospé&jeme po chvili k zavéru, ze

p=1+ ——F7—, (1.8)

neboli
p=[11,1,1,...].
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Takovy fetézovy zlomek je pfikladem periodického? fetézového zlomku s jed-
noprvkovou periodou.
Podobné zajimavy je tento zapis zlatého cisla:

¢\/1+\/1+\/1+\/ﬁ.

(1.9)

V knize [16] uvadi autor trochu zjednodusend odvozeni (musime si uvédo-
mit, Ze s nekoneénymi vyrazy nelze vzdy pracovat stejné, jako s koneénymi)

rovno

sti (1.8) a (1.9):

Dejme tomu, ze hodnotu, kterou hledame, oznac¢ime jako x. Dosta-

neme tedy
xz\/l—i—\/l—l—\/l—i-\/l—i—....

Nyni obé strany rovnice umocnéme na druhou. Druhd mocnina x
je 22 a umocnénim vjrazu na pravé strané zmizi vnéj$i odmocnina
(z definice druhé odmocniny). Obdrzime tak

x2:1+\/1+\/1+\/1+....

Povsimnéme si vSak, ze druhy vyraz na pravé strané pokracuje do
nekonecna, takze se vlastné rovna nasemu pitvodnimu z. Dosta-
vame tedy kvadratickou rovnici 22 = 1 + 2. To je vSak pfesné ta
rovnice, ktera definuje zlaty fez! Zjistili jsme tak, Ze nase nekonecné
vyjadieni je vlastné rovno ¢.

Obdobné budeme postupovat u fetézového zlomku

1

r=1+
1+

1+ 1

14---

Opét si vsimneme, ze vzhledem k nekonecnému charakteru reté-
zového zlomku je jmenovatel vyrazu na pravé strané rovnice ve
skutecnosti totozny s . Mame tedy rovnici

1+

r=14+ —.
T

Vynéasobenim obou stran vyrazem 2 dostaneme z? = x + 1, coZ je

znovu rovnice definujici zlaty fez! Zjistujeme tak, Ze i tento pozo-
ruhodny Tfetézovy zlomek je roven .

4Periodicky fetézovy zlomek s k-prvkovou periodou je zlomek ve

l[q1,q2, - -

Qs Q15925 - - Qs G1s - - - -

tvaru



1.4 Zlaté Cislo a Fibonacciho posloupnost
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Hodnotu ¢ lze ziskat i jinym zptisobem nez rozdélenim tsecky zlatym fezem.
Zlaté &islo totiz velmi tzce souvisi s Fibonacciho® posloupnosti. Jde o reku-

rentné zadanou posloupnost, jejiz ptivod je v nésledujici tloze [1]:

Kdosi umistil par kralikti na urcitém misté, ze vSech stran ohraze-
ném zdi, aby poznal, kolik part kralikd se pfi tom zrodi pribéhem
roku, jestlize u kralikti je tomu tak, ze par kralikd piivede na svét
mésicné jeden par a ze kralici pocinaji rodit ve dvou mésicich svého
véku. Jelikoz prvni par v prvnim meésici da potomstvo, zdvojnésob,
a v tomto mésici budes mit 2 pary; z nich jeden par, totiz prvni, rodi
i v nasledujicim mésici, takze ve druhém mésici budes mit 3 pary;
z nich v nasledujicim mésici 2 pary daji potomstvo, takze v tfetim
mésici se zrodi jesté 2 pary kralikd — pocet paru kralikt v tomto
meésici dosdhne 5; z nich v dalsim meésici davaji potomstvo 3 pary,
takze pocet part kraliki ve ¢tvrtém meésici dosahne 8; z nich 5 part
zrodi dalsich 5 pard, které pricteny k 8 partim daji v patém mésici
13 pard; z nich 5 paru, narozenych v tomto mésici, neda v dalsim
mésici potomstvo, kdezto ostatnich 8 part rodi — v Sestém mésici
stoupne tedy pocet na 21 paru; pricteme-li 13 part, které se zrodi
v sedmém meésici, dostaneme 34 parti; pricteme-li 21 pard, naroze-
nych v osmém meésici, dostaneme v tomto mésici 55 part; seCteme-
li tyto pary s 34 pary narozenymi v devatém meésici, dostaneme
89 paru; k tém pricteme 55 pard, které se zrodi v desatém mé-
sici, takze v tomto mésici mame 144 pari; opét pricteme 89 part,
které se zrodi v jedenactém mésici, takze v tomto meésici mame
233 part; znovu pricteme 144 pard narozenych v poslednim mésici
a dostaneme 377 part; tolik pard privedl na svét onen prvni par
pritbéhem jednoho roku. Skuteéné, na tomto okraji mfzes vidét®,
jak to délame; nejprv seCteme prvni ¢islo s druhym, t.j. 1 a 2; druhé
s tfetim; tieti se ¢tvrtym, pak Ctvrté s patym a tak dal a dal, az
seCteme desaté s jedenadctym, t.j. 377; tak je to mozné délat dal do
nekonec¢ného poc¢tu mésicu.

Povzneseme se nad neredlnost tlohy a podivame se, jak tedy vypada Fibo-
nacciho posloupnost. V tabulce nize jsou prehledné zapsany pocty pari kraliki
na konci kazdého mésice v priitbéhu jednoho roku. Poradové ¢islo mésice v roce
je oznaceno pismenem k, pricemz nulty mésic symbolizuje pocatecni stav. Pocet
starych part kralika (schopnych plodit v pfistim mésici potomstvo) je znacen
Sk, pofet mladych part (narozenych tento mésic) je znacen Mj. Celkovy po-
cet vSech part kralikti na konci kazdého mésice je uveden v poslednim radku

tabulky (pfevzato z [1]).

5Leonardo Pisansky zvany Fibonacci 7l na pielomu 12. a 13. stoleti v italské Pise. V roce
1202 vydal latinsky psané dilo Kniha o abaku (latinsky Liber Abaci), ve kterém uvadi velké
mnozstvi pocetnich metod aritmetiky, algebry a teorie ¢isel, véetné ukézkovych piiklada [1].

6Fibonacci doplnil na okraji stranky text jednoduchym schématem.



14

k 0j12(3|4|5 |6 | 7] 81|09 10 | 11 12

Sk 111235 8 1321|3455 89 | 144 | 233
M, 0|1 |1}2|3| 5|8 |13]21 34| 55 | 8 | 144
Celkem | 1 |2 |3 |5 |8 | 13|21 |34 |55|89 | 144 | 233 | 377

Posloupnost v poslednim fadku je hledana Fibonacciho posloupnost. Jeji prvky
se nazyvaji Fibonacciho ¢isla. Oznacime-li tato ¢isla Fj, je vidét, ze plati:

Fy =S+ My, =S+ Sk—1=Fr—1+ Fr—a.

Casto se tato posloupnost zavadi nasledujicim zptisobem:

Fn = Fn—1+Fn—2anZ3a
P o= 1,
K = 1.

Rozdil oproti predchazejici rekurentni definici na zakladé ulohy o kralicich
je nepatrny, n je rovno k + 2 a na zacatek jsme pridali jeden prvek. V dalsim
textu budu predpokladat tento druhy zpisob zavedeni. V nasledujici tabulce
je prehled prvnich patnacti ¢lenti Fibonacciho posloupnosti:

314|516 7|89 |10]11| 12 13 14 | 15

n
F, |1|1|2]3|5|8|13|21 |34 |55 89| 144 | 233 | 377 | 610

Obcas je dodefinovavan jesté nulty ¢len Fibonacciho posloupnosti:
Fy = 0.

Pomoci rekurentni definice lze postupné ziskavat jednotlivé ¢leny posloup-
nosti. Pokud bychom ale chtéli urcit n-ty ¢len pro velké n, byl by tento postup
velmi zdlouhavy. K primému vypoctu prvku F;, pro dané n existuje tzv. Binetiv
vzorec,” ve kterém vystupuji hodnoty ¢ a ¢@:

(1.10)

Platnost tohoto vzorce dokazeme:

Dosadime-li do Binetova vzorce postupné n = 1 a n = 2, musi
vyjit (je-li vzorec spravny) F; = 1 a F, = 1. Déle ovéfime, Ze
pro Binettiv vzorec plati rekurentni vztah F,, = F,,_1 + F,,_o. P1i
vypoétu je vyuzito vlastnosti o + 1 = 2,  + 1 = @* uvedenych
v podkapitole 1.2.

7Jacques Philippe Marie Binet (*2.2.1786, 112.5.1856), francouzsky matematik, fyzik
a astronom.
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145 1-5
2
Fl - 2 2 = \/5 - ].7
NG 25

(1+2ﬁ>2*(1_2ﬁ>2 _ 14254514255 45

2= 75 VG VAR

Binetuv vzorec lze odvodit i jinym zpusobem. Pokusme se vyjadrit pfirozené
mocniny ¢&sla ¢ pomoci linearnich vyrazi. Vime, ze ¢? = ¢ + 1. Kdyz tuto
rovnici vynasobime ¢, obdrzime:

0P =¢*+o,
coz lze dale upravit:
P = +o=(p+1)+p=20+1.

Tento postup miiZzeme zobecnit:

e = p+1/-¢",

()On+2 _ <pn+1 4 SDn .

Ziskali jsme rekurentni vyjadfeni pro ¢"*2. Zname-li linearni vyraz pro ¢"*!
a pro ¢", obdrzime jejich souétem linearni v§raz pro " 2. Nasleduje schéma,
v némz (pocinaje tfetim faddkem) je linedrni vyraz na konci kazdého Fadku
souctem linearnich vyrazt ve dvou predchézejicich fadcich.

=9+ 1= o+

P=¢*+ p = 20+ 1,
et=¢* + = 3p+ 2,
> =9+’ = 5p+ 3,
WO =¢® + ' = 8p+ 5,
¢T = ¢% + ¢ =13p + 8,
B ="+ b =21p + 13

atd.
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Ze schématu je vidét, ze plati

"=F, o+ F,_1, n>2. 1.11
@ v

Analogicky muzeme pracovat s ¢islem ¢:

P = g+1/-¢",
¢n+2 — ¢n+1 +¢n

Méame rekurentni vyjadfeni pro "2, Zname-li linedrni vyraz pro ¢"*! a pro

", obdrzime jejich souc¢tem linedrni vyraz pro ¢"*2. Nésleduje opét schéma,
v némz linedrni vyraz na kazdém radku (kromé prvnich dvou) je souétem line-
arnich vyrazi ve dvou predchazejicich radcich.

pr=p+ 1= ¢+ 1,
P=¢+ ¢ =20+ 1,
=P+ = 30+ 2
P =¢"+¢= 50+ 3,
@ =¢° + ¢ = 85+ 5,
@7 =¢% + @° =13p + 8,
P =¢" + @ =215+ 13

atd.
Ze schématu je vidét, ze plati
Pt=F,-p+F,_1,n>2. (1.12)

Nyni odec¢teme rovnici (1.12) od rovnice (1.11) a takto ziskanou rovnici upra-
vime:

et =" = (Fn'@+Fn—1)_(Fn'¢+Fn—1>:
= F,-o+F,1—-F, - 0—F,_1 =
= F,op—F, ¢=
= Fule—9),
odkud o
F,=2—% (1.13)
=¥

Vyraz ve jmenovateli mizeme vycislit:

1+v5 1-+5
2 2 = V5.

p—p=

Tuto hodnotu dosadime do jmenovatele na pravé strané rovnice (1.13) a obdr-
zime tak jiz znamy Binetuv vzorec
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Zajimavou souvislost zlatého c¢isla a Fibonacciho ¢isel objevil pravdépo-
Fn+1 .

E, "’
n > 1, tedy na posloupnost tvofenou podily sousednich prvkd Fibonaciho po-
sloupnosti. Zde je prehled prvnich deseti ¢lenii:

dobné Johannes Kepler.? Podivame se na posloupnost prvki a, =

B _1_,
“T R T1ITT
_B_2_,
@ = B 1 7
Fy 3
- A_2_ 45
as F3 9 )
Fs 5 . _
- 2 _2_15,
“ Fy 3
Fg 8
= S-Z=1,
“ Fs 5
Fr 13
= — =—=1.625
Qg FG ] )
Fy 21
= 2-Z =161
ar F7 13 65,
Fy 34
= 22161
as FS 21 69,
Fio 55 .
= 261
ag F9 31 676,
F1 89 —
= 21618
a1o F10 55 )

Cim vétsi je n, tim vice se hodnoty a, blizi k zlatému ¢&islu. Vypoéitame-li
limitu a,, pro n jdouci k nekonec¢nu, zjistime, ze skutecné plati

,}Ln;o ap = . (1.14)
Vypocet limity:
F n+l _ =n+1
lim a, = lim — — lim LA SR
n—oo n—oo n n—oo QOn — spn
- lim,, o0 SDTL_H —lim;, 0 @n—i—l
limy, 00 ™ — limy 00 @™
hmn—)oo @n—i_l -0 . <,0"+1
= - = lim —
lim,, 00 ™ — 0 n—oo ("
(P" .
= lim = lim ¢ = ¢.
n—oo (" n—00

8 Johannes Kepler (x27.12. 1571, 1 15. 11. 1630), vyznamny némecky matematik, astronom
a astrolog.
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Pii vypoctu bylo vyuzito pravidel pro po¢itani s limitami (zjednoduSené —
limita souctu je soucet limit,...) a pravidla: lim, . 0" = 0 pro 0 < |b] < 1.
V5
2
Zlaté ¢islo muzeme tedy také definovat jako limitu posloupnosti, jejiz prvky
jsou podily sousednich ¢lent Fibonacciho posloupnosti. V této definici déleni
usecky zlatym Tezem nevystupuje.

1
Jelikoz |¢| = ‘ € (0;1), je limy, o0 @ = 0.

F,
Analogicky bychom mohli postupovat s posloupnosti ¢, = 7 “_.n>1.
n+1
o e , . . ’ v . \/g - ]- ~9
Limita této posloupnosti (pro n jdouci k nekoneénu) vyjde = —.

2

1.5 Cislo zlaté, st¥ibrné a bronzové

Jisté mnohé napadé, zda je vedle zlatého ¢isla ¢ i néjaké ¢islo stiibrné a bron-
zové. Odpovéd zni ano, takova ¢isla existuji a maji stejné jako ¢islo zlaté spoustu
zajimavych vlastnosti. Zde se s nimi struc¢né seznamime.

Stiibrné &islo je &slo s = v/2 + 1. Jeho zapis pomoci fetézového zlomku
je nasledujici:

neboli
2,2,2,...].

PnJrl

Stiibrné ¢islo mizeme rovnéz ziskat jako limitu posloupnosti , pron

n
jdouci k nekonec¢nu, kde P, jsou takzvana Pellova ¢isla,'® ¢leny Pellovy po-
sloupnosti. Tu lze definovat rekurentné, ale existuje i vzorec pro n-ty ¢len.
Rekurentni definice:

P, = 2'Pn—1+Pn—2;nZ27
Py = 0,
P = 1.

Vzorec pro n-ty ¢len:

(1+v2)" — (1 —V2)"
22 '

Prvnich osm ¢lent Pellovy posloupnosti vypada tedy néasledovné:

P, =

0,1,2,5,12,29,70,169, ...

9Coz neni tak piekvapivy vysledek, uvédomime-li si, ze prvky posloupnosti ¢, jsou pie-
vracenymi prvky posloupnosti a, a ze ¢ - ¢ = —1.
10John Pell (*1.3.1611, t12.12.1685), anglicky matematik.
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V1343

Za bronzové ¢islo byva povazovéano ¢islo b = . Zapiseme-li je

2
Fetézovym zlomkem, dostaneme vyraz:
3 1
' 3+ ! ’
I
3+3 e
neboli
[3,3,3,...].
I k tomuto ¢islu existuje odpovidajici posloupnost. Jeji rekurentni zadani
je:
B’n = 3- B’n—l + Bn—Qa n > 27
By = 0,
B, = 1.

Vzorec pro n-ty clen:

/N
w
H
ﬁ
w
N——
<

" (s=gm)
VE

Prvnich osm ¢lentt této posloupnosti (nepodatilo se mi objevit zadny pou-
Zivany nézev):

B, =

0,1,3,10,33,109, 360, 1198, ...

Hledani podobnych ¢isel a k nim prislusnych posloupnosti 1ze zobecnit.
Oznacime-li ¢ = a1, s = a2 a b = a3, potom muzeme zapsat obecny pred-
pis ¢isla a,,, kde m € N:

214
ay, — % (1.15)

Cisla a,, lze zapsat nekoneénym fetézovym zlomkem ve tvaru
[m,m,m, ...]

An+1

a muzeme je rovnéz obdrzet jako limitu patfi¢né posloupnosti , kde po-

n
sloupnost A,, ma rekurentni zadani:

An = m: Anfl + An727 n > 27
Ay = 0,
A = 1.

Vzorec pro n-ty ¢len této posloupnosti pak bude:
a'mn - (m - am)7L
m2+4 '

A, =

Na zavér uvadim tabulku, ve které je prehled vyse popsanych cisel.
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m | Fetézovy zlomek A m— Qm, A,

1 1,1,1,...] 1++/5 15 A, = 1-A, 1 + A, s
2 2,2,2,...] 24+/8 228 | A, =2 A, + Ay
3 3,3,3,...] 3+y/13 3VIB | A, = 3. Ay + Ans
4 [4,4,4,...] 44420 420 A, =4 Ay 4 Ao
5 [5,5,5,...] 5+/29 5¥2 | A, =5-Ayy + Ans
6 [6,6,6,...] 6+/40 6-v40 | A, = 6-A, 1 + Ay s
m | [m,m,m,...] | =& 27"2+4 o 27”2+4 Ap=m-Ap_1 + Apo

Zajimavosti je, ze ¢isla a,;, umocnéna na velmi vysokou mocninu se blizi celym
¢isltim (bezprostfedné za desetinnou ¢érkou se vyskytuje velky pocet nul nebo
devitek). Napiiklad:!!

99 20 %
1 5 —N
( +2\/_> = 489526700523968661124.0...02042...,
100 20x
1 5 —~ N
( +2\/_> = 792070839848372253126.9...98737...,
1 \/5 999 198 cifer 208 x
—~ = —~=
( +2 ) = 60069305 3...3 124.0...016647...,
1 \/5 1000 198 cifer 208 x
—~ = —~
( +2 ) = 97194177 7...8 126.9...989711...,
24 cifer 37x
99 —~ = —~ N
(1+\/§) — 78486117 9...9 214.0...012741 ...,
27 cifer 38x%
100 PESNEY PRSI
(1+\/§) — 189482250 2...5 873.9...94722.. .,
372 cifer 128 x
999 PPNy PN
(1+\/§) = 24712099 9...9 213.9...07448...,
372 cifer 128 x
1000 —— —
(1+¢§) — 59660286 9...1 873.9...93834...,

1Vypoéty byly provedeny pomoci internetové kalkulacky, kterd je k dispozici na adrese
http://www.alpertron.com.ar/BIGCALC.HTM.



(

34+ viz) "
2

34413

100
3+ \/13>

999
3+\/ﬁ>

&

) 1000

21

42 cifer 51x

—~N= —~ =
2338988 9...5 236.0...0427...,

42 cifer 51x

—~ = —~
7725155 7...2 998.9...9870...,

507 cifer 496 x
—~ —~
229188792 4...5 235.9...976061...,

507 cifer 496 x
—~ = —~ =
756959160 0...9 998.9...920858...,
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