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PRIBLIZNA KONSTRUKCE

PRAVIDELNYCH MNOHOUHELNIKU

KAREL MACAK

Eukleidovské konstrukce pravidelnych n-tthelniki vepsanych do
dané kruZnice patii ke klasickym problémim antické matematiky
(viz napt. [1]) a (pfinejmensim) pro n = 3, 4, 6 patii dodnes
ke klasickym tlohdm Skolské geometrie. Definitivni odpovéd na
otadzku, pro kterd m je eukleidovskd konstrukce pravidelného
n-thelniku moZné, dal aZ Karl Friedrich Gauss (1777-1855) ve
své knize Disquisitiones arithmetice (1801), kdyz dokazal, ze
pravidelny n-thelnik lze sestrojit eukleidovsky pravé tehdy, ma-1i
¢islo n tvar

n = 2kp1p2...pm .

kde k je celé nezaporné Cislo a p;, p2, ..., Pm jSOU navzajem
ruzna prvocisla tvaru

F(r) =27 +1,

kde 7 je celé nezdporné ¢&islo'. Z toho plyne, Ze napi. pravidelny
sedmithelnik, devitithelnik a fadu dalSich nelze eukleidovsky
sestrojit; ma tedy smysl hledat jejich priblizné konstrukce, které
by byly dostate¢né jednoduché a pritom uspokojivé presné. Jedna
takovéa historickd konstrukce zde bude popséna.

1 Takovéa prvodéisla se nazyvaji Fermatova; je znamo, Ze &isla F(0) = 3,
F(1) = 5, F(2) = 17, F(3) = 257 a F(4) = 65537 jsou prvoéisla. Fermat
predpokladal, Ze vSechna ¢&isla F(r) dle (2) jsou prvoéisla, ale uz L. Euler
dokazal, ze

F(5) =2%2 4+1=641-6700417

a tedy neni prvocislo; dodnes neni znamo Zadné dal$i Fermatovo prvodislo a
neni ani znamo, zda Fermatovych prvocisel je konecné &i nekoneéné mnoho
(viz napf. [2], str. 144).
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Historicka konstrukce

V r. 1731 vysla v Augsburgu uéebnice geometrie?, jejiz tplny
titul znél:

Herrn BURKHARD VON PURCKENSTEIN, Weyland Josephi,
des glorwirdigsten Rom. Kaysers Mathematici AUSERLESENER
ANFANG ZU DENEN HOCHST-NUTZLICHEN MATHEMATISCHEN
WISSENSCHAFTEN, worinnen man durch eine gar leichte, und ne-
ue Art, sich einen geschwinden Grund zur Feld—messerey, und
andern daraus entspringenden Wissenschaften machen kan. Samt
einem Anhang oder Beschreibung, derer in denen Geometrischen
Kupffer-Figuren beygefiigten Ungarischen Stidten, Vestungen,
und Schlossern, unter welchen nicht wenige, so bishero in keinem
Reyfl— und Landbeschreibungen des Konigreichs Ungarn vor Au-
gen gelegt worden, befindlich sind.

Mit 123. Kupffern geziert. Augsburg, Verlegts David Raymund
Werk, und Johann Jacob Mayer, MDCCXXXI.

(Pana BURKHARDA VON PURCKENSTEINA, Weylanda Josefa, mate-
matika nejvzneSendjiiho cisafe ¥imského, VYBRANY POCATEK NEJVYSE
NUTNYCH MATEMATICKYCH VED, ve kterém si lze zcela lehkym a no-
vym zptsobem ziskat rychly zaklad k zemé&mériéstvi a jinym z toho plynou-
cim védam. S dodatkem ¢ili popisem uherskych mést, pevnosti a zamki, které
jsou pripojeny ke geometrickym médirytinam a z nichZ nemalo nebylo dosud
vyobrazeno v Zadném cestopisu ani zemépisu. Ozdobeno 123 médirytinami.
Augsburg ... 1731.)

Obsah knihy tvori 104 reSenych geometrickych tuloh; z reSeni
je jasné, Ze jsou povolena pouze eukleidovska reSeni, i kdyZz se
tento pojem v knize viibec neobjevuje. Ke kazdé iloze je pripojen
samostatny obrazek s reSenim; reSeni jsou podana bez jakéhokoli
rozboru nebo ditkazu, zcela v podobé jakéhosi ,technologického
postupu“: zabodni kruzidlo do bodu ..., opi§ kruZnici, proloz
pfimku body ... atd. Sedméa uloha treti kapitoly je vénovana

2 Vychéazime zde z exemplafe nalezeného v knihovné kostela sv. KfiZe
v Liberci.
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konstrukci pravidelného n-thelniku; jeji zadani zni:

In einen jeden vorgegebenen Circkel ein solches Regular Viel-
Ecke einzuschreiben, als man verlangt, oder den Circkel-Grenz in
so viel gleiche Theile abzutheilen, als man begehrt.

(Do daného kruhu vepsat takovy mnohotuhelnik, jaky je poZadovan, nebo

hranici kruhu rozdélit na tolik stejnych &asti, kolik je pozadovano.)

V dobé vydani této knihy jes$té nebylo znadmé konecné reSeni
tohoto problému a Piirckenstein uvadi bez dikazu nasledujici
feSeni® (viz obr. 1):

Der gegebene Clirckel seye AkB; man verlanget z. B. darein ein
Regular-Dreyzehn-FEck einzuschreiben.

Hand-Griff.

Ziehe den Diameter AB aus dem Punct A. Ziehe nach gebtihr-
licher Lange eine gerade Linie AC, trage darauf (angefangen von
dem Punct A) gleiche dreyzehen Theil. Ziehe zusammen den letz-
ten Theil mit einer Linie aus B. Durch den Theil oder Zahl 2
ziehe die gerade Linie EFD, welche parallel laufe mit der Linie
13,B und den Diameter durchschneide in dem Punct F. Fasse un-
terdessen die Weite des Diameters AB und schreibe aus denen
zwey Puncten AB zwey gleiche Bdogen, welche sich durchcreutzen
in G. Aus dem Punct G und durch den Durchschnitts-Punct F zie-
he eine gerade Linie GHF. Der Theil AH wird ein dreizehender
Theil seyn nach dem Verlangen.

(Dany kruh budiZ AkB; je poZadovano napf. vepsat do néj pravidelny
tfindctithelnik.

Postup.

Narysuj pramér AB z bodu A. Narysuj pfimku AC naleZité délky, nanes
na ni (poéinaje z bodu A) stejnych t¥inact dild. Narysuj p¥imku spojujici
posledni dil a bod B. Dilem nebo &islem 2 narysuj pfimku EFD, ktera probiha
rovnobézné s primkou 13,B a protind primér v bodu F. Vezmi mezitim délku

priaméru AB a opi$ z onéch dvou bodt AB dva stejné oblouky, které se prekriZi

3 Podle [3], str. 672, je jeho autorem francouzsky médirytec a geometr
Abraham de Bosse (1602-1676), ktery ho uvefejnil ve své knize Traité de
pratiques géométrales et perspectives (1665).
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v G. Z bodu G proloz priseikem F pfimku GHF. Dil AH bude tfinactym
dilem podle poZadavku.)

Obr. 1

Konstrukce pravidelného tfinactithelniku podle Piirckensteina®

Prozkoumejme tuto konstrukci pomoci obr. 1 metodami ana-
lytické geometrie, ale pro obecny pocet vrcholi n; polomér dané
kruZnice pfitom budeme povaZovat za jednotkovy, tj. |AS| = 1.
Pak z konstrukce plyne, ze bod F' ma souradnici

4

yp=1-—
n

a bod G m4 souradnici

mgz—\/_B-.

4 V Piirckensteinové knize nejsou v obrazku nakresleny souiadnicové osy.
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Kdyby byla konstrukce pfesna, pak by bod H mél soutadnice

abody F, G, H by lezely na pfimce. Abychom tedy ovérili piesnost
konstrukce, vypocitejme nyni soufadnice z} priseciku primky
F'G, ktera mé rovnici

-4
n

4
B+ L -~

y_ \/g n7

s danou kruznici z2 + y? = 1. Dostavame

\/3—21—— —(1-4)2

(- 2713 V3,

¢ehoz lze porovnanim s (3) snadno zjistit, ze pron = 3,4 a 6 je
zy = zg a tedy pro n = 3, 4 a 6 je Piirckensteinova konstrukce
presnd®. Pro n > 4 lze absolutni chybu konstrukce stfedového
thlu ZASH (ve stupnich) vyjadrit vzorcem

2 1
Kaln) = (arcsm:z:H——nE)-—f?Q

a relativni chybu této konstrukce (v procentech) lze vyjadrit

vzorcem 5
n
Ar(n) = Aa(n) - T

Vzorce (4), (5) byly prozkoumany na PC pomoci programového
produktu Mathematica. Bylo zjisténo, Ze pro zZadna dalsi n (kromé
jiz uvedenych hodnot n = 4 a 6) neni Ay(n) = 0; maximalni
absolutni chyba je cca 0,64° pro n =22 a

lim Ay(n)=0.

n—oo

5 7 hlediska $kolské geometrie je spravnost Piirckensteinovy konstrukce
pro n = 4 zfejma, pro n = 3 a n = 6 ji lze dokdzat pomoci podobnosti
trojuhelniki.
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Relativni chyba roste pro n > 6 , ale je ohranicen4; plati

lim Ag(n) = 100( & -1)=10,26% .

n—oo

Piirckensteinova konstrukce je tedy presnd jen pron = 3,4 a 6,
presto ji vak povaZujeme za zajimavou i z dnes$niho hlediska. Je
univerzalni, pomérné presné a hlavné velice jednoduchd; vyzaduje
pouze znalost sestrojeni rovnostranného trojihelniku a rozdéleni
Gse¢ky na n stejnych dili, takZe je v dosahu mozZnosti zaki
zakladni Skoly.

Sluselo by se uvést na zavér néjaké informace o panu von
Piirckensteinovi, ale bohuZel se ndAm o ném nepodafilo zjistit
viibec nic. Neni uveden v Z4dné ndm dostupné knize vztahujici
se k d&jindm matematiky. Z jeho knihy je jasné, Ze nebyl Zddnym
teoretikem; zfejmé patfil k ,praktickému“ proudu matematiky,
ktery byl péstovdn mimo rdmec univerzit (srovnej napi. [4]),
demuZ by nasvédfovala i skutecnost, Ze jeho kniha je napsana
némecky, nikoli latinsky, jak bylo u odbornych knih té doby
zvykem.

Zavérecna poznamka

Vratme se je$té k otdzce presné (tj. eukleidovské) konstrukce
pravidelnych n-thelniki a shriime zakladni fakta o jejich sestro-
jovani pro ,mald“ n < 20. Jak uz bylo feceno, pron = 3, 4 a 6 se
jedna o klasickou Skolni tlohu; protoze rovnéz piileni ahlu je kla-
sickd Skolni tloha, 1ze snadno setrojit i pravidelny osmi-, dvanacti-,
Sestnactithelnik atd. Ponékud horsi je situace s pravidelnym péti-
thelnikem (a tedy i deseti-, dvacetitthelnikem atd.); tomu se sice
obdivovali uz pythagorejci (viz napf. [1], str. 56), ale (dle zkuSe-
nosti autora tohoto prispévku) studenti p¥ichazejici na vysokou
Skolu jeho konstrukci malokdy znaji. Z (1) a (2) plyne, Ze pravi-
delny sedmi-, deviti-, jedenacti-, tfindcti- a ¢trnactiihelnik nelze
eukleidovsky sestrojit. Pravidelny patnactitihelnik uméli sestro-
jit uz sta¥i Rekové; v Eukleidovych Zdkladech je jeho konstruk-
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ce popséna v posledni (Sestnacté) v&té &tvrté knihy®. Pravidelny
sedmnéctithelnik sestrojil jako prvni K. F. Gauss v r. 1796 a pod
vlivem tohoto objevu se rozhodl pro studium matematiky; do té
doby také uvazoval o studiu klasické filologie a byl i v této oblasti
povazovan za nadaného (dle [5]). Pravidelny osmnécti- a devate-
nactitihelnik dle (1) a (2) nelze eukleidovsky sestrojit.

Pro milovniky ,velkych“ pravidelnych n-thelniki jesté uved-
me, Zze K. F. Gauss udajné nalezl i konstrukci pravidelného
n-thelniku pro n = F'(3) = 257 a popsal ji na vice nez 150 stra-
nach (dle [6], str. 201; citace pivodniho pramene neni bohuzel
uvedena).
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6 Jedna se vlastné& o ode&teni stfedového tihlu pravidelného desetitihelniku
(36°) od stfedového Ghlu pravidelného Zestitihelniku (60°), &im% se ziskd
stfedovy thel 24° potfebny k sestrojeni pravidelného patnactiihelniku.



