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O JEDNE ZAJIMAVE POSLOUPNOSTI

EMiL CALDA

Na posloupnosti {a,}, kde a, = +/1+ 24n, neni na prvni
pohled nic pozoruhodného. Staci vSak, abychom vypocetli nékolik
prvnich ¢lend, 5, V73, V97, 11, V145, 13, v/193, V217, /241,
V265, 17 /313, V/337, 19, ... , a svij nazor nejspise zménime.
Zda se, ze v této posloupnosti jsou kromé ¢isel iracionalnich uz
jenom prvocisla; mozna, Ze viibec vSechna prvocisla vétsi nez tri!
Tyto domnénky nyni prozkoumame. Budeme k tomu potrebovat
nasledujici jednoduché tvrzeni: KaZdé prvocislo vétsi neZ tri je
mozno vyjadrit v tvaru 6k +1, kde k € N . (Uvédomte si, Ze kazdé
prirozené ¢islo mé néktery z tvard 6k, 6k + 1, 6k £+ 2, 6k + 3, kde
k € N, a Ze Cisla 6k, 6k £+ 2 a 6k + 3 prvocisla nejsou.)

Nejprve ovéfime, Ze mezi ¢leny posloupnosti {v/1 + 24n} jsou
vSechna prvocisla vétsi nez tii. Zvolme tedy libovolné prvocislo
p > 3, zapiSme je v tvaru p = 6k £ 1, kde £k € N, a hledejme
prirozené ¢islo n takové, Ze

V1+24n =6k £ 1.

Umocnénim dostaneme

1+24n=(6k+1)>=36k2+12k+1=12k(3k 1)+ 1,

odkud k

Snadno ovérime, Ze toto ¢islo vyhovuje ptivodni rovnici; je rovnéz
jasné, ze je to Cislo prirozené.

Dokézali jsme tak, ze kazdé prvocislo vétsi nez tii je Clenem
uvazované posloupnosti. Ctenar vak jisté vidi, ze jsme dokazali
o néco vice: ¢lenem této posloupnosti je nejen kazdé prvocislo
vétsi neZ tfi, ale kazdé prirozené Cislo, které lze vyjadrit v tvaru
6k + 1, kde k¥ € N. Cleny zkoumané posloupnosti nejsou tedy



82 EMIL CALDA

kromeé ¢isel iracionélnich jen prvocisla, ale i néktera jind prirozena
¢isla. Snadno se muzeme presvédcit, Ze

a =vV1+24-26=25=6-4+1,
as1 =vV1+24-51=35=6-6—1,
a100=v1+24-100=49=6-8+1 atd.

Nyni ukdZeme, Ze v posloupnosti {y/1 + 24n} nejsou jina pfi-
rozend Cisla nez ¢isla tvaru 6k £ 1, kde £ € N. Je-li 1+ 24n
prirozené ¢islo, existuje m € N takové, ze

1+24n =m?,
odkud

_ (m-1)(m+1)

- 7 .
Protoze je n prirozené, je m liché, takze m — 1 a m + 1 jsou dvé
po sobé jdouci suda ¢isla; jedno z nich je proto délitelné ¢tyrmi,
takZe soucin (m — 1)(m + 1) je délitelny osmi. Jedno z &isel m — 1,
m + 1 musi byt dale délitelné tremi; vzhledem k tomu, Ze je sudé,
je délitelné Sesti. Je tedy

m=6k+1 nebo m=6k—-1, kde k € N.
Z predpokladu, ze /1 + 24n je Cislo prirozené, jsme tak odvodili,

ze
Vit2dn=6k+1, keN.

Mezi ¢leny posloupnosti {v/1 + 24n} nejsou tedy jind pfirozend
Cisla, nez ¢isla tvaru 6k £ 1, kde k € N.

Shrneme-li ziskané vysledky, vidime, Ze svij ptvodni dojem
o Clenech posloupnosti {v/1+ 24n} musime ponékud opravit:
mezi Cleny této posloupnosti jsou nejen vSechna prvocisla vétsi
nez tri, ale vibec vSechna prirozend cisla, kterd lze vyjadrit ve
tvaru 6k £ 1, kde £k € N. Otazku, do jaké miry jsou ziskané
vysledky zajimavé, ponechdvam na ¢tenari; ten také sam nejlépe
posoudi moznost jejich vyuziti pfi procvi¢ovani nékterych partii
(délitelnost, posloupnosti).



