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MATEMATICKE ORISKY

Pocet jednicek v cislech od 1 do 1000

Mila redakce,

nenf to dlouho, co jsme se ucili i celé tydny on-line. U¢it matematiku,
zejména nazorné a jednoduse vysvétlovat slovni tlohy, bylo narocné pro
ucitele i zaky. Na druhou stranu vzniklo mnoho inspirativnich situaci,
metod i jednotlivych tuloh, které vysly na svétlo pravé diky nezvyklym
podminkam.

¢as od Casu se rad odklonim od standardniho uciva a predlozim zakim
i sobé néjakou matematickou vyzvu. Z jednoduchych naméti tak casto
vzniknou i docela slozité, pfitom velmi zabavné tlohy. zaktm 5. ro¢niku
jsem predlozil tuto alohu: Spocitejte, kolik jednicek (cifer) je v éislech od
1 do 100. Resent tlohy jsem nechal zcela na zécich a k mému prekva-
peni na ni pracovali velmi samostatné a v tymovém duchu. Dosli jsme
k néjakému vysledku (ten si muze zvidavy &tenal sam objevit) a pak
jsem zadal détem dobrovolny doméaci tkol, aby si spocitaly, kolik jedni-
¢ek je v ¢islech od 1 do 1000. Velmi mé udivila pozitivni reakce jednoho
tatinka, ktery s dcerou cely veéer tulohu pocital a poslal mi e-mailem
spravné feSeni, na které spolu prisli. S velkou radosti jsem zakyni dal
velkou jednicku.

Zajimalo by mé, jestli existuje né&jaky obecny postup, jak spocitat
pocet vyskytit vybrané &islice v daném souboru ¢&isel, napft. zjistit, kolik
jednicek je v ¢islech od 1 do milionu.

S pozdravem D.V. ucitel z Prahy

Jak casto se jednicka vyskytne v dekadickém zapisu Cisel?

Dékujeme panu uciteli D.V. za pfinosnou otézku ohledné zapisu pii-
rozenych ¢isel. Thned v zacatku upfesnéme, Ze se jedna o desitkovy (de-
kadicky) zapis ¢isel

0,1,2,3,...,47, ..., 122, ..., 277, ..., 314159, ..., 153575832, ...

UkaZzeme razné zpisoby feSeni, jak pocet vyskyti cifry jedna v dané
mnoziné pfirozenych &isel uréit: od jednoduchého sledovani a pfic¢itani
vyskytu jednotlivych jedni¢ek v daném seznamu uvazovanych ¢isel az po
elegantni zptusob, jak otdzku okamzité, bezprostfedné zodpovédét. Prave
tento okamzik poskytuje prilezitost poukazat na jednu ze zakladnich cha-
rakteristik matematiky, totiz na abstrakci! Jednotlivé kroky v postupu
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feSeni jsou Cislovany. Véfime, Ze ve vyuce elementarni matematiky muze
byt takovy piistup velice pouény a zéasluzny.

1. V feSen{ tlohy jednoduchym seéitanim jedni¢ek z daného seznamu
¢isel jsme samoziejmé ihned omezeni velikosti skupiny ¢isel. Zkontrolovat
vS8echna ¢isla od 1 do 10 nebo od 1 do 100 je snadné, od 1 do 1000
uz namahavéjsi a patrné od 1 do 10000 jesté mozné. Pripustime-li, Ze
kazdou vterinu bychom zkontrolovali ¢tyfi ¢isla, trvalo by naSe urceni
poctu jednicek v ¢islech od 1 do 10000 téméf 42 minut, v ¢islech od
1 do 100000 témeétr 7 hodin a v &islech od jedné do milionu témér 70
hodin! Ohromuje vas to? A co teprve, kdyZ si uvédomite, Ze k urceni
poétu jednicek v &islech od jedné do bilionu (tj. do 10'2) timto zptisobem
bychom pot¥ebovali témér osm tisicileti!

Jednoduchym vypoctem tedy snadno zjistime, Zze v zapisu &isel od 1
do 10 jsou jednicky 2, od 1 do 100 jich je 21 a od 1 do 1000 jich je 301.
Pfitom si vS§imneme, Ze je vhodné uvazovat skupiny

— jednocifernych ¢isel, tj. ¢isel od 0 do 9,

— jednocifernych a dvojcifernych ¢&isel od 0 do 99 a

— jednocifernych, dvojcifernych a trojcifernych éisel od 0 do 999;

v téchto skupinach je postupné 10 ¢&isel, 100 ¢isel a 1000 ¢isel. Pocty
jednicek v zapise ¢isel v téchto skupinach jsou 1, 20 a 300.

2. Pfedchoziho poznéni nyni vyuzijeme k tomu, abychom v tomto
odstavci popsali metodu, kterou lze pouzit pro jakkoli velké skupiny
¢isel. Pfedvedeme ji pro pocet jednicek v 10000 ¢islech od 0 do 9999.
Pro snadné vyjadfovani, a predevsim pro nakladani se vSemi Cislicemi
v¢etné nuly stejné, rovnomeérné, budeme ¢isla v nasem souboru zapisovat
ve tvaru Ctvefic (tj. kazdé jednociferné, dvojciferné & trojciferné &islo
doplnime na &tvefici pfidanim nul na za¢atek zapisu):

0 ~ 0000, 1 ~ 0001, 2 ~ 0002, ..., 9~ 0009, 10 ~ 0010,
11 ~ 0011, 12 ~ 0012, ..., 47 ~ 0047, ..., 277 ~ 0277, ...,
3145 ~ 3145, ..., 9999 ~ 9999.

Nyni za¢neme pocitat: ¢isla majici ve svém dekadickém zépisu pravé
jednu jednicku jsou tvaru

xxx1, xx1x, x1xx a 1xxx, kde x je jakdkoliv &islice rtizna od 1.
Proto je takovych ¢isel 4 - 93.

Roé¢nik 97 (2022), ¢islo 3 33



MATEMATICKE ORISKY

Cisla majici ve svém dekadickém zapisu praveé dvé jednicky jsou tvaru
xx11, x1x1, 1xx1, x11x, 1x1x a 11xx, kde x je kterakoliv &islice rtizna od
1. Takovych &isel je 6 - 92 a obsahuji 6 - 92 - 2 jednicek.

Cisla majici ve svém dekadickém zapisu pravé tii jednicky jsou tvaru
x111, 1x11, 11x1 a 111x, kde x je kterakoliv ¢islice rizna od 1. Takovych
C¢isel je tedy 4 -9 a obsahuji 4 -9 - 3 jednicek.

Cislo 1111 ma ve svém dekadickém zépisu 4 jednicky. Pocet jednicek
v ¢&islech od 0 do 9999 je tedy

4.9346-92.244-9-34+4=2916+ 972+ 108 + 4 = 4000.

3. Proved’'me nyni tento vypocet pro pocet jednicek v dekadickém
zépisu ¢isel od 1 do 10" pro libovolné pfirozené ¢&islo n. S vyjimkou
posledniho ¢isla 10™ = 1000...0 (n nul) a pfidanim nuly, uvazujme 10"
¢isel od 0 do 10™ — 1 ve tvaru n-tic xxx...x, v nichZz x reprezentuje
libovolnou ¢fslici od 0 do 9.

V nésledujicich vypoctech vyuZijeme binomické koeficienty

an,kzi@) = (Z:D :m pro ke {1,...,n},

které muzeme vyhodné zobrazit ve tvaru Pascalova trojihelniku

arq=1
azi=1 1
azn=1 a3 =2 1
arn=1 3 3 1
asi=1 4  a53=6 4 1
ae1=1 5 10 10 5 1
ari=1 6 15 a74=20 15 6 1
ag1=1 7 21 35 35 21 7 1
ag1=1 8 28 56 ao5=70 56 28 8 1
ar01=1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Zde n oznacuje pofadi fadka a ¢Eleny trojuhelniku spliuji Al-Karajiho
rovnosti

()= (") () = (1 oz =
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Pfipomenme, Ze (2) je ¢islo udavajici po¢et podmnozin s k prvky mno-
Ziny o n prvcich. Pro kazdé n definujeme (8) = 1. Déle budeme po-
tfebovat binomickou vétu: Pro libovolna realné ¢isla a, b a n prirozené

plati
Z <7Z) a'b" "t = (a+b)".

t=0
Nyni uz pocitejme: Uvazujme n-tice xxx...xx, v nichz je pravé jedno
x =1, tj. n-tice tvaru 1xx...xx, xIx...xx, ..., xxx...x1. Pocet jed-
ni¢ek v zapisu viech &isel v kazdém takovém piipadé je 9"~ 1. Celkovy
pocet jednicek v &islech, které maji ve svém zépisu pravé jednu jednicku,

je tedy
n gn—1 _ . n—1 .qgqn—1
<1) 01— < 5 ) g1,

Podobné je (Z) - 9"=2 n-tic, které maji ve svém zapisu pravé dvé
jednicky. Prispivaji tedy do kone¢ného poctu jednicek

n L9.Qn—2 _ ,, . n—1 qn—2
(2> 2.9"% — ( 1 ) 9
jednic¢kami.

Stejnym zpiisobem se presvédcime, ze pro k < n je (Z) -9k potic,
které maji ve svém zapisu pravé k jednicek. Prispivaji tedy k celkovému

poctu jednicek
n . . n—k P— . n-= 1 . n—k
(k> k-9 =n (k _ 1) 9

jednickami. Celkovy pocet jedni¢ek v dekadickém zapisu ¢isel od 0 do
10" —1=999...99 je tedy (pouzitim binomické véty)

n—1
-1
> n- (” . ) 9D = (94 )" =10
t=0
Odtud dostéavame postupné pocty jednicek 1, 20, 300, 4000, 50000,
600000, ...v zapisu ¢&isel od 0 do 9 = 10 — 1, do 99 = 100 — 1, do
999 = 1000 — 1, do 9999 = 10000 — 1, do 99999 = 100000 — 1, do
999999 = 1000000 — 1, ...

4. Nyni si sta¢i pouze uvédomit, Ze naprosto stejnym zpisobem, ja-
kym jsme odvodili pocet jednic¢ek od 0 do 10™ — 1, lze odvodit pocet
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dvojek, trojek, ..., devitek i nul. Vezmeme-li v tivahu vSech deset &islic,
dostavame 10-n-10"~! = n-10", co# je pocet viech &islic (cifer) v zapisu
vSech ¢isel od 0 do 10™ — 1 ve tvaru n-tic.

Tento zavér nas privedl k velmi struénému a vystiznému feseni otazky
pana ucitele, které zde nyni formalné predvedeme (bez jakékoliv reference
na predchozi dvahy).

Tvrzeni 1. Pocet jednicek v dekadickém zdpisu c¢isel od 1 do 10" je
n-10""1 1.

Diikaz. Dekadicky zapis kazdého ¢isla k,0 < k < 10™ — 1, vyjadfeme
ve formé n-tice doplnénim potfebného pocétu nul na prednich mistech.
Napf. ¢islo 277 bude ve formeé sedmice (n = 7) vyjadieno takto: 0000277.
Ve formé dvanactice (n = 12) to bude 000000000277. Ozna¢me M mno-
zinu téchto 10" n-tic. K vyjadfeni vSech téchto n-tic potiebujeme tedy
N = n-10™ &islic. Jelikoz se v této reprezentaci uvedenych &isel vyskytne
stejny pocet kazdé z 10 Cislic, tj. stejny pocet nul, jednic¢ek, dvojek, ...,
devitek, kazda z ¢islic se vyskytne iv—o—krét. Odtud plyne, ze pocet kazdé
z &islic z, 0 < 2 < 9, potiebnych k vyjadieni viech 10" n-tic je n-10"~1.
Staci pouze dodat, Ze pridanim ¢isla 10™ zvétSime pocet jednicek v zépisu
¢isel od 1 do 10™ o jednu na n - 10"~1 4 1.

5. Jiz jsme zminili, Zze pocet dvojek, ¢i trojek, ..., ¢i devitek je v de-
kadickém zapisu ¢&isel od 1 do 10" vzdy n - 10"~t. Otézkou tedy zbyva
pouze pocet nul potiebnych k zaznamu vsech ¢&isel od 1 do 10™. Odpoved
je dana v nasledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 2. Pocet nul v dekadickém zdpisu c¢isel od 1 do 10™ je

101 (9n —10) + 9n + 1
5 :

Diikaz tohoto tvrzeni ponechévame ¢tenari. Stac¢i napiiklad spocitat,
kolik nul uzitych v zapisu vSech ¢isel od 0 do 10™ — 1 ve formé& n-tic neni
v dekadickém zépisu ¢isel od 1 do 10™ zapotiebi.

K dekadickému zapisu vSech ¢isel od jedné do milionu je tedy zapo-
tfebi 488 895 nul, 600 001 jednicek a 600 000 kazdé z ostatnich éislic. Pro
zapis vSech ¢isel od jedné do bilionu je zapotiebi 1088 888 888901 nul,
1200 000000 001 jednicek a 1200000000000 kazdé z ostatnich ¢&islic.
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