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O NASOBENI RAD (1)

JIRf VESELY

ABSTRAKT: Pfi nasobeni fad se setkdvime s jevem, ktery zpochybiiuje
vhodnost definice tzv. Cauchyova souinu fad. Ukazuje se v3ak, Ze 1ze pomé&rné
jednoduSe pomoci Cesarovy sfitaci metody ,problémy“ s divergenci tohoto

soudinu odstranit.

1. Uvod. Vyvoj jednoduchych matematickych poznatki je &asto
znacné krivolaky. Tento znamy fakt si priblizime na zékladnich
vlastnostech fad. Budeme predpoklddat, Ze Ctendr zna definici
limity posloupnosti a definici sou¢tu fady a jednoduché vlastnosti
posloupnosti a rad. Nékteré v této vodni ¢asti pripomeneme.
S vyvojem samotného pojmu konvergence se muize ¢tenar seznamit
napf. v [Kli] nebo v ¢lancich [Tr] a [Vel].

Dohodneme se, Ze u fad budeme vynechavat u sc¢itaciho sym-
bolu ) meze v pripadé, Ze jsou rovny 0 a co. Pro fadu

(1) Zak = Zak
k=0

s redlnymi ¢i komplexnimi ¢leny a; definujeme pro vSechna
nezaporna celd n

n
(2) sn:=2ak=ao+a1+---+an.
k=0

Cisla s, jsou ¢astecné souéty fady Y ax. Pokud limita s posloup-
nosti {sx} je realné (komplexni) éislo, fikame, Ze fada (1) je kon-
vergentni a Cislo s nazyvame soucet fady (1). Jestlize konverguje
fada ) |ak|, pak fikdme, Ze (1) konverguje absolutné.

Absolutné konvergentni rady konverguji, ale konvergentni rada
nemusi konvergovat absolutné. Je-li ) aj konvergentni a ma
soucet s, potom

lim a, = lim (s, — sp—1) = lim s, — lim 8,1 =s—-s5=0.
n—oo n—oo n—oo n—o0
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Absolutné konvergentni fady a neabsolutné konvergentni rady
se podstatné lisi. Pro a € R ozna¢me at := (|a| + a)/2 a
podobné a~ := (Ja| — a)/2. Potom zfejmé plati a = a* —a™ a
la| = a™ + a~. Snadno uvdzime, Ze pro absolutné konvergentni
fadu Y ax konverguji rovnéz fady Y af a Y a;, pficemZ plati

Elakl =Zaz+2a; . Zak =Za:——2a; :

Pro konvergentni fadu ) a, kterd nekonverguje absolutné, plati
sice limyg_,o ax = 0, avSak zaroven plati Zak+ = Ea; = +00.
D4 se jednoduSe ukazat, Ze jestlize urcujeme soucet takové rady
pri jiném poradi ¢lend, mlZe mit jiny soucet, pripadné miize
divergovat. Skute¢né, napt. rada

(—1)* 1 1 1
3 =] e - — =
& 2 %31 573717
konverguje podle tzv. Leibnizova kritéria; jeji soucet lezi mezi kaz-
dymi dvéma po sobé nasledujicimi ¢aste¢nymi soucty, tj. specidlné
mezi sp = 1 a s3 = 1/2 a je tedy kladny. Déale plati (pouZzijeme
schematicky zapis)

gyt r 1 1.1 1,
ST T3 T I T T 6T T8 )
1 1 1 1
3/2-—0+§+0—Z+0+6+0_§+...,

uvédomte si, Ze vlozeni nulovych ¢lent neovlivni konvergenci ani
soulet fady. Z predchoziho vyplyva sectenim obou konvergentnich
rad clen po ¢lenu

1

1 1 1
Pl e o s — = dpans
3s/ - 2+ s 4+

1

3 o 7

Vzhledem k tomu, Ze je s # 0, zménil se ,preskupenim ¢leni“
(neabsolutné konvergentni) fady jeji soucet!.

1Plati s = log 2. Casto se v u&ebnicich uvadi sou&et pro takové pierovnéni,
kdy se postupné s¢itd vidy p kladnych a q zdpornych &lent této rady. Vysledny
soucet log \/4p/q nalezl jako prvni patrn& MARTIN OHM (1792 — 1872) jiz
r. 1839.
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Intuitivné zifejmy pojem ,preskupeni ¢leni rady“ zpresnime:
polozime-li Ny = NU {0} a ¢ : Ny = Ny je bijekce, tj. prosté
zobrazeni Ny na Ny, potom ¢ nazyvame prerovndni Ny. NechL je
dana fada ) ax. Plati-li pro vSechna k € Ny rovnost by = ayx),
potom fikdme, Zze fada ) by je pferovndnim fady > ar pomoci
pferovndni ¢. Struénéji fekneme, 7e fada > by je pferovnanim
fady ) ak, existuje-li takovd bijekce ¢ na Ny, pro kterou je
br = ayk), K € No. Prerovnani si pfedstavime snadno jako
,hekone¢nou permutaci

( 1 2 2 ... )
(1) ¢(2) ¢@3) ...

Je snadné dokéazat (viz napf. [Ve2], str. 291), Ze jestlize fada
>~ ai konverguje absolutné, potom pro kazdé jeji prerovnani } by
plati ) bx = Y ak. R. 1867 byly jiz posmrtné poprvé publikovany
nékteré rukopisy a pozndmky GEORGA FRIEDRICHA BERNHARDA
RIEMANNA (1826-1866). Riemann mj.dokézal, Ze pokud fada
> ar, konverguje neabsolutné, pak pro kazdé s € R* (tedy i pro
s = £00) existuje pferovnani ) by fady ) ax tak, ze je Y by = s;
viz [Ri]. Poznamenejme, Ze se s ohledem na tuto vlastnost ve
starSi Ceské literature pro absolutné konvergentni rady uzival
termin fady bezpodmineéné konvergentni, zatimco neabsolutné
konvergentni rady byly nazyvany podminecné konvergentni.

Uvedené ukdzky maji ¢tendri pfipomenout, ze zdkladni vlast-
nosti koneénych souctli nelze prenést na rady. Zatimco analogie
wasociativniho zakona“ pro konvergentni rady plati, ,komutativni
zdkon“ ¢i jistou jeho analogii 1ze dokazat pouze pro absolutné kon-
vergentni rady.

2. Malé ohlédnuti. Kazdy ctenar jisté vi, ze s¢itani rad patii
mezi nejstar$i partie matematiky a ze tvorilo napf. u ISAACA
NEWTONA (1643 — 1727) nebo u JOSEPHA LOUISE LAGRANGE
(1736 — 1813) pater jejich matematickych vyzkumi. Nejstarsi
priklady vySetfovani specidlnich fad pochazeji z poloviny 14. stol.,
presto se viak matematici s fadami dlouho znaéné potykali. Uvaha
z predchoziho odstavce nema pro divergentni fady smysl, nemé-
me-li definovan jejich soucet, 1ze si v8ak klast otdzku, co se délo
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v dobé, ,kdy konvergence nebyla“, tj. nezli k tomuto pojmu
matematici dospéli.

Pojmenovéani konvergentni rada pochéazi patrné od JAMESE
GREGORYHO (1638 — 1675) z r. 1668, ktery byl také patrné prvni,
kdo rozliSoval mezi konvergentnimi a divergentnimi radami. Do-
stateCné presné definice konvergence rfady se objevily teprve az
u BERNARDA BOLZANA (1781 — 1848) v r. 1817 a LOUISE AU-
GUSTINA CAUCHYHO (1789 — 1857) v r. 1821. Ten zavedl v r. 1821
i absolutni konvergenci, avSak teprve r. 1833 korektné dokézal, Ze
z absolutni konvergence fady plyne jeji konvergence. NIELS HEN-
RIK ABEL (1802 — 1829) presto napsal r. 1826 (kromé zakladni
prace o konvergenci binomické fady) v dopise z Francie téchto né-
kolik ¢asto citovanych radek: Divergentni 7ady jsou ddabelskym vy-
myslem a je ostudné zaklddat na nich jakykoli dikaz. Pomoci nich
lze odvodit jakykoli potrebny zdvér, proto vedly k tolika klamnym
vysledkim a paradoxum. Stal jsem se k tomu vSemu abnormalné
pozornym, protoZe s vyjimkou geometrické Tady neexistuje v celé
matematice snad jind Tada, jejiz soucet by byl urcen korektné. Ji-
nak Teceno, v matematice maji nejdulezitéjsi véci ty nejhorsi za-
klady. Je pravda, Ze vysledky jsou vétsinou spravné, to je na tom
nejdivnéjsi. Je tedy patrné, Ze s divergentnimi radami ,se podi-
talo“. O tom svéddéi i dalsi citat, ktery pochazi od Cauchyho. Ten
napsal (...) Musel jsem vyjit z predpokladi zdéanlivé trochu tvr-
dych, napF. Ze divergentni fady nemaji soucet; viz [Cal]. Ukazme
si, jak se s divergentnimi fadami nakladalo. Tak napr. 1ze nalézt
nasledujici ukazku:

0=(1-D)+(1A-D)+A-1)+1A-1)+--
=1-14+1-14+1-1+41-1+4"--
=1+(-14+1)+(-14+1)+(-1+1)+(-14+1)+---=1.

Citujme je§té jednou, a to z prekladu prace [Bo]?:

,Jesté v roce 1830 se pokusil dokdzat autor, podepsany M. R. S.,
v Gergonnovych Annales de Mathématique (Sv. 20, & 12), Ze

2V textu ukéazky je uZito ptivodni &islovani z citovaného vydéani Bolzanovy
prace.
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znama nekonecnda rada
a—a +a —a +a —a+--- ininf.

ma hodnotu a/2; poloziv hodnotu oné fady = z, byl pfesvéd&en, Ze smi &init
zdvérr =a—a+a—a+---ininf. =a—(a—a+a—a+---in inf.), kde Fada,
uzaviend v zavorkach, je identickd s radou, kterd se ma vypocist, a tedy Ze se
miiZe znovu poloZit = z, coZz divd * = a — z, a tedy = = a/2.

Klamny z&vér tu neni skryt p¥ili§ hluboko. Rada v zdvorce nema zfejmé tyz
pocet €lend jako ta, kterd byla ponejprv poloZzena = z; ale chybi ji prvni a. Jeji
hodnota, kdyby ji viibec bylo moZno udat, by musila byt oznafena z — a, coZ
by v8ak davalo identickou rovnici z—a = z—a. ,,Av8ak pravé v tom*“ mohlo by
se treba fici, ,je néco paradoxniho, Ze tato rada, ktera neni jisté nekonecné
velkd, by neméla mit presné urditelnou, méfitelnou hodnotu, zvlasté kdyz
vznikd do nekoneéna pokralujicim délenim ¢isla a &islem 2 = 1 + 1, coz je
zplisob vzniku, ktery mluvi zcela pro to, aby jeji skute¢nd hodnota byla a/2.“

Pripomindm, Ze existence vyraz® pro veliiny, které neoznaluji
ziddnouskutednou veli¢inu, neni sama o sobé& ni¢im nepochopitelnym,
jak obecné uznavame a musime uznat u nuly. Zvlasté pak fad a, prohlasime-li,
ze o ni chceme uvazovat jako o veli¢ing, totiz o souctu jejich ¢lent, musi
byt pravé vzhledem k pojmu soultu (ktery patfi k mnoZindm, tj. k takovym
souhrniim, u nichZ neni tfeba dbit na pofadi jeho &asti) takovd, Ze nedozna
zadné zmény své hodnoty — ali provedeme jakoukoli zm&nu v poradi jejich
Elent. U veli¢in musi totiZ platit:

(A+B)+C=A+(B+C)=(A+C)+B.

Tato vlastnost nam dava jasny dikaz, Ze znak, o kterém hovofime:
a—a+a—-—a+a—a+---ininf.

neni vyrazem pro skutenou veli¢inu. NeboL na veli¢ing&, kterd je tu znéazor-
néna, bychom jist& nic nezménili, kdyby vibec n&jaka veli¢ina tim znazornéna
byla, jestlize bychom obmé&nili onen znak takto:
(1) (a—a)+(a—a)+(a—a)+---ininf.
neboll se tu nic jiného nestalo, nez Ze se dva pfimo po sobé& néasledujici Eleny
spojily v ¢astedny soulet: coZ zifejm& musi byt mozné, nebol, dan4 fada nema
vskutku mit posledni ¢len. Tim v8ak dostaneme

04+0+0+---in inf. ,

coz je zfejmé pouze = 0.
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Pravé tak se v8ak nezméni nic na veli¢iné, kterou onen vyraz predstavuje,
kdyby vskutku néjakou predstavoval, kdyZ ji pretvorime takto:

(2) - a+(—a+a)+(-a+a)+(—a+a)+--ininf. ,

kde s vyjimkou prvniho €lenu spojime vidy dva z néasledujicich ¢lend rady
v Casteny soulet, nebo také takto:

(3) —a+(a—a)+(a—a)+ (a—a)+---ininf.,

kterou obdrzime z (1), vyménime-li ¢leny kaZdého paru a na vyrazu, ktery
tak obdrZime, provedeme tutéz zmé&nu, kterou (2) vznikla z (1). Kdyby tedy
nebyl uvedeny vyraz pro veli¢inu bezpfed mé&t ny, musily by vSechny vyrazy
(1), (2) a (3) oznalovat tutéZ veli¢inu; nebol je jasné, %e predstava veli¢iny
soultu jedné a téZe mnoZiny nemize reprezentovat vice veli¢innavzdijem
riznych, jak je tomu napiiklad u predstav /+1, arcsin. = 1/2, a jinych.
Sama predstava veli¢iny, kterou mame pred sebou:

1-141-141-—1+":-+ininf.

by musila byt poloZena jak = +a, tak také = —a, neni-li zcela bezpfedmétna,
a to timtéz pravem, jakym bychom ji cht&li poloZit rovnou nule (kterou
ovem také nazyvame obvykle veli¢inou v nevlastnim smyslu); coz je Gplné
nesmyslné a opraviiuje nas k zavéru, Ze mame pred sebou zcela bezpredmétnou
predstavu. Je pravda, Ze fada, o které jsme mluvili, se jevi byt podilem, ktery
vznikne nekone¢né pokracujicim délenim &isla a ¢islem 2 = 1 + 1; ale vSechny
rady, které takto vzniknou, mohou pochopitelné pravé proto, Ze ono déleni
ponechava stéle zbytek (v naSem pfipadé st¥idavé jednou —a a jednou +a),
udévat pravou hodnotu podilu (zde a/2) nejvySe tenkrat, stavaji-li se zbytky,
vznikajici dal§im dé&lenim, men¥imi neZ jakkoli mald veli¢ina (...)*

Mnoho matematika se snazilo Bolzanem uvadénou radu, ¢asto
ve specidlnim pripadé pro a = 1, ,selist“. V pripadé, ktery uvadi
Bolzano, lze popsat postup takto: je-lil—1+4+1—-1+4---=s, pak
s=1-(1-1+1—-...) =1-s, aodtud dostavame 2s = 1, resp.
s = 1/2. Neni to v8ak jedind moznost. Dosadime-li hodnotu —1
do vzorce

(4) l-2z)t=14+z+2%+...,

dostaneme opét 1 — 1+ 1 — --- = 1/2. Tento postup uplatnil
jako prvni patrné LuiGl GUIDO GRANDI (1671 — 1742). Na zé-
kladé iivah pravdépodobnostniho charakteru se také GOTTFRIED
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WILHELM LEIBNIZ (1646 — 1716) priklanél k 1/2 jakozto hodnoté
souctu této rady. Ukazeme si dale, ze to neni az tak absurdni
vysledek.

3. Nasobeni rad. Problém nasobeni rad spociva zejména v tom,
ze dvojice cisel (k,l), k,l € Ny, nemaji zadné ,pfirozené“ poradi.
A tak je treba cleny ,formélniho“ soucinu Z(k’” arb; seradit,
pripadné uzavorkovat. Jestlize pri néjakém ,poradi vSech dvojic“
vznikld fada konverguje absolutné, vime z prvé ¢asti, ze hodnota
souctu (a tedy soucinu fad) nezdvisi na tomto zvoleném poradi.
Také neni obtizné si rozmyslit, ze pfi > |ax| = A < 00, Y |bi| =
B < o0, plati

> k] < (O lakl) - O Ibil) = AB < o0,

(k,l)eNpxNp

takze pri nasobeni absolutné konvergentnich rad zadné potize
nevzniknou. To bylo zndmo jiz Cauchymu. Oznacime-li dale pro
dvojici konvergentnich fad ) ar = s, > b, = t, pak pro

n ‘n
(5) Zak-—-sn, szztn,
k=0 k=0
zrejmeé plati, pokud bychom uzili k definici soucinu fad vztahu

(Z ak) . (Z bl) = nl_i_)rréo Syly == 8t ,

rovnost (Y ag) - (D] b)) = st. Toto je uspokojivé az na jednu ma-
lickost: je tu patrné prirozenéjsi kandidat na ,spravné definovany
souéin“. Nédsobime-li dva polynomy > ,_, arz®, 3"/~ biz!, dosta-
neme jako soucin polynom stupné nejvyse mn

aobo + (agby + albo) T+ (a0b2 +a1b; + azbo) kA

Porovnani koeficient s formuli z néasledujici definice ukazuje jistou
jeji prirozenost.
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Definice 1. Pod oznafenim Cauchyiv soucin fad ) an a y, by
rozumime fadu ) ¢, o €lenech

(6) Cn = Zakbn-—k , ME NO .
k=0

A7z potud nedochézi k neprijemnostem, ztracime pouze jistotu,
zda pro rady neabsolutné konvergentni k souctiim s, ¢, bude tento
soulin o ¢lenech definovanych pomoci (6) mit za soucet Cislo st.
A v tom je, bohuzel, ona tuSend zrada (jinak by to bylo vSe
tak jednoduché, Ze by nestdlo za to o tom psat). Konverguji-
li obé rady absolutné, je to pravda; vime, Ze to je znamo jiz
z [Cal], str. 147. R. 1826 Abel ukazal, ze konverguje-li Cauchyho
soucin fad konvergujicich k souétim s, ¢, konverguje opét k
yoctekdvané hodnoté“ st. Nasledujici priklad sestrojil Cauchy;
pochazi téz z jeho knihy [Cal]. VySetfime souéin jedné neabsolutné
konvergentni fady s toutéz radou. Polozime ay = by = 0,

an =b,=(-1)"1 = neN.

T

Pro €leny ¢, Cauchyova souéinu ) ¢, dostavame (uzZijeme opét
schematicky zapis)

0+0+1-

1 1 1 1
ﬁﬁ+ﬂﬁ>+(ﬁﬁ+ﬁﬁ+")‘

a tedy obecné plati pron > 1

Cn = arbp—r = (-1)"
kzzok k )Z\/n—_-—\/'

Odtud vyplyva odhad

n—1
on/= Z VEk(n —k) ; n—l)(n—l)
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To v8ak znamend, zZe neni splnéna nutnad podminka konvergence
cn — 0 a Cauchytv soucin téchto dvou stejnych (konvergentnich!)
fad diverguje (dikaz divergence je v této formé prevzat z [Str]).
V souvislosti s takovymi jevy je vhodné zavést obecnéjsi
metody urceni souctu rady, které kazdé konvergentni radé priradi
jeji soucet a kromé toho dokazi do jisté miry smysluplné priradit
ysoucet (dokonce koneCny) i nékterym radam divergentnim.
Obecné je nazyvame scitaci metody a pokud opravdu takto
rozSifuji pojem konvergence, fikdme jim reguldrni s¢itaci metody.

Dokonceni pristé

.
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