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40 | Pomicky pro vyuku I

MODELOVANI PRAVIDELNEHO
DVANACTISTENU (2)

MARIE KUPCAKOVA

Ve 3. Cisle minulého ro¢niku Ucitele matematiky jsme sledo-
vali konstrukci pravidelného dvanactisténu — dodekaedru z méné
zndmého mnohosténu, ktery se v angli¢tiné oznacuje jako trape-
zohedron a Cesky jsme jej nazvali routa. Jak uvadi F. Knoflicek
v [1], byl objevitelem dodekaedru Theaitetos z Athén (asi 410 —
368 pr.n.l). Tézko dnes vystopujeme, jakou cestou tento vyznamny
recky matematik doSel ke svému objevu, mozna ze provadél expe-
rimenty podobné tém, se kterymi bych Vas rdda seznamila.

Pripomenme si, ze pravidelny dvanactistén je konvexni mno-
hostén, jehoz stény jsou navzajem shodné pravidelné pétithelniky
a v kazdém vrcholu se sbihaji pravé tri hrany. Oznac¢ime-li po-
Cet stén s, pocet vrcholi v a pocet hran h, pak s = 12, v = 20,
h = 30. Dvanactistén, jako kazdy konvexni mnohostén, spliuje
Eulertiv vztah s+v = h+ 2. Sit pravidelného dvanactisténu tvori
12 shodnych pétithelnika (obr. 1). Papirovy model byl soucasti
prilohy zminéného ¢isla ¢asopisu. Mizete si jej vickrat okopirovat
a pouzit pro sestaveni papirovych modeli.

Obr. 1
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Hranovy model

Velmi jednodu$e lze vytvofit tzv. hranovy model (obr. 2),
méme-li zdkladni pfedstavu o mnohosténu: PFipravime si kuli¢ky
modeliny JOVI (vrcholy modelovaného télesa) a oboustranné
zahrocend péaratka stejné délky (hrany). Vymodelujeme hranici
jedné stény — pravidelny pétithelnik a do kazdého vrcholu
zabodneme dalsi $pejli. Pfidame dalsi vrcholy a hrany tak, aby
se uzaviela spodni ,miska“. Vime, Ze se musi v kazdém vrcholu
sbihat stejny pocet hran (tedy vzdy 3) a Ze vS8echny stény budou
pétithelnikové, a tak miZeme model postupné dokonéit. Zjistime
pritom, Ze konstrukce neni pevnd. Tvary stén proto peclivé
poopravime. Lze pouZit i na vzduchu tvrdnouci modelinu JOVI a
vyschly model se miiZe stat ucebni pomuckou.

Obr. 2

Papirové modely
a) dvojdilny model

Pripomenme, Ze routu jsme modelovali oto¢enim rovinové sou-
mérnych jehlanovych prostori kolem osy spojujici jejich vrcholy.
Pravidelny dvanactistén, ktery ziskdme z routy odfiznutim téchto
vrcholi, bude tedy ,,oto¢ené soumérny“. Mizeme jej proto vymo-
delovat ze dvou shodnych ¢asti — misek, které jsou pootoceny
o 36° (obr. 3). Sit misky na obr. 4 je jiz doplnéna zalozkami na
slepeni. Pokud pres slozeny model prevlékneme gumicku, ponecha
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si dvanactistén svij tvar.

a‘ oS 8 "‘7' { 4
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Obr.3 Obr. 4
b) barevny papirovy model

Stanovme si jako kol pripraveny model ,pravidelné vybarvit®,
tedy obarvit stény dvanactisténu minimalnim pocétem barev, ale
tak, aby se podél zadné hrany nesetkaly dvé stejné barvy. K re-
Seni ulohy uzijeme tzv. Schlegeliv diagram. Jeho prostorovou in-
terpretaci si mizeme pfedstavit takto [2]: Zvolme v roviné jedné
stény mnohosténu primétnu a stfed promiténi ve vhodné vysce
nad protéjs$i rovnobéznou sténou. Tato sténa se pak promitne jako
velky pétiahelnik, uvnitr kterého lezi obraz oné stény v primétné.
Vsechny dalsi stény a hrany se stfedové promitaji dovnitr ob-
rysového pétithelniku (obr. 5). Incidenéni vztahy zlstanou za-
chovéany. Do Schlegelova diagramu snadno doplnime symboly pro
barvy stén (obr. 6). Pozor vSak pfi pfeneseni barev na papirovy
model dodekaedru! Stfed promitani byl nad sténou, jejiz barva je
oznacena 3, proti ni lezi sténa s barvou 1 na vnéj$im povrchu papi-
rového modelu! Planek pravidelného vybarveni sité dvanéctisténu
je pripraven v obr. 7.

c) Zebrovy model

Dokonalé kresby zebrovych modeli mnohosténi najdeme i
v dilech velikdna vSech uméni Leonarda da Vinci — viz posledni
strana v Gvodu citovaného ¢isla Ucitele matematiky. AvSak i
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tento nakresleny (peclivé vyrysovany) dodekaedr autor asi nejprve
vymodeloval — vyrezal a sestrojil. Papirové Zebrové modely maji
tu vyhodu, Ze je lze sestavit velmi snadno a mohou plnit Glohu
modelid driténych — predvadét vzdjemnou polohu hran a vrchold,
bez toho, Ze by je zakryvaly neprihledné stény.

Papirovy zebrovy model (obr. 8) sestavite z pfilohy — pfedem
vSak bude nutné vyriznout pétithelnikové plochy uvnitr.

Obr. 5 Obr. 6

Obr. 7
d) zrcadlovy model

Efektni model si pripravime, uvédomime-li si, Ze pravidelny
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dvanactistén je rovinové soumérny. Rovinou soumérnosti je pritom
vzdy rovina uréend dvojici rovnobéznych hran (jsou to hrany
stfedové soumérné, jejich poloha v prostoru se da odvodit i ze
vzniku routy). Tato rovina tedy prochazi hranami télesa a osami
soumérnosti pétithelnikovych stén, které protina. Rozstfihneme-li
zebrovy model podél protéjSich hran a ve stfedech dalSich dvou
hran (obr. 9), mame zrcadlovy model pfipraveny. Staci jej prilozit
ke sklu knihovni¢ky ¢i k zrcadlu a cely dvanéctistén se jako
zazrakem ,dokresli“.

Obr. 8 Obr. 9

Plny model

Modelovani, které nyni popisi, mé sice blize k praci sochare nez
matematika, probouzi v8ak zivy zajem studentt. Cilem je vymo-
delovat pravidelny dvanactistén jako téleso ,plné“, ne jako sjedno-
ceni mnohothelniki nebo hran. Prichystame si z modeliny JOVI
kouli o priméru asi 3,5 cm. Lehce na ni za¢neme kreslit dvanact
sférickych shodnych pravidelnych pétithelniki s odhadnutou dél-
kou strany. Kresbu korigujeme, az jsme s vysledkem spokojeni.
Odrezeme dvanéact kulovych vrchlikii a méame v ruce hraci kostku
ve tvaru dvanactisténu, ti nejSikovnéjsi ve tvaru pravidelného dva-
nactisténu. S modelem si miZeme déle pohrat: odrezeme vrcholy
mnohosténu a obdrzime tzv. ,ofezany dvandctistén®, ktery patii
mezi Archimédovské mnohostény.

P1i modelovani dvanéactisténu jsme nékolikrat narazili na shod-
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né zobrazeni v prostoru. Néstin klasifikace shodnosti v prostoru
najde Ctendr ve stiedoSkolské ucebnici stereometrie [5]. Pokusme
se odpozorovat z modeli vSechna shodna zobrazeni v prostoru,
v nichZ dvandctistén prejde sdm na sebe.

Jiz jsme uvedli, Ze dvanactistén je rovinové soumérny. Rovinu
soumérnosti urcuji kazdé dvé rovnobézné hrany. Existuje tedy
30 : 2 = 15 rovinovych soumérnosti, ve kterych se mnohostén
zobrazi sdm na sebe. VSimnéme si, Ze dvandctistén je stredové
soumérny. Stfedova soumérnost je pouze jedna, stied soumeérnosti
je stfed mnohosténu, ktery je zaroven stiedem kulové plochy jemu
opsané i vepsané.

V prvém — dvojdilném papirovém modelu jsme na télese
objevili oto¢enou soumérnost. Uvedli jsme, Ze misky jsou otoceny
0 36°. Podivejme se na obr. 3 jesté jednou. Je zfejmé, Ze jsme mohli
jednu misku oproti druhé otocit také o 108°, 180°, 252° ¢i 324°.
Tedy pro zvolenou osu rotace existuje pét moznosti, ale takovych
os spojujicich stredy protéjsich rovnobéznych stén najdeme Sest,
celkem tedy dostaneme 5 - 6 = 30 otofenych soumérnosti. VSech
46 napocitanych shodnosti jsou shodnosti nepfimé — nelze je
provést manipulaci v trojdimenziondlnim prostoru (u rovinové
soumérnosti ndm pomohlo zrcadlo). Pokusme se uréit vSechny
primé shodnosti, tj. otoceni, kterd prevadéji dvanactistén na sebe
— tzv. ,,zédkrytové pohyby“. Mezi takovato zobrazeni patii jisté i
identita, kterd je pouze jedna. Dale najdeme tri skupiny otaceni
kolem osy: Dvanactistén mizZeme otacet kolem spojnic protéjsich
vrcholt (os rotace je tedy 20 : 2 = 10), a to vzdy o 120° nebo
240° , tedy 10 - 2 = 20 zobrazeni. Dvanactistén lze také otacet
kolem spojnic stfedl protéjsich hran (30 : 2 = 15) vzdy o 180°,
to je tedy 15 dalSich zobrazeni. Téleso mizeme otacet také kolem
spojnic stfed proté&jsich stén (os rotace je tedy 12 : 2 = 6) a
to vzdy o 72°, 144°, 216° nebo 288°. Celkem pfibylo 6 -4 = 24
zobrazeni. Napocitali jsme 60 zdkrytovych pohybid (vynechavali
jsme identicka otoceni). V knize [4] se miZeme poudit, Ze grupa
otafeni'dvandctisténu je izomorfni s grupou zakrytovych pohybt
dvacetisténu.

Pti reSeni posledniho tkolu jsme se opirali o zkuSenosti nabyté
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pfi modelovani dodekaedru. Kdybyste vSak neméli chut naznacené
otazky teoreticky re$it, pouze si hrat a pravidelny dvandctistén
modelovat, véfte , i to stoji za to. Modelovéani, jak jsme je v naSich
uvahéch predstavili, se nam jevi jako zajimava ¢innost, ktera vede
k objevovani i netrividlnich vlastnosti geometrickych atvari.
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