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MATEMATICKA OLYMPIADA

Ve dnech 28.-31. 3. 2004 se v Pferové uskutecnilo celostatni
kolo 53. roéniku matematické olympiddy kategorie A. Zverfejnu-
jeme zadani a FeSeni tiloh, seznam vitézi a Gspésnych fesiteld.
Soudasné zvefejiiujeme tlohy prvniho kola pfistiho roéniku Mate-
matické olympiady, kategorii A, B, C, pro skolni rok 2004-2005.

Ulohy celostatniho kola 53. ro¢niku
matematické olympiady
Prerov 28. — 31. bfezna 2004

1. Urcete vSechny trojice (z,y, z) redlnych ¢isel, pro néz plati

8 8 8
m2+y2+z2§6+min{x2——4, yz—-—-‘-f, zz———4}.
I y z

(J. Svréek)

ReSeni. Vyhovuje-li néjaka trojice (z,y, z) € R® (zyz # 0) pod-
minkam tlohy, je feSenim nasledujici soustavy nerovnic

8 8
2 +y’ +2° <6+2% - —, ~+y*+2° <6
x T
8 8
:c2+y2+z2§6+y2-—;4-, tj. a:2+-g-lz+22§6,
2 2 2 2 8 2 2, 8
z+y +2<6+2° - —, z“+y“"+ — <6.
z &

Sectenim vsech tii nerovnic této soustavy dostaneme nerovnici

8 8 8
<$—4+x2+m2)+ <E+y2+y2)+ (;+22+z2> < 18

Vyrazy v kazdé ze tfi zavorek na levé strané 1ze odhadnout uzitim
nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem trojice
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kladnych éisel. Obdrzime tak postupné

8 8 8
18 > +:z: +2% ) + +y +y? )+ ——4-+z +22) >
8
\/— 2. m2+3{’/ Y2y +3\/7 z%. 2% =18,

Odtud plyne, Ze v kazdé ze tf¥i pouzitych nerovnosti mezi arit-
metickym a geometrickym priimérem nastane rovnost, takze pfi-
slusna trojice ¢isel ma vZdy t¥i stejné slozky. Musi tedy soucasné
platit

8 8 8

':;Z=m2) 54—=y2) ?4-=22,
iry

z8 =y® =28 =38.

Z posledni podminky bezprostfedn€é plyne

(1?, Y, Z) = (61\/5) 82\/§a 53\/5)7 (1)
kde g; € {—1;1} proi =1,2,3.
Vzhledem k uzité disledkové Gipravé je nutno provést zkousku, po-

moci niz zjistime, Ze vSech 8 trojic redlnych éisel uréenych vztahem
(1) vyhovuje podminkam tlohy.

Jiné FeSeni. Necht trojice (z,y, z) € R® (zyz # 0) je fesenim
dané dlohy. Oznac¢me

A = min {z?, 9%, 2%} > 0.

Potom plati

8 8 8 8
min 2 2 2
{m __g;‘l’y ——yq:’z z4} A__42

Proto téz

A+ A+A<z®+9y2+22<

8 8 8 8
: 2 2 2
<6+m1n{:z: Y - 2 4}_6 A =
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Po tpravé dostaneme nerovnost, jejiz pravou stranu odhadneme
uZitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primeérem:

8 5] 8

To znamend, Ze ve vSech uzitych nerovnostech musi nastat rov-
nost, proto
2=A=Q;2=y2=z2_
Zkouskou opét ovéfime, Ze viechny trojice uréené vztahem (1)
jsou feSenim zadané nerovnice.

2. Pro libovolné pfirozené éislo n sestavme z pismen A a B vSechna
mozné ,slova® délky n a oznaCme p, pocCet téch z nich, ktera
neobsahuji ani ¢tvefici AAAA po sobé jdoucich pismen A, ani
trojici BB B po sobé jdoucich pismen B. Urcete hodnotu vyrazu

DP2004 — P2002 — P1999
P2001 + P2000

(R. Kudera)

ReSeni. Pocet vyhovujicich slov délky n, ktera konéi pismenem
A, resp. B, ozna¢me a,, resp. b,. Plati

Pn = Gn + by. (1)

Necht n > 4. Vyhovujici slovo konéici pismenem A mé jednu
z koncovek BA, BAA, nebo BAAA. Poéet slov prvniho typu je
b1, druhého typu b,_2, tfetiho typu b,_3. Proto

n =bp_1+by_2+ bn—-3: (2)

Podobné pro n > 3 ma vyhovujici slovo kon¢ici pismenem B jednu
z koncovek AB, ABB, tudiz

bp =an_1+ an_2. (3)
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Necht dile n > 6; kazdé z &isel b; ve vztahu (2) vyjadfeme
pomoci (3), dostaneme tak

an = bn——l = bn—2 -+ bn—3 =
= (an—2 + an—3) + (@n—3 + an—4) + (@n—s + an-5)= (4)
= ap-2+2an_3 +20n_4+ @n—s.

Podobné dostaneme

bp =0n_1+8p_2=
= (bp—2 + bpn—3 +bn—g) + (bn—3+ bn—s + bn-s) = (5)
=bn_2+2bp_3+ 2bp_4 + bn_s.

Sedtenim vztahd (4) a (5) dostaneme dle (1)
Pn = Pn—2+ 2Ppn—3 + 2Ppn—4 + Pn—s.
Proto pro libovolné pfirozené éislo n > 6 plati

Pn — Pn—-2 — Pn-5
Pn—3 + Pn—4

=2

tudiz zadany zlomek ma hodnotu 2 i pro n = 2004.

3. V roviné je dana kruznice k a 121 jejich secen pi1,p2,...,p121-
Uvnitf této kruZznice je na kazdé pfimce p; dan bod A;. Dokazte, zZe
na kruznici k existuje bod X takovy, zZe Gsecka A; X svird s pfim-
kou p; Ghel mensi nez 21° pro nejméné 29 riznych indexi z.

(J. Simsa)

ResSeni. Pro libovolné i, 1 < i < 121, oznaéme M; mnoZinu
vSech bodd X kruZnice k, pro néz tsecka A;X svird s odpovi-
dajici pfimkou p; ihel velikosti mensi nez € = 21°. Mnozina M; je
zfejmé tvofena dvéma oblouky X;Y; a U;V; (obr. 1). Obéma uva-
Zzovanym obloukdm kruZnice k odpovida dvojice stfedovych ahld
X;SY; a U;SV;, kde S je stfed dané kruZnice k. UkdZeme, Ze pro
kazdé i € {1,2,...,121} plati [I X;SY;| + |QU;SV;| = 4e = 84°.
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Obr.1

V trojahelniku A;Y;U; je soucet velikosti vnitfnich hld pfi
vrcholech Y; a U; roven velikosti vedlej$iho thlu pfi vrcholu A;,
tj. 2. AvSak soucet obou uvaZovanych vnitfnich Ghld v troja-
helniku A;Y;U; je roven souctu obvodovych Ghli odpovidajicich
obloukim X;Y; a U;V;. Ze vztahu mezi obvodovym a stfedovym
thlem dostavame

X X:SY;| + |[JU:SVi| = 2 - 2 = 4e = 84°.

Celkové tak 121 uvazovanym tétivim p; a jejich bodim A; odpo-
vida 121 dvojic obloukl X;Y; a U;V; kruznice k s celkovou oblou-
kovou délkou 121 - 84° = 10164°. Pokud kazdy bod X kruznice
k nalezi nejvyse 28 mnozinam M;, musi byt uvedeny soucet vsech
obloukovych délek nejvyse roven 28 - 360° = 10 080°, coz neplati.
Proto existuje aspon jeden bod kruZnice k, ktery nilezi soucasné
aspon 29 mnozinam M;, coZ jsme méli dokazat.

Pozndmka. Ze ob&ma. obloukiim X;Y; a U;V; odpovida dohro-
mady stfedovy thel 4¢, nahlédneme snadno i z obr. 2, nebot ob-
louky U]Y; a U;V; jsou shodné.
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Obr. 2

4. Zjistéte, pro ktera pfirozena c¢isla n je soucet

n n n
ﬂ + .é.i + o + ;L_!.
cislo celé.

(E. Kovd?)
ReSeni. Pro n = 1,2,3 je dany soudet roven celym ¢&isltim 1,

3, resp. 5. Pfedpoklddejme proto déle, ze n > 3. Jednoduchou
Upravou dostaneme

L RN I L IS
2 (n=2!" (m—-1)} " n!
_nn-1)-...-24+nn-1)-...:34+---+n(n—1)+n+1

(n—1)!

Je-li posledni zlomek celé ¢islo, je nutné ¢islo n — 1 délitelem jeho
Citatele. Proto je ¢islo n — 1 délitelem ¢isla n+ 1. ProtozZe nejvétsi
spolecny délitel dvou ¢isel je délitelem i jejich rozdilu, je nejvétsi
spole¢ny délitel ¢isel n — 1 a n + 1 délitelem cisla 2, takze n — 1 €
€ {1, 2}, coZ je ve sporu s pfedpokladem n > 3.
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Dany souéet je celé &islo pro pfirozena é&isla n z mnoziny {1, 2, 3}.

5. Necht L je libovolny vnitfni bod kratsiho oblouku C'D kruzZnice
opsané ¢tverci ABCD. Ozna¢me K prusecik pfimek AL a CD,
M prisecik pfimek AD a CL a N priseéik pfimek MK a BC.
Dokazte, Ze body B, L, M, N lezi na téZe kruZznici.

(J. Svréek)

Reseni. Uhlopfitka AC je primérem kruZnice opsané étverci
ABCD, takze podle Thaletovy véty je ithel ALC pravy (obr. 3).
Bod K je tak prisecikem vysek CD a AL v trojahelniku ACM,
takze i pfimka M K je kolma na AC a protinad stranu BC daného
¢tverce v jejim vnitfnim bodé N, nebot MK || DB.

# N B
L =F
M D A
Obr. 3

Nyni lze tvrzeni lohy dokazat né€kolika zptlisoby.

1. Ctyttahelniky BCLD a KLM D jsou tétivové, proto podle véty
o obvodovych thlech postupné plati

|XNBL| = |3CBL| = |4CDL| = |¥KDL| = |YIKML| = |INML|.

Protoze body B a M lezi v téZe poloroviné vytaté pfimkou N L,
lezi body B, L, M, N na téZe kruZnici.
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2. Protoze M N || DB, je |XMNC| = 45°, rovnéz thel BLC nad
tétivou BC kruZnice k ma velikost 45° (obr. 4), je tedy [ BLM| =
= |[{BNM| = 135°. Body L a N zfejmé lezi v téze poloroviné
vytaté pfimkou M B, proto lezi body B, L, M, N na téZe kruZnici.

C N B
L 7
M D A
Obr.4
C N B
\2]
P
L/
N
M D A
Obr.5

3. Oznac¢me P patu vysky z vrcholu M na stranu AC a uvaZujme
¢tytthelniky ABNP, APKD a DKLM (obr. 5). Podle Thale-
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tovy véty jsou vSechny t¥i étyFahelniky tétivové. Vrchol C daného
ctverce ABCD lezi vné kazdé ze t¥i kruZnic opsanych uvazovanym
tétivovym Ctyfahelnikiim, takZe uZzitim véty o mocnosti bodu C
ke kruznicim opsanym po fadé ¢tyfahelnikim ABNP, APKD,
DK LM obdrzime nasledujici tfi rovnosti
ICN|-|CB| =|CP|-|CA],
|CP|-|CA| = |CK|-|CD]|,
|ICK|-|CD| =|CL| - |CM],
z nichZ bezprostfedné vyplyva rovnost
|CN|-|CB|=|CL|-|CM]|.
Odtud jiz plyne, ze body B, L, M, N lezi na téze kruznici.
6. Necht R znadi mnoZinu v8ech kladnych redlnych éisel. Urcete

viechny funkce f: R4y — Ry, které pro libovolna kladna déisla z,
y spliiuji rovnost

2*(f(z) + f(y)) = (= +y)f(f(z)y)-
(P. Kariovsky)

Reseni. Necht f je libovoln4 z hledanych funkci. Ozna¢me f(1) =
= p, vzhledem k podminkam tlohy plati p > 0.
V daném vztahu poloZme z = 1, y = 1. Po (pravé dostaneme

p=f(p). (1)

V daném vztahu dale poloZme z = p, y = 1. Potom

P’ (f(p) +p) =@+ 1)f(f())

a podle (1) vyjde

2p® = (p+ 1)p.
Tato algebraicka rovnice ma tfi realné kofeny —%—, 0, 1. Jediny
kofen vyhovujici podmince p > 0 je p = 1, tedy

f1)=1. (2)
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Necht ¢ je libovolné kladné reilné ¢islo. V daném vztahu poloZzme
z =1, y = t, takZe vzhledem k (2) dostaneme

1+ f(t) = (1 -+ t)f(t)
Odtud po tpravé

1
f)=7. ©
Dosazenim snadno ovéfime, ze funkce f(t) = 1/t vyhovuje
rovnici ze zadani.
Funkce urcena vztahem (3) je jediné feSeni dané lohy.
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Vysledkova listina celostatniho kola 52. roéniku MO
kategorie A

Vitézové:

1.2,

Alexandr Kazda
Pavel Kocourek

Frantisek Konopecky

Jaromir Kuben
Jan Molacek
Vitézslav Kala
Sven Drazan

Toméas Gavendiak
Marek Pechal

2 vV v

Dalsi tispésni resitelée:

10~11.

12.~13;

14.-15.

16.-17.

18.
19.-21.

Jana Fabrikova
Jan Kretinsky
Jakub Oprsal
Michal Rychnovsky
Stanislav Basovnik
Jan Uhlik

Tomés Hebelka
Alexandr Picha
Ondfej Kfivanek
Tereza KlimoSova
Ivo Machek

Radek Moravec

8/8
3/4
7/8
2/4
4/4
4/4
4/4
4/4
6/8

4/4
8/8
2/4
3/4
7/8
2/4
8/8
2/4
7/8
8/8
4/4
5/6

G Praha, Nad Aleji
SPSST Praha, Panska
GLJ Holesov, Palackého
G Brno, tf. Kpt. Jarose
GJKT, Hradec Kralové
G Brno, tf. Kpt. Jarose
G Brno, tf. Kpt. Jarose
GMK Bilovec

G Zlin, Lesni ¢tvrt

G Brno, tf. Kpt. Jarose
GML Brno, Zizkova

G Brno, tf. Kpt. Jarose
G Brno, tf. Kpt. Jarose

G Krométiz, Masarykovo nam.

GMK Bilovec

G Brno, Videriska

G Brno, tf. Kpt. Jarose

G Ttebi¢, Masarykovo nam.
G Lanskroun

GJKT, Hradec Kralové
GBN, Hradec Kralové

42
42
41
41
41
39
38
38
38

30
30
28
28
23
23
22
22
19
18
18
18



242 MATEMATICKA OLYMPIADA

ZADANI PRO SKOLNI ROK 2004-2005
Kategorie A

A-I-1. Neprazdnou mnozinu pfirozenych pfirozenych cisel na-
zveme malou, kdyZ ma méné prvki, nez je jeji nejmensi prvek.
Urcete pocet vSech malych mnozin M, které jsou podmnoZiny
mnoziny {1, 2,3,...,100} a maji tuto vlastnost: patfi-li do M dvé
rizna ¢isla x a y, patfi do M rovnéz éislo |z — y|.

(J. Féldes)

A-I-2. Necht M je libovolny vnitfni bod kratsiho oblouku CD
kruznice opsané ¢tverci ABCD. Ozna¢me P, R pruseciky pfimky
AM po tadé s tGseckami BD, CD a podobné @, S priseciky
primky BM s useckami AC, DC. Dokaizte, ze pfimky PS a QR
jsou navzajem kolmé.

(J. Svréek)

A-I-3. Necht k je libovolné pfirozené ¢islo. Uvazujme dvojice
(a,b) celych ¢isel, pro néz maji kvadratické rovnice

2 — 20+ b=0, v+ 2ay+b=0

realné kofeny (ne nutné riizné), které lze oznalit =,z resp. yi 2
v takovém poradi, Ze plati rovnost 1y, — z2y2 = 4k.

a) Pro dané k urdete nejvétsi moznou hodnotu b ze vSech ta-
kovych dvojic (a,b).

b) Pro k = 2004 urcete pocet vSech takovych dvojic (a,b).

c) Pro dané k vypoctéte soucet &isel b ze vSech takovych dvo-
jic (a,b), pficemz kazdé cislo b se pricita tolikrat, v kolika
dvojicich (a, b) vystupuje.

(E. Kovdc)
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A-I-4. Dané aritmetické posloupnosti (z;)$2; a (y;)$2, maji stejny
prvni ¢len a nasledujici vlastnost: existuje index k (k > 1), pro
ktery plati rovnosti

37% - ylzc = 33, 33%—1 - yl%—1 =78, -’Bi+1 - y13+1 = 27.

Najdéte vSechny takové indexy k.
(V. Balint)

A-I-5. V lichobézniku ABCD (AB || CD) plati |AB| = 2|CD|.
Oznacme F stfed ramene BC. DokaZte, Ze rovnost |AB| = |BC|
plati, pravé kdyz ctyfihelnik AECD je teénovy.

(R. Horensky)

A-I-6. Najdéte vSechny funkce f (0,+o00) — (0,+0o0), které vy-
hovuji soucasné nasledujicim tfem podminkam:

a) Prolibovolnd nezdpornd redlna ¢isla z, y takova, ze z+y > 0,
plati rovnost

f(mf(y))f(y)=f< Y >;

rT+y
b) (1) =0;
c) f(z) > 0 pro libovolné z > 1.

(P. Caldbek)
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Kategorie B

B-I-1. Uréete viechny dvojice (a,b) reilnych &isel, pro které ma,
kazda z rovnic

?+ar+b=0 22+ (2a+1)r+2b+1=0

dva rizné reilné kofeny, pfi¢emz kofeny druhé rovnice jsou pre-
vracené hodnoty kofentl prvni rovnice.

(E. Kovdd)

B-I-2. Je dan rovnobéznik ABCD. Pfimka vedend bodem D pro-
tina isecku AC v bodé G, tsecku BC v bodé F' a polopfimku AB
v bodé F tak, Ze trojihelnik-y BEF a CGF maji stejny obsah.
Urcete pomér |AG| : |GC]|.

(T. Jurik)

B-I-3. Na stole lezi £k hromadek o 1,2,3, ...,k kamenech, kde
k > 3. V kazdém kroku vybereme tfi libovolné hromadky na stole,
slou¢ime je do jedné a pridame k ni jeden kamen, ktery na stole do-
sud nelezel. Jestlize po nékolika krocich vznikne jedind hroméadka,
neni vysledny pocet kamend délitelny tfemi. DokazZte.

(J. Zhou)

B-I-4. Ozna¢me V priisecik vySek a S stfed kruznice opsané
trojahelnik-u ABC, ktery neni rovnostranny. Pokud ma thel pfi
vrcholu C velikost 60°, je osa tthlu AC B osou Gsecky VS. Dokazte.

(J. Zhouf)

B-1I-5. V oboru redlnych ¢isel feste rovnici

T _5fa:—7
z+4 T7[z-5
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kde [ z oznaduje nejvétsi celé &islo, jeZ neprevysuje &islo  (tzv. dolni
celou ¢dst realného éisla z). J. Simsa

B-I-6. Do kruznice k o poloméru r jsou vepsany dvé kruznice k1,
k2 o poloméru %r, jez se vzajemné dotykaji. Kruznice [ se vné
dotyka kruznic ki, k2 a s kruZnici k méa vnitfni dotyk. KruZnice
m ma vnéjsi dotyk s kruZnicemi k; a ! a vnitini dotyk s kruZznici
k. Vypoctéte poloméry kruznic [ a m.

(L. Bocek)

Kategorie C

C-I-1. Necht a, b, ¢, d jsou takova reilna ¢isla, Ze a +d = b+ c.
Dokazte nerovnost

(a—b)(c—d)+(a—c)(b—d)+(d—a)(b—c) >0.
(E. Kovdc)

C-I-2. Zjistéte, pro kterd pfirozend ¢isla n (n > 2) je mozno
z mnoziny {1,2,...,n— 1} vybrat navzdjem rizna suda ¢isla tak,
aby jejich soucet byl dé€litelny cislem n.

(J. Zhouf)

C-I-3. V libovolném konvexnim ¢tyfihelniku ABCD ozna¢me F
stfed strany BC' a F' stfed strany AD. Dokazte, Ze trojihelnik-y

AED a BFC maji stejny obsah, pravé kdyz jsou strany AB a CD
rovnobézné.

(J. Simsa)

C-I-4. T¥i étyfmistna cisla k, [, m jsou stejného tvaru ABAB
(tj. ¢islice na misté jednotek je stejna jako Cislice na misté stovek
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a Cislice na misté desitek je stejnd jako Cislice na misté tisicd).
Cislo | méa &islici na misté jednotek o 2 vét3i a &fslici na misté
desitek o 1 mensi ne% &islo k. Cislo m je souctem &isel k a | a je
délitelné deviti. Urcete vSechna takova cCisla k.

(T. Joska)

C-I-5. Urcete pocet vSech trojic dvojmistnych pfirozenych cisel
a, b, c, jejichz soucin abc ma zapis, ve kterém jsou vsSechny cislice
stejné. Trojice lisici se pouze pofadim cCisel povazujeme za stejné,
tj. zapoditavame je pouze jednou.

(J. Simsa)

C-I-6. V trojahelnik-u ABC se stranou BC délky 2cm je bod
K stfedem strany AB. Body L a M rozdéluji stranu AC na t¥i
shodné tsecky. Trojihelnik K LM je rovnoramenny a pravouhly.
Urcete délky stran AB, AC vsech takovych trojihelnik-t ABC.

(P. Leischner)



