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NEPORADKY

EMIL CALDA

Donedavna jsem si myslel, Ze k odvozeni vzorce pro pocet ne-
poradki z n prvki, tj. vzorce

e (CDF
Dn—n!z I
k=0

je zapotfebi znat princip inkluze a exkluze. Teprve letos koncem
unora jsem zjistil, Ze to nutné neni, a protoze si své ,objevy"“
nenechdvam pro sebe, davam ho timto pedagogicko-matematické
veiejnosti na védomi.

Nepotadkem z prvki ap,as,...,a, budeme nazyvat kazdou
permutaci z téchto prvki, ve které pro Zadné ¢ prvek a; neni v této
usporadané n-tici na i-tém misté. Znamena to, Ze kazdému z da-
nych n prvkl je v kazdé jejich permutaci zakdzana pravé jedna
pozice, kterad je pro kazdy prvek jina.

Pocet nepotfadki z n prvki budeme znadit D,, (derangement
— nepofadek). Plati napf. D3 = 2, nebot ve vSech 3! permutacich
ze tfi prvkid a;, a2, a3 existuji pravé dva nepotfadky: (a2,as,a;)
a (as,a1,az2); zfejmé je D; = 0, D, = 1. Snadnou (a znamou)
uvahou odvodime pro D,, rekurentni vzorec.

Nepotadky z prvki ay, as,...,a,, n > 2, kterych je D, rozlo-
zime na n—1 disjunktnich tfid podle toho, ktery z prvki as, as, ..., an
v nich je na prvnim misté (prvek a; byt prvni nemize); uréime po-
¢et neporadki v libovolné z téchto t¥id, tfeba v té, ktera obsahuje
neporadky zadinajici prvkem a,. Tyto nepofddky jsou dvojiho
druhu:

a) na 1. misté je prvek a,, a na n-tém je prvek a,,

b) na 1. misté je prvek a, a na n-tém prvek a; neni.

Pocet neporadkul typu a) je ziejmé D,,_o: v kaZzdé permutaci
jsou dvé mista obsazena prvky a,, a; a zbyvajici n — 2 mista
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jsou obsazena tak, Ze prvek a; neni na i-tém misté pro Zadné
1 =23,-..,0—1.

Poéet neporadkil typu b) je zfejmé D,_;: v kazdé permutaci
je jedno misto obsazeno prvkem a,, a kazdému ze zbyvajicich n—1
prvki je zakdzana pravé jedna pozice, ktera je pro kazdy z nich
jina.

Pocet neporadki z danych n prvki, ve kterych je prvek a, na
prvnim misté, je tedy roven souctu D,_; + D,_3, a protoze to
plati pro kaZzdou z n — 1 uvedenych tfid, mame vysledek:

Pro vSechna n > 2 plati

Dy = (n ~= 1)(Dn—l . Dn—2) )

z pocdateénich podminek D; = 0 a D; = 1, tak miZeme uréit D,
pro libovolné n.

Stoji za povSimnuti, Ze stejny rekurentni vzorec plati i pro
pocet permutaci z n prvk.

P(n)=(n—-1)[P(n—1)+ P(n—2)];

podateéni podminky jsou ovSem jiné: P(1) =1, P(2) = 2.
Ziskany rekurentni vzorec pro D, nyni upravime na tvar

Dp, —nDp_; = “‘[Dn—l - (n - l)Dn—-2]

a postupné dosadime n = 3,4,...,n — 2,n — 1. Dostaneme tak
nasledujicich n — 2 rovnosti:

D3 — 3Dy = —(Dy, —2D,) ,
Dy —4D3 = —(D3 — 3D5) ,

Dy_2 - (n = 2)Dn—-3 = _[Dn—3 - (n - 3)Dn—4] )
Dp_1 - (n - l)Dn—2 = ‘_[Dn-2 - (n - 2)Dn—3] )
Dn == nDn_l = _[Dn-—l - (n - 1)Dn_2] c



172 EMIL CALDA

Z rovnosti soudinu levych stran a soucinu pravych stran téchto
rovnosti dostaneme po zkraceni a tipravé

Dy —nDyp_y = (-1)""*(D, — 2Dy) ,
D, =nDp_1 + (-1)"
Mame tak dalsi rekurentni vzorec, ktery plati, jak se 1ze presvédcit,

pro vSechna n > 1. Z tohoto vzorce uz pomérné snadno ziskame
explicitni vyjadieni pro D, ; jeho Gpravou na tvar

D, Dnpy _ (-1)
nl  (n—-1)!  nl

a postupnym dosazenim n = 2,3,...,n — 1 vznikne nasledujicich
n — 1 rovnosti:

D, Di- (-1)

21 1 2t
Dy Dy _ (-1)3
ET ]

D'n—l Dn—2 _ (_1)n—1
n-1)! (=2 (n-1)"
Dn _ Dny _ (1)

n (n=1)! nl

Jejich se¢tenim dostaneme

D, Dy 1 1 (-1)"
P T Tt TR =
P i TR i

Uvédomime-li si jesté, ze je é - % = 0, miZeme ziskany vy-
sledek vyjadrit ve tvaru

1 1 1 1 =)™\ _ =~ (=DF
Dn='n!(6!-—ﬁ+§—§+ ok o ol )—-n!}: .
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Tim je hledany vzorec odvozen, a to bez uziti principu inkluze a
exluze.

Poznamka. Vime-li, Ze je

© (_1)k
Z(k!) —e 1,

k=0

dostaneme ze vzorce pro D,,:

Dy,
lim — =¢!
n—oo n!

A kdyZ uz jsme vzorec pro D,, odvodili, vyfesime s jeho pomoci
aspon jednu ulohu.

Na tanecnim vecirku je n manZelskyjch dvojic. Kdyz zaéne hrdt
hudba, utvori vsichni muzi a Zeny taneéni pdry. Uréete podet zpii-
sobu, jak vytvorit taneéni pdry tak, aby prdvé k z téchto pdri byly
manZelské dvojice.

Pocet zplisobi, jak utvorit k taneénich pari tvorenych manzel-
skou dvojici je (7). ProtoZe Zadny ze zbjyvajicich n — k tane¢nich
pard nesmi tvorit manzelska dvojice, je kazdému z n — k muzi
zakazano, aby utvoril taneéni par se svou manzelkou; pocet zpi-
sob1, jak téchto n— k muz dat do paru s n —k Zenami, aby Zadny
par nebyl tvofen manzelskou dvojici, je zfejmé D,_,. Mame tak
vysledek:

Hledany podet zptisobli utvofeni taneénich péri je () Dpn—k.

Podle pedagogické zasady ¢. 508 — VyreSeny priklad nechdme
ve tridé nékolik minut doznivat, nebot prevdind &dst Zactva vibec
nevi, co jsme to vlastné vypocetli — nechdme piiklad doznit tieba
tak, Ze ovéfime jeho vysledek pro k = 0, k = n; také miZeme
nechat zdivodnit, pro¢ pro k = n — 1 vyjde pofet tane¢nich pari
roven nule.



