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HYPERBOLICKA GRUPA SHODNYCH
ZOBRAZENI
V LOBACEVSKEHO ROVINE

MIROSLAV MACHACEK

1. Uvod

Shodna zobrazeni v tradiéni eukleidovské roviné jsou soudasti
u¢iva matematiky na zakladni a stfedni Skole. Zopakujme si nej-
prve definici shodného zobrazeni.

Definice 1.1: Prosté zobrazeni v roviné nazyvame shodnym zob-
razenim, pravé kdyZ pro kazdé dva body roviny a jejich obrazy
v tomto zobrazeni plati: | XY| = |X'Y’|.

Konkrétné pak shodnd zobrazeni délime na tyto typy:

e identita

e 0sova soumérnost

stfedova soumérnost

posunuti (translace)

otocdeni (rotace)

e posunuta soumeérnost

Déle uvedeme dileZitou vétu tykajici se téchto zobrazeni, kte-
rou lze jednoduse dokazat.

Véta 1.1: KaZdé shodné zobrazent lze sloZit nejuyse ze ti'i osovych
soumérnosti a shodnd zobrazeni vytvdreji grupu vzhledem k operaci
skldddni osoviych soumérnosti.

Je zfejmé, Ze ulohu zdkladniho kamene pfi vystavbé shodnych
zobrazeni ma osova soumeérnost, kterd je uréena osou, tj. néjakou
pfimkou. Podivejme se nyni na klasifikaci, resp. vzadjemnou po-
lohu pfimek v Lobadevského roviné, ktera byla Zaktim na niZsich
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stupnich $kol doposud skryta. Poté budeme moci zavést shodna
zobrazenii v této nové roviné, ktera byva nazyvana po svém nejvy-
znamnéjsim objeviteli N. I. Lobagevském! nebo byva oznadovana
jako hyperbolicka rovina.

2. PFfimky v Lobacdevského roviné

V eukleidovské roving mohou byt dvé pfimky bud ve vztahu
riznobé&Znosti nebo rovnobéZnosti a predevsim zde plati axiom
rovnobé&Znosti, ktery tvrdi, Ze bodem leZicim mimo danou pfimku
lze vést pravé jednu nertznobézku. Tuto pfimku nazyvame rovno-
bézkou (viz obr. 1).

Obr. 1

Naproti tomu v Lobadevského roviné je situace o néco slozit€j-
§i, nebot zde plati nasledujici axiom.
Lobaéevského axiom: Bodem lezicim mimo danou primku lze
vést alespori dvé neriuznobézky.

Lze dokazat, Ze téchto nertiznobéZek je nekoneéné mnoho a
navic mezi nimi jsou dvé pfimky, které se chovaji k ptivodni piimce
sasymptoticky®, tj. vykazuji stejnou vlastnost jako napf. asym-
ptota hyperboly. Nazyvame je soubéZky. V Lobalevského roviné
existuje tedy nekoneéné mnoho ,rovnobézek“ s danou pfimkou
vedenych danym bodem na ni neleZicim (nazyvaji se rozbézky),
nekone¢n& mnoho rtiznobézek a dvé soub&zky (viz obr. 2).

1 Nikolaj Ivanovi¢ Lobadevskij (1792-1856), rusky matematik
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g; — ruznobézky, r; — rozbézky, s; — soub&zky

Obr. 2

3. Poincarého? kruhovy model Loba&evského roviny

V bézZné eukleidovské roviné zvolme kruh I'. Rovinou Lobacev-
ského budeme rozumét vnitfek kruhu I, tj. int(I"). P-body® budou
v8echny body int(T"). P-pfimky budou dvojiho druhu: a) vSechny
pruméry kruhu I" bez krajnich bodt, b) oteviené kruhové oblouky,
které vzniknou jako prinik int(I') a eukleidovskych kruznic, které
ortogonalné protinaji hrani¢ni kruznici kruhu I'. Body hraniéni
kruznice budou nevlastni body Lobacevského roviny.

Zaméfime se nyni na pro nas podstatné vlastnosti tohoto mo-
delu. DilezZité bude zavedeni délky tsecky v Lobacevského roviné
a pojem shodnosti.

Definice 3.1: P-délku P-usecky v Poincarého kruhovém modelu
definujeme vztahem '

dp(AB) = |ln ('API : 'BQI)',

|AQ| |BP)|

2 Henri Poincaré (1854-1912), francouzsky matematik a fyzik
3 Body hyperbolické roviny zndzornéné v Pioncarého modelu. Analogicky
pak mame P-usecky a dalsi P-utvary.
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kde P, @ jsou krajni body oblouku nebo priméru, na némz lezi
usetka AB akde |AP|, |AQ|, | BQ)|, | BP)| jsou klasické eukleidovské
vzdélenosti.

P-use¢ky jsou pak P-shodné, jestlize maji stejnou P-délku.
Déle plati: lim4_,p dp(AB) = 00 & limB_..Q dp(AB) = 00, tedy
P-délky nabyvaji vSech kladnych redlnych hodnot. Shodnost wuhli
je analogicka s eukleidovskou rovinou, tj. méfit P-ihly mezi dvéma
P-pfimkami znamend mérit eukleidovské thly mezi dvéma teé-
nami k danym dvéma P-pfimkam v jejich priseéiku (viz obr. 3).

Jak je to s Lobacevského axiomem? Obr. 4 ukazuje, Ze bodem
leZicim mimo danou pfimku p miZe prochazet vice nertiznobé-
zek, z nichz dvé vykazuji vici pfimce p asymptotickou vlastnost
- tyto pfimky jsou soubézky, ostatni nertiznobézky jsou rozbézky
a posledni skupinou pfimek jsou klasické riiznobézky.

Soustfedili jsme se pfedev§im na pojem shodnosti tiseek a
thld v tomto modelu, nebot niZe se budeme vénovat shodnym
zobrazenim v Lobacevského roviné a k prezentaci vyuZijeme pravé
tento model neeukleidovské geometrie.
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4. Osova soumérnost v Lobaéevského roviné

Osova soumérnost je uréena osou, tj. pfimkou. Budeme zobra-
zovat néjaky jednoduchy rovinny utvar, napi. trojuhelnik. Méjme
tedy dany P-trojuhelnik ABC a P-pfimku o, podle které troju-
helnik zobrazime v modelu, ktery jsme vyse popsali:

O(o) : AABC — AA'B'C’

Zméfme nyni délky stran trojihelniki a velikosti jejich vniti-
nich hld. Odpovidajici si strany a uhly jsou shodné, pracujeme

tedy se shodnym zobrazenim stejné jako v eukleidovské roviné.4

Navic z obr. 5b je patrna dalsi analogie s klasickou rovinou, na
P-ose o se totiZz nachazeji vSechny samodruzné body tohoto zobra-
zeni. Déale si miiZzeme vSimnout, Ze i zde plati, Ze osova soumérnost
je shodnost nepfima.

5. Stfedova soumérnost v Lobacevského roviné

Stfedova soumérnost, kterd je uréena stiedem, je shodné zob-
razeni a zarovei ji lze slozit ze dvou osovych soumérnosti s osami,
které jsou vzajemné kolmé. Bude pfedchozi véta platit i v Lobacev-
ského roviné? Vytvofime si pfislusnou situaci v Poincarého mode-
lu.

4 Pozor, v Lobadevského geometrii plati véta uuu o shodnosti trojihelniki,
stailo by ndm tedy studovat jen vnitfni Ghly v trojahelnicich!
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Slozili jsme tedy dvé osové soumérnosti s ortogonalnimi P-osa-

mi 07 a oz, bod S € 0; N oy bude stfedem stfedové soumérnosti

S(S). Zobrazme AABC postupné v téchto osovych soumé&rnos-
tech:

O(01) : AABC — AA'B'C'
O(02) : AA'B'C' — AA"B"C"

a podivejme se, zda plati:

S(S): AABC — AA'B'C'.

------------
- ~-
-
-
-

-

-
-
g o=

o
'
-
_____
...........

Obr. 6

Skuteéné je tomu tak, oba trojuhelniky jsou P-shodné, vzor,
obraz a stfed soumérnosti lezi na P-pfimce a P-vzdalenost stiedu

od vzoru a obrazu je P-shodna. Navic zjistujeme, Ze stfedova
soumeérnost je pfima shodnost.
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6. Otoceni (rotace) v Lobadevského roviné

Méjme dany dvé P-riiznobézky o; a oq, které nejsou na sebe
kolmé. Opét zobrazime postupné trojiuhelnik ABC v osovych sou-
mérnostech O(0;) a O(02) a ukidzeme, Ze plati (viz obr. 7):

R(S’ (P) : ANABC — AA”B”C”,

kde S je stfed otoceni a ¢ 1hel otoceni.

Skuteéné, |JASA'| = |[IBSB’'| = |[JCSC’| = ¢ a zaroven
vzor a obraz jsou od stfedu rotace stejné vzdaleny. Navic stejné
jako v klasické roviné zde plati, Ze Ghel rotace je dvojnasobkem
uhlu dvou os, které otoceni generuji. Opét jde o pfimou shodnost.

- -
B

Obr. 7

7. Posunuti (translace) v Lobaéevského roviné

V klasické roviné je posunuti jednoznac¢né dano vektorem po-
sunuti, ktery urcuje délku a smér posunuti. Plati také, ze posu-
nuti lze slozit ze dvou osovych soumérnosti s rovnobéZznymi osami.
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V Lobacdevského roviné vSak neexistuji ,rovnobézky“ ve smyslu
ekvidistant, nybrz mame zde soub&zky a rozbézky, které maji jiné
vlastnosti nez eukleidovské rovnobézky. Zapometime tedy na kla-
sické posunuti a zkusme sloZit dvé osové soumérnosti pro oba zby-
vajici pripady vzajemné polohy os. ’

7.1 Skldddni osovych soumérnosti s osami jako soubézkami

Dostavame zajimavou situaci v Lobadevského roviné, kterou
ilustruje obr. 8. Po zméfeni uhli a stran v AABC a AA'B'C’
zjistujeme, Ze i v tomto pfipadé dostdvame shodné zobrazeni a
vzor a obraz v pfislusnych osovych soumérnostech se nachazeji na
zvlastnich kfivkach, které se nazyvaji cykly. Nebudeme zde cykly
definovat, jen zminime, Ze k nim dojdeme zobecnénim definice
kruznice.® Cykly na obr. 8 jsou urdeny svazkem pfislusnych sou-
béZek; je to patrné z toho, Ze vSechny kfivky se sbihaji v jednom
nevlastnim bodé.
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Obr. 8

5 V tomto ptripadé se cykl zobrazi jako eukleidovska kruznice.
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7.2 Skldddni osovych soumérnosti s osami jako rozbézkamsi

Jde o podobny pfipad jako pfedchozi, opét ziskavame shodné
zobrazeni — ponechdme na ¢tenafri, jak takové zobrazeni nazvat.
Z obr. 9 je jesté patrné, Ze kiivky uréené vzory a obrazy (zde jsou
to Casti cykli) se opét sbihaji v nevlastnich bodech (,,v nekonec-
nu“). Tyto cykly jsou uréené svazkem pfislusnych P-os, tj. rozbé-
Zek.

8. Zavér

V predchozich kapitolach jsme ukazali, jak 1ze model Lobacev-
ského roviny zajimaveé vyuzit k prezentaci tvrzeni nasledujici véty.
Véta 8.1: Shodna zobrazeni v Lobacevského roviné tvoii grupu
(tzv. hyperbolickou grupu) vzhledem k operaci skladani osovych
soumeérnosti.

Snazili jsme se ukazat, Ze skladani osovych soumérnosti ve
dvou riznych geometriich se v podstaté kryje v pfipad€ riznobéz-
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nosti os a cesty se rozchazeji, pokud se narazi na problém rovnobéz-
nosti. Stale v8ak plati, Ze ,shodné zobrazeni zlstdvd shodnym
zobrazenim®.

Pro dplnost jesté pridejme jednu otazku. Kromé klasické eu-
kleidovské a Lobacevského geometrie existuje jesté tzv. Rieman-
nova geometrie, ve které neexistuji nertiznobézky, tzn. riizné kolmi-
ce na danou pfimku se vzdy protinaji. Jak je to s grupou shodnosti
v tomto pfipadé? Odpovéd nechme na zvidavém &tenari.

Miroslav Machddek
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