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MODIFIKACE EUKLEIDOVYCH VET
A VETY PYTHAGOROVY
PRO OBECNE TROJUHELNIKY

JIki KucHTA

Vsimneme-li si klasickych dtikazti Eukleidovych vét a Pytha-
gorovy véty, mize nas napadnout aplikovat tento postup i pro
obecné trojuhelniky.

Pripomenme nejdiive zminéné dikazy.

V oznaceni podle obr. 1 plati podle véty (uu) o podobnosti
trojuhelniki pro pravouhly trojuhelnik ABC' s preponou AB:

AABC ~ AACD
ANABC ~ ACBD
ANACD ~ ACBD
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Odtud vyplyva:
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Se¢tenim rovnosti (1) a (2) dostaneme

a2+b2:c-(cl+cz) (4)
Protoze ¢; + ¢, = ¢, vyjadiuje rovnost (4) pythagorejskou rovnost
a® +b% = 2.
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Je-li v trojuhelniku ABC u vrcholu C thel tupy, miizeme se-
strojit misto bodu D body D1, D, podle obr. 2 tak, Ze plati: tihel
ACD; mé velikost 3 a tihel BCD,; mé velikost . Protoze sou-
¢et hld v trojuhelniku Je 180°, jsou thly CD,A, CDyB a ACB
shodné a jejich velikost ozna¢me 7- Trojahelnik D;CD, je tedy
rovnoramenny a podle véty (uu) o podobnosti trojihelnikt plati:

AABC ~ AACD,

AABC ~ ACBD,
AACD, ~ ACBD,
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Z téchto podobnosti plynou rovnosti (1), (2), (3), (4), které
jsme odvodili pro pravouhly trojihelnik, a které je mozné v ozna-
Ceni podle obr. 2 povazovat za tvrzeni Eukleidovych vét a véty
Pythagorovy pro tupouhly trojihelnik. Interpretujeme-li ¢isla as,
ba, ccy a ccy jako obsahy ¢tvercli a obdélnikil, miizeme Pythago-
rovu vétu pro tupouhly trojuhelnik ilustrovat obrazkem 3.

c CCy cc; -

[ o

Obsah c? ¢tverce nad stranou ¢ proti tupému tthlu « v trojahel-
niku ABC je tedy vétsi nez soudet obsahii a? +b? nad zbyvajicimi
stranami. O kolik je tento &tverec vétsi nez a® + b? mlZeme ur-
¢it napt. takto: sestrojime-li podle obr. 4 z bodu B kolmici na
pfimku AC, dostaneme bod L a plati podle Pythagorovy véty
|AB|? = |AL|? + |BL|?, neboli

2 = (b+1z)%+a? - 2%

Tuto rovnost upravime na tvar ¢ = a?+b2+-2bx, kde T = a-cos .
Tim jsme oviem odvodili kosinovou vétu c? = a? + b — 2abcos~y.
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Toto zobecnéni Pythagorovy véty znal jiz Eukleides, ktery
ovSem nepouzival v zapisu funkci kosinus.

Pro ostrotthlé trojuhelniky postupujeme analogicky, plati vsak
a? + b2 > 2.

Znamy vzorec pro obsah pravouhlého trojihelniku ABC mi-
zeme v oznaceni podle obr. 1 psat ve tvaru

1 1
S =—-ab= -
2% = 2
z néhoz plyne rovnost
a-b=c-w, (5)

kterou miizeme psat ve tvaru

=g )
v ooa

Tato rovnost vyplyva nejen z podobnosti trojahelniki ABC, AC'D,
podle obr. 1, ale i z podobnosti trojahelniki ABC, ACD,, podle
obr. 2. Rovnost (5) plati tedy pro libovolny trojahelnik. My jsme
to zde dokazali jen pro trojihelnik tupouhly — ale pro ostrouhlé
trojihelniky lze postupovat podobné. Rovnost (5) 1ze rozsitit i na
mnohothelniky. Pro Sestiihelnik na obr. 5 mlzeme postupovat
nasledujicim zptsobem.
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Rovnost (5) aplikujeme postupné na trojuhelniky ABC, ACD,
ADFE, AEF, na néz déli Sestithelnik ABCDFEF jeho uhlopficky
AC =wuy, AD = uy, AF = us. Dostaneme tak

a-b=wu; v

Ug * VU2
==
Ul
us - v3
d=
Uz
vg - f
e =
us

Znasobime-li levé i pravé strany téchto rovnosti, dostaneme po
upravé vysledek

(6)

ktery mizZeme povazovat za zobecnéni vztahu (5) pro Sestithelnik
ABCDEF.

a-b-c-d-e=vy-vy-v3 v4-Ff,
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