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PRIMKA V GAUSSOVE ROVINE (1)

DAG HRUBY

Cilem ¢lanku je ukazat na souvislosti mezi analytickou geome-
trii v roviné a komplexnimi ¢isly. Obcas ve skole s kolegy diskutuji,
zda je vhodnéjsi vylozit nejdiive komplexni ¢isla a potom probi-
rat analytickou geometrii nebo naopak. Osobné se priklanim ke
druhé uvedené moznosti, tj. nejdrive zaradit analytickou geomet-
rii a potom komplexni ¢isla. Absolvent kurzu analytické geometrie
je podle mého nazoru schopen s vétsim porozuménim interpreto-
vat napriklad pojem vzdalenosti v Gaussové roviné. Mam na mysli
napiiklad interpretaci zapisu |u — v|, kde u,v € C nebo hledani
vSech komplexnich ¢isel, které spliuji rovnici |z — a| = r, kde
a,z € C,r € R. Podobnych aloh bychom nasli celou radu.

Tyto Glohy méam rad, protoze predstavuji vyse zminénou syn-
tézu mezi analytickou geometrii a komplexnimi ¢isly, umoznuji
vidét a vnimat souvislosti. Dovedete si predstavit tu radost uci-
tele, kdyby se po zapisu vyrokové formy |z — 1| + |z + 1| = 4 na
tabuli ozval ve t¥idé student a fekl, Ze se jedna o elipsu s obnisky
[—1;0], [1;0] a hlavni poloosou a = 2.

Obsahem vysSe uvedeného odstavce je, stru¢né feceno, vztah
mezi pravouhlou soustavu souradnic v roviné a rovinou komplex-
nich ¢isel, stru¢né nazyvanou Gaussovou rovinou. Védeét, ze ob-
raz komplexniho ¢éisla z = x + yt v Gaussové roviné odpovida
bodu Alz,y] o soufadnicich z, y v pravotihlé soustavé souradnic
je pro ucitele povinnost, pro studenty gymnazia je to objevovani
souvislosti, které prinaseji radost. Bohuzel, v disledku probihajici
kurikularni reformy, abych se vyjadril fundované, se na radeé stied-
nich skol stanou komplexni ¢isla popelkou a na fadé skol nebudou
probirana vibec.

Nyni se pokusim dat predchéazejicim ivaham pevnéjsi ramec.
Pripomenme si, ze je-li ddno komplexni ¢islo z = z + yi, pak
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¢islo Z = = — yi nazyvame ¢islem komplexné sdruzenym k ¢islu z.
Pomoci ¢isel z,Z je mozné zavést komplexni sourfadnice. Potom
bude mozné vytvofit analytickou geometrii v Gaussové roviné.
Nasledujici rovnice pfedstavuji pfislusnou transformaci.

z=x+ Yyl
zZ =z—yi
Odtud snadno plyne
1 _
= -2—(z + 2)
1 "
Y= é‘i(z —Z)

Je-li nyni v kartézské soustavé soufadnic v roviné E? dan ttvar
s analytickym vyjadienim

F(z,y) =0,

ziskdme vySe uvedenou transformaci do komplexnich soufadnic

rovnici . .
rll N
(3e+256-9).

ktera charakterizuje dany utvar v Gaussové roviné G.

Uloha 1. V E? je dana rovnice pfimky = + y + 1 = 0. Najdéte
vyjadreni dané pfimky v komplexnich soufadnicich.

Reseni: Po dosazeni ¢ = % -(2+%), y = 5 - (z—Z) postupné
dostavame

1 _ 1 _
§(z+z)+§i(z—z)+1*0

(z+2)—i(z—%2)+2=0
(1+i1)z4+(1-1)z4+2=0
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Uloha 2. V E? je déna rovnice piimky az+by+c = 0, a,b,c € R.
Najdéte vyjadieni dané primky v komplexnich soufadnicich.

Reseni: Po dosazeni = § - (2 + Z), y = 5 - (2 — Z) postupné
dostavame

1
a-(z+E)+§b-(z—2)+c:O
1
1 1 1 1, _
—2-az+§az+—2—bz—2-ibz+c—0

1
§(a+bi)2+ %(a—bi)z+c: 0

DN =

Tuto rovnici miZzeme napsat v jednodussim tvaru. Dosadime-li
1 1
a=—(a+bi), a= —(a—bi),
5 ) 5 )

dostavame rovnici ve tvaru

az+az+c=0

Uloha 3. V G je dana rovnice piimky (1 —i)z+ (1 +i)z+2 = 0.
Najdéte vyjadieni dané piimky v soustavé soufadnic v roviné [E2.

Reseni: Po dosazeni z = = + yi mame

(1—-i)-(z—yi)+Q+i)(z+yi)+2=0
z—y+1=0

Nyni si ukazeme, jak lze v G napsat parametrickou rovnici
pfimky. Jsou-li totiz v G dany body a,u, u # 0, miZeme bod u
chapat jako vektor. Potom bod z € G lezi na pfimce prochazejici
bodem a a majici smérovy vektor u pravé tehdy, kdyz

z —a = tu, teR
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Tak dostavame parametrickou rovnici pfimky v G.

Uloha 4. V G je dan bod a = 2 + 3i a vektor u = 1 + i. Na-
piste parametrickou rovnici pfimky, ktera prochazi bodem a a ma
smeérovy vektor u.

Reseni: Po dosazeni do rovnice z — a = tu,qquadt € R ihned
dostavame
z—(2+31) =t(1+1), teR

V odpovidajici tloze v E? by bylo pozadovano napsani paramet-
rické rovnice pfimky, kterd prochézi bodem A[2; 3] a ma smérovy
vektor %(1;1). Po dosazeni do rovnice X = A + t@ obdrzime hle-
danou rovnici

p=2+1
y=3+1, teR

Stejny vysledek ziskdme, pokud do rovnice z — (2 + 3i) = ¢(1 + i),
t € R dosadime z = = + yi. Obdrzime rovnost dvou komplexnich
¢isel a porovname jejich redlné a imaginarni slozky.

Nyni miizeme v analogiich pokracovat a napsat rovnici primky
v G, jsou-li dany dva body v Gaussové roviné. Necht zj,zo €
€ G, 2z, # z2. Pro smérovy vektor pfimky prochazejici body 2,
zo plati u = z9 — z1. Po dosazeni do rovnice z —a = tu, t € R
dostavame

z—2z1 =t(z2 — 21),t € RR

Uloha 5. V G jsou dény body a = 2 — 4i, b = 5 + 2i. Napiste
parametrickou rovnici primky, kterd prochézi body a, b.

Regeni: Rovnice pfimky urcené body a, b je
z—(2—4i) =t(3+6i), nebo z—(5+2i)=¢t3+6i),tcR

Pripomernime si nyni geometrickou interpretaci nasobeni v - i, v €
€eC.Jeliv=a+bi,pakv-i=(a+bi)-i=—-b+aialy =
= |vi|. Obraz komplexniho ¢isla v-i je obrazem komplexniho ¢isla v
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v otoCeni o 90°. Pokud budeme chapat, ve smyslu zde budované
teorie, komplexni ¢islo v = a + bi za vektor, tak ¢islo v-i = —b+ai
je vektor kolmy k vektoru v. Této okolnosti mizeme vyuzit pro
napsani rovnice piimky v G, ktera je ur¢ena bodem a norméalovym
vektorem. Je-li vektor v norméalovy vektor pfimky, pak vektor v-i
je jeji smérovy vektor. Necht nyni zg,v € G,v # 0. Rovnice

z—2p=1-v-1i, teR

je rovnici pfimky, kterd ma normaélovy vektor v a prochazi bo-
dem zg.

Uloha 6. Napiste rovnici pfimky, kterd je osou tsecky s krajnimi
body 21,29 € G.

Reseni: Osa dané tusecky je pfimka, kterd méa normalovy vektor
v = zo — 21 a kterd prochazi stfedem Usecky s = % (21 + 22). Jeji
rovnice je tedy

z—Ss=t-v-i, teR
1

z—§°(zl+zz):t-(22—z1)-i,t€R

Drive, nez pristoupime k dal$imu tvaru pfimky v G, pfipomeneme
si kolmost vektori v E2. Vektory @, ¥ jsou kolmé, pravé kdyz jejich
skalarni souéin i - ¥ = ujv1 + usvz je roven nule, ulv <= uv =
= 0. Abychom mohli zapsat odpovidajici vztah pro vektory v G,
tak zavedeme symbol Re(z), kterym budeme znacit realnou ¢ast
komplexniho éisla z = x + yi. Jsou-li nyni dany vektory a,b €
€ G,a # b, plati

a Ll b<= Re(ab) =0 nebo a L b<= Re(ab) =0
Oznacime-li a = a1 + aqi, b = by + bsi, pak plati
CLE = (a1 -+ a2i)(b1 — b2i) = ai1by + agsby + (a2b1 — albg)i.

Pro Re(aE) dostavame Re(ab) = a1b; + azby. Nyni si ukdzeme, ze
Cislo Re(ab) lze vyjadrit i jinym zptsobem. Plati
1

Re(ab) = 5(56 + ab)
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Polozime-li a = aq + asi, b = by + bai, dostavame

1 - 1 . . : .
§(Zib + ab) = -2-[((11 - azl)(bl -+ bgl) " o (a1 + a2i)(by — bzl)] =
= a1by + azby = R(CLE)
Necht je nyni dana pfimka uréend bodem zy a normalovym
vektorem v. Bod z € G, 2z # zp lezi na této pfimce praveé kdyz jsou

vektory z — zp a v navzajem kolmé. Tuto podminku kolmosti lze
zapsat vice zplsoby, my zvolime nasledujici zapis

Re[(z — 20)7] =0

S vyuzitim vyse uvedeného vztahu pro R(ab) mizeme levou stranu
rovnice rozepsat nasledovné

- [E=0v+ (z — 20)9] = 0

(Z—Z0)v+ (2 —20)u=0

VZ + 0z —vZg — V29 = 0

Polozime-li a = —vZy — Uz, ziskdme rovnici

vZ+vz+a=0,a €R.
Tato rovnice se nazyva normalovy tvar rovnice primky. Pone-
chame na Ctenafi, aby si sam ovéfil, Zze a € R. Staci vyjadrit
2o a v v algebraickém tvaru a dosadit do dané rovnice. My uka-
zeme, ze ke kazdému readlnému éislu « existuje komplexni ¢islo zg

takové, ze plati a = —vZy — Uzg9. V tomto pripadé staci polozit
20 = —5=,20 = —5,. Potom plati
_ a_  « a o«
az—vzo—vzoz%v+2—6v:5+—2—:a

Uloha 7. Napiste v normalovém tvaru rovnici osy usecky s kraj-
nimi body z1, 22 € G.
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Regend: Rovnici osy tsecky budeme hledat ve tvaru vzZ+vz+a = 0,
a = —vZo — V2. V naSem pripadé polozime zo = % (21 + 22), kde
2o je stfed Usecky s krajnimi body z;, z2. Pro normalovy vektor
plati v = z9 — z;. Nyni vyjadfime a:

a=—(z—2) (21;32) ~ (72— 71) - (zlgzl’) —

- — 2 2
= 2121 — k229 = |z1| — |Z2] ‘

Po dosazeni do vZ + Uz + a = 0 dostavame rovnici osy usecky

(Zz — 21)7+ (72 ——71)2 + |le2 - |22l2 = 0.

Uloha 8. Napiste rovnici osy tsecky s krajnimi body 0, 2 + i.

Reseni: Rovnici osy tse¢ky budeme hledat ve tvaru vz + Uz +
+ a = 0. Pro normalovy vektor plati v = 2 +1— 0 = 2 +i. Dale
. _ 24i40 _ 1 - _ _a v

je 20 = == = 1+ 3i. Z rovnice 29 = —5 snadno vypocteme
a = —5. Rovnice hledané primky je

(2+1)z+(2—-i)z—5=0.
V obecnéjsim piipadé jde o tlohu napsat rovnici osy tusecky

s krajnimi body 0, z9. Pro normalovy vektor plati v = 29,7 = Zp.
20+0

Pro stfed usecky plati s = 5 = 3%0. Z rovnice s = —;—zo =
Q o 2 . _ ‘2

= dostavame a = —|zp|”. Rovnice osy tusecky s krajnimi
]

body 0, zp ma tvar

20Z + Zg2z — |Zo|2 == ), |

Uloha 9. Napiste rovnici osy tsecky s krajnimi body —2 —1i, 2+ 1.

Reseni: Opét budeme vychézet z rovnice vZ + vz + a = 0. Pro
normélovy vektor plati v = 2 +1i— (-2 — i) = 4 + 2i. Déle je
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zp = 2 igz_i = 0. Z rovnice zp = —5= ihned plyne a = 0. Rovnice

primky je ‘
(4+21)Z+ (4 —-21)z=0.
Obecnéji jde o ilohu napsat rovnici osy tsecky s krajnimi body
—20, z9. Pro normalovy vektor plati v = 29 — (—29) = 220, ¥ =

’ v ’ z - z .
= —2Zp. Pro stied uUsecky plati s = 0 5 % = 0. Z rovnice s =
1 Q o : A o
= §z0 il dostavame a = 0. Rovnice osy usecky s krajnimi
v

body —20, <0 je
202 + zZgz = 0.

Za doméci cviceni si mizete vyfesit nasledujici ilohu.

Uloha 10. Je ddna rovnice az+bz+c = 0, a, b, ¢ € C. Urcete nutné
a postacujici podminky aby dana rovnice byla rovnici primky.
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