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ROZltEZAvANí Č'I'YiíúIII~r.JNt:KU

P AV EL L EISCHNER

V příspěvcích [1] a [2] se hovoří o důkladném či dokonalém
porozumění elementární matematice. Oběma termíny autoři asi
označují tentýž pojem, který je objasňován ukázkami různých pří­

stupů k řešení vybraných úloh. Snahu o důkladná řešení problém ů

z elementární matematiky hodnotím kladně. Jen mám pocit, že ře­

šení úlohy z článku [1] mohlo být prezentováno lépe. Snad lni tedy
autoři nebudou mít za zlé , když jejich postupy trochu dopln ím.
Text té úlohy, jež byla označena jako problém dědictví, m ů žeme

přeforrnulovat následovně:

Úloha 1. Uvnitř konvexního čtyřúhelníku ABCD, jehož středy

stran BC, CD, DA, AB jsou (v daném pořadí) označeny písmeny
K , L, M, N, určete bod G tak , aby měly čtyřúhelníky ANGAif ,
BKGN, CLGI{ a DAifGL stejný obsah.

První řešenÍ. Z faktu, že obsah S konvexního čtyřúhelníkuABC])
je roven součtu obsahů trojúhelníkůBDA a BDC plyne vztah

1
S == 2"IBD I . v, kde v == Vl + V2 (1)

a Vl , V2 jsou vzdálenosti vrcholů A, C od přímky BD.
Navíc víme, že úsečky KL a AlfN jsou střední příčky trojú­

helníků BDA a BDC. Jsou tedy rovnoběžné s úhlopříčkou BD a
platí

II(LI == ~IBDI == IMNI·
2

(2)

Představme si daný čtyřúhelníkABCD v pásu ohraničeném přím­

kaml p a q vedenými body A a C rovnoběžně s přímkou BD
(obr. 1). Z aplikace vztahu (1) na čtyřúhelníky ANGN!, CLGI(
a z podmínky rovnosti jejich obsahů plyne, že se hledaný bod G
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(pokud existuje) nachází na ose pásu rovnob ěžek p, q. ašt ě

mají oba obsahy velikost

Sl = ~ . IBDI . !!. = ~S kd e S = SABCD ,
2 2 2 4'

a tak lze na přímce o najít bod G, jenž splňuje požadavky úlohy.
Z podmínky rovnosti obsahů doplňkovýchčtyřúhelníků BI(GN a
DMGL analogicky zjistíme, že bod G leží i na ose Ol pásu ohra­
ničeného přímkami r a s vedenými body B a D rovnoběžn v s
přímkou AC, přičemž

c

h

A N B o

q

p
Obr . 1: První řešení úlohy 1.

Úloha m á právě jedno řešení, G : o n Ol , neboť osy o a Ol

jsou různoběžné a protínají se uvnitř (Varignonova ) čtyřúhelníku

I<LMN.
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Druh é řešenÍ. Hledejme nejprve (v rovině čtyř'úhelníku ABCD)
mno žinu všech bodů X, pro něž mají čtyřúhelníky BI(X N a
CLXK stejný obsah. Trojúhelníky CI{X a BI{X mají stejné
obsahy, neboť se shoduj í v základnách BI{, C!( a mají společnou
výšku z vrcholu X . Proto platí SB K .X. N == S c L)( 1( , právě když
SNBX == SCLX . Poslední rovnost je ekvivalentní se vztahem

av == cu , (3)

kde a == IABI / 2, c == ICDI/2 a proměnné 'U , v j sou po řadě vzdá­
lenosti bodu X od přímek CD , AB. Označme p mno žinu všech
bodů X, pro něž SNB)t( == SCL ..:\( . Jsou-li přímky AB a CD rovno­
běžné; je zřejmě p přímka s nimi rovnoběžná a prochází bodem P,
který dělí každou úsečku Y Z, kde Y E CD, a Z E AH, v poměru

IY?I : IPZI == a : c.

o

p

x

Obr.2: Druhé řešení úlohy 1.

Pokud nejsou přímky AB a CD rovnoběžné, označíme O jejich
průsečík, sp jejich odchylku a zvolíme lineární soustavu souřadnic
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(O, x, y) podle obr . 2. Rovnici (3) vydělíme výrazem sin <p a po
substituci x == u/sin <p a y == v/sin ip upravíme na tvar

c
y == -x ,

a
(4)

což je ve zvolené soustavě souřadnic rovnice přimky, kterou snadno
sestrojíme. Například jako přímku OQ, kde Q == [a,c] .

Zjistili jsme, že pro obě situace je mno žinou p přímka , kte­
rou umíme sestrojit. Povšimněme si ještě , že i S LD.Y == S C L )\. ==
== SNB ./'( == S A N ./'( a S D u x == S!vI A X · Odtud SD 1\11.,'( L == S A N x NI

a můžeme učinit závěr:

Množin ou všech bodů X, které leží uvnitř čtyřúhelníku ABCD a
pro něž platí

S B K x N == SCL J'( K a zároveň S A N J'( lvI == S D st x L , ( 5)

je průnik p'římkyp a vnitřku čtyřúhelníka ABCD. Přitom j e piimka
p určena libovoln ým i dvěma body P , Q (P -:J Q), které leží v prů­

niku polorovin ABC a CDA a pro něž platí IP, ~ DCI : IP, f--t

f--t ABI == a : c == IABI : IDCI == IQ, f--t DCI : IQ, f--t ABI·

Po cyklické záměně bodů A, B , C, D a současně bodů 1<, L, 1\1, jV
v předchozích úvahách analogicky zjistíme:

Množinou všech bodů X , které leží uvnitř čtyřúhelníku ABCD a
pro něž platí

Sc L )( F( == S D NI J'( L a zároveň S BF( ){ N == S AN)( lvI, (6)
I

j e prů tiil: př{'mky p' a imiiiku čty'řúhe ln{ka ABCD . Piitorn j e
př{mka p' 'určena iibouolnintii dvěma body p l , Q' (Pl i= Q'), kt eré
leží v pr ůniku polorovin BCD a DAB a pro něž platí lP I, f--t ADI :
: lP I, <-} BCI == b : cl == IBCI : IAD I == IQ/ ~ <-} AD I : IQ', <-+ BCI· '
Závěr. Čtyřúhelníky ANGl\!f, BI(G'N, C1LGI( a J] j'\1GL mají
stejný obsah, právě když je bod G pr ůnikem přímek p a p', Úloha
111á vždy jediné řešení, neboť jsou tyto př ímky rů znoběž né a pro­
t ínaj í se uvnitř čtyřúhelníku ABCD.
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w

T

v

U
Obr. 3: Poznámka k prvnímu řešení úlohy 1.

Závěrečné poznámky. V prvním řešení si čtenář asi uv ě domil,

že bod G je středem rovnoběžníku TUVW, který je průnikem

dvou rovinných pásů, jejichž hranice jsou rovnoběžné s úhlopříč­

kami BD a AC. Platí STU\/\V == 2SABC'D a bod G lze naléz t i
jako průsečík úhlopříčekTV a WU. Vnímavý pozorovatel , který
zná vztah S == zv /2 pro obsah trojúhelníku, by mohl celé řešení

pochopit jen z pohledu na obr. (3) (tzv. řešení beze slov).

Analogicky snadno vyřešíme i obecnější variantu úlohy 1, v níž
jsou body K, L, M a N umístěny libovolně uvnitř stran BC, CD,
DA a AB (nemusí být v jejich středech): Předpokládejme,že ob­
sah trojúhelníku ANM je menší než čtvrtina obsahu čtyřúhelníku
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ABCD a polo žme 11\1NI == m s , ve vztahu (1) pak IB DI == 2f
a v == 2h. Jak snadno ov é ř íme je mno žinou vrcholů X vš ch
(ne nutně konvexních) čtyřúhelníků AN.LY 1\1, kter é mají obsah
SAN./'C /\1 == SA BCD / 4 a vrchol X uvnitř poloroviny 1\1 C ta
přímka PA uvnitř zmín ěné poloroviny, jež je rovnoběžná s ús čkou

M N a má od bodu A vzdálenost UA, pro niž pl atí

U A h

f mA

PDD

K
A
.A..----"'7"-----~~--..lr_----.a B

2 1 H 3 4
O br . 4: Řešení zobecněné úlohy 1.
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K analogickým vztahům podobně dospějeme i pro čtyřúhelníky

BI(XN, CLXI( a DMXL. Délky UA, UB, Uc a 'UD pak můžeme

sestrojit z nalezených vztahů jako tzv. čtvrté geometrické úměrné.

Na obr. (4) je naznačen postup konstrukce přimek PA, PB , Pc a
PD. Dolní část obrázku představujepomocné konstrukce délek U A ,

u e , U c a UD. ÚsečkyVF a V H mají délky f a h. Vzdálenosti bodů
1, 2, 3 a 4 od bodu V jsou po řadě rn « , tnn , tnr; a mo Pomocí
rovnoběžek jsou pak v dolní části obrázku sestrojeny body A, B ,
CaD, pro něž zřejmě platí IVAI == UA, IVBI == UB , IVCI == U c

a IVDI == UD· S využ it ím těchto délek jsou nakonec v horní část i

obrázku známým způsobem sestrojeny přímky PA, PB, Pc, PD
(dílčí konstrukce jsou skryty) .

Každý z šesti mož ných průsečíkůpřímekPA, PB, Pc čL PD před­

stavuje bod, pro nějž mají příslušnédva čtyřúhelníkystejný obsah
(rovný čtvrtině obsahu čtyřúhelníkuABCD). Například pro bod
X == X A B platí SAN){ NJ == SSK.,XN == S ABCD/4. Úloha mů ž e mít
jen jediné řešení, které nastane, právě kd yž mají všechny č tyř i

přímky PA, PB, Pc a PD společný právě jeden bod G ležící uvnitř'

č tyřúhe lníku K LAdN. (Stačí ovšem, aby se tři z nich protínaly v
jediném bodě. Čtvrtá přímka již nutně prochází pr ůsečíkem prv­
ních tří.)

V souvislosti s těmito úvahami m ů žeme vytvářet různě ob­
t ížné problémy. Některé z nich přenechávám čtenáři v úlohách
na konci článku, neboť řešit úlohy se naučíme nejlépe prak ti ckou
činnost í. Konstrukce lze provádět pomocí Cabri nebo jiného z ná­
stroj ů dynamické geometrie. V souvislosti s tím čtenář i doporučuji

seznámit se s monografií [6] Jiřího Vaníčka, v níž je řada pěkných

nám ě t ů pro práci s žáky doplněna uk ázkami i pracovními soubory
na příloze CD.

N a závěr si nemohu odpustit poznámku k poněkud di skut.a­
bilním terrn ímům důkladné porozuměni elemenuirni m atematice
a dokonalé porozum ěni elem entární matenuitice. O kom lze tot iž
ř íc i, že důkladně či dokonale rozumí celé elementárni matemat ice?
Na základě informací ze zdroj e [7] se dom nív ám, že v obou pří-

adech jde o nepřesný překlad názvu projound utulersuituiinq of
[utulam enial matliettuuics. Paní Liping Ma patrně terminem [uu-



ROZŘEZÁVÁNÍ ČTYŘÚHELNÍKU 35

damental maihemaiics rozumí souhrn předpokládaných základ­
ních matematických poznatků nějakého j dince (například uči­

tele nebo žáka). Nikoliv tedy elementární matematiku, kt -rá j
v obvyklém pojetí součástí matematiky jako vědy. Proto by bylo
snad vhodnější užívat termín hluboké porozuměnímatematickému
základu. Přitom jako matematický základ označujeme souhrn zá­
kladních matematických poznatků, které si jedin c osvojil a který
pro skupinu osob, jež dosáhly téhož vzdělání určuje kurikulum.
Rozdílná představa matematického základu dnešního tředoško­

láka zřejmé způsobila i nedorozumění mezi profesorem Dlabem
a některými českými matematiky (viz články [2] a [3]). Vztahu
e2 + 12 == 2(a2 + b2) mezi délkami ·st ran a úhlopříček rovnoběž­

níku byla snad na školách věnována ve čtyřicátých létech větší

pozornost. Dnes, na rozdíl od kosinové věty, není zařazen ani do
kurikula středoškoláků.V současných středoškolských učebnicích

se vyskytuje okrajově, v úlohách k procvičení kosinové věty (viz
například [5], úloha 144 na str. 240 s řešením na str. 514 nebo [4],
úloha 4.49).

Další úlohy

1. Podle obr. (4) sestrojte v programu Cabri nebo GeoGebra
přímky PA, PB, Pc, PD a nastavováním různých poloh bodů

1<, L, 11/1, N modelujte řešení úlohy (tzn. situace, kdy se
přímky protínají v jediném bodě G). Zabývejte se též situ­
acemi, kdy je I{LlllVIN nebo I{N II LNI.

2. Konvexnímu čtyřúhelníku ABCD je vepsán rovnoběžník

K L'MN, přičemž jeho strany I(LaN}'!f jsou obrazy úhlo­
příčky B D ve stejnolehlostech se středy C, D a koeficientem
A (O < A < 1). V rovnoběžníku 1<LlvlN sestrojte bod G tak,
aby

S A NG /\1 == Se LG tc a S B ]{G N == S D !\IIG L .

P01110cí A vyjádřete poměr obsahů čtyřúhelníků ANGlvJ a
BI{GN.
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3. V rovině je dán konvexní čtyřúhelník ABCD a body 1\1 , N
po řadě uvnitř stran AD, AB tak , že S AN!'vl < S A B CD / 4.

Sestrojte úsečku I<L IININ tak, aby body 1<, L ležely po
řadě uvnitř stran BC, CD a aby (př i označení použitém v
našem článku) platilo Pc == PA. Dále sestrojte na přímce

P == Pc == PA bod G t ak, aby měly čtyřúhelníky ANG1\1 ,
BKGN, eLGK a D MGL st ejný obsah. Stanovte podmínky
řešitelnosti.

4. S využitím vztahu (1) dokažte, že ze všech čtyřúhelníků ve­
psaných do daného kruhu má největší obsah čtverec .
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