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ROZREZAVANI CTYRUHELNIKU
PAVEL LEISCHNER

V prispévcich [1] a [2] se hovoii o dikladném ¢i dokonalém
porozumeéni elementarni matematice. Obéma terminy autori asi
oznacuji tentyz pojem, ktery je objasnovan ukazkami riznych pri-
stupt k feSeni vybranych tloh. Snahu o diikkladna feseni problémt
z elementarni matematiky hodnotim kladné. Jen mam pocit, ze Te-
Seni Glohy z ¢lanku [1] mohlo byt prezentovano lépe. Snad mi tedy
autori nebudou mit za zlé, kdyz jejich postupy trochu doplnim.
Text té Ulohy, jez byla oznacena jako problém dédictvi, mizeme
preformulovat nasledovné:

Uloha 1. Uvniti konvexniho ¢tyfthelniku ABCD, jehoz stfedy
stran BC, CD, DA, AB jsou (v daném potadi) oznaceny pismeny
K, L, M, N, urcete bod G tak, aby mély étyithelniky ANGM,
BKGN, CLGK a DMGL stejny obsah.

Prvni feSeni. Z faktu, ze obsah S konvexniho ¢tyriahelniku ABC' D
je roven souctu obsaht trojuhelniktt BDA a BDC plyne vztah

1 o
S = -2—|BD| v, kde v=1v;+ vy (1)

a vy, vy jsou vzdalenosti vrcholl A, C od ptfimky BD.

Navic vime, ze Usecky KL a M N jsou stfedni pricky troju-
helniki BDA a BDC'. Jsou tedy rovnobézné s thloptickou BD a
plati

1
KL| = 5|BD| = |MN|. (2)

Predstavme si dany ¢tytuhelnik ABC D v pasu ohrani¢eném prim-
kami p a ¢ vedenymi body A a C' rovnobézné s ptimkou BD
(obr. 1). Z aplikace vztahu (1) na ¢tyrthelniky ANGM, CLGK
a z podminky rovnosti jejich obsaht plyne, Ze se hledany bod G
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(pokud existuje) nachdzi na ose pasu rovnobézek p, g. Nastésti
maji oba obsahy velikost
1 |BD| v 1
Sl - 5 —]—_I B 257 kde S == SABC'Da

a tak lze na pfimce o najit bod G, jenz spliuje pozadavky alohy.
Z podminky rovnosti obsahti dopliikovych ¢tyftuhelniki BKGN a
DMGL analogicky zjistime, ze bod G lezi i na ose o' pasu ohra-
niceného primkami r a s vedenymi body B a D rovnobézné s
pfimkou AC, pricemz

1
SprkoN = SpmaL = ZS'

Obr. 1: Prvni feSeni tlohy 1.

Uloha ma pravé jedno feseni, G : o N o, nebot osy o a o
jsou rtiznobézné a protinaji se uvnitf (Varignonova) ¢tyfthelniku
KLMN.
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Druhé resSeni. Hledejme nejprve (v roviné ¢tytihelniku ABCD)
mnozinu vSech bodi X, pro néZz maji ¢tyfuhelniky BKXN a
CLXK stejny obsah. Trojuhelniky CKX a BKX maji stejné
obsahy, nebot se shoduji v zakladnach BK, CK a maji spole¢nou
vysku z vrcholu X. Proto plati Spxxny = Scrxk, pravé kdyz
SnBx = Scrx. Posledni rovnost je ekvivalentni se vztahem

av = cu, (3)

kde a = |AB|/2, ¢ = |CD|/2 a proménné u, v jsou po fadé vzda-
lenosti bodu X od pfimek CD, AB. Ozna¢me p mnozinu vsech
bodt X, pronéz Sygx = Scrx. Jsou-li piimky AB a C'D rovno-
bézné; je zfejmé p pfimka s nimi rovnobézna a prochazi bodem P,
ktery deéli kazdou tusecku YZ, kde Y € CD, a Z € AB, v poméru
|YP|:|PZ|=ua:c.

A a N a B X
Obr.2: Druhé feseni ulohy 1.

Pokud nejsou prfimky AB a C'D rovnobézné, oznacime O jejich
prusecik, ¢ jejich odchylku a zvolime linearni soustavu soufadnic
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(O, z,y) podle obr. 2. Rovnici (3) vydélime vyrazem siny a po
substituci x = u/sinp a y = v/ sin ¢ upravime na tvar
c
y = -z, (4)
a
coz je ve zvolené soustavé soutadnic rovnice ptimky, kterou snadno
sestrojime. Napfiklad jako pfimku OQ), kde @ = [a, ¢|.

Zjistili jsme, Ze pro obé situace je mnozinou p primka, kte-
= SnBx = Sanx a Spux = Smax. Odtud SpuxL = Sanxm
a mizeme ucinit zaveér:

MnoZinou vsech bodu X, které lezi uvniti ctyruhelniku ABCD a
pro néz plati

SprxN = ScrLxk a zdroven Sanxm = Spmxr, (5)

je prunik primky p a vnittku ctyruhelnika ABC D. Pritom je primka
p uréena libovolnymi dvéma body P, Q (P # Q), ktere lezi v pri-
niku polorovin ABC a CDA a pro néz plati |P,«— DC| : |P, <
— AB|=a:c=|AB|:|DC|=|Q,< DC|:|Q,< AB|.

Po cyklické zaméné bodi A, B, C, D a soucasné bodu K, L, M, N
v predchozich uvahéach analogicky zjistime:

Mnozinou vsech bodu X, ktere lezi wonitr ctyrihelntku ABCD a
pro néz plati

je prunik primky p’ a vnittku ctyrihelnika ABCD. Pritom je
primka p’ uréena libovolnymi dvéma body P, Q' (P' # Q'), které
lezi v praniku polorovin BCD a DAB a pro néz plati | P, « AD| :
:|P'ye~ BC|=b:d=|BC|: |AD| = |Q',« AD|: |Q',« BC|.’
Zavér. Ctyiahelniky ANGM, BKGN, CLGK a DMGL maji
stejny obsah, pravé kdyz je bod G priimikem piimek p a p’. Uloha
ma vzdy jediné feSeni, nebot jsou tyto primky rtiznobézné a pro-
tinaji se uvnit¥ ctyriahelniku ABCD.
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W,

U

Obr. 3: Poznamka k prvnimu feseni tlohy 1.

Zavérecné poznamky. V prvnim feseni si ¢tenar asi uvédomil,
ze bod G je stfedem rovnobézniku TUV W, ktery je prunikem
dvou rovinnych past, jejichz hranice jsou rovnobézné s tthlopric-
kami BD a AC. Plati Spyyvw = 2Sapcp a bod G lze nalézt i
jako prusecik uhlopticek TV a WU. Vnimavy pozorovatel, ktery
zné vztah S = zv/2 pro obsah trojihelniku, by mobl celé feSeni
pochopit jen z pohledu na obr. (3) (tzv. FeSeni beze slov).
Analogicky snadno vyresime i obecnéjsi variantu tlohy 1, v niz
jsou body K, L, M a N umistény libovolné uvnitf stran BC, CD,
DA a AB (nemusi byt v jejich stfedech): Pfedpokladejme, Ze ob-
sah trojihelniku AN M je mensi nez ¢tvrtina obsahu ¢tytuhelniku
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ABCD a polozme |[MN| = mya, ve vztahu (1) pak |[BD| = 2f
a v = 2h. Jak snadno ovérime, je mnozinou vrchold X vsSech
(ne nutné konvexnich) étyfuhelniki ANX M, které maji obsah
Sanxm = Sapcp/4 a vrchol X uvniti poloroviny MNC, ta
primka p 4 uvnitf zminéné poloroviny, jez je rovnobézna s iseckou
MN a mé od bodu A vzdalenost u 4, pro niz plati

UA h

f ma

2 1H 3 4

Obr. 4: ReSeni zobecnéné tlohy 1.
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K analogickym vztahtim podobné dospéjeme i pro ctyruhelniky
BKXN,CLXK a DMXL. Délky up, ug, uc a up pak mizeme
sestrojit z nalezenych vztaht jako tzv. ¢tvrté geometrické imeérné.
Na obr. (4) je naznacen postup konstrukce pfimek pa, pg, pc a
pp. Dolni ¢ast obrazku predstavuje pomocné konstrukce délek u 4,
up, uc aup. Usecky VF a V H maji délky f a h. Vzdalenosti bodii
1, 2, 3 a4 od bodu V jsou po fadé m4, mg, mc a mp. Pomoci
rovnobézek jsou pak v dolni ¢asti obrazku sestrojeny body A, B,
C a D, pro néz ziejmé plati |VA| = un, |VB| = up, |VC| = uc
a |VD| =up. S vyuzitim téchto délek jsou nakonec v horni casti
obrazku znamym zplsobem sestrojeny piimky pa, pB, Pc, PpD
(dil¢i konstrukee jsou skryty).

Kazdy z Sesti moznych priseciki primek pa, pp, pc a pp pred-
stavuje bod, pro néjz maji prislusné dva ¢tyruhelniky stejny obsah
(rovny ¢tvrtiné obsahu ¢tyruhelniku ABCD). Napriklad pro bod
X = Xap plati Sanxm = Serx~n = SaBcp/4. Uloha muize mit
jen jediné feSeni, které nastane, pravé kdyz maji vsechny ctyri
primky pa, pB, pc a pp spoleény pravé jeden bod G lezici uvnitf
ctytuhelniku K LM N. (Staci ovsem, aby se tfi z nich protinaly v
jediném bodé. Ctvrta primka jiz nutné prochazi prise¢ikem prv-
nich tri.)

V souvislosti s témito tvahami mizeme vytvaret riizné ob-
tizné problémy. Nékteré z nich prenechavam c¢tenari v tlohach
na konci ¢lanku, nebot fesit tlohy se nauc¢ime nejlépe praktickou
cinnosti. Konstrukce lze provadét pomoci Cabri nebo jiného z na-
stroji dynamické geometrie. V souvislosti s tim ¢tenafi doporucuji
seznamit se s monografii 6] Jifiho Vanicka, v niz je fada péknych
nameéti pro praci s zaky doplnéna ukazkami i pracovnimi soubory
na priloze CD.

Na zavér si nemohu odpustit poznamku k ponékud diskuta-
bilnim termimim dukladné porozuméni elementarni matematice
a dokonal€ porozumeéni elementdarni matematice. O kom lze totiz
Fici, ze dukladné ¢i dokonale rozumi celé elementarni matematice?
Na zakladé informaci ze zdroje [7] se domnivam, ze v obou pfi-
padech jde o nepfesny pteklad nazvu profound understanding of
fundamental mathematics. Pani Liping Ma patrné terminem fun-
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damental mathematics rozumi souhrn predpokladanych ziklad-
nich matematickych poznatkl néjakého jedince (napiiklad uci-
tele nebo zaka). Nikoliv tedy elementarni matematiku, kterd je
v obvyklém pojeti soucasti matematiky jako védy. Proto by bylo
snad vhodnéjsi uzivat termin hlubok€ porozuméni matematickému
zdkladu. Ptitom jako matematicky zaklad oznacujeme souhrn zéa-
kladnich matematickych poznatk, které si jedinec osvojil a ktery
pro skupinu osob, jez dosahly téhoz vzdélani urcuje kurikulum.
Rozdilnd predstava matematického zdkladu dnesniho stfedosko-
laka zfejmé zpusobila i nedorozuméni mezi profesorem Dlabem
a nékterymi ¢eskymi matematiky (viz ¢lanky [2] a [3]). Vztahu
e? + f% = 2(a® + b?) mezi délkami stran a thlopficek rovnobéz-
niku byla snad na skolach vénovana ve Ctyficatych létech vétsi
pozornost. Dnes, na rozdil od kosinové véty, neni zafazen ani do
kurikula stredoskolaktl. V soucasnych stiedoskolskych ucebnicich
se vyskytuje okrajové, v ulohdch k procviceni kosinové véty (viz
napiiklad [5], tloha 144 na str. 240 s feSenim na str. 514 nebo [4],
uloha 4.49).

Dalsi alohy

1. Podle obr. (4) sestrojte v programu Cabri nebo GeoGebra
ptimky pa, pB, pc, pp a nastavovanim riznych poloh bodi
K, L, M, N modelujte feSeni ulohy (tzn. situace, kdy se
primky protinaji v jediném bodé G). Zabyvejte se téz situ-
acemi, kdy je K L|M N nebo KN|LM.

2. Konvexnimu ¢tyruhelniku ABC'D je vepsan rovnobéznik
KLMN, pricemz jeho strany KL a NM jsou obrazy uhlo-
pricky BD ve stejnolehlostech se sttedy C, D a koeficientem
A (0 < A <1). Vrovnobézniku K LM N sestrojte bod G tak,

aby
Sanem = Screk a SBreN = SpmcL-

Pomoci A vyjadiete pomér obsahti ¢tyfthelniki ANGM a
BKGN.
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3. V roviné je dan konvexni ¢tyituhelnik ABCD a body M, N

po fadé uvniti stran AD, AB tak, Zze Sanym < Sacop/4.
Sestrojte usecku KL|MN tak, aby body K, L lezely po
fadé uvnitf stran BC, CD a aby (pfi oznaceni pouzitém v
nasem c¢lanku) platilo pc = pa. Dale sestrojte na pfimce
p = pc = pa bod G tak, aby mély ¢tyituhelniky ANGM,
BKGN,CLGK a DMGL stejny obsah. Stanovte podminky
fesitelnosti.

. S vyuzitim vztahu (1) dokazte, ze ze vSech ¢tyfthelniku ve-

psanych do daného kruhu méa nejvétsi obsah ctverec.
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