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KONSTRUKCNI GEOMETRIE JINAK

SARKA GERGELITSOVA, TOMAS HOLAN

Uvod

Planimetrické konstrukéni tlohy nebyvaji prilis oblibenym téma-
tem Skolské matematiky. Jednim z divodi muze byt — kromé
nesporné pracnosti feseni zadanych tloh - pfilis velké mnozstvi
ukoni a tivah spojenych s feSenim a rtizné pozadované dovednosti.

Dvoji pohled na konstrukéni alohu:
reseni problému nebo prakticka manualni ¢innost?
Co ocekavame od zaku jako vysledek feseni konstrukéni ilohy?

Pristup prvni: Rysovani

Ke konstrukéni iloze pristupujeme jako k praktickému problému,
pri némz zalezi na manudalni dovednosti a obratnosti pfi rysovani.
Zéci se uéi pouzivat rysovaci pomiicky a cviéi dilezité jemné moto-
rické schopnosti. Vysledkem je rys — tedy obrazek. Pri jeho hod-
noceni bereme v uvahu nejen logickou spravnost, ale také jeho
estetickou uroven.

Dalsim krokem uvedeného pfistupu mohou byt prace v terénu,
kdy zék néjak vyznaci pozadovany geometricky utvar, ziskd poza-
dovany rozmeér a podobné.

Vstupni parametry takto feSenych tloh jsou pevné (nume-
ricky) dané, tkolem zZéka je sestrojit spravny vysledny ttvar.

Pristup druhy:

Reseni problému, hledani postupu (algoritmu) reSeni

Pfi feSeni problému hleddme logicky spravné a zdivodnéné po-
stupy, které vedou od danych vstupnich parametri k ziskani po-
zadovanych vystupnich hodnot ¢i geometrickych atvart. Pozado-
vanym vystupem tedy neni ani tak konkrétni hodnota, jako spis
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postup sam. Takto musime fesit lohy zadané parametricky, sou-
¢asti reSeni pak byva i diskuse ulohy.

Pii feSeni ulohy musi brat zidk v tuvahu dostupné néastroje,
tj. konstrukéni postupy, které povazujeme za zakladni a blize je
nepopisujeme (typicky to byvaji konstrukce proveditelné pomoci
béznych rysovacich pomiicek, zejména pravitka a kruzitka - tedy
sestrojeni primky, kruznice, kolmice, vedeni rovnobézky...). Sadu
dostupnych nastroji vSak miZeme z0zit ¢i naopak rozsirit.

Uspéch zaka pii feseni takto formulované tlohy nesouvisi s jeho
manualnimi dovednostmi.

Pristup skolni:

Oba pohledy spolu souvisi, pri reSeni konstrukénich aloh
délame oboji

Spojeni obou pristupt je zfejmé. K tomu, abychom byli schopni
narysovat pozadovany geometricky utvar (pfistup prvni), musime
nejprve znat postup, spravné a ve spravném poradi provést po-
trebné Ukony, kroky konstrukce. Takovy postup ocekdvame i od
zaki.

Naopak: vymyslime-li néjaky postup, ,zviditelnime” vysledek
nageho tsili narysovanim vysledku pro néjaké (vhodné ¢ ndhodné
zvolené) hodnoty vstupnich parametrt. Uvedeny piistup vsak na-
razi na nékolik uskali.

Rysovani a hledani postupu u konstrukéni tlohy jsou dvé od-
lisné dovednosti. Jejich oddélenim miiZzeme nékterym zaktun po-
moci odhalit pfi¢inu neuspéchu, nékterym usnadnit préci, oziejmit
vyznam formulace postupu konstrukce a vyrazné eliminovat vliv
neobratnosti na vysledek.

v v

Uskali na strand Zaka — je az priliS manudlné zdatny
a rychly / je nesikovny
Dostanou-li zaci za tukol sestrojit trojuhelnik, postupuji mnozi
z nich zcela jinak (bez hledani postupu konstrukce) — ¢asto zdatné
obkresli vysledek podle obrazku spoluzaka nebo naleznou véro-
hodny vysledek ,,zkusmo*.
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Obracené - logicky bezchybny postup konstrukce miize vinou
neobratnosti zaka vést k natolik neestetickému a nepresnému rysu,
ze ma k pozadovanému vysledku daleko.

Uskali na strané ucitele — problematické hodnoceni sprav-
nosti odevzdaného reseni

Mé-li ucitel spravné hodnotit odevzdany tkol, je v nelehké situaci.
Nejenze je to prace ¢asové naroc¢na, ale mnohdy je velmi obtizné
poznat, je-li odevzdany rys vysledkem spravného postupu. Z roz-
boru to nebyva vidét, mnohé ¢ary v rysu zaci gumuji ¢i prekresluji
a formulace zapisu postupu konstrukce je sama o sobé obtiZnym
tkolem, mnohdy obtiZznéjsim nez konstrukce sama.

Pomohou interaktivni systémy tzv. dynamické geomet-
rie?

Chceme-li zdtraznit prvni z vySe uvedenych pfistupl (rysovani)
klademe diiraz na manudlni zruénost zaka. Esteticky obrazek je
cilem, podstatnéjsi vSak je samotny nacvik potfebnych dovednosti.

Navic, narysovat tisecku mohu pomoci prostych nastroji, proc
tedy kvili tak jednoduchému tkonu vyuzivat slozity systém? Kvili
rysovani samému ho nepotfebujeme.

Dynamicky systém vsak dokéze rychle odhalit chybu, napri-
klad vysSe zminény postup konstrukce ,zkusmo“, tedy logiku pro-
vedené konstrukce.

Klademe-li diiraz na hledani logicky spravného postupu - algo-
ritmu — konstrukéni ulohy, je pomoc systému dynamické geometrie
diilezita. Zde bychom chtéli zdliraznit pouze nékteré aspekty jeho
vyuziti:

e Pri modelovani problému v systému miZeme snaze experi-
mentovat a ziskat lepsi predstavu o samotném zadani alohy.

e Dynamicky model umozni provést konstrukei pro dané hod-
noty vstupnich parametrii a zaroven dovoluje interaktivni
zménu danych hodnot. Tim vizualizujeme FeSeni paramet-
ricky zadané alohy a ziskame nézornou podporu pro diskusi
poctu reSeni.

e Pri konstrukcei je nutno vybirat z dostupnych konstrukénich
nastroju systému. To mize mit vliv na postup konstrukce.
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e Konstrukci neni mozné provadeét ,,ve spatném pofadi kroku“.
Systém vyzaduje logicky presny postup spravné provedenych
krokii konstrukce.

e Vysledek je Citelny a nezatiZeny manualni neobratnosti Zaka.

Co nam chybi...
I pri vyuziti systému dynamické geometrie pretrviva pro ucitele
problém s hodnocenim odevzdanych zdkovskych feSeni.

Zminénd pracnost zpusobuje, Ze hodnoceni prichézi pozdé, a tim
padem ma i maly dopad. Navic, sdélenim hodnoceni Zékovi cely
proces velmi éasto konci, v lep$im pripadé se jednou opakuje po
ucitelem vyzadaném prepracovani.

Pro zéka je také obtizné presvédcit se o spravnosti provedeného
postupu. Zejména v pripadé parametricky zadanych tloh fesenych
,na papire“, kdy pripadna konstrukce pro jedno konkrétni zadani
ma pouze ilustrativni vyznam.

Automatické vyhodnocovani konstrukénich taloh

Pokud bude zak pracovat v systému, ktery je schopen spriavnost
jeho TeSeni vyhodnocovat automaticky a okamzité, vyse uvedené
obtiZe odstranime. Problém pak zlstane uz jen ve schopnostech
zaka vytesit zadany tkol.

Takovy systém jsme pripravili, jiz tfetim rokem uspésné fun-
guje a nabizime ho k volnému vyuziti dal$im kolegim.

GeoTest — co je to

GeoTest [2], [7] je online prostfedi, webova aplikace, poskytujici
prostfedi pro reseni konstrukénich tloh a nastroje k vyhodnoceni
spravnosti provedeného resSeni. Aplikace nabizi dvé odlisna pro-
stfedi, ktera se lisi podptirnymi funkcemi - prostiedi zvIast pro
uditele a zvlast pro zZaky. Podrobny popis prostfedi je k dispozici
na doprovodném webu [3].
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Prostredi pro zaky

Zé4ci v GeoTestu fesi zadané planimetrické konstrukéni tlohy. Své
feSeni (provedené ve vnoreném GeoGebra [1] appletu 41 HTMLS5)
pak mohou odeslat na server k vyhodnoceni. Vzapéti dostanou in-
formaci, je-li jejich FeSeni spravné, nebo chybné (obrazek 1). Kdy-
koliv se mohou pokusit chybu opravit a feSeni opakované odeslat,
nebo mohou prejit k feSeni jiné tlohy, nebo praci ukoncit a po-
kracovat v ni kdykoliv — po pfihldSeni do aplikace — pozdéji. Pri
FeSeni tkolu mohou postupovat zcela individualné, podle svych
schopnosti, tempem, které jim vyhovuje. V prehlednych tabul-
kach vidi kazdy zdk vsSechny jemu zadané ukoly, seznamy tloh
v kazdém z kold a svou dosavadni GspéSnost pfi jejich reSeni.

eoTest PeoTest

Prostredi pro ucitele

V systému si ucitelé nejprve pfipravi seznamy zaki. Poté pro Zaky
(libovolné skupiny Zak) sestavuji jednotlivé ukoly (domaci tkoly,
testy, ...). U kazdého ukolu zvoli potfebné vlastnosti (¢asovy li-
mit, pozndmky k feSeni, ...) a vyberou jednotlivé tlohy. Ulohy
vybiraji ze seznamu pripravenych uloh. VSechny ulohy si mohou
pfedem prohlédnout tak, jak je pfi feSeni uvidi zaci, a mohou také
vyzkouset feSeni a vyhodnocovani odpovédi.

Podobné, jako vidi kazdy zak svij vlastni stav feSeni jednot-
livych ukoli, vidi uditel tyto idaje v prehlednych tabulkich pro
vSechny zaky skupiny a v grafech pro vSechny své zaky.
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Sbirka uloh

V systému jsou zatim pripravena zadani 600 uloh. Z nich jsou
témeér dvé stovky razné obtiznych konstrukcénich dloh z plani-
metrie. Ve sbirce jsou jak tulohy volné, tak vazané, a v zadani
kazdé Glohy je vyslovné uvedeno, co je pozadovanym vysledkem
konstrukce. MiiZze to byt chybéjici vrchol trojuhelniku, kruznice,
usecka . ..

Systém je mozné vyuzit i k nacviku rutinnich konstrukei z des-
kriptivni geometrie, zbyvajici tii stovky tloh jsou pravé tyto ulohy.

Varianty tloh podle preciznosti poZzadovaného feseni

Pfi feseni pripravenych uloh se stava, ze fesitel zvoli postup, ktery
by byl pfi rysovani ,na papife“ zcela vyhovujici, ale systém rte-
Seni zamitne. Rysujeme totiz vzdy vysledny objekt pro konkrétni
hodnoty zadanych parametr Glohy. A v rysu ani v postupu kon-
strukce vétSinou nezdivodiujeme, pro¢ napriklad jeden (a ktery)
z pruseciki dvou Car vede k sestrojeni pozadovaného feSeni a druhy
ne. Prosté vyuzijeme ten ,spravny*.

P1i feSeni v parametrickém systému ale miZeme interaktivné
ménit hodnoty vstupnich parametrii, a tudiz je tfeba presné (né-
jakou konstrukei) uréit, ktery vysledny prvek dilé¢iho postupu vede
pro tu kterou vstupni konfiguraci ke spravnému feSeni.

Systém tedy muze zamitnout napiiklad postup, ktery neni do-
statecné obecny, nebo neni zcela jednoznac¢ny, obsahuje néjakou
nenapadnou heuristiku, tfeba pravé volbu jednoho ze dvou pruse-
¢ika ,,od oka“. Na nejobvyklejsi nedorozumeéni upozornujeme na
podputrnych strankach k systému v manuélu ,,Navod: Casté chyby
aneb Jak fesit Glohy spravné“ [4].

Reseni Gloh v jejich vyssi obtiZnosti tedy vyZaduje kromé hle-
dani algoritmu feSeni i ivahu o preciznosti zvoleného postupu,
coZz muze nadané zaky motivovat, ale pro mnoho zakt to muze
byt tézko prekonatelnd prekazka a komplikace. :

Proto jsme ke vSem ulohdm, kde jsme to povaZovali za po-
tfebné, doplnili varianty s mirnéj$im vyhodnocovanim. Oznacu-
jeme je Z-varianty a od puvodni ulohy se lisi vétSinou jen pris-
nosti hodnoceni postupu. U¢itel si pro své zaky miiZe vybrat (tfeba
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i individuélné) takovou variantu tlohy, kterd 1épe vyhovuje jeho
zamérum a schopnostem zakl. V seznamu uloh jsou obé varianty
odliSené i barevné.

Pro ilustraci uvadime dva ptiklady uloh a jejich variant (tyto
a podobné priklady najdete i na webu na strankach s napovédou
a tutoridlem k systému (3], [4], [5]).

Priklady uloh s obéma variantami

1. Sestrojte osu o usecky AB.

Z-varianta ulohy prijme napriklad resent:

Sestrojime kruznice se stiedy v danych bodech, s dostatecné vel-
kym polomérem - napfiklad » = 2 (jednotky). Pruseciky obou
kruznic vedeme piimku o (obrazek 2).

Pivodni iloha vyhodnoti uvedené resent takto:

Takové reSeni neni spravné, neni jisté, Ze se kruznice o poloméru 2
protnou, sta¢i posunout (oddalit pomoci mysi) jeden krajni bod
usecky AB a feSeni nemame, i kdyz urcité existuje.

Priklad spravného tesent:

Dvé kruznice, kazda se stfedem v jednom z krajnich boda a pro-
chézejici druhym z krajnich bodi tsecky, se protnou vzdy (obra-
zek 3).
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Obr. 2
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2. Na dané kruznici k& urCete bod P, ktery je nejblizSim
bodem kruZnice od primky a (ktera danou kruznici ne-
protina).

Z-varianta ulohy prijme napriklad reseni:

Stredem dané kruznice vedeme kolmici k dané primce a jako bod P
oznaime ten prusedéik kolmice s danou kruznici, ktery se na mo-
nitoru jevi jako bliz§i ke kruZnici (obrazek 4).

Puvodni iloha vyhodnoti uvedené resenti takto:

Uvedené FeSeni neni korektni, neni (v postupu konstrukce) feceno,
ktery ze dvou prusecikii primky s kruznici je ten spravny, jeden
jsme ,podle oka“ vybrali. Hodnoceni: Chyba.
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Obr. 4
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Spravné a korektni reseni

Obr. 5

Priklad spravného feseni:

Pokud sestrojime tsecku SD (D je zde priise¢ik kolmice s danou
primkou, v konstrukci se mtize jmenovat jakkoliv), je bod P jediny
a tudiz jednoznac¢né urceny prisecik usecky SD s danou kruznici
(obrazek 5).

o [ v A o Ld
ZkuSenosti z pouzivani
Zkusenosti, které jsme ziskali po roce fungovani GeoTestu, jsme
popsali v [6]. Do téchto dnli (jaro 2014) systém aktivné vyuziva
asi 80 uditelti z riznych skol a zkusenosti s nim mé uz vice nez
3 000 zaka.
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ABSTRACT

The paper analyzes school approaches to solving plane geometry
problems and the requirements students should meet in solving
them. Further, it presents a new utility, the GeoTest system, that
provides users with an on-line environment for solving such pro-
blems and also with an instant automatic evaluation of the solu-
tions of given tasks.

Elementary geometry tasks require students to deal with seve-
ral processes at the same time. The evaluation of the correctness of
students’ answers makes high demands on teachers. Moreover, be-
cause drawing and problem solving (searching for a construction
algorithm) are two different skills, their separation®may help to
improve students’ success.

A Dynamic Geometry System helps to separate two sides of
the solving process but it neither gives the student a satisfactory
feedback including the evaluation of the correctness of the solu-
tion, nor facilitates a teacher’s evaluation procedures. The system
described in the article makes up for both these deficiencies.



