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KRUZNICE DOTYKAJICI SE
STRAN TROJUHELNIKU

Dac HRUBY

Uvodem poznamenejme, e kruznici dotykajici se stran troj-
thelniku ABC rozumime kruZnici, kterd se dotyka piimek AB,
BC, AC. V publikaci [1] jsou kruznice dotykajici se stran troj-
thelniku rozdéleny podle toho, zda jsou nebo nejsou ¢asti troj-
thelniku. Kruznici, ktera se dotyka primek AB, BC, AC a je ¢asti
trojuhelniku ABC|, nazyvame kruznici trojuhelniku vepsanou. Ta-
kova kruZnice je jen jedna. KruZnici, kterd se dotyka piimek AB,
BC, AC a neni ¢&asti trojuhelniku ABC, nazyvame kruznici troj-
thelniku pfipsanou. Takové kruznice jsou tfi.
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Zatimco s kruznici trojuhelniku vepsanou se setkame ve vétsiné
udebnic planimetrie (goniometrie, trigonometrie), je pojem kruz-
nice trojuhelniku pfipsané, v soucasnych ucebnicich geometrie pro
stfedni skoly, zminén jen okrajové. Cilem tohoto ¢lanku je nejen
pfipomenout pojem kruznice trojuhelniku pripsané, ale také uka-
zat mna konkrétnich prikladech nékteré zajimavé vlastnosti
kruznic trojihelniku ptipsanych. Diive nez tak u¢inime, vytesime
tfi tlohy tykajici se kruznice trojihelniku vepsané. Pfipomerime
si, Ze obvod trojuhelniku znac¢ime 2s, polovi¢ni obvod pak s.

at+b+ec

2s=a-+b+c s = 5

Priklad 1. Pro obsah S trojuhelniku plati: S = p - s. Dokazte.
(0 znadi polomér kruznice trojihelniku vepsané)

Reseni. Pro obsah trojuhelniku ABC plati: Sapc = Saos +
4+ Spoc + Scoa, kde O je stfed kruznice trojuhelniku vepsané.
Po dosazeni dostavame

1 1 1 1 1
Sapc = gce+ jae+ ibg = §Q(a+b+c) = 5025 = 0s.

Priklad 2. KruZnice vepsana pravotihlému trojihelniku ABC' se
dotyka pfepony v bodé T'. Pro obsah trojuhelniku ABC pak plati:
S = |AT| - |T'B|. Dokazte.

Resent. Body dotyku kruznice vepsané se stranami BC, AC ozna-
¢me po fadé U, V. Stfed kruznice vepsané oznac¢ime O. Polozme
|AT| = z,|BT| = y. Mame dokdzat, Ze plati S = zy. Je-li o
polomér kruznice vepsané, pak plati

a=p0+Yy; b=o0+=x.

Nyni vyjadiime dvojim zpusobem obsah trojihelniku ABC.
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Obr. 2

1

1 1
S = 5abz5(g+y)(g+az)=§(92+96Q+y@+96y)

Druhy vztah pro obsah trojahelniku ziskdme ze vztahu

Sapc = Sarov + Serov + Sovcv-

Obsah trojahelniku je roven sou¢tu obsahii deltoida ATOV,
BTOU a ¢tverce OUCYV. Po dosazeni dostavame

S =z0+yo+ o

Z porovnani obou vztaht pro obsah trojihleniku plyne

1

S = 5(92+m9+y9+xy);
1

S= §(S+$y);

S =uxy.

Piiklad 3. Rozhodnéte, zda existuje pravotuhly trojihelnik, jehoz
délky stran v centimetrech jsou vyjadreny celymi ¢isly a polomeér
kruznice trojuhelniku vepsané je o = 6 cm.

Resend. Snadno nahlédneme, Ze plati
& =a® +b%
c=a+b—12.
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Eliminaci ¢ dostaneme rovnici
72 4+ ab —12a — 120 = 0,

kterou lze zapsat ve tvaru

Vzhledem k podmince a > 12,b > 12 (zdivodnéte) a déle, ze
¢islo b — 12 je délitelem 72, dostavame néasledujici dvojice (a, b):
(13,84); (14, 48); (15, 36); (16, 30); (18, 24); (20, 21);
(21,20); (24, 18); (30, 16); (36, 15); (48, 14); (84, 13).

Existuje tedy 6 pravouhlych pravoihlych trojihelniki, které
maji pozadovanou vlastnost.

Obr. 3

Uvazujme nyni kruznici (O, g,) pfipsanou trojihelniku ABC,
ktera se dotyka strany BC' v bodé P a polopfimek AB, AC po fadé
v bodech @, R. KruZnice trojihelniku vepsana k(S, o) a ktera se
dotyka stran AB, BC', AC po fadé v bodech D, E| F. Zavedeme-li
nyni oznaceni

|AD[==z;  |CR|=y;  |BQ|=z
pak dostéavame nasledujici soustavu rovnic
a=b—x+c—ux;
a=1y+z;
c+z=b+y,
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ktera je ekvivalentni se soustavou

2 =b+c—a;
2y =a+c—b;
2z=a+b—c
Odtud jiz snadno plyne
a+b+c

S vyuzitim poloviéniho obvodu s muzeme vyjadrit x,y, z nasle-
dovné

r=Ss—a; y=s-—20; z=8—c.

Nagim dalsim tkolem bude urc¢it vztah mezi polomérem o kruz-
nice vepsané a polomérem p, kruznice pripsané. Z podobnosti
trojuhelnika ADS a AQO plyne

00 |AQ| c+z s

o |AD|] =  s—a’

Podobnou tvahou mizeme odvodit vztah mezi g, a ¢ a mezi g,
a o. Celkem dostavame

resp.

Piiklad 4. Pro obsah trojuhelniku plati S = /004 0p0.. DokaZte.

Resend. V tvodu FeSeni si pfipometime Herontiv vzorec pro obsah
trojuhelniku:

S =/s(s—a)(s —b)(s —c)
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Pro soucin 0p,0p0. dostavame

s s s 083
—a s—b s—c (s—a)(s—b)(s—c)

00a0b0c = 0
S

Jmenovatele vyjadiime vyuzitim Heronova vzorce a obdrzime

05?3
00a0b0c = ~g5- = 055 = 5.

s

Odtud jiz snadno plyne dokazovany vztah S = /00, 0b0c-

Priklad 5. Dokazte, Ze pro poloméry o4, 0p, 0. kruznic piipsa-
nych trojuhelniku ABC' a polomér ¢ kruznice trojuhelniku ABC

vepsané plati
1 1 1 1

Qa O Oc 0

Reseni. Vyjdeme ze vztahtit S = g,(s —a) = ga(s —b) = 0a(s —c),
které jsme odvodili vyse. Ziejmé je
1 1 1 s—a s—b s—c 3s—(a+b+c)

a+a+a: S + S + S — S

Priklad 6. Dokazte, Ze pro polomeéry o, 0b, 0c kruZznic pfipsanych
trojuhelniku ABC, polomér g kruznice trojihelniku ABC vepsané
a polomér r trojuhelniku ABC opsané plati

Oa + 0b + 0c — 0= 4r.

Reseni. Vyjdeme opét ze vztahtt S = g,(s — a) = 04(s — b) =
= 04(s — ¢). Plati

Gt o toe—0= ——t
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S(253 — s%b — s%c — s%a + abc)

— -
[25° — s?(a+ b+ c) + abc] = %bc =4r.

0|~

Zkuste si nyni sami dokazat nasledujici vzorce.

2 o B 2
= t t t
S gcog200g2cog2
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Abstract

The goal of the article is to point out the concept of the escribed
circle of the triangle which is only touched on in present secondary
mathematics textbooks. Interesting properties of escribed circles
of the triangle are shown on three examples.
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