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POZNAMKY K UPLNOSTI REALNYCH CISEL

PETR SATNY

V hodinach matematiky na stfedni skole vSeobecné dbame na to,
aby si zaci o novym pojmech vytvareli spravné predstavy, aby
tyto abstrakce dobie vnimali a dokézali s nimi manipulovat pfi
feSeni tloh. Nepredpoklada se, ze pritom s zaky povedeme diskusi
o povaze matematiky a jejimu vztahu k redlnému svétu — kupti-
kladu geometrickému utvaru, jakou je pfimka, pfisuzujeme bez
dikazu zékladni vlastnosti odpozorované od objektt, které nam
v realném sveété primky priblizuji, jako tfeba tenkd napnuté nit.

Pravé s pfimkou a s uréovanim vzdalenosti mezi jejimi body je
spojen velmi slozity pojem, o kterém jsme vynuceni s zaky hovofrit,
jakmile se (jiz na zakladni skole) pustime do vypoctii spojenych
s Pythagorovou vétou. Jedna se o pojem rediného cisla, ktery je
ryze matematickou konstrukci, jez nelze motivovat zadnou prak-
tickou ¢innosti, napfiklad meérenim geometrickych nebo fyzikal-
nich veli¢in s sebelepsi mirou presnosti, dokud s danymi ¢iselnymi
hodnotami neza¢neme provadét teoretické vypocty s cilem ciselné
interpretovat jejich vysledky.!

Na zésadni otazku, jak by méli zaci chdpat redlna ¢isla, exis-
tuje nastésti jiz dlouha desetileti vSseobecné akceptovana odpovéd,
kterou najdeme v ucebnicich ve formé symbidzy dvou aspektt —
geometrického a aritmetického:

1. (Kladné) realné ¢islo je vyjadfenim délky nékteré tsecky (pii

zvolené jednotce délky).

2. Redlné cisla délime na racionalni a iraciondlni. Prvni z nich

jsou prave ta ¢isla, ktera lze vyjadfit zlomky (podily dvou ce-
Iych ¢isel). Racionalni ¢isla maji v desitkové soustavé budto
koneény pocet nenulovych ¢islic za desetinnou ¢arkou, nebo

1Patrné nejslavnéjsi iracionalni ¢islo v/2 je tak teoretickou odpovédi na
otazku: Kolik méfi thlopricka jednotkového ctverce?
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je téchto ¢islic nekoneéné mnoho, avsak se od jistého mista
periodicky opakuji. Cisla iracionalni naopak maji ve svém
zapisu za desetinnou carkou nekonecné mnoho nenulovych
¢islic, jez se od zaddného mista periodicky neopakuji.?

Jisté se jako ucitelé miizeme spokojit se situaci, kdy nasi zaci
jsou schopni vymezit iracionalni ¢isla pouze negativné, tedy jako
realnd cisla, kterd nejsou racionalni, a chapou jejich hlavni roli:
tato ¢isla nam slouzi k tomu, aby kazdy bod na ¢iselné ose byl
obrazem nékterého realného ¢isla. Kdybychom na ¢iselné ose uva-
zovali pouze body, které jsou obrazy racionalnich ¢isel, byla by
pfimka tvofend témito body ,dérava* — takové dvé riznobézné
pfimky by se mohly minout, tj. nemit prisecik. Uvozovkami v po-
sledni vété intuitivné naznacujeme rozdil mezi mnozinou Q vSech
racionalnich a mnozinou R vSech realnych ¢isel. Prvni z nich je
L,neuplnd“, druha je ,,iplna“, tj. obohacend o iracionalni d¢isla,
a tak popisujici vSechny body ,spojité“ pfimky (tedy pfimky ,bez
mezer“) brané jako ¢iselnd osa.

| I [ [
0 1 0 1

Obr. 1: Grafické znézornéni mnozin Q (vlevo) a R (vpravo).

Ani posledni vétou, kterou zdktim nékdy pro nézornéjsi pred-
stavu pribliZujeme nic podstatného nefikajicim porovnanim, jaké
vidite® na obrazku 1, jsme ovSem k exaktnimu chapani pojmu
uplnosti nepokrocili. Pfiznejme ovSem, Ze o takovy krok pfi vyuce
na stfedni skole bychom viibec neméli (a vlastné ani nemuizeme)
usilovat. My, ucitelé matematiky, bychom vsak v otazce tplnosti
mnoziny R méli mit Gplné jasno, dokonce by bylo prospésné,

2Ptiznejme z4ktm, e my lidé nejsme nekoneénych zapisti schopni, mizeme
si vSak takovy zapis predstavit, ma ho tfeba ¢islo z = 1,01001000100001 .. ..
Zaci jisté pochopi, jak bude zapis &isla  dale pokracovat, budou vsak schopni
vysvétlit, pro¢ takové x neni racionalni ¢islo?

3Pt znazornéni mnoziny Q ,hustym rastrem* bodt je nutné zaky upozor-
nit, ze mezi kazdymi dvéma riznymi raciondlnimi ¢isly lezi nekoneéné mnoho
jinych racionalnich c¢isel.
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abychom se seznamili s tim, jakymi rtznymi cestami k tomuto
pojmu piistupovali matematic¢ti velikani 18. a 19. stoleti, tedy
v pomérné dlouhém obdobi, ve kterém se teorie redlnych ¢isel do-
tvafela do soucasné podoby. Pfehledu téchto pfistupti (budeme
je nazyvat principy dplnosti) a jejich (pomérné mélo znimym)
vzajemnym logickym vazbam je vénovan nas prispévek.* Neni
bez zajimavosti, jak dale naznacime, ze pri posuzovani zminé-
nych vazeb sehrava vyznamnou roli dalsi zékladni vlastnost re-
alnych cisel, kterd se odréazi jiz v podobenstvi knéze Aurelia Au-
GUSTINA (354-430) o chlapci, ktery se snazi malou 1zickou prelit
vodu z mote do jamy v pisku, kterou vyhloubil. Odhlédnéme od
ponauceni, které mé popsané situace prinést, a konstatujme, ze,
teoreticky vzato, obrovsky objem vody v celém mofi je pouze ko-
neénym nasobkem malého objemu 1zicky, protoze se jedna o dveé
(kladné) hodnoty téZe skalarni veli¢iny — objemu.5 Odpovidajici
vlastnost realnych ¢isel popiseme déle v textu Archimédovym prin-
cipem. Je vyjadfenim toho, ze mezi kladna realnd ¢isla nepatii
¢isla ,nekonecné velkd“ ani ,nekoneéné mald“.

Slibeny piehled zacneme konstatovanim, ze soucasni absol-
venti studijnich programt pro pfipravu stfedoskolskych uciteli
matematiky podrobnou konstrukci redlnych ¢isel ve fakultnich
prednaskach vétsinou viibec neprobiraji. Vlastnosti realnych c¢i-
sel véetné jejich uplnosti vSak nezbytné potiebuji uz v prvnim
semestru zakladniho kurzu matematické analyzy. Proto se v jeho
tvodu mnozina R zavadi obvykle axiomaticky, tedy co nejstru-
¢néjsim vyctem jejich zakladnich vlastnosti, které pfijimame za
platné bez dikazu.® Uvedme pro piedstavu, jak takové zavedeni
vypada.

4 Autor se principy tiplnosti zabyval v 1. kapitole své diplomové prace Zd-
kladni véty matematické analijzy a jejich aplikace (Satny, 2011), ktera se stala
inspiraci pro tento ¢lanek. Ctenafi, ktefi budou mit zadjem o dikazy tvrzeni,
jez zde uvadime, proto tuto praci doporucujeme.

5Jinou situaci bychom dostali, kdybychom chté&li srovnavat kupiikladu
délku usecky s obsahem Ctverce.

6Korektni odvozeni viech vlastnosti redlnych &isel ze soustavy axiomii pro-
vedl napf. Edmund Landau v roce 1930, ktery sam napsal, Ze je to misty
y,namahava nuda“ (Vesely, 1997).
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Oborem realnych é&isel nazyvame strukturu (R,+, -, >), kterd je
tvofena mnozinou R se dvéma bindrnimi operacemi (+ a -), bi-
narni relaci <, specidlnimi prvky 0, 1 a pro libovolné jeji prvky
x,y, z spliuje nasledujici axiomy:

(Al) 2 4+y=y+x (komutativita s¢itani)
(A2) (x4+y)+z=z+ (y+2) (asociativita s¢itani)
(A3) 2+0=2x (existence nulového prvku)
(A4) I(—z): z+ (—x)=0 (existence opac¢ného prvku)
(AS) z-y=y-x (komutativita nasobeni)
(AB) (z-y)-z=x-(y-2) (asociativita nasobeni)
(AT) z-1==x (existence jednotkového prvku)
(A8) x#0 = Jz~!: z-27 =1 (existence inverzniho prvku)
(A9) (z+y)-z=(z-2)+ (y-2) (distributivni zdkon)
(A10) Plati pravé jeden ze vztahii x =y, © < y, y < .
(trichotomie)
(All) z<yAy<z=zx<z (tranzitivita)

(Al12) z <y = =+ 2z <y+ z (operace + je slucitelna s relaci <)
(A13) z<yAz>0=>x-2<y-z
(operace - je sluéitelnd s relaci <)
(A14) Kazda neprdzdna shora omezend podmnozina R mé supre-
mum.

Abychom s takto zavedenou mnoZinou R mohli ,bez obav*
v matematickych teoriich pracovat, méli bychom jesté dokazat, ze
takova struktura opravdu existuje, coz za predpokladu bezespor-
nosti obvyklé teorie mnozin skutecné lze. Navic je mozné ukazat,
Ze mnozina vyhovujici této struktufe je jedina az na izomorfismus,
tj. bijektivni zobrazeni zachovéavajici obé operace +, - a relaci <.

Ctenéi pti pohledu na vypsané axiomy (Al) az (A14) jisté
usoudi, ze iplnost mnoziny R je patrné skryta v poslednim axiomu
(A14), ktery poprvé v této podobé vyslovil Carl Friedrich GAuUss
(1777-1855) a ktery proto dile budeme oznacovat jako Gaussav
princip. K jeho formulaci vysvétleme, ze mnozina X, X C R,
se nazyva shora omezend, pokud méa néjakou horni zdvoru, tedy
pokud existuje ¢islo h € R takové, ze nerovnost x < h plati pro
kazdé x € X. Nejmensi ze vSech hornich zévor dané mnoziny X
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se pak nazyva jeji supremum, ¢islo znacené jako sup X.

Je zfejmé, ze mnozina QQ vSech racionalnich ¢isel spliiuje axi-
omy (A1)—(A13), ne vSak axiom (A14). Uvéazime-li kupiikladu jeji
podmnozinu

X={z€eQ|z>0A2" <2},

pak jejimi hornimi zavorami jsou pravé ta kladna cisla h, ktera
spliiuji nerovnost h? > 2, a mezi takovymi &isly h € Q ziejmé
neni nejmensi. Proto mnozina X nemé v mnoziné QQ supremum,
mé ho vsak v mnoziné R: sup X = v/2.

Poznamenejme nyni, ze existuji mnohé jiné mnoziny nezli pou-
ze Q a R, které splituji axiomy (A1l)—(A13), kazdou z nich na-
zyvame usporddanym polem. Jen nékterd z nich vSak maji dalsi
vlastnost, kterd je spole¢nd polim Q a R a kterou vyjaddfime né-
sledujicim principem, jez jsme v tvodni casti pfispévku spojili
s Augustinovym podobenstvim.

Archiméduv princip. Necht v uspofddaném poli P existuje pro
kazdé dva kladné prvky x a y takové n € N, Ze plati nx > y. Pak
pole P nazyvame archimédouvske.

Ctenafim miizeme doporuéit, aby sami dokazali, Ze Archi-
médtv princip plyne z axiomu (A14), a to sporem: Pfipustte, Ze
v uspotadaném poli P existuji dva kladné prvky x a y takové, ze
prvek y je horni zédvora mnoziny X = {nz | n € N}. Ukazte, ze
pak mnozina X nemd v P supremum (je-li & horni zévora X, je
i prvek h — z horni zdvora X).

Vratme se vSak od archimédovskych poli k nasemu hlavnimu
tématu, iplnosti mnoziny R, kterou jsme prozatim vyjadiili pouze
Gaussovym principem. Mezi objevitele dalSich vlastnosti zajistu-
jici uplnost“ realnych ¢isel patii Francouz Augustin Louis CAU-
CHY (1789-1859) a dale némecti matematici Karl WEIERSTRASS
(1815-1897), Georg CANTOR (1845-1918) a Richard DEDEKIND
(1831-1916). Jimi objevené principy nyni postupné uvedeme ve
vhodném potadi. Za kazdym principem rovnou také vysvétlime,
pro¢ jej archimédovské pole QQ nesplnuje, stejné jako jsme to udé-
lali vyse u Gaussova principu.
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Dedekindav princip. Je-li mnozina R vSech realnych disel jak-
koliv rozdélena na dvé neprazdné casti X a Y tak, Ze nerovnost
x < y plati pro libovolna ¢isla x € X ay € Y, pak existuje takové
CisloreR,zex <r<yprokazdixec X ayeY.

X r Y

Obr. 2: Grafické zndzornéni rozdéleni na ¢ast X a Y.

Uvazime-li napiiklad rozdéleni mnoziny vsech racionalnich ¢i-
sel Qna disti X = {z € Q| (22 < 2)V(z < 0A2% > 2)}
aY ={ycQ|y>0Ay>> 2}, pak zfejmé jedingm ¢islem r € R
splitujicim pro viechna z € X, y € Y nerovnosti z < r < y je v/2,
coz je iraciondlni ¢islo, proto v poli Q Dedekindiv princip neplati.

Neplatnost nasledujicich principt na mnoziné Q prokaZzeme
pomoci éiselnych posloupnosti {a, }22 ;, {b,}52; danymi pro kaz-
dé n € N vzorci

1 n 1 n+1

V obou pripadech se jedna o posloupnosti racionalnich ¢isel:

2 b
—_—N— — N ——

1\' 1\? 1\* 1+n)"
{an};f_1=<1+1> 7(1+2) ,<1+3> %
2 3 4

1 1 1 (1+n)n+t
{bn}?ﬂ:(l‘f‘l) 7(1+2) 7<1+3) R N ECRRE
—_——— —— — —

4 256

81

[

Jak mizeme podle prvnich ¢lentt odhadnout, je posloupnost
{an}22 ; rostouci a posloupnost {b,, }22 ; klesajici. Lze navic doka-
zat, viz (Dosl4, 2004), Ze obé tyto posloupnosti maji stejnou hod-
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notu limity rovnou iracionalnimu ¢islu zndmém pod nazvem Eu-
o v . n . n+1
lerovo ¢islo a znacené e, tzn. lim (1 + l) = lim (1 + l) =
n—00 n n— o0 n

=e=2,7182818...

Cantoruv princip. Kazda posloupnost uzavienych intervali ¢i-
selné osy, které jsou do sebe ,vlozeny“ nasledujicim zpiisobem

(a1,b1) D (az,b2) O (ag,b3) O ---,

ma neprazdny prunik, tedy existuje takové r € R, ze ap, < r < by
pro kazdé k.

Obr. 3: Ilustrace vnofeni intervalu.

Uvazme intervaly (a,,by,) vzniklé ze ¢lent konkrétnich po-
sloupnosti {a,}>2 ¢, {b,}52,, které jsme zavedli a posoudili na
predeslé strané. Pak ziejmé plati vnofeni (aj,b1) D (as,b2) D
D (as,bs) D -+ a neprazdnym prinikem téchto intervala je jed-
noprvkovd mnozina {e}, proto ani Cantortv princip neni splnén
na mnoziné Q, nebot e ¢ Q.

Weierstrassuv princip. Kazda neklesajici shora omezena po-
sloupnost realnych cisel ma vlastni limitu.

Piipomernime, Ze ¢islo L se nazyva vlastni limitou posloupnosti
{zn}5° 1, pokud pro kazdé e > 0 existuje ¢islo N € N s vlastnosti,
Ze nerovnost |z, — L| < e plati pro vSechna n > N.
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Tlustraci k Weierstrassovu principu vidite na obrazku 4.

Y
L+tet------- e e
L—g«-————jﬂ—' ———————————————————————
O N T

Obr. 4: Limita L neklesajici shora omezené posloupnosti.

Uvazme nyni znovu posloupnost {a,}52, vySe definovanou
vzorcem a.,, = (1+ %)n Takova posloupnost je rostouci (tudiz i ne-
klesajici) a kazdy jeji ¢len je raciondlni ¢islo. Nicméné jak jsme
uvedli vyse, je limita posloupnosti {a,}52 ; rovna ¢islu e, které je
iracionalni, a proto Weierstrasstiv princip na mnoziné Q neplati.

Cauchyuv princip. Limitu ma kazda C-posloupnost realnych
cisel, tj. kazdéa posloupnost {x,}22, s touto vlastnosti: Pro kaz-
dé realné cislo ¢ > 0 existuje ¢islo N € N takové, ze nerovnost
|Zsm — 2n| < € plati pro libovolnd pfirozena ¢isla m,n > N.

Je zfejmé, ze kazda posloupnost realnych ¢isel, kterd ma vlastni
limitu, je C—posloupnosti’. Proto fakt, Ze na mnoziné Q neplati
ani Cauchyuv princip, lze dolozit stejnym piikladem posloupnosti
Cisel a, = (1 + %)n, ktera ma iracionalni limitu, je vsak C—po-
sloupnosti (jako kazd4 jin& posloupnost s vlastni limitou).

V posledni ¢asti textu se zaméfime na to, zda-li 1ze Gaussuv
princip (A14) v uvedeném seznamu axiomu (Al)—(A14) pro obor
realnych cisel bez dalsich podminek zaménit libovolnym jinym

7C-posloupnostem se asto Fika cauchyovské (odtud se vzalo i pismeno C),
nebo téz posloupnosti, které ,konverguji v sobé&“.
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principem, které jsme zde uvedli, a jakou roli pfitom hraje Ar-
chimédtv princip. Zopakujme, ze dikazy tvrzeni, které nize uve-
deme, lze nalézt v (Satny, 2011).

Plati-li v uspofddaném poli, tj. struktufe splitujici axiomy (Al)-
(A13), Gaussiiv, Weierstrassiiv nebo Dedekindiiv princip, pak je
toto pole archimédovské, tzn. plati v ném Archiméduv princip.

Pokud v usporddaném poli plati Cantortv nebo Cauchytv
princip, neni zde obecné splnén princip Archiméduv. Tato skutec-
nost nas vede k domnénce, ze pouze nékteré z uvedenych principi
uplnosti jsou ekvivalentni. Tuto skuteénost formulujme v dalsim
tvrzeni:

V libovolném uspoiadaném poli jsou Gausstv princip, Weierstra-
ssttv princip a Dedekindtiv princip navzdjem ekvivalentni, tj. bud
vSechny tfi principy plati zarover, nebo neplati zadny z nich.

Pozornéjsimu ¢tenari jisté neunikla myslenka, zda-li nestaci
ke Cantorovu a Cauchyovu principu pfidat Archiméduv princip,
abychom tak ziskali plnohodnotny axiom tplnosti. Ze je tento na-
pad spravny, potvrdime nasledujicim tvrzenim:

Plati-li v usporadaném poli Gaussuv princip, plati tam i Cantortiv
i Cauchyuv princip. Naopak plati-li v usporadaném poli Cantorav
nebo Cauchytiv princip a je-li navic toto pole archimédovské, plati
v ném i Gaussuv princip.

Abychom ¢tenéfi usnadnili orientaci, uvddime schéma vztahi
(platnych v libovolném uspofadaném poli) mezi uvedenymi prin-
cipy tak, jak jsme je vyse uvedli.

Ukazali jsme, jak se axiomaticky zavadi mnozina reélnych ¢isel
a jakych podob miize nabyvat axiom tuplnosti véetné vztahtt mezi
nimi. Kromé tohoto pfistupu lze vsak v matematické literatute na-
jit 1 velmi ,exotické* konstrukce realnych ¢isel zalozenych kupii-
kladu na hrani jistjch her dvou osob, jak je popséno v (Conway,
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1976). Pro zajimavost dodejme, Ze i obor vSech redlnych ¢isel lze
déle rozsifit o nové prvky (nekoneéné mald a nekonecné velkd
¢isla), a dostat tak nové usporddané pole tzv. hyperredingch Gisel,
ve kterém uz ovsem neplati Archimédiv princip (Simsa, 2010).

Dedekinduv
princip

Weierstrassav
princip

princip

Cantoruv princip Cauchytv princip
+ +

Archiméduv princip Archiméduv princip

Obr. 5: Riizné podoby axiomu tplnosti.

Jak si ¢tendf jisté uvédomil, problematika konstrukce a rozsito-

vani ¢iselnych obort je velmi bohata a poskytuje pripadnym za-
jemclim spoustu namétt k objevovani novych souvislosti.
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Abstract

The paper focuses on the important feature of real numbers, which
makes them being complete. Completeness of real numbers is
interpreted in different forms and it is showed on several exam-
ples that rational numbers do not possess it. The last part of this
article is devoted to the relationships among these different forms
of completeness of real numbers.
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