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DALSTI POZORUHODNE VLASTNOSTI
KRUHOVE INVERZE

STANISLAV NOVAK

Cilem pfispévku je doplnéni dalsich zajimavych vlastnosti kru-
hové inverze, které nebyly podrobnéji uvedeny v ¢lanku ,,Pozoru-
hodné vlastnosti kruhové inverze* (Kobza, 2013). Vyjdeme z de-
finice zobrazeni kruhové inverze, jak byla uvedena ve zminéném
¢lanku, a budeme se snazit drzet i stejného znaceni.

Definice. V roviné je dan bod S a déle kladné reilné cislo A.
Kruhovou inverzi se stifedem S a koeficientem A rozumime zob-
razeni, které kazdému bodu X # S ptifadi bod X', ktery lezi na
polopfimce S.XZ, pfi¢emz |SX| - |SX'| = A.

Obraz kruznice neprochazejici stfedem kruhové
inverze

V ¢lanku (Kobza, 2013) bylo ukézano, Ze obrazem kruznice, kterd
neprochazi stfedem kruhové inverze, je kruznice, kterd rovnéz ne-
prochazi stfedem kruhové inverze. Zminénou vlastnost v nasle-
dujicim hloubéji rozvedeme a ukazeme souvislost se stejnoleh-
losti — geometrickym zobrazenim, s nimz se zaci setkavaji nejen
na stfedni, ale dokonce uz na zakladni skole.

Kruhova inverze je uréena kruznici 1(S;v/A). Mé&jme kruznici
m(Sy,; 1) neprochézejici stfedem kruhové inverze S, jejimz obra-
zem v této kruhové inverzi je kruznice m’(Sy,/;7’), kterd rovnéz
neprochdazi stfedem kruhové inverze S.

Z definice kruhové inverze vime, Ze plati néasledujici rovnost
(obr. 1):
|ISX|-|SX'| = A
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Dale uvedeme vztah pro vypocet mocnosti bodu! S ke kruznici &:
SX]-SY] =

Vyjadrenim rovnosti podili levych a pravych stran vyse uvede-
nych rovnosti dostavame:

1SX'| A

|SY[
po Uprave:

ISX'| = k- |SY], kde k = %

7 uvedeného vztahu plyne, Ze bod X’ je obrazem bodu Y ve stej-
nolehlosti se stfedem v bodé S a koeficientem k = ﬁ

Obr. 1

Vztazenim vyse uvedeného na vsechny body kruznice m mu-
zeme tvrdit, ze kruznice m, ktera neprochézi stredem kruhové in-
verze S, a jeji obraz v kruhové inverzi — kruznice m’, kterd rovnéz
neprochazi stfedem kruhové inverze S, si odpovidaji ve stejno-
lehlosti se stfedem ve stfedu kruhové inverze S s koeficientem k

IDefinice. Necht je v roviné déna kruznice k(S;r) a bod X; mocnosti bodu
X ke kruznici k£ nazyvame realné ¢islo p = \SX’\2 — 72, Lze ukdzat, Ze pro
kazdé dvé rtizné seény s, s’ vedené bodem X protinajici kruznici k v bodech
A, B a A’, B’ na zadkladé podobnosti trojuhelnikt plati: | XA’| : | XA| =
=|XB]|:|XB'| aodtud | XA'|- |XB'| =|XA|-|XB|.
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rovnym podilu koeficientu kruhové inverze A\ a mocnosti bodu S
ke kruznici m.

V této stejnolehlosti si body jednotlivych kruznic odpovidaji
nStiidaveé“ ve srovnani s dvojicemi bodt odpovidajicich si v dané
kruhové inverzi. V nésledujici tabulce jsou prehledné zachyceny
dvojice odpovidajicich si bodu v dané kruhové inverzi i ve vyse
odvozené stejnolehlosti (obr. 1).

kruhova inverze || stejnolehlost
P— P P—Q
Q—Q Q— P
X — X X —Y
Yy —Y Yy — X'
Tab. 1

V pripadé, zZe lezi stfed kruhové inverze S ve vnitini oblasti
kruznice m(S,,; 1), je situace obdobna (obr. 2). V takovém piipadé
je mocnost bodu S ke kruznici m: p = [SS,,|? — r? mensi nez 0,

koeficient stejnolehlosti k = % je tedy také zaporny.

Obr. 2
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KruZnice m’, kterd je obrazem kruZnice m v kruhové inverzi
uréené kruznici 1(S;v/\), zfejmé ani v tomto piipadé neprochézi
stfedem kruhové inverze S. Tuto skuteCnost nahlédneme snadno
pomoci vysSe ukdzané existence stejnolehlosti, v niz si kruznice m
a m' odpovidaji — stejnolehlost je totiz zobrazenim vzijemné
jednoznac¢nym a stied stejnolehlosti S je jedinym samodruznym
bodem tohoto zobrazeni.

Obraz stifedu kruznice neprochazejici stfedem
kruhové inverze

V dalsi ¢asti upfesnime vlastnosti obrazu stfedu kruznice nepro-
chéazejici stfedem kruhové inverze. Vime totiz, ze se stied S, kruz-
nice m v kruhové inverzi nezobrazi na stied S,,, kruznice m’, tedy
ze obraz stfedu kruznice v dané kruhové inverzi neni stiedem ob-
razu této kruznice v této kruhové inverzi. Pro sted S, a jeho
obraz SJ, v kruhové inverzi plati:

A
S| = e
%5l = 55, ]

Déle z definice kruhové inverze mdme (obr. 3):

A
o —
ISPl = rgpp
A
SQ| = .
2O s

Pro vzdalenost stiedu S,, kruznice m od stfedu kruhové inverze S
podle znamého vztahu plati:

55, = 157115

tedy po dosazeni pravych stran z vyse uvedenych tii rovnosti:

A A
A P Ts9T
|SS! | 2
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Po vydéleni obou stran rovnosti nenulovym ¢islem A a tpravé na

rovnost prevracenych hodnot ptivodnich vyrazi dostaneme:

2
1SS, | = JS R
[SP'[ T ]SQ]

Na zéakladé uvedeného mizeme fici, Ze vzdélenost obrazu stfedu
kruznice od stfedu kruhové inverze je harmonickym primérem
vzdalenosti obrazi krajnich bodd primeéru obrazu kruznice od
stfedu kruhové inverze.

Obr. 3

Velikost (thlu v kruhové inverzi

Dalsi ze zakladnich vlastnosti zobrazeni kruhové inverze je jeji
konformnost, tj. vlastnost zachovani velikosti thlt. Tuto skutec-
nost snadno nahlédneme v pfipadé zobrazeni dvou rtiznobézek,
z nichz 74dné neprochdzi stfedem kruhové inverze S (obr. 4).

Obrazy téchto ruznobézek p, ¢ protinajicich se v bodé C a svi-
rajicich thel ¢ jsou protinajici se kruznice prochézejici stfedem
kruhové inverze S — po fadé p’, ¢/, jejichz stfedy oznadime po
fadé Sp, Sy . Kruznice p’, ¢’ maji pravé dva spoleéné body, a to
stfed kruhové inverze S a bod C’, ktery je obrazem priiseciku C.
Uhel kruznic p/, ¢’ sviraji jejich teény t,/, t,.

Pfimka SSy je kolméd na teénu t, kruznice ¢’ v bodé S.
Piimka 5SSy je zéroveii kolmé na piimku ¢, protoze obrazem jejich
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priseéiku D je bod D’ — druhy z priise¢ikfi kruZnice ¢’ a p¥im-
ky SS,, kterd je v dané kruhové inverzi (nikoli bodové) samodruz-
né. Z uvedeného plyne ¢, || g. Analogicky lze odvodit ¢, || p. Na
zékladé ukazanych vztahti rovnobéznosti muzeme tvrdit, ze teény
obou kruznic t,/, ty sviraji thel .

Obr. 4

V pfipadé, ze jsou pfimky p, ¢ rovnobézné (sviraji thel ¢ =
=0°), jsou body S, Sp/, Sy kolinedrni, kruznice p’, ¢’ se dotykaji
pravé v bodé S a jejich te¢ny t,/, t, v tomto bodé splynou (sviraji
thel ¢ = 0°).

V ptipadé, Ze (bez ijmy na obecnosti) pfimka p prochazi stie-
dem kruhové inverze S a s pfimkou ¢ svira thel ¢, ziustava velikost
thlu rovnéz zachovana, jelikoz pfimka p je v dané kruhové inverzi
(nikoli bodové) samodruznd, tedy p = p/, a teéna t, ke kruznici ¢/
ve stfedu kruhové inverze S svira s pfimkou p’ tthel ¢, protoze plati
te | q

V pripadé, zZe se pfimky p, ¢ protinaji ve stfedu kruhové inver-
ze S a sviraji thel ¢, sviraji tento tihel i jejich obrazy — piimky p’,
q', protoze p, ¢ jsou (nikoli bodové) samodruzné.
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Kruhova inverze a stereograficka projekce

V posledni ¢asti ukdzeme souvislost kruhové inverze s vyznam-
nym kartografickym zobrazenim — stereografickou projekci, ktera
je také konformnim zobrazenim. Pro nase tcely budeme uvazovat
dvé zobrazeni (obr. 5):
e Stereografickou projekci, kterd zobrazuje kulovou plochu
S2(0,r) na rovinu rovniku p: z = 0 z jejiho severniho pé-
lu P;. Obraz bodu X € S? oznadime X'.
e Stereografickou projekci, kterd zobrazuje kulovou plochu
S2(0,r) na rovinu rovniku p: z = 0 z jejiho jizniho pélu Ps.
Obraz bodu X € S? ozna¢ime X".

rad

Obr. 5

Ziejmé plati (véta uu), ze trojuhelniky P X'S a X" PyS jsou
podobné. Z toho dostaneme:

|SX'| : |SPi| = |SPs| : |SX"|.
Protoze zaroven plati |[SP;| = |SP| = r, dostdvame:

ISX'|-|SX"| = r?.
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Zéavérem lze tedy fTici, Ze body X', X” jsou obrazem a vzorem
v kruhové inverzi se stfedem S a koeficientem 72. KruZnici sa-
modruznych bodu této kruhové inverze je pravé kruznice rovniku,
ktera je priinikem kulové plochy S? a roviny p.
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Abstract

The aim of this article is to extend the article “Remarkable proper-
ties of ring inversion” and to add some other remarkable qualities
of the mapping and connections with school geometry.
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