Ucitel matematiky

David Janda; Derek Pilous

Grafy funkci z pohledu Zakt a studentt zdkladnich, stfednich a vysokych
skol

Ucitel matematiky, Vol. 25 (2017), No. 3, 129-155

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/149100

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematiku a fyzikd, 2017

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/149100
http://dml.cz

129

GRAFY FUNKCI Z POHLEDU ZAKU A STUDENTU
ZAKLADNICH, STREDNICH A VYSOKYCH SKOL

DaviD JANDA, DEREK PiLous

V ¢lanku se vénujeme studii provedené v rdmci projektu GAUK!
Hypotetickd a individuding ucebni trajektorie konceptu® elemen-
tdarni funkce. Jak nazev napovida, cilem projektu bylo popsat vy-
voj konceptu spojeného s pojmem funkce v mysli zdka. Obecné
se tento koncept sklddd z dvou znaéné (nikoli matematicky, ale
mentdlné) nezavislych podkoncepti, predpisu a grafu. Ty maji
zésadné odlisny charakter — predpis je proceduralni, je to navod,
jak vzoru prifadit obraz; graf je vizudlni reprezentace a je vni-
mana jako geometricky objekt. To prakticky vylucuje jejich zkou-
mani najednou, stejnou metodikou. Ve studii, jejiz vysledky zde
predkladame, jsme se proto soustfedili na koncept grafu funkce.

Pred vlastni studii jsme provedli t¥i pilotni vyzkumné sondy
s cilem zmapovat ty aspekty grafi funkci, které zaci povazuji za
dilezité, pomoci tloh spise kognitivniho nez matematického cha-
rakteru. V téchto tlohach méli zaci tvorit priklady grafd funkei
a kategorizovat je a také hodnotit, jak ,,dobry“ je urcity priklad.
Tyto aspekty jsme nésledné vyuzili pii rozhovorech s zaky a stu-
denty, které byly zaméfeny na srovnavani, kategorizaci a Fazeni
graft, které bézné ucitelé pouzivaji pfi vyuce. V tomto clanku
Ctenafe seznamime s vybranymi zavéry, které jsme vyvodili z ana-
lyzy téchto rozhovort.

1Grantové agentury Univerzity Karlovy ve spolupraci s Pedagogickou fa-
kultou, projekt ¢. 227-364, hlavni fesitel: David Janda.

2Pojem koncept je v nazvu projektu i celém é&lanku uzit ve smyslu ob-
vyklém v kognitivni védé, tedy jako mentalni reprezentace urcité kategorie.
Kategorie je mnozina ¢i tfida realnych ¢i idealnich objektt, napt. psti nebo
¢isel; koncept je zpusob, jakym je takova kategorie uloZzena v nasi mysli. ,,Po-
jem“ je pak oznaceni konceptu, slovo, které tento koncept evokuje.
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Teoreticky ramec studie

Asi kazdy autor ucebnic i ucitel nékdy uvaZzuje o tom, jak se asi
v pribéhu casu u zakid utvareji jednotlivé matematické koncepty.
Takovy vyvoj bude mit jisté néjaké spolecné rysy — urcité stavy,
kterych je nutno dosdhnout, abychom poté mohli dosdhnout dal-
Sich (napf. Zaci musi umét vynaset body do soustavy soufadnic,
aby mohli nakreslit graf funkce). Na druhé strané vsak takovy
vyvoj mé urcitd specifika ,zék od zdka“, nebot kazdy ¢lovék je
jedineény a disledkem toho je jedinecna i jeho kognitivni struk-
tura daného konkrétniho konceptu. My jako ucitelé se snazime
(¢asto podvédomeé) tyto podobnosti a odlisnosti identifikovat a ve
vyucovacim procesu pouzit. V piipravé na hodinu je tento proces
Casto primo viditelny — napt. si klademe otézku, v jakém potadi
zéky s jednotlivymi védomostmi konfrontovat, coz neznamené nic
jiného, nez ze cilime na takovy stav daného konceptu, o kterém si
myslime, ze je u zaki nejrozsitené;jsi.

Model toho, jak se zaci s jednim konkrétnim pojmem sezna-
muji, se v nékteré dnesni literatufe oznacuje jako hypoteticka
ucebni trajektorie (dale UT, Baroody et al., 2004). Oproti tomu
redlny vyvoj, ktery miZeme u jednoho konkrétniho zaka (zpra-
vidla nedokonale) pozorovat, se nazyva individualni UT. Jejim
cilem je zaznamenat vybrané aspekty z utvareni daného konceptu
jednoho konkrétniho zéka/studenta (co se zdk naucil dfive a co
pozdéji, jaké tlohy je schopen fesit, jaké znalosti si zapamatoval
atd.). Pravé takovou individuélni UT jsme pozorovali u respon-
denti nasi studie se zaméienim na koncept grafu funkce. Tato
snaha o jednotny popis individualni UT by nam méla byt uzi-
tecna k tomu, abychom identifikovali a popsali nedostatky a je-
jich p¥i¢iny u jednotlivych z4ki/student®®, piipadné vice ¢i méné
popsali hypotetickou UT, tedy ony spole¢né znaky vyvoje daného
pojmu.

3A to piedevsim ty, které nemusi byt v bézném vyucovacim procesu viitbec
ziejmé.
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Teorie prototypu

Prototyp je pojem z kognitivni psychologie, ktery v sedmdesa-
tych letech dvacatého stoleti podrobné popsala E. Roschové (Mer-
vis & Rosch, 1981). Jedna se o pojem, pomoci kterého miZeme
popsat, jakym zpisobem lidskd mysl pracuje s kategoriemi ob-
jekti. E. Roschova vyvratila mylny predpoklad, ze 1lidé rozhoduji,
jestli dany objekt (naptiklad Zidle) je prvkem ur¢ité kategorie ob-
jektt (nabytek), pomoci ovéfeni podminek, které stanovuje defi-
nice dané kategorie. Ukézala totiz, ze raznym objektim v dané
kategorii je lidmi pfifazena riznd typi¢nost (napf. skiinn mtize byt
vniména vice jako nabytek nez stoli¢ka); ty nejtypi¢téjsi se nazy-
vaji prototypy. Dale ukazala, ze kol ,,Rozhodni, zda nasledujici
objekt patii do dané kategorie* lidé fesi porovnévanim téchto ob-
jektl s prototypy této kategorie.

V didaktice matematiky zfejmé poprvé aplikovala tuto my-
Slenku R. Hershkowitzova (1989), kdyz ukéazala, ze (alespoil nék-
teré) matematické koncepty jsou reprezentovany prototypy a Ze
tato reprezentace ovliviiuje zakovy vysledky v matematice. Pti-
kladem muze byt zkoumani geometrickych objekti, kdy obrazky,
které jsou podobné vyobrazeni trojuhelniku, ale nespliuji jeho for-
malni definici, jsou zaky oznacovany za trojihelniky spiSe nez ty,
které definici odpovidaji, nicméné se zakovi nezdaji tak typické.

Velkym problémem, ktery teorie prototypt (a jakykoli dalsi
pokus o jednozna¢ny popis reprezentace dané kategorie v mysli
¢lovéka) piinasi, je kontext, ve kterém s kategoriemi pracujeme.
To, co nas mozek muize v jedné situaci povazovat za naprosto ty-
picky piiklad dané kategorie (napfiklad pfimka jako graf linedrni
funkce), se v jiném kontextu viibec neprojevi (naptiklad pii vy-
néseni bodi, které reprezentuji teplotu v riiznych dnech tydnu).

vvvvvv

J. Masona a A. Watsonové.

Teorie exemplifikace

Teorii exemplifikace byla vénovana v poslednich priblizné deseti
letech ve svétové didaktice matematiky pomérné velka pozornost.
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Jedna se o teoreticky model pro (v praxi velmi intuitivni a casto
pouzivanou) oblast schopnosti, kterou mtzeme pro jednoduchost
nazvat ,prace s pfiklady®. Watsonova a Mason (2006) navazuji na
praci Roschové a zavadéji fadu pojmi, které nam umoznuji o této
oblasti konstruktivné uvazovat.

Pojem priklad (,example*) autofi nevymezuji nijak striktné
s tim, Ze pfesné vymezeni pojmu neni jejich cilem — snazi se pri-
blizit tomu, jak pojem pfiklad intuitivné vnimame my ucitelé,
tedy jako reprezentanta urcité kategorie, kterd je dana definici
konceptu. Tak piikladem funkce mizZe byt predpis f(z) = = jako
jeden reprezentant t¥idy funkci, stanovené definici pojmu funkce.
Nasobeni muzeme vidét jako pfiklad matematické operace. Po-
dobné muzeme uvazovat o konkrétnich diikazech nebo algoritmech
také jako o pi¥ikladech danjch kategorii diikaz nebo algoritma?.

Podstatou teorie exemplifikace je popsani osobniho prostoru
prikladi® daného konceptu ne pouze jako seznamu jednotlivych
prvki, ale i vlastnosti a vztahd, které v ramci dané kategorie
maji. Odvozenym pojmem je potom evokovany osobni prostor pri-
kladd®, kdy se jedné o ptiklady, které se zakovi vybavi za ur¢itych
okolnosti, v jednom konkrétnim c¢asovém tiseku a v jednom urci-
tém kontextu. Autofi dale popisuji pojmy dimenze mozné variace
a rozsah pripustné zmény’, o kterych budeme hovofit pozdéji.

Funkce z pohledu ¢eské didaktiky

Na poli ¢eské didaktiky pozorujeme dvé oblasti zadjmu, ve kterych
se s funkcemi setkavame.
DtlezZitou oblasti pro vyuku funkci v ¢eském prostiedi je sou-

4Pro presnost je zde vhodné upozornit, Ze se fakticky nejedna o piiklad
v pravém smyslu slova, ale spiSe o pisemné vyjadfeni prikladu, ktery jsme
zkonstruovali v mysli. To se nemusi zdat dilezité do chvile, nez se zamyslime
nad riznymi zptsoby vyjadreni pfikladi. Na zdanlivé stejné otazky ,Nakresli
typicky graf funkce“ a ,,Popi$ typicky graf funkce® totiZ nemusime dostat
tentyz graf funkce.

5Vlastni preklad z anglického , personal example space®.

6Vlastni pteklad z anglického ,evoked personal example space“.

"Vlastni pieklad z anglického ,dimension of possible variation“ a ,range
of permissible change®.
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bor starsich publikaci vénujicich se funkcim od vyznamnych ces-
kych matematikt a didaktiki, pocinaje uc¢ebnici K. Petra — Pocet
diferencidlni ¢i sérii ucebnich text@ E. Cecha (z nichZ mtZeme
jmenovat zejména Elementdrni funkce) apod.® Tuto a dals uéeb-
nice povazujeme za velice vyznamné z toho hlediska, jak se vyuka
a predevsim vnimani funkci jako takovych v ¢eské skole postupné
meénilo, nicméné nasi prace se tykaji jen okrajove; jedna se totiz
o texty v kontextu posloupnosti a fad ¢ pfimo diferencidlniho
poctu jako takového bez vazby na zaka.

Druhou oblasti je potom sou€asny vyzkum a pojeti funkci
v didaktice matematiky, konkrétnéji se jednd o praci Kopackové
a Eisenmanna. Kopackova (2002) zpracovava problematiku funkei
z pohledu jejich ontogeneze (vyvoje funkci u zakt) a fylogeneze®
(tedy vyvoje funkei jako matematického pojmu v historii) a jejich
srovnéani v kontextu genetické paralely (Hejny & Kufina, 2001) za
pouziti Hejného teorie generickych modelti (Hejny, 2014). Eisen-
mann ukazuje nékteré netradi¢ni pristupy, pomoci kterych miize-
me k vyuce funkci pfistupovat, a to zejména v kontextu realnych
situaci (Eisenmann, 2007) a fyzikalnich jevi (Eisenmann, 1996).
Oba zminovani autofi popisuji velmi rozmanité a inspirativni vy-
uzivani funkci ve vyuce. Zaroven nahlizi na funkce spiSe z proce-
sualniho hlediska nez jako na statické objekty, k ¢emuz se jesté
dostaneme pozdéji.

Cile studie

7 duvodu rozsahlosti tématu funkci jsme se zaméfili na typic-
kou grafickou reprezentaci redlné funkce redlné proménné — jeji
dvojrozmérné znazornéni pomoci grafu. Nasim cilem pfitom bylo
identifikovat ty vlastnosti grafickych reprezentaci funkci, které
Zaci/studenti pouzivaji pti FeSeni tloh spiSe epistemologického nez

8Podrobnéjsi informace popisuje napt. Kopackova (2001).

9V &eském prostfedi miizeme nalézt zpracovani fylogeneze pojmu kiivka
(Lomtatidze, 2007). Pro zajemce uvidime, Ze v mezindrodnim kontextu je
fylogeneze pojmu funkce zpracovana napiiklad v (Edwards, 1994) a zajima-
vym srovnanim muze byt zpracovani tohoto tématu také Piagetem a jeho
spolupracovniky (Piaget, 1977).
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matematického charakteru. Piikladem je tloha, v niZz se maji roz-
lisit ,,dobré“ piiklady funkci od téch ,méné vhodnych®, seradit
dané priklady podle zadanych kritérii ¢i generovat priklady funkci,
které splnuji urcité parametry, apod.

Dalsim cilem bylo zjistit, jakym zpisobem na tyto vlastnosti
nahlizeji zaci v ¢asovém obdobi od sedmého roc¢niku zakladni skoly
po prvni ro¢nik skoly vysoké. Vyznamnou otazkou pro néas v tomto
kontextu bylo, zda je tento vyvoj chapani grafické reprezentace
funkci mozné popsat pomoci vyvojovych stavi, kterymi by Zéci
méli postupné prochézet (tedy zda je mozné Fici, ze existuje jakasi
linedrni ucebni trajektorie), a pokud ano, popsat alespon nékteré
z nich.

Metodologie

Na zakovu predstavu o grafické reprezentaci funkci méa vliv to,
s ¢im se setkdva zejména v hodindch matematiky. Pokud bereme
v uvahu zadkladni skolu, pak se jednd o pomérné tzkou skalu
prilezitosti. Omezili jsme se na prilezitosti, s nimiz se zak setka
v ucebnici pro 7. ro¢nik. Jako vychodisko jsme zvolili fadu uceb-
nic autori Odvarka a Kadlecka (1998), nebot se jednd o u¢ebnice
tradi¢niho charakteru, v nasem okoli pomérné hojné pouzivané.
Pouzili jsme vSechna znazornéni funkénich zévislosti z fady uceb-
nic pro sedmy ro¢nik — celkem ¢trnact obrazki. Uvadime je zde
v porfadi, v jakém se v ucebnici objevujil?.

10Jsme si plné védomi toho, Ze obrazky samotné jsou v ulebnici pouzity
s riznymi zaméry a casto ani nemusi mit pfimou vazbu k funkcim jako tako-
vym. To ale neni v rozporu s nasimi cili — podstatné jsou pro nas predevsim
reakce zakl na obrazky samotné.
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Obr. 1 az 14: Obrazky sefazené podle jednotlivych dild ucebnic
matematiky pro sedmy ro¢nik. Obr. 13 a 14 obsahuji t¥i a dva
grafy, proto jsme je pro prehlednost ordmovali ¢ernou linkou.
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Ve snaze ziskat hlubsi néhled do problematiky jsme jako vy-
zkumnou metodu vyuzili klinické rozhovory. Rozhovory byly ¢as-
tecné strukturované a tazatelé postupovali podle néasledujiciho
ramcového planu:

1. Uvedeni fesitele do tématu, popis struktury rozhovoru

2. Ukol 1: Témito obrdzky se ucitelé sna%i Ziky nécemu naudit,
dokdzal bys mi vict, co to je? Co se nds ucitelé snaZi na-
ucit? (Zaci/studenti dostali obrazky zamichané.) Nasledna
diskuze je vénovana zminénym pojmtim a predstavam, které
o nich zaci/studenti maji.

3. Ukol 2: Z4ci/studenti jsou dotézani na rozdily a podobnosti

dvou vybranych obrazku ve vztahu ke spojitosti.

4. Ukol 3: Zéci/studenti jsou vyzvani k sefazeni obrazkt podle

toho, jak je asi budou uditelé ve vyuce predkladat/pouzivat.

5. Ukol 4: Zaci/studenti jsou vyzvani k popséani kritérii, podle

jakych obrazky radili.

Tato struktura byla ovSem casto narusena nepiedvidanymi reak-
cemi zakl a studentt, které ale na druhou stranu povazujeme za
pfinosné a dilezité. Bylo natoceno celkem 23 rozhovorti, z toho
sedm v sedmém ro¢niku ZS (na bézné prazské zakladni gkole),
osm v prvnim ro¢niku SS (z pohledu matematiky na priimérné
stfedni Skole zaméfené na vyuku jazykt) a osm v prvnim roéniku
VS (jednalo se o studenty ucitelstvi matematiky). Zaci/studenti
byli vybirani po konzultaci s jejich vyucujicimi tak, aby byli za-
stoupeni jak zaci v matematice slabsi, tak siln€jsi. Zaroven jsme
upfednostiiovali spise komunikativni jedince.

Rozhovory byly natoceny na videozaznamy a jejich prepisy
slouzily jako podklad pro nasledné analyzy. Jejich cilem bylo zjis-
tit, jak o grafech funkci zaci a studenti uvazuji a jaké maji pred-
stavy. V néasledujicim oddile se podivime na vybrané vysledky,
které budeme ilustrovat ptimo ukazkami z rozhovort. Ty predsta-
vujeme v takové podobé, v jaké probéhly, tedy se vS§emi nedokona-
lostmi hovorového jazyka, prereknutimi, zbyteénym opakovanim
slov apod. Promluvy tazatele uvozujeme pismenem T.

Zéci/studenti se v ramci jednotlivich tikolt postupné vyja-
drovali k nékterym obrazktm. Tazatel se pfitom snazil rozvést je-
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jich myslenky az k jednotlivym aspekt@im obrazki, jejichz pritom-
nost nebo absenci je mozno pozorovat. Takovym aspektem byla
napi. spojitost grafu, pfitomnost zapornych ¢isel v grafu, pritom-
nost ,vodicich ¢ar“ k jednotliviym boddm, pritomnost samotnych
boda jako ,,puntikd“, mnozstvi popisnych informaci ¢i zobrazeni
na milimetrovém papife. Zaroveii jsme se pokouseli zéky /studenty
primét ke kvalitativnimu hodnoceni obrazkid na zakladé téchto
aspekt.

Nasledna analyza jednotlivych prepisi probihala paralelné
dvojim zptisobem. PredevSim jsme se zamérili na aspekty, které
jsme v pilotni studii identifikovali jako pro zaky dutlezité — spo-
jitost vs. nespojitost, procesuélni vs. konceptualni nahlizeni ob-
razki, prototypicnost (a nisledné kategorizaci) urcitych obrazki.
Sekundarné jsme se zaméfili na aspekty, které vychéazeji z uve-
denych obrazkt — pfitomnost vodicich ¢ar. Jako tieti zdroj in-
formaci k analyze jsme pouZili statistického zpracovani vysledki
fazeni obrazku. Interpretaci ziskanych informaci jsme rozdélili do
¢ty oddila podle jejich povahy.

Vybrané vysledky
Razeni obrazkii jednotlivymi Zaky/studenty

Ackoli je nase studie kvalitativniho charakteru, ¢ast nasbiranych
dat — poradi az ¢trnacti obrazkt od dvaceti respondentti!! — umoz-
nila statistickou analyzu, ktera dava obecnou pfedstavu o podob-
nostech a rozdilech mezi vystupy jednotlivych respondentt i jejich
skupin podle stupné skoly. Dale jsme statistiku vyuzili k vytipo-
vani vyraznych jevi vhodnych pro hlubsi kvalitativni analyzu.
Vzhledem k malému vzorku je vSak nasledujici vysledky tfeba
brat jako charakteristiku konkrétniho souboru dat, z néjz nelze —
zvlasté u informaci vztahujicich se k jednotlivym obrazktum — ¢i-
nit obecné zavéry. Pred dalsim ¢tenim doporucujeme ¢tenari se
s obrazky dobfe seznamit a udélat si vlastni pfedstavu na reakce
zékt/studentt u jednotlivych tkoli.

11T¥i respondenti z riiznych déivodt béhem rozhovoru obrazky nesefadili.
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Pti porovnavani poradi jsme narazili na to, ze néktera jsou
nedaplnd — dva respondenti vynechali jeden obrazek, dva respon-
denti dva obrazky a jeden respondent sefadil jen Sest ze ctrnacti
obrazku. Poradi rizného poc¢tu obrazku nejsou primo porovna-
telnd — pokud by respondenti napiiklad dévali na konec poradi
vzdy stejny obrazek, mél by rtzné poradi a primér ¢i median
z téchto poradi by nemél smysl. Nez zmensovat jiz tak maly vzo-
rek poradi tim, ze bychom netiplna vytadili, rozhodli jsme se pro
linearni interpolaci, kterd prvnimu vzorku pfifadila vzdy ¢islo 1
a poslednimu 14. Proto se v tab. 1 vyskytuji mezi medidny i ne-
celd cisla, kterda nemohla vzniknout jako primér dvou stifednich
poradi.

7 takto ziskanych dat jsme pro kazdy obrazek stanovili jeho
pramérné a medianové poradi a také smérodatnou odchylku, a to
pro jednotlivé skupiny respondentii podle stupné skoly a pro celek.
Za relevantnéjs$i povazujeme poradi medidnové, nebot aritmeticky
prumér je na malém vzorku citlivy na okrajové hodnoty, presto
jsme jej pro uplnost zaradili.

obrazek 1 2 3 4 5 6 7

mediin 1 3 51 2,5 5 6 | 10,5
ZS | pramér | 1,33 515831 3,67 | 5,67 6,17 | 9,17
odchylka| 0,75 | 4,47 | 1,95 | 2,05 | 2,62 | 2,54 | 3,34

median 1 6 6| 3,8 4| 11| 10
SS | pramér 11623 483771403102 94
odchylka| 03,67 | 240,69 1,34 | 1,72 | 2,58
median 1 5 31395 6,32] 45 6

VS | pramér | 1,17 | 6,43 | 4,83 | 5,21 | 6,3 | 5,07 | 6,68
odchylka| 0,37 | 4,45 | 4,09 | 2,36 | 2,26 | 2,89 | 2,7
medidn 1 4 5 3,48 5 7 9
Celek| primér | 1,17 | 5,92 | 5,14 | 4,31 | 5,43 | 6,77 | 8,18
odchylka| 0,5 | 4,27 | 3,16 | 2,04 | 2,36 | 3,28 | 3,16
zména 0 3 31145 |232| 65| 45
variace 0 4 411,45 3,32 | 11,5 | 4,5
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obrazek 8 9 10 11 12 13 14
median | 10,5 | 7,5 | 12,5 | 10,5 9 12 11
ZS | pramér | 10,2 | 7,17 11 | 9,67 9 11 | 10,2
odchylka| 1,77 | 2,27 | 3,11 | 2,81 | 3,56 | 2,58 | 3,72
median 8 5 10 12 10 8 12
SS | primér 9,8 1683|997 | 118 | 10,4 | 88 | 10,6
odchylka| 3,49 | 4,22 | 2)78 | 1,72 | 1,85 | 2,23 | 3,07
median 916,86 | 10,4 11 12 1 9,57 | 13,5
VS | pramér | 8,72 | 7,34 | 9,8 9,78 | 10,5 | 9,56 | 12,7
odchylka| 2,75 | 4,05 | 1,95 | 2,49 | 2,56 | 3,53 | 2,07
median | 9,14 | 5,86 | 10,4 11 10 9 13
Celek| priumér 951|714 (10,2 | 10,3 9,99 | 9,81 | 11,3
odchylka| 2,79 | 3,67 | 2,65 | 2,59 | 2,87 | 3,07 | 3,16
zmeéna 2,5 2,5 2.5 1,5 3 41 2,5
variace 3,5 14,36 | 2,88 | 2,5 319557 | 2,5

Tab. 1: Statisticky prehled fazeni obrazku

Tyto hodnoty by nemély dobry smysl, kdyby byla poradi sesta-
vena jednotlivimi respondenty ndhodna a navzajem nepodobna.
Pravy opak je pravdou, jak ukazuji samy hodnoty medianti, které
jsou takika rovnomérné rozprostteny od 1 do 12 (SS) az 13,5 (VS).
Dalsim potvrzenim této skute¢nosti jsou pomérné malé hodnoty
smérodatnych odchylek od prameérnych poradi, nejlépe ji vsak
ukazuji korelace: korela¢ni koeficient'? medidnového poradi jed-
notlivych skupin mezi sebou se pohybuje od 0,74 do 0,83 a koefi-
cient korelace mezi jednotlivymi skupinami a piivodnim poradim
v ucéebnici mezi 0,72 (SS) a 0,93 (VS), piicemz korelacni koefi-
cient mezi medidnovym poradim celku a poradim v ucebnici je
vysokych 0,9.

12Pearsontiv korela¢ni koeficient vyjadifuje, nakolik jsou dvé stejné dlouhé
posloupnosti realnych cisel linearné zavislé. Jeho hodnoty se pohybuji od —1
(posloupnosti jsou zcela negativné zavislé) pfes 0 (posloupnosti jsou linearné
zcela nezavislé) po 1 (posloupnosti jsou zcela pozitivné zavislé). Hodnoty
kolem 0,8 znamenaji v nasem kontextu jiz velmi vyraznou podobnost mezi
dvéma poradimi.
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Za nejvyznamnéjsi statistické zjisténi povazujeme to, ze me-
didnové poradi sestavené zaky zakladni skoly koreluje s poradim
v ucebnici, s niz se tito zaci dosud nesetkali, koeficientem 0,88. Pri-
pomernime, Ze poradi obrazki je reakci na zadani: Serad obrdzky
tak, jak si myslis, Ze té je ucitelé budou postupné ucit. Z toho
usuzujeme, ze poradi sestavend respondenty z vyssich stupni skol
(hodnoty 0,73 pro SS a 0,93 pro VS) také nejsou primarné odra-
zem konkrétn{ zkuSenosti s danou uéebnici (natoz zapamatovani
si pofadi obrazkt v ni). SpiSe se zd4, Ze Zaci maji pomérné vyvi-
nuté (a napfi¢ riznymi stupni kol srovnatelné) povédomi o slozi-
tosti jednotlivych obrazkt pro lidskou mysl. Ta mtze byt navic
umocnéna jejich zkuSenostmi s ucebnicemi (nejen) matematiky
a, zvlasté u respondent vyssich stupnt skol, patrné i zkusenosti
s ucenim jinych zakda.

Kromé porovnani celych poradi jsme sledovali i rozdily v pora-
di jednotlivych obrazkt, a to jednak u jednotlivet v ramci skupin
i celku a jednak mezi skupinami. V prvnim piipadé jsme pou-
zili smérodatnou odchylku, kterd ukézala, ,jak moc“ se poradi
jednoho obrazku ve skupinach a celku lisi. V druhém jsme pra-
covali s medidnovymi poradimi skupin, ovSem nikoli tak, jako
by skupiny byly nezavislé: zkoumali jsme zavislost medianového
pofadi na stupni Skoly jako redlnou funkci ve snaze odhalit pfi-
padné trendy zmén ve vnimani grafickych reprezentaci funkce
zéky v prubéhu matematického vzdélavani. Pouzili jsme dvé cha-
rakteristiky této funkce: celkovou ,zménu“, definovanou jako roz-
dil mezi maximalnim a minimalnim medidnovym poradim ptes
véechny skupiny, a variaci, coz je soucet zmény mezi skupinami ZS
a SS a mezi SS a VS. Zjednodusené fec¢eno, zména vyjadiuje cel-
kové rozmezi medidnovych potradi daného obrézku, variace toho,
nakolik tyto hodnoty od ZS po VS ,skadou”: jsou-li hodnoty stej-
né, znamena to, ze se medidnové hodnoty méni se stupném mo-
noténné.

Uvedené charakteristiky odhalily nékolik obrazkid vymykaji-
cich se celému souboru. V prvni fadé je to obr. 1. Sestnact z dva-
ceti respondentt jej zafadilo na prvni misto, jeden na druhé, dva
na tfeti a jeden na Sesté. Vysledkem je zdaleka nejmensi odchylka
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(pro celek 0,5; druha nejmensi hodnota odchylky je 2,04 u obr. 4)
a konstantni medidnova hodnota pofadi rovna jedné, kterd zna-
mena nulovou zménu i variaci. DalS$im vyznamnym obrazkem je
obr. 2. Ten mé naopak nejvyssi smérodatnou odchylku v celku
i ve skupindch kromé SS (kde je druhé nejvyssi), jeho poradi se
tedy mezi jednotlivymi respondenty lisilo nejvice ze vSech obrazkii;
zména i variace jsou ovSem prumérné, coz znamend, ze rozdily
v poradich nezaviseji vyznamné na stupni skoly. Pfesnym opa-
kem je dal$i vyznamny obrazek, a sice 6. Ten ma naopak v ramci
skupin i celku primérnou odchylku, ale extrémné vysokou zménu
a predevsim variaci (11,5, vice neZ dvojndsobek druhé nejvyssi
variace). Tento vysledek je odrazem skute¢nosti, Ze stfedoskolaci
tadili tento obrazek podstatné dale nez zaci zdkladnich skol a vy-
sokoskolaci. Do skupiny vyznamnych obrazkid jsme zafadili jesté
obr. 9 a 13. Na prvni upozornila druhé nejvyssi odchylka, na druhy
druhé nejvyssi variace; za vyznamnéjsi vSak povazujeme to, ze
byly fazeny pomérné vyrazné pred své potfadi v ucebnicich, vice
nez kterykoli jiny obrazek.

Presvédciva interpretace specidlnich charakteristik uvedenych
vyznamnych obrazkd pomoci dat, kterd mame k dispozici, je prak-
ticky mozna jen u obr. 1, jehoZ neformalni charakter (spise ilu-
strace nez graf) a redlny kontext vedly drtivou vétSinu respon-
dentu k jeho zarazeni jako prvniho, motivac¢niho obrazku. Vy-
znamnost dalsich vysvétlujeme univerzalni hypotézou, podle niz
respondenti rozpoznévaji v obrazcich vyznamné jevy (bodovy
vs. spojity graf, linearita, redlny kontext, pfitomnost vynasecich
Car, pritomnost necelych a zapornych ¢isel, ale i napf. pouziti mi-
limetrového papiru), z nichz nékteré jsou povazovany za jedno-
dussi, a obrazky tyto jevy vykazujici jsou Fazeny spiSe na zaca-
tek, zatimco jiné naopak. Obsahuje-li napf. obrazek vicero jevi,
jejichz hodnoceni jednotlivym respondentem je protichtidné (to
predpokldddme u obr. 2), neuchyluji se respondenti k né&jakému
ypruméru®, ale voli podle subjektivni priority jednotlivych jevi,
takze nékteri tentyz obrazek zafadi na zacatek a jini na konec.
Potvrzeni této hypotézy a jeji konkrétni specifikace pro vyznamné
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obrézky je otazkou dalsiho zkoumdani'3. Zajimavym zjisténim pro
nas je, ze zaci radili obrazky pomérné jednotné jak mezi sebou,
tak ve vztahu k uéebnici (vysoké korelace napfi¢ riznymi stupni
skol), zaroveii se ale ¢asto rozhodnou pro jedno kritérium fazeni
a ostatni uplné potlaci.

Vyvoj vnimani grafické reprezentace funkce

Je bezesporu mozné Fici, ze vniméani grafické reprezentace funkei
se u 74kt postupné vyviji. Zaktm grafy predstavujeme a zdtra-
ziujeme jejich rizné aspekty v matematice, setkdvaji se s nimi
v jinych predmétech ve gkole, ale i v redlnych situacich. VSechny
tyto situace ovliviiuji, jaké aspekty grafi jsou pro né dilezitéjsi
nez ostatni. Na zdkladé téchto aspekti (a dalsich informaci) se for-
muji prototypické grafy funkci u zdkd, mé tedy smysl se zabyvat
tim, kterych si zaci vS§imaji difive a kterych pozdéji.

V nami pofizenych rozhovorech, at uz pro hodnoceni & fazeni
obréazki, Zici asto zmifniovali (dilezitost) mnoZstvi informaci uve-
denych v obrazku (pocet popisnych éislic, popisky os), existenci
redlné situace (konkrétni jednotky spojené s osami), tvar grafl
funkci a existenci vodicich ¢ar. Naopak prekvapivé pro nas bylo
velmi vzacné zvazovani spojitosti grafi. Napf. Lucie z nasledu-
jici ukazky vénuje velkou pozornost ¢islim pouzitych k popisu os
a mnozstvi popisnych informaci, avsak spojitost odbyva jako ne-
dilezitou.

SS Lucie

Obr. 11 a 12

13Co#% ostatné plati i pro vyznamnost samu — vzhledem k malému vzorku
je velmi dobfe mozné, Ze vyznamnost nékterych obrazki je jen ndhodnym
Sumem, ktery s véts§im vzorkem vymizi.
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T: Hmm, dokéazes fict, v ¢em se 1lisi?

R: No, lisi se v tom, ze vlastné tady (obr. 12) je dvojka a tady
(obr. 11) je jednicka, ne?

T: Jesté v nécem?

R: Hmm, Ze tady (obr. 12) je to uddvany ve zlomcich, ze tady je
dvé tretiny a jedna polovina.

T: Mhm.

R: Tady (obr. 11) je jenom nula celd pét, ze jo.

T: Dobre. Jesté néco dalsiho té napada?

R: Hmm, no, tady (obr. 12) dole jsou tady, je tady vic ¢isel, zZe jo,
a ten graf ma vlastné o ten jeden bod? Jako...

T: Mhm. To jsou jednotlivy body...

R: No tak, o ten jeden jednotlivej bod vic, Ze jo? Je to vlastné
jinak, Ze tady (obr. 12) to jsem takhlenc a tady (obr. 11) to jde
uz rovnou. . .

T: Dobfe, a tedka se zeptdm konkrétné. Tady (obr. 12) nejsou ty
body spojeny a tady (obr. 11) jo.

R: Mhm.

T: Proc¢?

R: No tady jsou, tak o-ono to je jedno, Ze jo, ono i kdyz to nespo-
jim, tak to bude vlastné furt ten samej vysledek. Ne?

T: Mhm. Fajn. Takze je to jedno. V tomhle po-ohledu jsou stejny.
Dobre. Jde jenom o to zndzornéni, takze, jako. ..

R: No, nonono, prosté, ze jo, jako, hmm, nevyjde to, nebo jako
nevyjde to stejné, ale Ze prosté tenhle ma, Ze jo, ¢tyry body, ale
je prosté jedno, jestli to spojim, nebo to nespojim, prosté, bude
to furt, jako vyjde to, nebo

Jo.

: Tak to myslim.

: Furt to, furt to je jeden obrazek.

: Jo, jojojo, jo.

: Kdyz to spojis, nebo kdyz to nespojis.

: Presné tak, dékuju.

HHTEES

Je tedy pravdépodobné, Ze prototypicky (vzhledem k prostoru
prikladt graft funkef) bude pro Lucii obrazek s vice jasné vyzna-
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¢enymi body a popisky os. Dalsi ze zminovanych aspektt pro Lucii
nemusi byt dtlezité, ale pro jiné zaky mohou hrat vyznamnou roli,
prototypické grafy funkci se proto mohou u zakd vyznamné lisit.

Z pohledu formalni matematiky je ale zajimava také otazka
spojitosti, resp. jeji mala vyznamnost pro zaky. Proto se ji budeme
vénovat podrobnéji.

Spojitost jako vyznamna vlastnost grafické reprezentace

Interpretace nahlizeni grafi funkci zaky pomoci pojmii teorie Wat-
sonové a Masona odkryvaji dalsi dva aspekty, které se u zakd pro-
jevily. S utvarenim svého osobniho prostoru prikladid grafi funkci
si zaci utvareji predstavu také o tom, jak je mozné jej ménit, for-
muje se jejich dimenze mozné variace a rozsah pripustné zmény.
Jinymi slovy, co a jak moc na grafu mtzeme zménit tak, aby stéle
zustal grafem, ¢imz se uréitym zpusobem formuje ,hranice” pro-
storu prikladt u zak.

V nésledujici ukézce si je studentka Aneta za prvé védoma toho
(i kdyz je trochu nejistd), ze miZe vynesené body spojit pfimkou
a za druhé, Ze tato zména méni i to, co nam dané grafy fikaji.

VS Aneta

Obr. 7
T: Tak. Dobfe, kdyz uz jsme u toho zacali, tak myslite si, Ze tfeba
tenhleten graf mtzeme propojit tou pfimkou nebo tou ¢arou?

R: Ja myslim, Ze tohleto by §lo propojit, ze to je nula, ze vlastné,
vlastné ty body, jo, to bych klidné propojila.
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T: Hm, kdyZ to propojim, je to to samy, a nebo se to né¢im 1isi?
Rozumite mi, ja tady mam. ..

R: UzZ to neni jenom pro ta celd ¢isla, no, uz to neni jenom pro
ypsilon déleno dvéma, déleno tfema, ale tfeba tfi a pul.

T: Co to teda znamena vlastné, zZe tam mam tu ¢aru mezi, nebo
ja to ukdzu na tombhle. ..

R: Ze to plati i pro ty hodnoty mezi témi body, které mame vy-
znaceny, kontinualné, tak.

V predchozim piipadé (SS Lucie) tomu tak nebylo. Lucie po-
vazovala grafy tvorené samotnymi body a body s pfimkou za to-
tozné. Nejen Ze ji pravdépodobné unika jedna z podstat zobrazo-
vani spojitych funkci, tedy nosi¢e informaci o nekoneéné mnoha
bodech, ale navic, diky tomu, Ze mezi grafy nevidi zadny rozdil,
je jeji dimenze mozné zmény omezena — nebude v tomto ohledu
uvazovat rozdily mezi spojitymi a diskrétnimi funkcemi. To mtize
mit za nasledek urcité nedostatky pii jeji praci s funkcemi.

Ani vySe pouzité pojmy teorie exemplifikace ale nepopisuji si-
tuaci dostatecné presné. Pomérné velkou otazkou v kognitivni psy-
chologii v oblasti kategorizace byla v devadesatych letech 20. sto-
leti revize teorie prototypu a dalSich teorii v oblasti kategorizace.
Goldstone (1994) fika, Ze vyhodnocovani podobnosti jednotlivych
ptiklad® obecnych kategorii je silné kontextualné zavislé, tedy ze
v ruznych situacich budou jedinci vyhodnocovat podobnost jed-
notlivych objektt rizné. To znamend, ze pokud chceme néjakym
zpusobem s zaky pracovat na jejich dimenzi mozné variace a roz-
sahu pripustné zmény u konceptu grafu funkce, je potieba zajistit,
7e vsichni budou uvazovat v konkrétnim ptipadé€ v co nejvice po-
dobném kontextu. Muzeme totiz jen tézko predpokladat, Ze nase
pusobeni bude mit stejny efekt na zaka, ktery vnima graf funkce
pouze jako obrazek o urcitém tvaru, u néhoz nezalezi na tom,
co mame napsano na osach, jako na zaka, ktery v té samé situaci
vidi graf jako zavislost jedné veli¢iny na druhé. Na druhé strané je
vsak tfeba v ramci vyuky tyto kontexty prubézné ménit. Pokud
budeme totiz zakim ukazovat stile spojité grafy, nemuzeme se
divit, ze budou uvazovat jenom v kontextu spojitych grafi, a to
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i v takovych situacich, které by nam mohly pfipadat absurdni
(napi. v jedné z nasledujicich ukazek SS Jakub v kontextu teplot
v prubéhu ¢asu na obr. 2).

Jak jsme vidéli vySe na prikladu Lucie, rozdil mezi spojitym
a ,bodovym“ grafem casto nebyl v rozhovoru vniman jako dulezi-
ty. Ukazuje se, Ze mezi rizné starymi zéky jsou z tohoto pohledu
také znacné rozdily. V nasledujicich trech ukazkach srovname vni-
mani spojitosti zakt zakladni a stfedni Skoly a studenta vysoké
gkoly.

7S Milena

v (K&) v (k)

B 6T 3 w0 d0as %0 f_-lL'J ]
Obr.4a5
T: ... V ¢em se vlastné tyhle dva obrazky (obr. 4 a obr. 5) 1i§i?
R: Vlastné tady (obr. 4) to mame udélany jen v téch bodech. ..
a pospojovany (ukazuje na vodici ¢ary). A tady (obr. 5), tady je
to taky v téch bodech a pak je to udélany jesté do néjaky jiny
pfimky nebo to. ..
T: Mhm, a jakej v tom muze bejt rozdil? Jak bysme to tfeba
pouzivali, kdyby si tfeba na tyto dva priklady vymyslela néjakou
realnou situaci, tak kdybys byla schopna... jak rozpoznam rozdil
mezi tim, jak jsi tedka zminila, Ze tam je néjakd ¢ara a néjaky
puntiky... tak pro¢ to tam vlastné je? Jestli je to tam ndhodou
nebo. ..
R: Jakoze moznd jakoby tady (obr. 4), ¢isté, kdyz chci tieba je-
nom néco koupit, tak se jenom podivam, kolik to stoji, a nema to
navaznost na tohle, vzdycky to je prosté zvlast. A tady (obr. 5)
milzeme Tict, ze prosté treba ze 750 km mu bude trvat tieba 45
minut, i kdyz je to taky... nesmysl. A potom kdyz zrychlime na
1000 kilometrt za hodinu, tak ujedem tieba vétsi tfeba vzdalenost
nebo todlencto. .. a vztahuje se to vlastné na sebe, jakoze ¢im vic
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ujedeme kilometri nebo takhle... vztahuje... stoupéd (obr. 5)
a tohlecto (obr. 4) je nezavisly na sobé&... Ze si vzdycky najdu
ten puntik... a tajto je, Ze ta rychlost... Ze stoupaji nahoru.

Mohlo by to jesté pokracovat nahoru. Kdezto tohle je zvlast kaz-
dej puntik.

Zakyné zékladni gkoly (ZS Milena) rozhodné plné vnimé (ale
podle naseho nazoru i pomérné dobfe vystihuje) rozdil mezi dis-
krétnim a spojitym grafem i pfesto, Ze z hlediska redlného kon-
textu zaménuje jednotky. Navic, i pfes vSechny nedostatky miize-
me Tici, ze vniméa druhy obréazek jako zobrazeni zavislosti jedné
veli¢iny na druhé.

SS Jakub

R: Mozné jesté bych tady ukazal, jak tady jsme méli to pocasi
(obr. 2, viz nize), tak bych ukdzal vétsi graf, kde je vidét, Ze to
i klesa a stoupd a Ze to neni jenom takhle ta kiivka (ukazuje je-
nom na tfi body s kladnymi hodnotami), ze tady je vidét, Ze je
to jenom takovej oblou... obloucek, kdyz to tak feknu, a pro ty
zaky by to nebylo tfeba tiplné srozumitelny.

T: No, ale my ty body mame jesté tady taky. Tady mame jeden
a tady (ukazuje na body se zdpornymi hodnotami).

R: Jo. jo.

T: Takze

R: Jakoby spojit to, aby vidéli.

Kdyz se zak Jakub zaméfil na obr. 2, vyhodnotil jako dilezité
tfi body s kladnymi hodnotami soutadnic a z mnoha riznjch in-
terpretaci obrazku si vybral tu, kde by propojil zminéné tii body
kiivkou. Z toho muZeme usuzovat, Ze (a) mé tendenci pfirozené
pracovat se spojitymi grafy (dokonce i v takto ,silné bodovém
kontextu“) a Ze (b) nevnima zadné velké rozdily mezi spojitym
a nespojitym grafem (nepovazuje za vyznamovou zménu spojeni
jednotlivych bodu ¢arou). Mizeme Fici, ze pro Jakuba je spojitost
prototypickou vlastnosti grafu funkce.
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R: Mné neptijdou slozitéjsi, ale podle mé jednodussi pro ty déti
bude zapamatovat si, Ze to méa byt rovna ¢ara a nemaji to zazna-
mendvat (...) téma bodama, jakoby.

T: Ehm, ehm, ehm, takze ... no! Tadyhle ale tieba jsme taky méli
body, Ze jo?

R: To je pravda.

T: Ja jenom chci — chci zjistit jako dobre, jak to — jak to, jako...
tu slozitost — v ¢em je teda... ehm... pro Véas... prosté vynést
ty body do grafu?

R: Asi tak.

Student Alex nas upiimné prekvapil svym argumentem, ze je
slozitéjsi vynést jednotlivé body a konstruovat z nich riizné tvary,
kdyz zaci mohou rovnou pracovat s iplnymi tvary. Je nutné po-
dotknout, Ze tento argument je v podstaté spravny — jednodussi
to skutecné je. To ale samoziejmé vyvolava otazku, co se vlastné
zaky snazime naucit.

7 predchozich tii ukazek je vidét, ze u zaku hraje spojitost
riiznou roli. Vidéli jsme velmi kreativni piistup zaka ZS, zna-
éné prototypicky piistup zaka SS a piistup studenta VS, ktery
zameérné uprednostiiuje tvary grafi funkci na tkor jejich ostat-
nich vlastnosti. Vybrané ukazky samoziejmeé reprezentuji t¥i rizné
lidské mysli s riznym potencidlem i kognitivnimi schopnostmi.
Rozdily mezi nimi ale presto povazujeme za vyznamné, zvlasté
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diky velkému vékovému rozdilu mezi nimi, a tedy i rozdilu mezi
jejich zkuSenostmi s funkcemi. Ty jsou u Zédkyné Mileny témér
zadné, u studenta Alexe kompletni stfedoskolské, pravdépodobné
zavrSené maturitni zkouskou.

Na zékladé predchozich ukazek muzeme fici, ze Zaci se rozho-
duji také na zékladé prototypickych aspekttl graft funkci, to ale
nemeéni nic na tom, Ze ¢ini jak spravna, tak Spatna rozhodnuti. Na
nas jako na ucitelich je ukol zpfesiiovat informace o téchto aspek-
tech, abychom systematicky posilili nebo oslabili jejich vliv na
prototypické grafy funkci zaki. Posilili v pfipadé vniméani rozdila
mezi spojitymi a nespojitymi grafy a oslabili v piipadé milimet-
rového papiru ¢i velikosti ¢isel.

Tendence nahliZet grafy funkci z procesualniho hlediska

U dvou zaktl zakladni skoly jsme pozorovali tendenci analyzovat
predlozené obrazky procesualné, tedy ne jako statické objekty, ale
spiSe tak, jak podle nich bude dany obrazek postupné vznikat.
74k ZS Vojtéch vnimé jednotlivé body jako vytycenou cestu, po
které ,oni“ (tedy nékdo, koho spojuje s daty v grafu) nasledné
postupuji.

Z8 Vojtéch
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L +"+ i 350 """'T-"/
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T: Aha, a co podle tebe znamen4, to, ze tady (obr. 5) je to pro-
tnuty, a tady (obr. 4) to neni protnuty.

R: No tady (obr. 4) se jesté nikam nedostali, ale tady (obr. 5) uz
jsou v téch, hmm, Sedesat krat tisic kilometr.
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: Ten, kdo to, kdo to, na koho se ten graf vztahuje.

: Ten na koho se, dobfe. A tady (obr. 5)? Teda uz je to dovrseny
jako, uz to maj?

R: No asi ano. Protoze ten graf je u konce.

T: Dobfe, mhm.

R: dokonce graf pokracuje dal.

T: A kdyz ka8, jesté se nikam nedostali, koho tim myslis?

R: No tohle (obr. 4). Jakoze tady (obr. 4) stale jesté nic nemaj.
T: Kdo?

R: No oni.

T: Oni.

R

T

Podobny princip mZzeme pozorovat u zékyné Mileny (viz vy-
Se). Ten asi nejlépe vystihuje véta ,A potom kdyZz zrychlime na
1000 kilometri za hodinu, tak ujedem tfeba vétsi tfeba vzdale-
nost nebo todlencto...“ pro obr. 5. Zakyné zde opét ztotoziiuje
propojeni jednotlivych bod® na obrazku pifimkou s pohybem po
vytycené trase.

I pfesto, Ze dva zaci nejsou reprezentativnim vzorkem ani
v ramci tohoto vyzkumu (natoZ potom obecné), povazujeme tento
jev za velice dilezity. Zda se totiz, Ze starsi zaci procesudlnim
aspektium grafu neptrikladaji fakticky témét zadny vyznam. Ne-
chceme fict, Ze by této interpretace nebyli schopni, spiSe ji nepo-
vazuji, na rozdil od nas, za dilezitou. Pohled na kfivku grafu jako
na vysledek procesu konstrukce dalsich a dalsich bodd povazujeme
totiz za jeden ze zakladnich stavebnich kament pro dalsi dilezité
principy, které zakdm predstavujeme pozd€ji: nekoneéné mnozstvi
bodu tvoricich kfivku, princip dosazovani pro konstrukci libovol-
ného grafu na zakladé predpisu, ¢teni informaci z grafu a v pod-
staté veskeré budouci vizualni vlastnosti graft funkei (maximum,
minimum, monotonii atd.) v tzkém spojeni s jejich definicemi.
Funkce jako konkrétni objekt, ktery mtizeme abstrahovat od pro-
cest vedoucich k jeho konstrukei, by mély byt zaky vnimany, podle
naseho nazoru, rozhodné pozdéji nez na zakladni skole, kde to neni
k ni¢emu potieba.
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Diskuse a zavér
Diskuse kvantitativnich vysledku experimentu

Na zakladé vysledkt naseho zkoumani povazujeme popis vyvojo-
vych stadii grafu funkce za problematicky. Ukazuje se, Ze napfi-
klad fazeni obrazku silné koreluje napfi¢ vSemi vékovymi katego-
riemi. Zéci tedy v tomto sméru nebyli téméF viibec ovlivnéni vyu-
kou a ucitelem. Zatimco u nékterych obrazk je v fazeni velky roz-
dil mezi skupinami podle stupné skoly a rozdily uvnit¥ skupin jsou
pomérné malé (obr. 6), coz nasvéd¢uje moznosti popsat vyvoj vni-
mani vyznamnych aspekti téchto obrazkt pomoci stadii, u jinych
(obr. 2) je situace opa¢nd: rozdily mezi skupinami jsou zanedba-
telné, zatimco rozdily v rdmci skupin jsou velké a tento rozptyl je
u vSech skupin podobny. Je pravdépodobné, ze fazeni v téchto pii-
padech probiha podle kritérii, v nichz nedochézi s prohlubovanim
znalosti konceptu funkce k podstatnym zménam, a aspekty, na
nichz jsou tato kritéria zaloZena, tedy nelze pomoci jednotlivych
na sebe navazujicich stadii zachytit.

Nami ziskana data lze ale spiSe popsat pomoci aspekti, které
zéaci a studenti u grafickych reprezentaci funkci védomé ¢i nevé-
domé rozpoznavaji a na zakladé€ kterych fesi tlohy jako katego-
rizace, Fazeni i tvorba grafi funkci. Vyvoj vnimani grafi a tedy
i vystupi uvedenych tloh v prubéhu matematického vzdélavani
pak 1ze vyjadrit jako zménu relativnich preferenci téchto aspekti.

Aspekty obrazku a jejich role v experimentu

Aspekty, které jsme v této nebo predchozich pilotnich studiich
pozorovali, jsou nasledujici: bodovy vs. spojity graf, realny kon-
text, pfitomnost vynasecich ¢ar, pritomnost necelych, zapornych
a velkych ¢isel, pouziti milimetrového papiru, zobrazeni predpisu
funkce, vyznaceni bodu ,,puntiky“, tvar grafu funkce (zejména li-
nearita) a prichod grafu pocétkem souradné soustavy. Ve studii,
o niz referujeme, byly v rozhovorech nejéastéji zminovany dva, a to
pfitomnost vynasecich ¢ar a zasazeni do redlné situace. V pilotnich
studiich, kde zaci sami konstruovali grafy, se tyto aspekty naopak
viitbec nevyskytovaly a dominoval prichod pocéatkem a linearita.
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To demonstruje ocekavatelnou skutecnost, ze relativni vnimana
dtilezitost jednotlivych aspekti je kontextuadlné zavisld — redlny
kontext a pritomnost vynasecich ¢ar jsou chapany jako jevy cha-
rakteristické pro pocatecni fazi budovani konceptu funkce (prvni
pro motivaci a propojeni s prekonceptem zavislosti, druhé jako
projev zdkladni techniky konstrukce grafu, tj. vynaSeni bodi),
proto se vyrazné projevily pravé v tloze na Fazeni grafu tak, jak
by mély byt v ucebnici, tedy tak, jak by se s nimi zaci méli po-
stupné setkat.

I pfes kontextudlni zavislost lze pozorovat celkovy vyvoj re-
lativni dtlezitosti jednotlivych aspektt resp. jejich jednotlivych
stavi, nejlépe v feSeni tloh bez kontextu, zaméfenych na zjisténi
prototypt (napf. tloha z pilotni studie ,Nacrtnéte graf funkee,
o némz si myslite, Ze jej nenacrtne nikdo jiny“). Celkové lze Fici,
7e se zaci/studenti postupné koncentruji na tvar samotné kiivky
grafu a ostatni aspekty ustupuji (rfizné rychle) do pozadi.

Vnimani grafa funkci, spojitost

Velmi casto se setkavame s zaky stfedni a studenty vysoké skoly,
ktefi ovladaji nejvyse ,makroskopickou ideu® grafi, tedy vztahy
dvou veli¢in, tvary danych grafii, obecné vlastnosti funkci, ale ne-
ovladaji (pfipadné nepouzivaji, nepovazuji za pracovni nastroj)
prosté dosazeni do vztahu a jeho souvislost s grafem, pripadné
krivku jako nositele informace o nekone¢né mnoha bodech. Je pro
nas otazkou, zda ucitelé nevénuji této problematice dostatec¢nou
pozornost nebo si zaci z néjakého divodu odnaseji pouze prvni
(makroskopicky) typ informaci a pfirozenou myslenku spojitosti
(a odvozené poznatky) nepovazuji za dilezité. Podle naseho na-
zoru jsou tyto dva aspekty minimélné srovnatelné, pfi¢emz oba
jsou zapotiebi ve vyuce vyssi matematiky.
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Abstract

The article focuses on students’ understanding of graphs of functi-
ons. Interviews were conducted with 22 students in who solved
some tasks on classifications of graphs of functions. For the ana-
lysis of data, we used the theory of prototypes and the theory of
exemplification and the framework of hypothetical learning tra-
jectories. Some extracts from the interviews are given to illustrate
main results. For instance, we observed that students focus on
various aspects of the graph (linearity, passing through the ori-
gin of the coordinate system, etc.) and mark them as important.
As students acquire more experience with graphs of functions,
they focus more on the curve of the graph and the importance
of aspects changes. Nevertheless, some of them stay strong (real
context of the graph) during the whole process and there are im-
portant mathematical aspects (as continuity) which are systema-
tically underestimated.

David Janda
SOS pro administrativu EU
e-mail: djanda@seznam.cz

Derek Pilous

Katedra matematiky a didaktiky matematiky
Pedagogicka fakulta Univerzity Karlovy
e-mail: derek.pilous@seznam.cz



