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PROSTREDI ABAKU JAKO NASTROJ
PRO ZKOUMANI MYSLENKY ADITIVNI TRIADY

KAROLINA MOTTLOVA

Uvod

Jednim z cilt vyucovani matematice je, aby zak porozumél adi-
tivnim operacim (s¢itani a od¢itani) a vztah@im mezi nimi. Tento
a s nim dalsi spojené cile jsou zpracovany v tlohéach v jednom z di-
daktickych prostiedi — Abaku!. V ramci diplomové prace (Mottlo-
va, 2018) byly tyto tlohy pouzity jako nastroj k experimenttim.

Aditivni triada

»Aritmeticky svét se ditéti otevird pies operace séitdni a odci-
tani, tedy pres vztahy a +b =ca a—b = c...“ (Hejny, 2014,
s. 95). Z&k vidi ze zadatku tyto operace izolované a neuvédom si,
e jsou k sobé inverzni neboli opaéné. Ulohy typu ,a + _ = c“
zak vétsinou Tesi metodou pokusi a trva jistou dobu, nez dojde
k uvédoméni, ze ,,_ = ¢ — a*. Tuto didaktickou myslenku tyka-
jici se vztahti mezi s¢itanim a od¢itanim nazyvame aditioni tridda
(Hejny, 2014). V zGZeném pojeti je aditivni tridda neuspofadany
soubor t¥i celych nezédpornych ¢isel (a, b, ¢), z nichz jedno je souc-
tem zbylych dvou, naptiklad a + b = ¢ (toto Hejny oznacuje jako
externi aditivni triadu?). Je dilezité si uvédomit, ze na potadi ¢isel

1Ulohy rozpracované tymem H-mat o.p.s. dle metody Abaku (https://
abaku.org/abaku-ve-skole).

2 Terminem externi aditivni tridda rozumime trojici &isel (a, b, c), z nichz
jedno je souctem dalsich dvou. Mentalni projekci tohoto objektu do védomi
¢lovéka pak nazyvame interni aditivni tridda. [...] Ciselny obor je uréen vé-
kem zakd, jejichz myslenkové procesy analyzujeme.“ (Hejny, 2014, s. 95)
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v rdmci jedné aditivni triddy nezélezi. Jestlize (a,b,c) je aditivni
triddou, pak také (a,c,b); (b,a,c); (b,c,a); (¢,a,b); (¢,b,a) jsou
aditivnimi triddami. Pokud chceme dokazat, ze tii ¢isla jsou adi-
tivni triddou, musime mezi nimi nalézt aditivni operaci bez ohledu
na pofadi ¢isel, napfiklad u aditivni triady (3,5,2) je dikazem,
zeplati: 24+3=5;34+2=5;5=24+3;5=3+2;5—-2=3;
5—-3=2;3=5-2;2=>5-—3. Aditivni triddu mtZzeme chapat
také jako mentalni projekci tohoto objektu do védomi zdka (toto
Hejny oznacuje jako interni aditivni triddu), tzn. jak zdk rozumi
vztahlim mezi tfemi ¢isly.

Aditivni tridda je sloZena pravé ze t¥i ¢isel. Situaci, kterd se jiz
netyka tii, ale Ctyr ¢isel, napt.: ,a = b+c+d“ nebo ,a+b = c+d“,
mizeme nazvat aditivni kvadriddou. Naptiklad u sc¢itani tii cisel
zak secte nejprve dvé ¢isla a k souctu pak pricte ¢islo treti. V jedné
aditivni kvadriddé jsou tedy obsazeny dvé aditivni triady.

Didaktické prostfedi Abaku

Didaktické prostredi s ndzvem Abaku je inspirovano dvéma pristu-
py- Jednim z nich je metodika Abaku napsand Alenou Vavrovou
(2015), jez vychazi ze hry Abaku vytvofené Vladimirem Tesafem
(2015)3. Metodika obsahuje popis, ndpady a navrhy celych lekci,
které vyuzivaji metody Abaku. Druhym pfistupem je tzv. ,ro-
dinka“ (viz obr. 1, 2 a 3). Jednd se o myslenku, kterou ptivodné
zavedli Pavol Cernek a Vladimir Repas. Tato myslenka byla pou-
7ita v tlohach ve slovenskych uéebnicich (Repaget al., 1997; Cer-
nek & Bednafova, 2006; Zabka, Cernek & Martiska 2011; Zabka
& Cernek, 2012).

Prostfedi s nazvem Abaku bylo vyuzito v uéebnicich matema-
tiky pro 1. ro¢énik vydané nakladatelstvim H-mat (Hejny et al.,
2018a).

Prostiedi je uvedeno plakdtem (viz obr. 4).

3 Abaku je v zakladni podobé deskova hra s danymi pravidly. Hraje se
vétsinou ve dvou hracich, ktefi pokladaji kameny na desku tak, aby vytvareli
pfiklady. Vyhodnocovéani tahi usnadiiuje elektronickd verze (duelovky.cz/
abaku nebo liga.abaku.cz).“ (Vavrova, 2015)
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Tri ¢isla tvoria s¢itaciu rodinku, ak sti¢et dvoch z nich sa rovna tretiemu ¢islu.

S¢itaciu rodinku tvoria napriklad ¢isla 568, 900 a 332, lebo 568 + 332 = 900.
Ktoré z nasledujucich trojic tvoria s¢itaciu rodinku?

47,26,21 79,45,123 468,3562,3 094
694 557,299 816,984 373 56789, 19 543, 37 246

%
Obr. 1: S¢itaci rodinka (Repés et al., 1997, s. 4)

i

Tri ¢isla tvoria odéitaciu rodinku, ak rozdiel dvoch z nich sa rovna tretiemu ¢islu.
Od¢itaciu rodinku tvoria napriklad ¢isla 568, 900 a 332, lebo 900 - 568 = 332.
Kitoré z nasledujicich trojic tvoria odéitaciu rodinku?

47,76,29 79/45,43 478,572, 94

126 789, 39 543, 97 246 23779,56 ;
Obr. 2: Odéitaci rodinka (Repés et al., 1997, s. 5)

o Najdite rodinku, ktord je séftacia o Najdite rodinku, ktord je stitacia,
aj od¢itacia sicasne. ale nie je odc¢itacia.

Obr. 3: Propojeni myslenky scitaci a od¢itaci rodinky
(Zabka & Cernek, 2011, s. 27)

S
G-l

LED’  m=N

L5 1

Obr. 4: Uvodni plakat k prostiedi Abaku na prvni dvoustrané
3. dilu pracovni ucebnice (Hejny et al., 2018a, s. 84-85)

=

Cilem plakatu je zavedeni nového prostfedi Abaku —
mésta Cisel. Nejdfive si zaci povidaji o tom, co na ob-
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razku vidi. Pfitom objevuji pravidlo, podle kterého
bydli t¥i ¢isla v jednom byté. Kdyz zaci pravidlo od-
hali (soucet dvou ¢isel je €islo tieti), uéitel mize zavést
termin trio, se kterym se bude dale pracovat. Muze ak-
ceptovat i jiné pojmenovani, které navrhnou zaci. U¢i-
tel pouze zaky upozorni, Zze v ucebnici se bude mluvit
o triu. Ucitel formuluje tlohu, aby zaci provéfili, zda
v kazdém byté bydli trio, a umistili do bytd Sest cisel
cekajicich pred paneldkem tak, aby v bytech byla da-
181 dvé tria. Doplnujici tloha: U¢itel vyzve zaky, aby
vytvoFili svoje byty a nastéhovali do nich tria. (Hejny
et al., 2018b, s. 125)*

Nize jsou uvedeny typy trii, které se prokazatelné objevily v za-
kovskych pracich. Je pravdépodobné, Ze nebyly objeveny vSechny.
Typy jsou klasifikovany dle toho, jaka ¢isla zak pouzil, a sefazeny
podle Cetnosti jejich pouziti zakem:

e jednocifernd ¢isla a pfi¢itani éisla 1, napf. (4,1,5), (1,8,9),

(2,1,3);

e jednociferna cisla a soucet dvou za sebou jdoucich cisel,
napf. (3,4,7), (5,2,3), (1,2,3);

e jednociferné nebo dvouciferné ¢islo jako soucet dvou stej-
nych nebo rtznych jednocifernych ¢&isel, napi. (2,2,4),
(6,3,3), (2,9,7), (7,8,15), (9,9,18), (6,9, 15);

e jednocifernd c¢isla a soucet dvou néasobki nejmensiho éisla
v triu, napf. (3,6,9), (2,4,6), (2,6,8);

e ruzna nebo stejnd jednocifernd cisla, jejichz soucet je 10,
napt. (10,2,8), (5,5, 10), (6,4, 10);

e jednocifernd éisla, ¢islo 0 a rozdil dvou stejnych ¢isel, napt.
(0,1,1), (9,0,9), (0,0,0);

e vicecifern4 ¢isla délitelna deseti nebo stem, napf. (10, 20, 30),
(100, 200, 300);

e vicecifernd ¢isla a prfiddni éisla 1, napt. (10,1,11),
(100,1,101), (99,1, 100);

4V pifruéce lze nalézt ivod k pifstupu vyuky orientované na budovani
schémat, podklady pro tvorbu SVP, navrh tematického planu, cile jednotli-
vych kapitol a aloh, Feseni uloh a dalsi.
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e dvé dvouciferna ¢isla, z nichz jedno je 10, napf. (2,10,12),
(10,7,17);
e jednociferna cisla nebo jedno dvouciferné ¢islo a pricitani
¢isla 5, napt. (4,5,9), (8,5,13), (3,5,8).
Dalsi ulohy z prostfedi Abaku, jez maji mimo jiné za cil se-
znamit zaky s konvenénim zapisem rovnosti, nalezneme v téze
ucebnici na str. 86 (viz obr. 5).

© poPLR+ A=

"3 15 —=2[+3[=]5 @ 4[]2[]s
8 ]3[]s 3[]4[]7
7 Ja[]3 9 ]e[]3

Obr. 5: Uloha k prosttedi Abaku (Hejny et al., 2018a, s. 86)

Jednd se o Sest tloh na doplilovani znaménka ,+“ a =",

pfi¢emz prvni tloha je vyfesena a ilustruje, jak maji zaci tlohy
fesit. Kazda dloha ma pravé jedno feseni. Stejny typ tlohy, ale
s doplilovdnim znaménka ,—“ a ,=“ je na str. 108 (viz obr. 6).

@ DOPLN-A=.
5[ ]2[ ]3 —=5[-]2[=]3 o[ J4[]s
3[]7[]4 1 ]7[]s
8 ]2[ Je 3[]8[]s

Obr. 6: Uloha k prostiedi Abaku (Hejny et al., 2018a, s. 108)

Vysledky analyz Zakovskych praci z diplomové
prace autorky

Diplomova prace obsahuje dva pred-experimenty a jeden hlavni
experiment.

V prvnim pfed-experimentu v jedné prvni tfidé prazské za-
kladni skoly byl zak{im fecen motivacni pfibéh: ,,Na jedné planeté,
v jedné zemi, v jednom mésté je veliky diim a v ném ziji ¢isla.
V jakém domé bydlite vy? ... Tady to je takovy paneldk, skoro
mrakodrap, protoze téch ¢isel tam bydli opravdu moc. A v jed-
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nom byté bydli vzdy tfi ¢isla. A v tomto byté bydli ¢isla jedna,
dva a t¥i. Pro¢ myslite, Zze zrovna tato tii ¢isla?“ (Mottlova, 2018,
s. 31). Déle bylo jejich tikolem na ¢isty papir nakreslit panelovy
dim a do néj doplnit vlastni tria.

Obr. 7: Vybrané zékovské prace z prvniho pred-experimentu

(Mottlové, 2018, s. 37, 39, 43, 48)

Z analyzy zékovskych praci (viz obr. 7) vyplynuly tyto hlavni jevy:

kazdy zak vymysli rtizné typy trii,

nékter{ pracuji s ,0¢ (viz FeSeni 1.1),

néktefi pracuji s dvoucifernymi a t¥icifernymi ¢isly (viz fe-
Seni 1.2),

vétsina zakd opousti sémanticky ptibéh (nekresli si dome-
¢ek) a pracuje ve struktufe (tvoii tabulku a plan préce) (viz
feSeni 1.3),

u nékolika zaki lze pozorovat zkuSenost s podobnosti sou-
¢tu dvou jednocifernych ¢isel se sou¢tem dvoucifernych nebo
trojcifernych ¢isel (napf.: 1, 2, 3 — 10, 20, 30 — 100, 200, 300)
(viz TeSeni 1.4).
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V ramci druhého pred-experimentu byly zakim prvni tiidy
jiné prazské skoly ptedlozeny tii pracovni listy. Jeden hlavni (viz
obr. 8) a dva pomocné listy (viz obr. 9) se sadou karti¢ek, na nichz

[ [13

byla znaménka ,+¢, | —“  =“.

A

Habakuk — pracovni list

1. Doplii + a = mezi &isla tak, aby vznikla rovnost.

d)156

€)936

Doplii — a = mezi isla tak, aby vznikla rovnost.

a)61ls b)374 €)363 d)257 e)981

Doplis mezi isla jedno znaménko + nebo — a jedno = tak, aby vznikla
rovanost.

a)374

b)35s8

)651

4936

€279

IS

. Doplii jedno nebo dvé znaménka + nebo — a =, vytvoF rovnost.

Uloha: 4123

a)5412
b)4321
c)7231

d)8282

Obr. 8: Hlavni pracovni list k druhému pfed-experimentu
(Mottlové, 2018, s. 50)

9] [3] 16| |9] [8]

Obr. 9: Pomocné pracovni listy k druhému pfed-experimentu
(Mottlova, 2018, s. 53)
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Ukolem 7akt bylo pomoci manipulace s listecky ziskat zkuse-
nost s vysledkem operace na levé strané a sva feSeni zapsat na
hlavni pracovni list.

Habakuk — pracovni list a) 3RS
1. Dopli + a = mezi &isla tak, aby vznikla rovnost.
a)325 3+ b) 642
b)642 t -
&3 c)473
c) 4 7 “ . - |
: d) 156
dy156
e)936 e) 36
2. Dopli — a = mezi &isla tak,
a)615 )98 1
3. Doplih mezi &isla jedno znaménko + nebo —a jedno = tak, abhyznikla

rovnost. c ) :2 -7-9

a)i74 =

o
a) 4

f) 972

Obr. 10: Vybrana zakovska feSeni z druhého pred-experimentu
(Mottlova, 2018, s. 58, 60, 65, 66)

Z analyzy zékovskych praci (viz obr. 10) vyplyva, Ze:

e nektefi zaci se dopoustéji chybného cteni rovnosti nebo
chybné aplikace komutativniho zékona u operace od¢itani
(viz feSeni 2.1),

e vétSina zaklt nemad zkusenosti s vysledkem rovnosti na levé
strané, ale diky manipulaci s ¢isly ji ziskavaji (viz FeSeni 2.2),

e né¢ktefi si vSimaji shodné nebo podobné zadanych ¢isel a na
zékladé toho ziskévaji zkusenost s pfechodem k inverzni ope-
raci (viz FeSeni 2.3).

V ramci hlavniho experimentu zaci dostali pracovni list s 1lo-
hami na obou stranich. Na prvni strané zaci manipulovali s po-
mocnymi znaménky (stejné jako v pfedchozim experimentu). Dru-
ha strana pracovniho listu obsahovala tfi tkoly.
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DOPLN CISLA V RAMECKU DO ULOH POD NIMI

3=a+] L= a=4-&
DOPLRN MEZI C@{A JEDNO + A = TAK, ABY VNIKLA ROVNOST
363 513 642 3DS—"23ES 4[]2[]6
A+0=6 =< Cmg=2 8[3[Hs 3[14[=]7
23 7543 9[5]6[3

123 253 347

VYTVOR VLASTNI DOMECEK S PARTICKOU 25 ‘

ess) VS g | | /BT P

Obr. 11: Vybrana zakovska feSeni z hlavniho experimentu

Z an
°

(Mottlové, 2018, s. 85, 87, 89, 90)

alyzy zakovskych praci (viz obr. 11) vyplyva, ze:
zaci diky manipulaci ziskavaji zkusenost s vysledkem ope-
race na levé strané, ale jen néktefi umi tuto dovednost vyuzit
(z 25 74kl tuto zkuSenost umi vyuzit 6) (viz feSeni 3.1),
néktefi zaci se snazi vyrovnat s nefesitelnou tlohou rtznymi
zpusoby, napf. po nezdafeném pokusu tlohu skrtnou, nebo
si zvoli vlastni ¢isla, aby tloha byla Fesitelna, nebo dlohu
nechaji prazdnou (viz feseni 3.2),
zaci maji zkuSenost s komutativnim zakonem pro operaci
s¢itani, ale nékteii ho chybné aplikuji pfi operaci odcitani,
coz dokazuje rovnost ,2 — 5 = 3% (viz FeSeni 3.3),
vétsina zakt ma problém s rovnosti ,3 = 7 — 4“ a chybné
ji Tesi takto: ,3 = 4 — 7“. Nasledné ji chybné ¢étou ,,Sedm
minus ¢tyfi rovnd se ti1,“ tedy zprava doleva (viz FeSeni 3.4),
Zéci maji zédjem vytvafet rlizné typy trii (viz feSeni 3.5).

Vyuziti pro ucitele na zakladni skole

Dva

hlavni problémové jevy, jez mohou zaka doprovazet do vyssich

ro¢niki, jsou chybna aplikace komutativniho zakona u operace
odcitani a chybné ¢teni rovnosti, které se mize vyskytnout u obou

aditi

vnich operaci. Pfi zapisovani feseni tiloh nemuZeme poznat,
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jaké chyby se zak dopousti. Teprve kdyz ho vyzveme k prezentaci
jeho Teseni, miizeme odhalit pfi¢inu chyby a na jejim zékladé ji
odstranit.

Prvni jev (napf. u dlohy ,2 — 5 = 3“) muze uditel odstranit
pomoci dramatizace tlohy v sémantickém prostiedi ,Schody“®.
Ucitel zada povel: ,,Zaku A, postav se na schod 2 a udélej 5 kroki
dozadu. Zaéni ted. Zaku B, postav se na schod 3.“ Po odkrokovani
ulohy se ucitel zepta: ,,Stoji oba Zaci A i B na stejném schodu?*

Béhem experimentt se ukézalo, Ze se jeden nebo dva zaci
drzeli své chybné predstavy a neprijali vysledek. V takové chvili je
vhodné nechat tlohu zapsanou na kraji tabule a prejit k jinym ty-
pum tuloh. Za kratky cas se miize ucitel k tlloze vratit a s nejveétsi
pravdépodobnosti dojde k porozuméni a shodé.

Druhy jev muze ucitel odstranit pomoci postupného feseni
obou stran rovnosti. U¢itel napise na tabuli chybnou rovnost ,3 =
=4—7“. Cislo ,3“ a znaménko ,=“ zakryje. Zaci vidi pouze ope-
raci ,4 — 7“. Ucitel se dotazuje na vysledek této operace. Pokud
zéci feknou ,,—3“, ucitel jej zapise a odkryje levou stranu. Zepta
se zak1, zda rovnost plati. Pokud zaci pii feSeni tlohy ,,4 — 7“ pfi-
pusti oba vysledky, tedy ,,3“ a ,,—3% ucitel pfejde k dramatizovani
operace v prostiedi ,,Schody*.

Dalsi tlohy, jez jsou obsahem prostfedi Abaku, mohou jesté
vice pomoci s reedukaci chybnych predstav, které zaci maji (viz
obr. 12).

Zavér

Analyzy zédkovskych praci pfinesly mnoho otazek. Na nékteré, jako
napiiklad chybné ¢teni rovnosti, chybna aplikace komutativniho
zakona a dal$i viz vySe, jsme odpovédéli a nékteré budou pred-
métem mé dalsi prace. Napriiklad: Jak nejlépe privést zaky k uve-
domeéni si, Ze s¢itani a od¢itani jsou inverzni operace? Jaké tlohy
volit, aby zaktim pomohly k upevnéni spravného ¢teni rovnosti
a spravného aplikovani komutativniho zdkona? Jak budou Zaci

5Didaktické prostiedi v Hejného metodé. ,V prostiedi Schody se #aci po-
hybuji na oéislovaném krokovacim pasu, tedy &iselné ose. [...] Cislo je zde
bud adresa schodu, nebo operator zmény — pocet krokt.“ (Hejny, 2014, s. 16)
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© ZISTL 208 \ KAZDEM BYTE YL TRIQ 2ARS © DOPLI TRIO. ZAPE,
[} 3:1-4 B0 . — A
a4 31583 PR REE
35 2]5 9 3] s 1][° 6
) - OsEnER)
R
@ vrAT NEPOSEDY DO BYTU. o JS0U VIZITKY NA ZVONCICH SPRAVNE?
bR —— (5 7 2] = 5[E]7[]2
s 1 17| |C——J1 © afiss] = [
—
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7, 8| |C—— 1 ol39s] —»
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B [834] >

Obr. 12: Ulohy k prostiedi Abaku
(Hejny et al., 2018a, s. 89, 96, 106, 113)

pracovat se dvéma aditivnimi operacemi v jedné rovnosti? Jak
budou zaci fesit tlohy s aditivnimi operacemi v jinych ¢iselnych
oborech?

Utiteli je pfedlozen néastroj pro diagnostiku chyb a chybnych
predstav, které se bézné ve vyuce objevuji. Uvédomélou napravou
chyb mize ucitel pomoci zakdm, aby porozumeéli aditivnim ope-

v

1. stupni zakladni skoly.
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Abstract

The article focuses on the concept of additive triads. It inclu-
des proposals of activities and tasks in the learning environment
Abaku which help pupils with the image of a conventional record
of the equality, its left-right reading and the application of com-
mutativity. To illustrate our considerations, the analyses of pupils’
solutions from the author’s diploma thesis are presented.
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