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Jak to vlastné je?

TROJUHELNIK

FRANTISEK KURINA

Kdyz byl muj syn Jirka v prvni tiidé, zeptal jsem se ho: ,,Co jste se
dneska uéili?“ Odpovédél mi obrazkem (obr. 1) a vysvétlil: ,To je
trojthelnik.“ | A co jsou ty obloucky?“ tazal jsem se dal. ,/ To jsou
thly.“ Druhy den pfisel s otazkou: , Je také ctyruhelnik?“ Odpo-
védél jsem: ,,Ano, je i pétithelnik,“ a nakreslil obrézek 2. Za néko-
lik dni: ,,Je i milionthelnik?“ | Ano,“ a nakreslil jsem nedokonéeny
obrazek 3. Asi po tydnu pfisel syn s otazkou: ,,Je i dvojihelnik?“
Odpovédél jsem ,Ne,“ a on se vytasil s obrazkem 4 a dodal: ,Je
i jednotihelnik.“ (obr. 5).

Obr. 1 Obr. 2
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Obr. 3
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Obr. 4 Obr. 5

Po této diskusi jsem si uvédomil, ze ¢esky termin trojuhelnik je
ponékud nevhodny, protoze svadi k pfedstaveé, ze trojuhelnik ma,
tj. obsahuje t¥i Uhly, ackoliv vlastné kazdy z jeho uhlid obsahuje
trojuhelnik. Nazev navozuje nespravnou predstavu o thlu. Ana-
logicky problém je patrné v angli¢ting (triangle) a fadé dalsich
jazykd. Némecky termin Dreiecke (tedy tiiroh) je mozné vhod-
néjsi.

Mylné predstava tthlu vedla tak k pojmu dvojihelnik. Dité tak
intuitivné ,skocilo“ do sférické geometrie.

V tomto ¢lanku si na tvahach o trojihelniku uvédomime, Ze
nepanuje vzdy shoda napf. v definicich pojmii nebo ve zptsobech
feSeni uloh. Toto poznani je pro vzdélavaci praxi dilezité: zak
muze spravné, i kdyz netradi¢né, odpovédét na otazku ,,Co je to
trojuhelnik?“, mnohé tlohy muZeme fesit raznymi zpusoby.

Definice trojuhelniku

Jak se zavadi pojem trojihelniku ve skolské matematice? Asi nej-
béznéjsi je chapani trojuhelniku jako priniku t¥i polorovin. To
ovsem neni nejvhodnéjsi pristup, protoze polorovina je patrné ob-
tiZnéjsi pojem nez trojuhelnik. Navic bychom meéli pfijmout tako-
vouto formulaci: A, B, C jsou tfi body, které nelezi v piimce. Troj-
thelnikem ABC rozumime prunik polorovin ABC, BCA a ACB.
Tuto definici mizeme nalézt napi. v publikacich Slovnik skolské
matematiky (1981), Atlas geometrie (Czachova et al., 2012) nebo
v gymnazidlni uéebnici Planimetrie (Pomykalové, 1993).

Neékteri ucitelé se Fidi zasadou, Ze poradi vrcholl v oznaceni
trojuhelniku musi souhlasit s jejich kladnou orientaci na obrazku.
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Tato konvence neni vhodnd, nebof napf. obrazem trojuhelniku
ABC' v osové soumérnosti podle pfimky AB by nebyl trojihelnik
ABC' (obr. 6). Snad tato chyba souvisi s kategorickym tvrzenim
Evy Pomykalové: | Trojihelnik ABC (obr. 6) zapisujeme symbo-
licky AABC*“ (Pomykalové, 1993, s. 23). Spravné je vysvétleni:
yIrojuhelnik (z obr. 6) mizeme oznacit Sesti zpusoby: AABC,
ANACB, ABCA, ABAC, ACAB, ACBA“ (Herman et al., 1997,
s. 108).
C

Cl
Obr. 6

V éfe mnozinové matematiky se definoval trojuhelnik PM N
jako mnozina vsech bodu S vsech tsecek RM, kde R je libovolny
bod strany PN (obr. 7, Kabele et al., 1976, s. 159). To je velmi
tézkopadny pristup pro dité, které mtize modelovat trojihelnik
z papiru ,tfemi rovnymi stfihy“. Této predstavé odpovida snad
pro $kolu nejvhodnéjsi nésledujici definice trojuhelniku: A, B, C
jsou tfi ruzné body, které nelezi na pfimce. Trojuhelnik ABC je
omezend ¢ast roviny ohrani¢end tseckami AB, BC, C'A. Terminy
omezeny a ohraniceny jsou intuitivné jasné a lze ovSem podat
i jejich vymezeni. Trojihelnik se v uvedenych definicich chape
jako ,plocha®, coz je patrné nejbéznéjsi pojeti, v literatute 1ze na-
jit 1 interpretaci trojuhelniku jako jeho hranice nebo jako trojice
bodt. Za nespravnou ovSem povazuji tuto definici: ,, Trojihelnik je
usporadani trojice bodi A, B, C' v roviné, které nelezi na pfimce
a které souhlasi s kladnou orientaci (tj. s orientaci proti sméru ho-
dinovych rucicek) roviny.“ (Svréek & Vanzura, 1988, s. 52). Podle
této definice plati: Je-li ABC trojihelnik, pak AC'B trojuihelnik
neni.
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Obr. 7

Polohové a nepolohové ulohy

Téma Trojihelnik skytd mnoho moznosti pro nejriznéjsi kon-
strukéni a dukazové tlohy. Pohled na konstrukéni alohy pfipo-
menme tvahou o diskusi nepolohovych tloh. Jak je zndmo, v po-
lohovych konstrukénich tlohéach je ¢ast hledaného ttvaru dana
polohou v roviné, v nepolohovych tlohach jsou dany pouze veli-
kosti ¢asti tohoto utvaru.

Polohovou je napf. tloha:
P: Sestrojte trojihelnik ABC, je-li dina polohou v roviné jeho
strana a = BC, velikost vysky v, a tézZnice t, k této strané.

Nepolohové je tloha:
N: Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li ddna velikost jeho strany BC =
= a, velikost jeho vysky v, a téZnice t,.

Tyto tlohy nebo tlohy analogické lze najit snad v kazdé nasi
ucebnici pro zakladni skolu, nejcastéji v ucebnicich pro 8. ro¢nik.
V Standardech (Fuchs & Hruby, 2000) to jsou tlohy 7c¢ na s. 83
a 4.2f na s. 40.

Reseni nepolohové tlohy N je na obrazku 8 (Vysin, 1962,
s. 165). Uloha ma4 ¢&tyii feseni: trojthelniky A; BC, A, BC, A3BC,
A4BC. Resenim nepolohové tilohy je kazdy ttvar, ktery vyhovuje
podminkam tlohy.
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Obr. 8

Vsimnéme si feSeni tlohy N (Vysin, 1962, s. 165). ,,Umistime
tsecku BC a oznacime M jeji stfed. Neznamy je jediny bod:
zbyvajici vrchol A hledaného trojuhelniku. Bod A nélezi jednak
kruznici k£ se stfedem M a polomérem t,, jednak dvéma rovno-
bézkam p, ¢ s primkou BC, vedenymi ve vzdalenosti v,.“ Je-li
Vg < tg, ,protne kazda z pfimek p, ¢ kruznici k ve dvou rtznych
bodech, dostaneme tak celkem 4 body A, Az, As, A4 (obr. 8).
Kontrola ukaze, Ze vSechny ¢étyfi trojuhelniky A; BC jsou feSenimi
tlohy. Piitom je AA;BC = AA3BC, NA;BC = NALBC, ale
AA1BC neni shodny s AA;BC (tyto trojahelniky jsou shodné,
ale ne pozadovanym zpusobem). Je totiz AA;BC = AA;CB,
prislusna shodnost je soumérnost podle osy usecky BC, kterd pie-
vadi sice bod A; v bod As, ale vyménuje body B, C. Naproti
tomu soumérnost podle pfimky BC' reprodukuje oba vrcholy B,
C a vyménuje body A;, Az i body As, As. Uloha ma tedy dvé
rlizna feseni.“

Vysin fesi touz tlohu i s jinou lokalizaci (Vysin, 1962, s. 167).

,Umistime tsecku AM délky t, a sestrojime trojuhelnik
AMP, kde P je pata vysky vedené z vrcholu A (obr. 9). Uloha
ma pak dva nezndmé body B, C. Kazdy z téchto bodu nalezi jed-
nak pfimce M P, jednak kruznici se stfedem M a polomérem %a.
Piimka M P protne kruznici ve dvou riznych bodech, dostaneme
tedy jediny trojuhelnik; zdalo by se, ze jsme dospéli jen k jedinému
feseni, ale neni tomu tak. Oznacime-li vrcholy dvojim zptsobem
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podle obrazku 9, vidime, ze jediny narysovany trojihelnik plati za
dvé feSeni, nebot trojihelnik AB;Cy neni shodny s trojihelnikem
AB5Cs. (Platl AABCy 2 AAC,Bs.) Dostavame opét dvé rizna
feseni.“

/>¢\
C;-B, I AN .J [ &
\ \P
X \/

P4
Obr. 9

Zaveér, ze lloha mé v obou pripadech dvé feseni, neni spravny
ani v jednom pripadu. Sledovana tloha je nepolohovéa a rozlisovani
feseni podle polohy vrcholt v roviné neni opravnéné. Pokusim se
to vysvétlit podrobnéji. ReSenim nepolohové tilohy je libovolny
trojuhelnik, ktery spliiuje pozadavky tlohy bez ohledu na jeho
polohu v roviné. Tedy shodné trojuhelniky povazujeme za jedno
feSeni. Relace shodnosti je relaci ekvivalence, a rozdéluje tedy
mnozinu trojuhelnik roviny na trojthelniky navzajem shodné.
To jsou jakési ,volné“ trojuhelniky. Je to analogicka situace jako
u mnoziny vektort. Mnozina souhlasné orientovanych, rovnobéz-
nych a shodnych tsedek tvoif jeden volny vektor (urdeny smérem
a velikost{). Dva trojuhelniky jsou shodné, existuje-li shodné zob-
razeni, které prevadi jeden v druhy. Takovy volny trojuhelnik
je uren velikosti stran (tedy napf. (a,b,c)). Oznaceni vrchold
pismeny navozuje predstavu umisténi trojuhelniku v roviné, coz
je proti tomu, Ze pozadavky na feSeni se tykaji pouze velikosti
prvkd hledaného trojuhelniku. Nepolohova tloha N ma tedy je-
diné feSeni. To odpovida i Slovniku $kolské matematiky (1981),
kde se pise: ,Pocet FeSeni nepolohové konstrukéni tlohy je roven
poctu vsech t¥id navzajem shodnych utvard, které maji pozado-
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vané vlastnosti,“ (1981, s. 80). Dalsi poznamka je ovSem diskuta-
bilni: ,Rozhodovéni o poctu feseni ovliviiuje i to, zda jsou body
oznaceny pismeny ¢i ne.“ Na tuto problematiku jsem upozorno-
val v ¢lanku (Kufina, 1970, s. 54). Dokonce i ,vyhruznou® in-
formaci, kterou z uéebnice (Herman et al., 1998) reprodukujeme
na obrazku 10 a kterd méla ospravedlnit existenci dvou feseni
nasi ulohy, muZzeme chépat jako argument pro jediné feseni. Staci
oznacit v obrazku 8 trojuhelnik BC'A; jako trojuhelnik B;C7A;
a trojuhelnik BC A5 jako trojuhelnik CsBsAs.

Dobfe si zapamatujte: |
Resime-li nepolohovou tlohu na konstrukci trojuhelniku ABC, pak dva
nalezené trojuhelniky A, B, C| a A, B,C, povazujeme za totéz feSeni jediné M
tehdy. kdyz plati shodnost AA,B;C) = AA,B,Cy, ve které vrcholu A "'A"'
odpovida vrchol A,. vrcholu By odpovida vrchol By a vrcholu €y odpovida M
vrchol Cs.

Obr. 10

Z mého pohledu nespravné pojeti diskuse nepolohové ulohy
se vyskytuje témétr ve vSech naSich uéebnicich. Uvedme namét-
kou: (Binterova et al., 2009, 4 feSeni), (Cihlaf & Zelenka, 1998,
4 feSeni), (Hecht et al., 2000, 4 feSeni). Dvé FeSeni se nespravné
uvadéji napt. v téchto publikacich: (Herman et al., 1998, s. 10),
(Miillerova et al., 2002), (Ptlpan & Trejbal, 2009), (Sedivy et al.,
1977), (Poldk, 2014), (Svréek & Vanzura, 1988).

V podstaté spravny vysledek uvadéji Holubar a Vojtéch
(1947): ,Resenim jsou dva shodné trojuhelniky,“ a Sofr (1976):
,Resenim jsou &ty¥i shodné trojihelniky.“ Zd4 se, Ze fada autori
se zde diskutované problematice vyhyba, napf. Rosecka a Micek
(1999) a Pomykalova (1993), nebot Zaddnou nepolohovou tlohu
o trojihelniku typu A(a, v,, t,) nefesi.

V nasich ucebnicich se obvykle jesté uvadi imluva: Za¢neme-li
feSeni nepolohové tlohy o trojuhelniku ABC napi. umisténim
strany BC, budeme tfeti vrchol hledat jen v jedné poloroviné
s hranici BC. Podle této imluvy by méla tloha Sestrojte trojihel-
nik ABC, je-li dana velikost strany |BC| = a, polomér r kruZnice
trojuhelniku opsané a velikost vysky v, jediné feSeni, a ne dvé, jak
je spravné nakresleno na obrazku 11.
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a<

A2
Obr. 11
Dikazy

Rizné pristupy k feseni téhoz problému mizeme ukazat i na tlo-
hach dikazovych. Dikaz neni jednoznacné uréen znénim véty. Za-
visi napf. na teorii, kterou mame k dispozici, na zkuSenostech
autora, ale i na jeho intuici. Formulace ,Véta se dokazuje takto:

.., s niz se nékdy muzeme setkat, zastird moznost jejich riznych
dikazt. Hustrujme tuto problematiku na dikazu véty: V kazZdém
trojuhelniku prochdzeji tezZnice jednim bodem.

Snad nejfrekventovanéjsi jeji diikaz muZeme ilustrovat obraz-
kem 12. Sestrojme prusecik T téznic AM a BN a stfedni pricky
NQ@ a MR trojuhelnikit ACT a BCT. Protoze plati |[INQ| =
= [MR| = }|CT| a NQ || MR, je ¢tyithelnik NMRQ rovno-
béznik a T je jeho stied. To znamenad, ze |AT| = 2|MT| a |TB| =
= 2|NT|. Stejny vysledek plati ovSem i pro t&Znice z vrcholi A
a C. Bod T lezi tedy na vSech téZnicich. Zde uvedeny dtkaz lze
najit napf. v monografii (Coxeter, 1961) a ucebnici (Herman et
al., 1995).
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Eduard Cech uvadi v u¢ebnici Geometrie (Cech, 1944) dikaz,
ktery se mi jevi jako jednodussi. Uvazuje takto: V trojuhelniku
ABC ozna¢me T prisecik téZnic BN a AM (obr. 13). Sestrojme
bod P tak, aby bod T byl stfedem tusecky C'P. Pak je ovSsem Cty-
fahelnik APBT rovnobéznikem (NT je podle konstrukce stfedni
pficka trojihelniku APC a MT je stfedni pfickou trojuhelniku
BPC) a jeho stted H je stiedem strany AB. TH je tedy tteti
téznici AABC), kterd ovSem prochdazi prusecikem 7' prvnich dvou

Obr. 13

Pfipomenuté dtukazy jsou zaloZeny na ur¢itém napadu (kon-
strukci rovnobézniku NM RQ v pfipadu prvnim a rovnobézniku
ovSem dokézat napf. uzitim stejnolehlosti (Pomykalova, 1993) ne-
bo vypoctem klasickou analytickou geometrii nebo vektorove.

Historicky, didakticky a zakovsky pohled na feSeni rtznych
problémt elementarni matematiky lze nalézt napf. v mé knize
Matematika a teseni Gloh (Kufina, 2011). Téma Trojihelnik je
ovSem bohaté zpracovano v nejriznéjsi literatute, napt. (Coxeter,
1961; Svréek & Vanzura, 1988).

Na zavér jiz jen pripomenme dvé pozoruhodné zajimavosti:
kruznici deviti bodt a Morleyovu vétu.

KruZnice deviti bodu

V libovolném trojahelniku lezi na jedné kruznici stfedy stran, paty
vysek a stfedy tsecek, které spojuji vrcholy trojuhelniku s priseci-
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kem jeho vysek (obr. 14, Kufina, 1996, s. 84). Dtikaz této véty lze
najit napi. v citované publikaci. Jeji ovéfeni obrazkem je dobrou
provérkou pfesnosti rysovani.

Morleyova véta

Priseciky kazdych dvou polopiimek, které vychéazeji z krajnich
bodt stran libovolného trojihelniku a sviraji s pfislusnymi stra-
nami vzdy jednu tfetinu vnitfnich pfilehljch hla, jsou vrcholy
rovnostranného trojahelniku (obr. 15, Kufina, 1996, s. 86). Di-
kazy Morleyovy véty a historické souvislosti jsou napf. v mé knize
Deset pohledi na geometrii (Kufina, 1996).

c

Obr. 15
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