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NASTROJE PRO TVORBU
DANYCH TYPU STREDOSKOLSKYCH ROVNIC
VEDOUCICH NA KVADRATICKE ROVNICE
CAST 2

DANIEL TYR

5. Rovnice a(bx +c)>+d =a(ex+ ) +g
5.1. Rovnice s racionalnimi kofeny

Budeme postupovat obdobné jako pfi tvorbé rovnice (4.1.1), viz
¢lanek uvedeny v predchozim ¢isle. Sestavme rovnici

a(br +c)* +d = alex + f)* + g, (5.1.1)

kde x je nezndmi; a,b,c,d,e, f € Q; a # 0, b # +e. Pozadujme,
aby tato rovnice méla raciondlni koteny r1 = %, z2 = ; kde
m,r € Z; n,s € N. Pfipomenme, ze v predchozim ¢lanku, kon-
krétné v subkapitole 4.1, jsme vyuzili skutecnosti, Ze vyse zave-
dené cisla x1, x5 jsou kofeny rovnice (a: — %) (x — %) = 0, kterou
jsme nésledné upravili na tvar (4.1.2), tj. ziskali jsme rovnici

2 2
ms—+rn —(ms +rn)* + 4dmnrs
z— 4+ =t ) =0. (512
2ns 4n?s?
2
Nyni zavedeme substituce A = 25t B — *(m”g;‘gsj“m"”.

Rovnici (5.1.2) piSme ve tvaru

(z— AP +B=0. (5.1.3)
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Necht a,y € Z\ {0}; 8,0 € N; jsou éisla splitujici podminku
ad # j:ﬁ’y Vyraz na levé strané rovnice (5.1.3) nasobme ¢islem

<a2 3 ) dostévame

52
a? A2 2 o? AP
(52 — 52) (x —A)" + <ﬁ2 — (52> B =0, (5.1.4)
po upravé obdrzime
2

(5~ aAf + P p o (2o 2a) 4

573 7 - - B (515

o

Necht v € Z\ {0}, w € N. Rovnici (5.1.5) zapisme ve tvaru

2 2 2
v [« a v o vy v v 2
w <5x B ) +w B2 w(éx 5 ) +w 52 - (5.1.6)

Dostavame tak poZadovanou rovnici (5.1.1), pro ﬁplnost zZbyva

jiz jen polozit a = =, b = ,c:—%A,d:%O‘Be—é,
f=—3FA,g=2" 6—23. Shrime, ze uzivatel nastroje zada:
1. Ramonalnl kofeny 1 = ™, x5 = % (tim jsou stanovena
¢isla A, B).

2. Nenulova cela ¢isla «, v a pFirozena Cisla £, § takova, ze bude
platit ad # £07.
3. Nenulové racionalni ¢islo .

Dodejme, Ze pokud budeme pozadovat, aby koeficienty rovnice
(5.1.6) byly celoéiselné staci vhodné zvolit éisla v, w, a, 3,7, d tak,
aby platilo 7, 1,2 € Z arovnici (5.1.6) pfepsat do tvaru

2 2

v o et v

2 —_r — — [ 2 4 =

" ( nsﬁx B(ms—&—rn)) + Wi (—(ms +rn)? + 4mnrs)
2 2

% (Qnslm - l(ms + rn)) + 2 (—(ms+rn)® + 4mnrs) .

P w2
(5.1.7)
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5.2. Rovnice s iracionalnimi kofeny
Vytvoime generator rovnice

albr +c)® +d = alex + f)* + g, (5.2.1)
kde x je neznami; a,b,c,d e, f,g € Z; a # 0, b # +e. Budeme

klast pozadavek, aby vySe uvedend rovnice ziskand generovanim
méla iracionalni kofeny. Uvazujme pomocnou rovnici

p(gr +7)* + 5 = p(te +u)®> + v, (5.2.2)

kde = je nezndmi; p,q,r, t,u,v € Z; s € Q; p #0, ¢ # 0, ¢ # £t.
Rovnici (5.2.2) piSme ve tvaru

(pg® — pt?) 1:2—|—(2pqr—2ptu)x—|—(pr2 +s—pu* —v) =0. (5.2.3)
Diskriminantem rovnice (5.2.3) je vyraz

D = (2pqr — 2ptu)? — 4ps (q2 — t2) —4p (q2 — t2) (pr2 —pu® — v) .
(5.2.4)
Necht k € Z. Aby rovnice (5.2.2) méla iracionalni kofeny, polozme

(2pqr — 2ptu)? — 4ps (q2 - t2)

5.2.5
—4p(q2—t2)(prz—puz—v):kz—f—l, ( )

odtud

E2+144p (q2 - t2) (pr2 —pu? — 1}) — (2pgr — 2ptu)?
5= 4ps (12 — ¢2) '
(5.2.6)
Nyni provedme nasledujici kroky:
1. Generujme celd ¢isla r,u, v € (—3;3).
2. Generujme nenulové cel4 ¢isla p, ¢, k € (—3;3).
3. Vypoditejme ¢islo* ¢ = |q| + 1.

ITento zptisob zavedeni é&isla ¢ zajistuje splnéni podminky q # =+t.
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Dosazenim vztahu (5.2.6) do rovnice (5.2.2) obdrzime

4p? (t2 _ q2)(qx +7,)2 + Num(s) =
4p2 (t2 _ q2) (tz + u)Q + dpv (tQ _ q2) 7 (5.2.7)

kde Num(s) znadi ¢itatel zlomku (5.2.6).

Oznac¢ime-li a = 4p? (t2 — q2), b=gq,c=r,d=Num(s), e =
=t, f =u, g =4pv (t* — ¢*), pak rovnice (5.2.7) ziskd podobu
a(bz + ¢)> +d = alex + f)?> + g, kde a,b,c,d,e, f,g € Z; a #
#0,b # 0, b # +e. Pokud dodateéné vygenerujeme nenulové
racionalni ¢islo w a jeho tfeti mocninou vynasobime vyrazy na
obou stranich rovnice (5.2.7), ziskdvame rovnici s racionalnimi
koeficienty a iracionalnimi kofeny. Ziskanou rovnici zadejme ve
tvaru

4p*w (£ = ¢*) (quz + rw)* + Num(s)w® =
4p*w (t2 - q2) (twz + uw)? 4 4pvw? (t2 - q2) .
5.3. Rovnice nemajici realné koreny
Vytvoime generator rovnice
albz +c)* +d=alex + f)* + g, (5.3.1)

kde x je neznami; a,b,c,d,e, f,g € Z; a # 0, b # 0, b # +e.
Budeme klast pozadavek, aby vyse uvedend rovnice ziskana gene-
rovanim neméla redlné kotfeny. Uvazujme pomocnou rovnici

p(gr +7)* + 5 = p(te +u)> + v, (5.3.2)

kde = je nezndmi; p,q,r,t,u,v € Z; s € Q; p #0, ¢ # 0, p # +q.
Rovnici (5.3.2) piSme ve tvaru

(pq2 — ptz) x2+(2pqr—2ptu)x+(pr2 +5—pu® — v) =0. (5.3.3)
Diskriminantem rovnice (5.3.3) je vyraz

D = (2pqr — 2ptu)* — 4ps (q2 - t2) —4p (q2 — t2) (pr2 —pu? — v) .
(5.3.4)
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Necht & € N. Aby rovnice (5.3.2) neméla realné kofeny, polozme

(2pqr — 2ptu)? — 4ps (q2 - t2) (5.35)
—4p (q2 — t2) (pr2 — pu2 — v) = —k, h

odtud

_k—4p (¢* — t2) (pr* — pu?® —v) + (2pgr — 2ptu)?
- Aps (¢* — t?) '

Nyni provedme nésledujici kroky:
1. Generujme prirozené ¢islo k € (1;3).
2. Generujme nenulova celd éisla p, g € (—3;3).
3. Generujeme celé ¢islo 7, u, v € (—3;3).
4. Vypoditejme &islo t = |g| + 1.

(5.3.6)

Dosazenim vztahu (5.3.6) do rovnice (5.3.2) obdrzime

4p? (q2 - t2) (qz +7)? + Num(s) =

5.3.7
4p? (¢* — %) (tz + u)? + 4pv (¢* — £7), (5:3.7)

kde Num(s) znaéi ¢itatel zlomku (5.3.6).

Oznaéime-li a = 4p? (q2 —t2), b=gq,c=r,d= Num(s), e =
=t f=u,g=4pv (q2 - t2), pak rovnice (5.3.7) ziskd podobu
a(bz +c)? +d = alex + f)? + g, kde a,b,c,d,e, f,g € Z; a # 0,
b # 0, b # +e. Pokud dodateéné vygenerujeme nenulové racionélni
¢islo w a jeho treti mocninou nasobime vyrazy na obou stranach
rovnice (5.3.7), ziskdvadme rovnici s raciondlnimi koeficienty. Tu
zadejme ve tvaru

4p*w (¢* — %) (quz + rw)* + Num(s)w® =
4p*w (t2 — q2) (twz + uw)? + 4pvw? (q2 — t2) .

6. Rovnice m+°‘ +x+v=296
6.1. Rovnice s racionalnimi kofeny

Sestavme rovnici
T+«

x4+

tzy=94, (6.1.1)



116 DANIEL TYR

kde z1 je nezndmi, «, 3,v,0 € Q; a # B, v # —f. Pozadujme,
aby tato rovnice méla raciondlni kofeny r; = %, 22 = %; kde
m,r € Z; n,s € N.

Necht a # b, x # —b. Uvazujme pomocnou rovnici

xr+a
r+b

+x+c=0, (6.1.2)

kterou pisme ve tvaru
22+ (b+c+1)x+a+bec=0. (6.1.3)

Predpokladejme, ze vyse uvedend z1,x5 jsou kofeny rovnice
(6.1.3), pak podle Vietovych vzorct lze psat:

MEETN ey, (6.1.4)
ns

m. g = a+ be. (6.1.5)
Ze vztahu (6.1.5) ihned dostéavame

_msETn gy, (6.1.6)
ns

Dosazenim vztahu (6.1.6) do (6.1.5) obdrzime

~Z+b<m3+m+b+1). (6.1.7)

IS
I
33

ns

Nyni budeme pozadovat splnéni podminky a # b. Pokud by platilo
a = b, pak podle (6.1.7) ziskdvame rovnici

b2 + b(.’L‘l + l‘g) + x120 =0, (618)

kde b povazujme za proménnou. Diskriminantem této rovnice je
vitaz D = (11 + 22)? — 4x125. MA-li mit tato rovnice redlné
kofeny by a by, musi platit D > 0, tj.

(1‘1 + 1‘2)2 Z 41‘1562. (619)
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Tato nerovnost? je platna pro vSechna z,,zo € Z, lze ji totiz
zapsat ve tvaru (z; — x2)? > 0. Platnost vztahu (6.1.9) tedy za-
rucuje, ze zvolime-li libovolna x1,zs; pak také ziskdme jista by
a by, z nichz zadné nelze povazovat za ¢islo b vyskytujici se v rov-
nici (6.1.2). Déle uvedme, Ze pro vztahy mezi koeficienty (1 +x2),
x122 a kofeny by, ba rovnice (6.1.8) plati (Vietovy vzorce):

by + by = —x1 — 29, (6110)
blbg = T1T3. (6111)

Shriime, Ze aby platilo @ # b v rovnici (6.1.2), po zadani jejich

kofentt x1 = ", w3 = % zvolme takové b, Ze plati

Nyni je vSe pripraveno k tomu, abychom uvedli posloupnost krokii,
jejichz provedenim ziskdme rovnici (6.1.2). Mize byt nésledujici:
1. Zaddme koteny w1 = 7, 2 = *, kde m,r € Z; n,s € N.

2. Zvolime raciondlni ¢islo b splitujici podminku (6.1.12).
3. Vypoéitame racionélni ¢islo ¢ podle vztahu (6.1.6).
4. Vypoéitame racionalni ¢islo a podle vztahu (6.1.7).

Tim tedy ziskdvame rovnici (6.1.2) majici raciondlni kofeny 1, 2
a racionalni koeficienty a,b,c,d. Poznamenejme, ze dosadime-li
a, ¢ podle vztaht (6.1.6), (6.1.7) do rovnice (6.1.2), obdrzime rov-
nici

m T b ms+rn b+1
x+b ns
(6.1.13)
Oznacime-li o« = 2 - +b(ms+rn+b+1> 5:b77:_msﬁtm’

d=0b+1, obdrzime hledanou rovnici (6.1.1).
Pripomernime, Ze ¢islo b je racionalni. Polozme b = g, kdep € Z,
q € N. Pokud budeme pozadovat, aby rovnice (6.1.13) méla raci-

2Pro nezaporna &isla 1, z2 se jedna o nerovnost mezi aritmetickym a geo-
metrickym prameérem.
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ondlni kofeny a celociselné koeficienty, staci ji upravit na tvar

nsq*x +mrg® + p(qg(ms + rn) + ns(p + q))
qr +p (6.1.14)
+ nsqr — g(ms +rn) =ns(p+ q).

6.2. Rovnice s iracionalnimi kofeny
Vytvofme generator rovnice

T+ o
z+ 8
kde z1 je neznama, «, 8,7, € Q; a # B, x # —f. Budeme klast

pozadavek, aby vysSe uvedend rovnice ziskand generovanim meéla
iracionalni kofeny. Uvazujme pomocnou rovnici

+z+v=4, (6.2.1)

xr+a
r+b

kde z je nezndmi; «, 5,y € Q; © # —f, a # (. Rovnici (6.2.2)

piSme ve tvaru

+zx4+c=0, (6.2.2)

22+ (b+c+ 1)z + (a+bc) = 0. (6.2.3)
Diskriminantem rovnice (6.2.3) je vyraz
D= (b+c+1)*—4(a+be). (6.2.4)

Necht k € Z\ {0}. Aby rovnice (6.2.2) méla iracionalni kofeny,
polozme

(b+c+1)* —4(a+bec) =k* +1, (6.2.5)
odtud .

a=7 (b—c)® +2(b+c)—k?). (6.2.6)

Nyni provedme ndsledujici kroky:
1. Generujme nenulové celé ¢éislo k € (—5;5).
2. Zvolme racionalni b, ¢ € (—3;3).
3. Vypoditejme ¢islo a podle vztahu (6.2.6).
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Je ale provedenim téchto krok zaruceno, ze bude platit a #
# b? UkdZeme, Ze a # b plati pro vSechna k € Z \ {0} i pro
v8echna ¢ € Q. Polozme a = b a podle (6.2.6) dostdvame

b:i(w—@2+%b+@—k%, (6.2.7)

kde b povaZzujme za nezndmou (pfedpokladejme, Ze po zvoleni
¢isla k bylo zvoleno éislo ¢). Diskriminantem této rovnice je vy-
raz 4(1 + k?). Ten ziejmé nabyva kladnych hodnot pro viechna k
i pro vSechna c. To tedy znamend, Zze pocet redlnych kofeni této
rovnice je roven dvéma a nezavisi na volbé k£ ani na volbé c.
OvSem tyto kofeny nejsou racionélni, nebot jsou ve tvaru b =
= c+1++/1+ k2. To poukazuje na to, ze nasledujicim krokem by
musela byt volba iracionélniho b, coz neni v souladu s pozadavkem
uvedeném v bodé 2. Tedy plati a # b.

Obdobna4 situace by nastala, kdybychom po volbé ¢isla k volili
¢islo b a ptali se, zda rovnice (6.2.7) s neznamou ¢ ma racionalni
koteny. Takovéa rovnice je nemé, protoze jsou ve tvaru ¢ = b —
— 1+ +/1+ k2. Tedy opét plati a # b.

Vratme se k dokonceni popisu generdtoru rovnice (6.2.1). Je-
likoz ¢isla b, ¢ maji byt podle kroku 2 racionalni, polozme b = ",
c=Z%;kde m,r € Z an,s € N. Dale mé&jme ¢isla t € Z, u € N.

s

Rovnici (6.2.2) piSme ve tvaru

e+ ((m )’ r2(m ) k2
- mh 2 )+x+f+3= . (6.2.8)
T+ s u

e |

Oznaéime-li o = % ((% - 2)2 +2(2+1) - k2>, =2 ~=
=L+ ﬁ, 0 = %; ziskdvame pozadovanou rovnici (6.2.1), kde
a,B,7,0 € Q, v # —B, a # [. Shriime, Ze pro jeji sestaveni
milzeme vyuzit napt. tento postup:

1. Generujme nenulové celé ¢islo k € (—5;5).

2. Zadame raciondlni ¢isla 7+, * i

) s wt
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6.3. Rovnice nemajici realné koreny
Vytvoime generator rovnice

T+«

xz+p

kde x je neznama; «, 3,7, € Q; x # —f3, a # 5. Budeme klast
pozadavek, aby vyse uvedena rovnice ziskana generovanim neméla
realné kofeny. Uvazujme pomocnou rovnici

+z+v=4, (6.3.1)

xr+a
r+b

+x+c=0, (6.3.2)

kde z je nezndmi; «, 8,7 € Q; = # —f8, o # (. Rovnici (6.3.2)

piSme ve tvaru
22+ (b+c+ 1)z + (a+be) = 0. (6.3.3)
Diskriminantem rovnice (6.3.3) je vyraz
D= (b+c+1)?—4(a+be). (6.3.4)

Necht k£ € N. Aby rovnice (6.3.2) neméla redlné kofeny, polozme

(b+c+1)* —4(a+be) = —k, (6.3.5)
odtud ,
. ((b—c) —|—2(Z+c)+1+k:). (6.3.6)

Nyni provedme nasledujici kroky:
1. Generujme pfirozené &islo k € (1;5).
2. Zvolime racionalni ¢isla b, c.
3. Vypocitame €islo a podle vztahu (6.3.6).

Obdobné, jako v pfedchozi subkapitole 6.2 lze ovérit, ze provede-
nim téchto krokt bude splnéna podminka a # b.
Vratme se k dokonceni popisu generdtoru rovnice (6.3.1). Je-

likoz ¢isla b, ¢ maji byt podle kroku 2 racionalni, polozme b = ",
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c= 7; kde m,r € Z a n,s € N. Déale m¢jme ¢isla t € Z, u € N.
Pak rovnici (6.3.2) lze zapsat ve tvaru

e (-9 2y 1)

m
x—i—n

£t
drto = (6.3.7)
S u u

Oznacimelia = 4 (2 = 2)" 4 2(Z+ ) +14k), f=2, 9=

=T+ %, 0 = %; ziskdvame pozadovanou rovnici (6.3.1), kde

a,B,7,0 € Q; x # -8, a # (3. Shriime, Ze pro jeji sestaveni

milzeme vyuzit napt. tento postup:
1. Generujme pfirozené ¢islo k € (1;5).
2. Zadame raciondlni ¢isla 7+, © Z

n

)

. r+a r+c __
7. Rovnice 45 + otd — €

7.1. Rovnice s racionalnimi koreny
Sestavme rovnici
T+ a T +c
T+0b + r4+d
kde z je nezndma, a,b,c,d,e € Q; a £ b, ¢ #d, x #* —b, x # —
—d. Pozadujme, aby tato rovnice méla racionélni koreny z, = 7,
2 = T; kde m,r € Z; n,s € N.
Necht e # 2. Rovnici (7.1.1) pi§me ve tvaru

e, (7.1.1)

372_’_a—f—b—i—c—l—d—e(b—i—d) +ad+bc—bde

o x s =0 (7112)

Predpoklddejme, ze vyse uvedend x1,z5 jsou kofeny rovnice
(7.1.2), pak podle Vietovych vzorct lze psat:
£1+x2:_a_b_c_d+e(b+d), (7.1.3)
2—e
ad + bc — bde
2—e '

T1x2 =

(7.1.4)

Ze vztahu (7.1.3) dostavame

c=(r1+z2)(e—2)—a—b—d+e(b+d). (7.1.5)
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Dosazenim vztahu (7.1.5) do (7.1.4) obdrzime

(r1+22)2—e)+b(b(1—e)+ (x1+22)(2—¢€) +a)
a—b

d =

(7.1.6)

Nyni budeme pozadovat splnéni podminky ¢ # d. Pokud by platilo

¢ =d, pak pro z # —b, x # —d a e # 2 podle (7.1.1) ziskédvame
rovnici

Tr+a

r+b

b(ez_%- Nyni je vSe pfipraveno k tomu,

abychom uvedli posloupnost kroku, jejichz provedenim ziskdme
rovnici (7.1.1). Maze byt nasledujici:
1. Zvolime raciondlni a, b, e takova, ze a # b a e # 2.
2. Vypod¢itdme pomocné ¢islo k = %
3. Zadame racionalni koteny z; = ™, xo = % rtizné od k
iod (—-b).
4. Vypocitame racionélni ¢islo d podle vztahu (7.1.6).
5. Vypoditame raciondlni ¢islo ¢ podle vztahu (7.1.5).

+1=e¢, (7.1.7)

kterd mé kofen x =

n

Tim tedy ziskdvame rovnici (7.1.1) majici raciondlni kofeny x1, xo
a racionalni koeficienty a, b, ¢, d, e.

8. Zavér

Tento text je souhrn odvozeni, kterd bylo potfeba provést pro
dany typ rovnice. Na prvni pohled se sestaveni rovnice muze je-
vit velmi jednoduché, avsak po provedeni podrobné analyzy dané
rovnice lze namitnout, ze kromé zavedeni nezbytnych podminek
je potfeba zvolit vhodnou strategii, pomoci které bude mozno
ziskat pozadovanou rovnici.
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Abstract

This paper deals with the categorization of high school equati-
ons leading to quadratic equations. For the pre-selected type of
equation, a tool (simple algorithm) is then derived, whose task
is to assemble the equation of the desired type. The user of the
given tool usually inputs the roots of the equation and requests
that the obtained equation has rational, respectively, integer coef-
ficients. The tools (algorithms) can be implemented in many CAS
systems, but for the simplicity of these algorithms, free available
GeoGebra is sufficient. Recall that four types of equations were
analyzed in the previous issue of the journal:

1. az®> +bx+¢=0,

2. #_b =z+c,

3. ax(bx +c) =d,

4. a(bz +¢)? +d=0.
In the next article, we will introduce other selected types of equati-
ons, which will draw on the strategies created in the previous issue
of the journal.
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