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MATEMATIKA

Permutace s opakovanim
a rozmistovani do prihradek

Emil Calda, MFF UK Praha

Abstrakt. This article describes how to derive the number of ways in which
n identical objects can be located in r boxes.

Nejprve si pripomeneme, ze permutace s opakovanim z n prvka je
usporadand n-tice, v niz je kazdy z danych n prvka zastoupen ve sta-
noveném poctu, kazdy aspon jednou. Pocet téchto permutaci z prvka
ai, a2, .., a, obsahujicich ki-krat prvek aq, ko-krat prvek ao, ..., k,-krat
prvek a,, budeme znadit P'(ki, ko, ..., ky). Proki =koe=... =k, =1
dostavame permutace bez opakovani, které tak lze povazovat za zvlastni
pripad permutaci s opakovanim. Jisté si také vzpominate, ze pro pocet
P'(ky, ks, ..., ky,) permutaci s opakovanim z n prvki plati

(k1 + ko4 -+ k)l

Pk, ko, ... k) =
(k1 ko, ..o kn) kilks! ... Ky

Jako cviceni na pouziti tohoto vzorce urcime pocet zpusobu, jimiz lze
sefadit vSechna pismena slova MATEMATIKA tak, aby v zadném jejich
poradi nebyla vedle sebe t¥i pismena A.

Hledany pocet zpusobu urc¢ime tak, ze od poctu vsech moznych po-
radi deseti pismen tvoricich slovo MATEMATIKA odec¢teme pocet téch
poradi, v nichz tri pismena A stoji vedle sebe.

Pocet vsech moznych potradi deseti pismen slova MATEMATIKA je
ziejmé P’(2,3,2,1,1,1), nebot jde o permutace s opakovanim, v nichz
M se opakuje dvakrat, A trikrat, T dvakrat a zbyvajici pismena E, I, K
kazdé jednou.

Pocet poradi z danych deseti pismen, v nichz tfi pismena A stoji
vedle sebe, zjistime tak, Ze trojici AAA budeme povazovat za jedno pis-
meno, které oznacime treba X, a ur¢ime pocet vSech poradi tvorenych
pismeny M, M, T, T, E, I, K, X. Protoze pocet téchto potradi je roven
P'(2,2,1,1,1,1), je hledany pocet zpisobu roven rozdilu

30 Rozhledy matematicko-fyzik3Ini



MATEMATIKA

P'(2,3,2,1,1,1) — P'(2,2,1,1,1,1) =
2+34+2+1+1+1)! 24+24+1+1+141)!

- 2131211111 1! B 20201111111
10! 8l 7.8
213120 2121 2

Ukéazeme si nyni, jak lze téchto poznatkl o permutacich s opakova-
nim pouzit k feseni tloh o rozmistovdni nerozlisitelngch predmeti do
prihrddek.

Dejme tomu, ze méame devét nerozlisitelnych predmétn, které se maji
rozmistit do péti prihradek tak, ze nékteré mohou zustat prazdné. Chceme
urcit, kolika zptisoby to lze provést. Dvé rozmisténi pritom povazujeme
za ruzna, existuje-li predmeét, ktery neni v obou rozmisténich ve stejné
prihradce. K vyreseni pouzijeme schéma, ve kterém kazdy z deviti ne-
rozlisitelnych predmétu je zndzornén krouzkem a kazdé ze CtyT prepé-
zek mezi péti prihradkami odpovida svisla ¢arka. Napriklad rozmisténi,
v némyz jsou v prvni prihradce dva predmeéty, ve druhé tii, ve tieti jeden,
ve ¢tvrté zadny a v paté tri, je zndzornéno schématem

00 | 000 | 0 | | 00o0.

Podobné schéma
olo|o]o]ooooo

predstavuje rozmisténi, ve kterém je v prvni, ve druhé, ve teti i ve ¢tvrté
prihradce jeden predmét a zbyvajicich pét je v prihradce paté.

Je ziejmé, ze kazdému rozmisténi deviti nerozlisitelnych predmétt
do péti prihradek odpovida jediné takovéto schéma a ze také obracené
kazdému takovémuto schématu odpovida jediné rozmisténi téchto pred-
métl; znamenad to, ze poCet moznych rozmisténi je roven poc¢tu schémat.
Protoze vsak kazdé takovéto schéma je vlastné permutace s opakovanim
ze dvou prvki, z nichz jeden se opakuje devétkrat a druhy ctyrikrat,
mame vysledek: Pocet zptuisobt rozmisténi deviti nerozlisitelnych pred-
métu do péti prihradek, z nichz nékteré mohou zustat prazdné, je dan
&slem P'(9,4) = 43

Jak se tento vysledek zméni, budeme-li pozadovat, aby zadna pri-
hradka prazdna nebyla? Dosdhneme toho tak, ze do kazdé z péti pri-
hradek vlozime pravé jeden z deviti predmétu (je jedno ktery, protoze
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jsou nerozlisitelné) a zbyvajici ¢tyfi rozmistime libovolné. Dostaneme
tak: Pocet zpusobu rozmisténi deviti nerozlisitelnych predmétia do péti
prihrddek tak, Ze Zddnd nezustane prazdnd, je ddn ¢islem P’(4,4) = %iu'

Snadnym zobecnénim obou predchazejicich tloh dostaneme:

Pocet zpisobi rozmisténi n nerozlisitelngch predmeétu do r prihrddek
v pripadé, Ze

a) pripoustime prazdné prihradky, je:
(n+r—1)"!
nl(r—1)!"
b) nepripoustime prdzdné prihrdadky, je:

(n—1)!

(n—r)(r—1)"

P'(n,r—1) =

P(n—rr—1)=

Poznamenejme jesté, ze je zbytecné si tyto vzorce pamatovat; uvede-
nym zpusobem si je v pripadé potteby jisté odvodite sami. Miizete si to
overit hned v nésledujici tloze.

Uloha. Urcete, kolika zptisoby se dé mezi sedm déti rozdélit dvacet
modrych a patnact cervenych kulicek, jestlize kulicky téze barvy jsou
nerozlisitelné a

a) pripoustime, Ze nékteré déti nemuseji dostat zddnou kulicku;

b) kazdé dité dostane aspon dvé modré a jednu ¢ervenou kulicku.

Resend. a) Nemusi-li nékteré déti dostat zadnou kulicku, d4 se dvacet
modrych kulicek mezi né rozdélit P'(20,6) = % zpusoby a patndct
kuli¢ek Cervenych P'(15,6) = 2h; . Protoze kazdému rozdéleni mod-
rych kulicek lze pritadit P’(15,6) zpusobtu rozdélen{ kulic¢ek Cervenych,
je hledany pocet zpusobti rozdéleni kulicek obou barev roven soucinu
P'(20,6) - P'(15,6).

b) Aby pozadovand podminka byla splnéna, ddme kazdému ditéti
prave dvé kulicky modré a pravé jednu cervenou; zbyvajicich Sest mod-
rych a osm cervenych rozdélime libovolné. Pocet zptisobii rozdéleni ku-
licek obou barev je v tomto piipadé roven souc¢inu P’(6,6) - P'(8,6).
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