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MATEMATIKA

Algebraické identity a cirkulaCni matice

Oliver Bukoviansky, Gymndzium Praha 5, Na Zatlance

Abstrakt. Seznidmime se s algebraickou identitou a® + b* + ¢* — 3abc =
= (a+b+c)(a®+b*+c? —ab—ac—bc) a predstavime si jeji dilezité vlastnosti.
Zejména se budeme vénovat jejimu vyjadreni ve tvaru determinantu cirkulac¢ni
matice (dale jen CM). Zaméfime se i na determinanty CM jinych fadu, které
budeme rozklddat na soucin ireducibilnich polynomi s vyuzitim pravidel pro
determinanty. Déle definujeme Kroneckeriv soucin a zminime jeho souvislost
s mocninami determinanti CM. V zavéru je uveden pokrocilejsi problém ty-
kajici se koeficientti vyslednych determinantt CM.

1. Algebraické identity

Asi kazdy s elementarni znalosti matematiky ma povédomi o nasledu-
jicich trech algebraickych vzorcich, vztazich nebo jinak feceno identitach:
a® 4 2ab + b* = (a + b)?,
a® —2ab + b* = (a — b)?,

a? —b* = (a+b)(a—b).
Kromé téchto zakladnich identit zname i komplikovanéjsi vzorce:
a® +b® = (a +b)(a* — ab+ b?)
nebo
a” —7a% + 21a°b* — 35a*b® + 35a>b* — 21a%b° + Tab® — b" = (a — b)".

Vsechny uvedené vztahy davaji do rovnosti dvé moznd vyjadieni stejného
vyrazu. Jsou zapsané tak, aby na levé strané rovnosti byl polynom v tzv.
roznasobené podobé a na pravé strané polynom v tzv. rozlozené podobé.
Tohoto pojmenovani se budeme déle drzet.

Krasu podobnych rovnosti mizeme néalezité ocenit pridanim tieti pro-
ménné ¢, diky ¢emuz vznikne rada zajimavéjsich vztaha. Jednim z nejjed-
nodussich a nejelegantnéjsich polynomiu tii proménnych je zndma iden-
tita

a® + b3 + & — 3abe = (a + b+ c)(a® +b* + 2 — ab — ac — be).
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MATEMATIKA

Moznéa jste na ni uz narazili, je totiz celkem oblibena v algebraickych
ulohéach, naptiklad pri dpravach vyrazu. Skutecné plati, ze velmi jedno-
duchy vyraz na levé strané rovnosti lze rozlozit na komplikovany soucin
dvou zavorek. K odvozeni vztahu samoziejmé postacuje roznasobit pra-
vou stranu (a + b + ¢)(a? + b? + ¢ — ab — ac — be) a secist leny lisic
se jen koeficientem — tim dostaneme levou stranu a® + b + ¢ — 3abc
v roznasobené podobé.

7 takového postupu ale nevyplyne hlubsi divod, pro¢ pravé mezi té-
mito polynomy plati rovnost. Podstatu rovnosti mizeme nalézt pti upra-
vovani vyrazu a® + b3 + ¢ — 3abe, ze kterého se budeme pokouset vy-
tvorit vySe zminény soucin dvou zdvorek (rozlozit polynom na soucin).
Po nékolika tipravach skutecné dojdeme k pravé strané, pricemz budeme
vyuzivat elementarni algebraické manipulace, jako napriklad vytykani
zavorky nebo zndamé vzorce:

a® 4+ b + ¢ — 3abe = (a + b)® + ¢* — 3abc — 3a*b — 3ab* =
= (a+b+c)(a+b)?—(a+b)ec+c?] —3abla+b+c)=
= (a+b+c)(a® +2ab+ b* — ac — be + ¢* — 3ab) =
= (a+b+c)(a® +b* + c* — ab — ac — be).

Diilezité je zminit, ze zavorka (a® + b* + ¢ — ab — ac — be) je jiz déle
nerozlozitelna na souc¢in polynomi nizsich stupna s redlnymi koeficienty.
Z toho diivodu nazvéme polynom (a2 +b2+c? —ab—ac—be) ireducibilnim
nad mnozinou R a spokojme se s jeho soucasnou podobou.

Polynom a® + b + ¢® — 3abc a jeho rozklad

(a+b+c)(a® +b* + c* — ab — ac — be)

maji zajimavou vlastnost, ktera se v souvislosti s algebraickou identi-
tou Casto zminuje. Predstavime ji na ¢iselném triku: Posluchacovi fek-
neme, aby nam sdélil tri ¢isla, jejichz soucet je roven nule. Posluchac
nam bude jisté chtit ztizit situaci a nadiktuje ndm tii velkd Cisla, sa-
moziejmé v souladu s nasi pocatecni podminkou: 589, 437, —1026. My
ho poté prekvapime tvrzenim, ze se soucet tretich mocnin téchto tii ¢i-
sel rovnd trojnasobku jejich souc¢inu. Ohromeny posluchac s kalkulackou
v ruce dojde v obou pripadech ke stejnému vysledku: —792 255 654. Du-
vod je prosty. Hledana tri ¢isla ozna¢me proménnymi a, b, ¢. Rovnost
a® + b3 + ¢3 = 3abc nastane napiiklad tehdy, kdyZ pro a, b, ¢ plati pii-
vodni podminka a + b + ¢ = 0, jelikoz se pak bude rovnat nule i cely
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MATEMATIKA

soucin (a + b+ c)(a? + b? + ¢ — ab — ac — be), pticemz, jak vime, tento
soudin je jen jinym vyjadfenim polynomu a® + b3 + ¢ — 3abc.

2. Cirkulac¢ni matice a jejich determinanty

Identita a®+b%+c® —3abe = (a+b+-c)(a?+b*+c? —ab—ac—bc) nabizi
dalsi zajimavost. Lze ji totiz vyjadrit jako determinant takzvané cirku-
lacni matice. Nejprve ke druhému pojmu nazvu. Matice je tabulka cisel
nebo jinych matematickych objekt, neboli prvkid, obecné obdélniko-
vého tvaru. Casto vyuzivané jsou, zejména v linearni algebie, ¢tvercové
matice se stejnym poctem tadku jako sloupci. Cirkula¢ni matice jsou
specidlnim typem c¢tvercovych matic. Jejich prvky se cyklicky opakuji,
¢ehoz si muzeme vsimnout na obecném zapisu cirkulac¢ni matice a jejiho
zkraceného znaceni:

Ci C2 C3 ... Ch—1 Cp
Ch, C1 C2 ... Cph—2 Cpn—1
Cn—1 Cp C1 -.. Cp—3 Cp—2 .
Chm = = Circ(c1,¢2,¢3, ..+, Cn_1,Cn)-
C3 C4 Cy ... C1 C2
Cy C3 C4 ... Cp C1

Pro ¢tenare, ktefi pojem determinant matice slysi poprvé, se ho poku-
sfme struéné vysvétlit (korektni definice viz [1]). Determinant lze pocitat
pouze ze Ctvercovych matic. Pokud jsou prvky matice A pouze redlna
¢isla, vysledkem determinantu matice A bude soucet clenti tvorenych
realnymi ¢isly, tudiz cely determinant bude roven redlnému cislu. Deter-
minant se definuje pomoci permutace mnoziny {1,2,...,n} a znaménka
dané permutace:

a1l ai2 - aip
a21 Q22 - -- A2n
|[Annl =1 . Lo = § Sgn(ﬂ—)al,‘n’(l)aZﬂ(Q)"'an,rr(n)-
: : M e
Un1l Ap2 *** Qpn

Struc¢né feceno, prvky matice se sklddaji do jednotlivych ¢lenti takovym
zpusobem, aby byly v kazdém c¢lenu obsazeny prvky ze vSech radka a
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MATEMATIKA

ze vsech sloupct ¢tvercové matice pravé jednou. A znaménko sgn(m)
vyjadiuje, zda je podet inverzi v dané permutaci 7 sudy (sgn(w) = 1)
nebo lichy (sgn(w) = —1). Pfi¢emz inverze v permutaci = je dvojice
prvki (i,7), 4,5 € {1,2,...,n}, takovd, ze i < j a zdroven m(i) > 7(j).
Zkusme nyni spocitat determinanty z cirkulac¢nich matic (déle v textu
znac¢ené CM) obsahujicich proménné. Determinant CM 1 x 1 (1. fadu)
je pouze samotna proménnd a. Determinant CM 2. fadu je ponékud
zajimavéjsi, jedna se dokonce o algebraickou identitu zminénou vyse:

ab

b :a2—b2:(a—|—b)(a—b).

Nyni se dostavame k vypoctu determinantu CM 3. fadu. Zde se opét
objevuje polynom a? + b3 4 ¢3 — 3abc.

abc
cabl=a*+b+c —3abc=(a+b+c)(a® +b*+c* — ab— ac — be).

beca

Seznamime se i s determinanty CM c¢tvrtého a vyssich rada. Nejprve
nés ale bude zajimat rozlozend forma polynomu. Po vypoc¢tu determi-
nantu ¢isté z definice jsme obdrzeli vyraz a® + b3 + ¢* — 3abc. Mohli
bychom vypoctem determinantu jinym zptsobem obdrzet ihned rozloze-
nou formu (a + b+ ¢)(a? + b* + ¢ — ab — ac — be)? Odpovéd na otdzku
zni ano, nejprve ale bude treba zminit nékolik pravidel pro praci s de-
terminanty (viz [1]).

1. Determinant horni trojihelnikové matice je roven soucinu prvku
na hlavni diagonale.

2. Determinant matice obsahujici linedrné zavislé radky ¢i sloupce je
roven nule.

3. Jestlize matice B vznikla z matice A prohozenim dvou radku nebo
dvou sloupcti, pak plati |A| = —|B].

4. Jestlize matice B vznikla z matice A vynasobenim jednoho radku
nebo sloupce redlnym éislem ¢, pak plati ¢|A| = |B].

5. Jestlize matice B vznikla z matice A pri¢tenim libovolného ndsobku
radku k jinému radku nebo libovolného nésobku sloupce k jinému
sloupci, pak se determinanty matic A, B rovnaji.
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Diky vyse uvedenym pravidlim bude velmi snadné determinant CM
3. fadu vyjadrit v rozlozené formé:

abc at+b+cbe 1be¢
cabl=|cta+babl=(@+b+c)|lab|l=
beca b+c+aca lca

=(a+b+c)(a®+b*+c? —ab— ac — be).

V prvnim kroku jsme pouzili pravidlo 5. (pficetli jsme druhy a tieti
sloupec k prvnimu a determinant se nezménil), ve druhém kroku jsme
pouzili pravidlo 4.

Rozklad na soucin jednotlivych polynomi vzniklych vypoctem z de-
finice determinantu je témér neproveditelny jednoduchym algebraickym
vypoctem. Je to zfejmé u polynomu

at — bt 4t — dt — 262 + 202d? — 4abd + dab®c — 4bc*d + dacd?,

ktery je roven determinantu CM 4. rddu. Tento polynom ¢tyi promén-
nych lze upravit do tvaru souc¢inu t¥i ireducibilnich polynomi. Vypocet
je slozity nejenom diky prilisné délce vyrazu (coz samo o sobé nemusi
byt podminkou naroéného vypoctu), ale predevsim kvili nutnosti pouzit
radu sofistikovanéjsich algebraickych tprav pusobicich trikoveé. Rozklad
na soucin muzeme ovSsem mnohem elegantnéji provést pomoci tprav de-

terminantu, stejné jako jsme dospéli k rozkladu
(a+b+c)(a® +b* + c* — ab — ac — be)

v minulém odstavci. Nejdrive k prvnimu sloupci prictéme vsechny zbylé
sloupce podle pravidla 5.:

abcd a+b+c+dbcd

dabd d b b
det(Circ(a, b, ¢,d)) = @b _|eratbrea “l.

cdabd c+d+a+bdabd

becda b+c+d+acda
Nyni si vzpomenme na 4. pravidlo a z determinantu vytknéme vyraz
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(a4+b+c+d). V prvnim sloupci diky této tpravé zbudou samé jednicky:

1bcd
labec
1dab|
lecda

(a+b+c+d)

Je dobré zminit, ze vytknutd zavorka je jiz jednim ze tii hledanych
polynomu tvoricich rozklad. Nyni se z determinantu pokusime vytknout
druhou zdvorku pomoci vyse zminénych pravidel. Sc¢itani sloupcu ale
nikam nevede, asi nelze sestavit vyraz, ktery bychom mohli vytknout
s vyuzitim 4. pravidla. Zamérme se proto na radky. Pri¢teni vsech radkua
k prvnimu opét nikam nevede. K libovolnému radku determinantu mi-
zeme pricist ale i libovolny nasobek jiného radku, jak ndm rika 5. pra-
vidlo. Proto od prvniho rddku muzeme odecist druhy a ¢tvrty radek a
nasledné pricist treti radek:

l1-1+1-1b—a+d—cc—b+a—-dd—c+b—a

1 a b c

(a+b+c+d)
d a b
1 c d a

Nejen ze se zbavime jednicek, ale po vytknuti —1 ze vzniklych vyrazi
ziskame shodnou zévorku, kterd nasobi vsechny prvky prvniho radku:

0—(a—b+c—d) (a—b+c—d) —(a—b+c—d)
1 b

(a+b+c+d) “ ¢ ,
1 d a b
1 c d a

pri¢emz je ziejmé, Ze nulu lze pfepsat takto: 0(a — b + ¢ — d). Nyni je
jasné, ze zavorku lze vytknout pred determinant:

0-11-1

1 a b c
=(a+b+c+d)(a—b+c—d)

1 da

1 ¢ da
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Pokud bychom se snazili ze zbylého determinantu vytknout dalsi ire-
ducibilni polynom, nase snaha by se ndm nevyplatila. Vysledek determi-
nantu je totiz ireducibilni polynom. Proto ndm nezbude nic jiného, nez
determinant spocitat z definice nebo vyuzit Laplacetiv rozvoj, abychom
dospéli ke kompletnimu rozkladu na soucin polynomi.

Laplacetuv rozvoj je dalsi metodou slouzici k zrychleni vypoctu deter-
minantu. Pomoci rozvoje jsme schopni determinant matice n-tého fadu
upravit na soucet determinantia rfddu n — 1, coz muze v mnoha pfipa-
dech vypocet usnadnit. Definici Laplaceova rozvoje je mozné nalézt napt.
v [1].

Ukézeme, jak k tpravé determinantu

0 -1
1 a

1 d
1 ¢ da

-1

c

e o =

dojdeme pomoci rozvoje. Kvuli usnadnéni vypoctu pomoci rozvoje upra-
vime determinant tak, aby jeden z jeho radka nebo sloupcii obsahoval
co nejvetsi mnozstvi nul. Pokud se ndm podaii takovy radek ¢i slou-
pec sestavit pomoci znamych tprav, budeme mit Sanci, ze se tim vy-
pocet velmi zredukuje. Mnoho determinanti nizsich fadu se vynuluje
kvuli tomu, Ze je budeme nasobit pravé nékterymi nulovymi prvky se-
staveného radku nebo sloupce. V nasem pripadé je nejvhodnéjsi rozvoj
provadeét podle prvniho radku, ktery upravime. Treti sloupec pricteme
ke ¢tvrtému sloupci a druhy sloupec pricteme ke tfetimu sloupci:

0-1 0 0
1 a a+bb+c
1 ddtaatb|
1 ¢ c+dd+a
Tim vzniklo v prvnim rfadku dostatecné mnozstvi nul. Pouzijeme Lapla-
ceuv rozvoj (viz [1]) a dostaneme:
la+bb+c
(-D)(-D)""?* 1 d+a a+bl|.
let+dd+a
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N&s vypocet tak presel k vypoctu determinantu matice 3 x 3. Vysledkem
je ireducibilni polynom a? 4 b? + ¢ + d? — 2ac — 2bd. Cely rozklad pak
vypada nasledovné:
det(Circ(a, b, ¢,d)) =
=a' — b+t — d* — 2a2P + 20%d% — 4a®bd + 4ab®c — 4bPd + dacd?® =
=(a+b+c+d)(a—b+c—d)(a®+b>++d® — 2ac — 2bd).

3. Kroneckertuv soudin

Co kdybychom nékterou proménnou nebo proménné v CM nahradili
nulou? Tim se bezpochyby cirkula¢nost matice nezméni. Podstatné se ale
zmeéni vysledny determinant, jak je vidét v ukazce, kde u determinantu
CM 3. rddu doslo k nahrazeni proménné ¢ nulou:

det(Circ(a, b,0)) = a® + b* = (a + b)(a* + b* — ab).

My budeme vénovat pozornost predevsim pravidelnému nahrazovani pro-
ménnych nulou. Pokud nahradime napiiklad v determinantu CM 4. fadu
kazdou druhou proménnou nulou, vznikne nésledujici polynom v rozlo-
zené formé, ktery je roven druhé mocniné determinantu CM 2. radu:

a0cO

det(Circ(a, 0, ¢, 0)) = 2 g 2 ; = [(a + ¢)(a — &)]? = (det(Circ(a, ¢)))>2.

0cOa

Podobné nahradou ¢ty z proménnych v CM 6. fadu obdrzime velmi
podobny vysledek:

det(Circ(a, 0,0,d,0,0)) = [(a + d)(a — d)]* = (det(Circ(a, d)))?.

Nebo nahradou za kazdou druhou proménnou, ovSem znovu s determi-
nantem CM 6. radu, obdrzime:

det(Cire(a, 0,¢,0,e,0)) =
= [(a+c+e)(a® + & + e* — ac — ae — ce))* = (det(Circ(a, c, €)))?.
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7Zda se, ze s jakou frekvenci proménné nahrazujeme nulami, takové
ziskavame mocniny determinant CM nizsich tada. Nasi hypotézu lze
dokazat pomoci Kroneckerova soucinu. Kroneckeruv souc¢in dvou matic
dava matici treti, kterou spocitdme pomoci nasledujicitho schématu:

ailp ai2 -+ Ain bi1 b1z -+ by
az1 az2 -+ d2n bar bag -+ by
Apn @Bry=1 . . . |®
Am1 Am2 *°° Amn bkl bk2 e bkl
a11Br; a12By; -+ a1, By
a21 By, a22By; -+ a2,B
Am1 B ama2Br -+ Gmn B

My vyuzijeme pro dikaz hypotézy vétu (1) z ¢ldnku [2], spojujici deter-
minant matice a Kroneckertuv souéin. Pro Kroneckeruv soucin ¢étverco-
vych matic A, m, By, plati vztah:

n m

1)

Am,m & Bn,n = ‘(Am,m) (Bn,n)

Vztah piisobi elegantné, ovSsem velmi ,nedobytné®. Pro¢ néco takového
plati? Pouze napovime, ze dukaz véty vyuziva vlastnich ¢isel matic.

Pokud zminény vztah pro determinant Kroneckerova soucinu apliku-
jeme na nas problém, je ditkkaz nasi hypotézy velmi snadny. Chceme doka-
zat, ze pro determinant obecné CM Circ(cy, ¢a,¢3, ..., Cn_1,Cn) 8 prvky
stridavé prolozenymi radou k nul

det(Circ(eq,0,0,...,0,¢0,0,0,...,0,¢3,0,0,...,0,...,
———— ———— ——
kx kX kx
ceyCn1,0,0,...,0,¢,))
———
kX
bude platit, ze vysledny determinant vyjde jakozto jeho k + 1 mocnina

(det(Circ(cr, c2, ¢35+ -y Cno1,cn)))FHL

22 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Nejprve se zaméfme na nejjednodussi pripad cirkula¢ni matice rozsi-
fované nulou

a0b0
0a0Db
b0aoO
0b0a

Circ(a,0,b,0) =

Rozsitenou cirkulacni matici lze prepsat jako Kroneckerav soucin pt-
vodni cirkula¢ni matice s jednotkovou matici 2 x 2, protoze nuly v jed-
notkové matici zpusobi vlozeni nul a jednicky ponechani prvki ptvodni
matice:

a<1o>b<1o> a0bo
ab 1oy | \o1) \o1)| |oa0b
(ba>®<01>_ b<10>a<10> |boao0

01) \o1 0b0a

Je zrejmé, ze i libovolnou matici

Circ(cq,0,0,...,0,¢2,0,0,...,0,¢3,0,0,...,0,...,¢,-1,0,0,...,0,¢,)
— N—— — N——
kx kx kx kx
lze vyjadrit jako Kroneckerav soucin prislusné Circ(cq, ca, ..., Ch1,Cn)

a jednotkové matice fddu o jeden vysSsi nez pocet vlozenych nul, tedy
k+1:

€1 Cy C3 -+ Cpne1 Cp 100---00

Cp €1 Co " Cp_2 Cp_1 010---00

Cp—1 Cp C1 * " Cp—-3 Cp—2 001---00
®

c3 €4 C5 -0 C Co 000---10

Cyg C3C4-++ Cp C1 000---01
—_— ——

I

Nyni to uz bude velmi snadné, jelikoz jednotkova matice I libovolného
radu ma determinant roven jedné.
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Pouzitim vztahu (1) dostédvame:

)

det(Circ(cy,0,0,...,0,¢2,0,0,...,0,¢3,0,0,...,0,...
—— —— ——
kX kX kX
...,cn,l,0,0,...,O,cn)) =
——

kX
= det((Circ(cq, e, €3, oy Cn—1,¢n)) @ Ipt1)
= det(Circ(er, ¢, €3, - -y Cn1,¢n)) ¥ (det (I 1))
= det(Circ(cy, co,C3, ...y Cr_1, cn))kH.

Tim je dikaz hotov.

Uloha pro &tenéfe

Na zaveér uvedme zajimavost, kterou jsme vypozorovali pro ¢leny CM.
Pokud se zamérime na determinanty CM sudych radt, nikde zde nena-
jdeme clen, ve kterém by byly obsazeny vSechny proménné. Naopak pro
liché fady bude platit, ze tu vzdy bude ¢len se vSemi proménnymi. Du-
kaz obou téchto vlastnosti ponechavame jako tikol pro ¢tenate. Napovime
jen, ze k feseni je prihodné vyuzit vlastnosti permutaci a modularni arit-
metiky.

Podékovani

Dékuji doc. Ing. Lubomite Dvorakové, Ph.D., za nabidku k napsani
¢lanku v souvislosti s moji praci SOC. Vazim si jeji obétavé pomoci se
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