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MATEMATIKA

Ortocentrické Ctvefice bod( a trojihelnikd

Jiri Lach, Gymndzium Matydse Lercha, Brno

Abstrakt. Clanek se zabyva vlastnostmi &tvefice bodi, které tvoii vrcholy
obecného trojihelniku a jeho ortocentrum. Téchto vlastnosti pak vyuzijeme
v konstrukéni tloze a dale také zjistime, jakou vlastnost tyto body mayji,
budeme-li uvazovat orticky trojihelnik k danému trojihelniku.

Uc¢ivo o trojuhelnicich je nedilnou soucasti kazdého vzdélavaciho pro-
gramu jak na zakladnich, tak i stfednich skolach. Kazdy z vés si jisté
nékterou cast tohoto uciva vybavi. V nasem c¢lanku se sezndmime s po-
zoruhodnymi vlastnostmi ¢tveric bodu, které dostaneme, kdyz ke trojici
vrcholi A, B, C obecného trojuhelniku ptripojime jako ¢tvrty bod V —
prusecik jeho vysek AP, BQ, CR, zvany ortocentrum trojihelniku ABC.
Dva druhy takovychto ¢tveric bodu vidite na obr. 1, nalevo pro ostro-
uhly trojuhelnik a napravo pro trojihelnik tupothly, u kterého je treba
chapat vysky jako primky, nikoliv jako tsecky. Jisté si snadno rozmys-
lite, pro¢ v ¢lanku o takovychto ctvericich bodi pomineme pravoihlé
trojihelniky.

R

N

Obr. 1: Body A, B, C' a V v ruznych pozicich

Ortocentrem kazdého obecného (dédle vzdy nepravoihlého) trojihelniku
ABC je jediny bod V jeho roviny, pro ktery plati konjunkce t¥{ kolmosti

AB LCV ABC LAV A AC L BV,
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MATEMATIKA

Jisté jste si povsimli, zZe oba nacrtky na obr. 1 jsou az na oznaceni
Ctverice bodu pismeny A, B, C a V geometricky shodné. Navic, jak
mozna s prekvapenim zjistite, na obou z nich je kazdy ze ¢tyr bodu A,
B, C a V ortocentrem trojihelniku tvoreného zbylymi tfemi body. (Do-
porucujeme, abyste treba vSechny t¥i vysky trojihelniku ABV dvojicemi
jejich bodu uréili.) Rovnocennost roli bodu A, B, C, V v takové situaci
privedla matematiky k néasledujici definici.

Definice 1. Rekneme, 7e ¢tvefice K, L, M, N navzajem riiznych bodi
téze roviny je ortocentrickd, jestlize jsou navzajem kolmé jak primky KL
a M N, tak primky KM a LN a také primky KN a LM. V této situaci
¢tverici trojuhelnika KLM, KLN, KMN a LMN, jejichz ortocentra
jsou po fadé body N, M, L a K, nazveme ortocentrickou.

Po zavedeni nového pojmu nas pfi zkoumani vlastnosti ortocentrické
¢tverice trojuhelnikt asi nejprve napadne otazka, zda kazda ortocent-
ricka ctverice trojuhelnikt K LM, KLN, KMN a LMN vypada tak,
jako na obr. 1: tTi z téchto trojihelniki jsou tupotihlé a stykaji se podél
spole¢nych stran tak, ze jejich sjednocenim je zbyvajici ¢tvrty trojthel-
nik, ktery je ostrothly. K dikazu kladné odpovédi na tuto otazku, kterou
uvedeme vzapéti jako vétu 1, vyuzijeme poznatek, ktery zndme z hodin
planimetrie ve skole: Dany trojuhelnik je ostrouhly (resp. tupodhly) pravé
tehdy, kdyz jeho ortocentrum lezi uvnitr (resp. vné) daného trojihelniku.

Véta 1. Nektery z libovolné ortocentrické ctverice bodi lezi uwvnitr troj-
uhelniku s vrcholy v ostatnich trech bodech této ctverice.

Drikaz. Staci ukazat, ze zadné tii z bodu K, L, M, N tvoricich ortocent-
rickou ¢tverici nelezi v jedné primce a ze vsechny ¢tyti body K, L, M, N
nejsou vrcholy konvexniho ¢tyrihelniku. K ovéreni obou tvrzeni sporem
vyuzijeme nacrtku z obr. 2. Kdyby napt. body K, L, M lezely v jedné
ptimce, z relaci KN L LM, LN 1. KM a MN | KL by vyplynulo,
ze bod N by musel lezet na kazdé ze znazornénych kolmic k, [, m, které
jsou ovsem rovnobézky a nemaji tedy zadny spolecny bod.

Kdyby body K, L, M, N byly vrcholy konvexniho ¢tyrihelniku jako
na obréazku, jeho navzajem kolmé uhlopiicky KM a LN by se protaly
v bodé P. Z podminky KL 1 MN by vyplynulo, ze pfimka M N by
musela byt rovnobézna s primkou p vedenou bodem P kolmo k primce
K L. Tato primka vSak rozdéluje pravy thel KPL, a tedy i k nému
vrcholovy tthel M PN, a tak body M a N oddéluje. Nemiuze proto platit
MN || p. O
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Obr. 2: K dikazu véty 1

Dokazana véta 1 ma pro zkoumani ortocentrickych ctveric velky vy-
znam. Vzdy totiz muzeme predpoklddat, ze dana ortocentrickd ¢tverice
je tvorena tfemi vrcholy ostrothlého trojuhelniku a jeho ortocentrem.
Uplatnime to v dalsim textu s velkou vyhodou.

Podivejme se nyni, jak s tématem ortocentrickych c¢tveric souvisi vy-
znamné body trojuhelnikt, paty vysek. Je ziejmé, ze pokud priseciky
kolmic KL a MN, KM a LN, respektive KN a LM, o kterych se pise
v definici ortocentrické ¢tverice K, L, M, N, oznacime P, @, R, pak tyto
body jsou patami vysek vsech c¢tyr trojuhelnika K LM, KLN, KMN
a LMN (ptipomete si obr. 1 s pomyslnou zdménou boda A, B, C a V
¢tverici K, L, M, N v jakémkoliv poradi). Protoze jeden z trojuhelniku
KLM, KLN, KMN a LMN je vzdy ostroihly, jsou paty vysek P, Q,
R vnittnimi body jeho stran, coz znamend, Ze nelezi v jedné primce a
tvori tedy vrcholy trojuhelniku. Jsou-li tedy AP, BQ a C'R vysky obec-
ného trojtihelniku ABC, pak vzdy existuje trojihelnik PQR. Rikdme,
ze trojihelnik PQR je orticky trojuihelnik daného trojthelniku ABC.

V predchozim odstavci jsme vysvétlili, ze pokud je trojihelnik PQR
orticky k nékterému trojihelniku, je dokonce spole¢nym ortickym troji-
helnikem alespon ¢tyr trojihelniki. Jak nyni ukdzeme, naopak pro kazdy
trojihelnik PQR v roviné existuji prave ¢tyri trojuhelniky s patami vy-
sek v danych bodech P, @, R. Je jasné, ze tyto ¢tyri trojuhelniky tvori
ortocentrickou ¢tverici a my v feSeni nasledujiciho prikladu ukazeme, jak
tuto Ctverici sestrojit.

Priklad 1. V roviné jsou dany body P, @, R, které nelezi v jedné
primce. Sestrojte trojihelnik s patami vysek P, @, R.

Reseni. Na zakladé predchozich poznatki jiz miizeme ¥ict, ze kazdjm
feSenim této tlohy bude ortocentricka ¢tverice bodu A, B, C, V, kterou
tvori ostrotihly trojuhelnik ABC a tii tupothlé trojihelniky ABV, ACV
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a BCV (viz obr. 3). Jejich konstrukéni nalezeni bude spocivat v nésle-
dujicich tvahach. Vzhledem k tomu, ze vysky trojihelniku jsou vzdy na
jeho strany kolmé, jsou trojuhelniky ABQ a ABP pravouhlé s pravymi
uhly u vrchold P a Q. Z toho vyplyva, ze body P a @ lezi na Thaletove
kruznici nad prumérem AB, jak muzeme vidét na obr. 4 vlevo.

C
0
P
4
A R B
Obr. 3: Ortocentricka ¢tverice trojihelniki s patami vysek P, Q, R
C C
0 0
P P
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Obr. 4: Thaletovy kruznice nad pruméry AB a AC

Césti této kruznice je oblouk AQ, jemuz nélezi obvodové thly ABQ
a APQ), které maji stejnou velikost. Vyjadrime ji z pravothlého troja-
helniku ABQ: [XABQ| = [ APQ| = 90° — a.

Nyni se podivejme na Thaletovu kruznici nad pramérem AC, ktera
je zndzornéna na obr. 4 vpravo. Lez{ na ni oblouk AR, jemuz prislusi
obvodové ihly RC'A a RPA. Z pravotuhlého trojihelniku ARC plyne, ze

X RCA| = |XRPA| = 90° — av.
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Dokazali jsme tedy rovnost |[X APQ| = | RPA|. Podobné bychom mohli
ukdzat, ze plati rovnosti |[XPQB| = |[XBQR| a |[XQRC| = |[XCRP|.
Timto jsme dokazali, ze vysky AP, BQ a C'R hledaného ostroihlého
trojihelniku ABC' lezi na osdch vnitinich thla jeho ortického trojihel-
niku PQR.

Nyni jiz 1ze konstrukci feseni prikladu 1 snadno popsat. V trojihel-
niku PQR sestrojime osy vnitinich thli a jejich prusecik oznacime V.
V dalsim kroku vedeme kazdym z boda P, @, R kolmici k sestrojené ose,
kterd z tohoto bodu vychazi (obr. 5). Pruseciky téchto ti{ kolmic ozna-
¢ime A, B, C. ReSenim piikladu 1 pak jsou pravé étyfi trojuhelniky:
ostrothly trojihelnik ABC' a tii tupothlé trojihelniky ABV, BC'V a
ACYV.

B

Obr. 5: Konstrukce feseni prikladu 1

Reseni pifkladu 1 ukonéime ditkazem spravnosti konstrukee z obr. 5.
Ten provedeme, kdyz ukazeme, ze body A, B, C, které jsme urcili jako
pruseciky t¥i primek vedenych vrcholy trojihelniku PQR kolmo k osam
PV, QV, RV jeho vnitinich thlu, lezi po fadé na téchto oséch. (To pak
totiz bude znamenat, ze body P, @, R jsou skutecné patami vysek ctyr
sestrojenych trojtihelnikt.) Vysvétleni je snadné: sestrojené tii kolmice
jsou osami vnéjsich ihlu trojihelniku PQR, takze napiiklad bod A ma
stejnou vzdélenost od primek PQ a RQ i stejnou vzdalenost od piimek
PR a RQ), a tak lezi na poloptimce PV. Podobné se vysvétli potrebné
polohy bodti B a C. Tim je uplné reseni prikladu 1 ukonceno.

Podané tplné feseni prikladu 1 prinasi jesté jedno vyznamné pouceni.
Podle konstrukce z obr. 5 je bod V stfedem kruznice vepsané trojihel-
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niku PQR, ma tedy od ptimek PQ, PR a RQ stejnou vzdélenost. Jak
jsme v zavéru reseni dokazali, tuto vlastnost maji i body A, B, C, takze
jsou stredy tri dalsich kruznic, které se vsech tii primek PQ, PR, RQ
dotykaji a kterym rikame kruznice pripsané jednotlivym stranam troj-
thelniku PQR. Vidime je na obr. 6, ktery ilustruje zajimavy a dosti
prekvapivy pohled na obecnou ortocentrickou ¢tverici bodu. Plyne z na-
Seho Teseni prikladu 1 a vyjadiime ho zavérec¢nou vétou 2, kterou jsme jiz
vlastné dokazali. Pred tim jesté uptfesnéme, ze kruznici pripsanou kupfi-
kladu strané AB daného trojihelniku ABC rozumime kruznici, kterd se
dotyké strany AB v jejim vnitfnim bodé a soucasné se dotyka primek
AC a BC vné trojuhelnika ABC.

Véta 2. Kazdd ortocentrickd ctverice bodi je tvorena stredy ctyr kruz-
nic, z nich? jedna je vepsana nékterému trojihelniku PQR a ostatni tri
pripsany jeho jednotlivym strandm. Naopak kazZdy trojuhelnik PQR takto
urcuje jedinou ortocentrickou ctverici A, B, C, V (obr. 6).

Obr. 6: Vepsana a pripsané kruznice
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