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MATEMATIKA

Hausdorffova dimenze fraktalnich mnozin

Katerina Panesovd, Gymndzium Teplice

Abstrakt. V tomto clanku se seznamime s pojmy Hausdorffova mira a di-
menze, jejiz vypocet ukazeme na prikladu. Zjistime, ze existuji utvary, které
wylézaji“ ze svého bézného rozméru a nachézi se tak nékde mezi krivkou a
plosnym obrazcem, ¢i mezi ploSnym tGtvarem a prostorovym télesem.

1. Jak zmérit Sierpinského trojihelnik

Fraktdlni dtvar znamy jako Sierpiriského trojihelnik vznika z plos-
ného trojihelnika podle kroku znézornéného na obr. 1. ,Vykusovani“
prostiedniho trojuhelniku ze vsech nové vzniklych trojihelnikt se neu-
stale opakuje neboli iteruje.

Obr. 1: Vychozi trojihelnik a tii iterace Sierpinského trojihelnika

Prirozené se muzeme ptat, jaky je obsah takového utvaru. Z obsahu
1

ttvaru v kazdém kroku ubyde pravé ;, tedy pii kazdé iteraci se obsah
zmensi na % predchozi hodnoty obsahu. Toto opakujme donekonecna,
abychom dosdhli dokonalého Sierpinského trojtihelnika dle definice, ob-
sah je tedy roven limnﬁoo(%)”, pocitdme-li s jednotkovym obsahem pt-
vodniho celého trojtuhelnika. To je zfejmé rovno nule.

Tento fakt je zarazejici, nebot Sierpinského trojuhelnik néjaké misto
na papire zabird a intuitivné se ndm prici prohlasit jej za prazdnou mno-
zinu, protoze i po vSem tom ,vykusovani“ ptreci néco musi zbijt. Nebo ne?

Byva vyhodné si slozitou tlohu zjednodusit a pozorovat platné zako-
nitosti na snéze uchopitelném pripadu. Predstavme si, ze bychom chtéli
zmérit ctverec. Uz tato formulace zni nesikovné — jakou vlastnost ctverce
presné chceme meérit? Samoziejme jeho obsah. Zastavme se zde na chvili

a zamysleme se, pro¢ pravé obsah.
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Kdybychom mérili jeho objem, byl by nulovy, a naopak (ackoli to
zni absurdné) jeho délka) by byla nekoneéna. Objem ani délka by nam
o nasem c¢tverci nefekly vic nez o jakémkoli jiném plosném utvaru —
u vsech by tyto veli¢iny nabyvaly stejnych hodnot: 0 a co.

7Zda se proto dulezité, ve kterém rozméru ¢tverec mérime. Pro prak-
tické ucely méa smysl jej mérit pravée ve 2D. Podobné to bude s Sier-
pinského trojihelnikem: je-li jeho obsah nulovy, zkusme zmérit jeho jed-
norozmeérnou délku.

Existuje krivka, kterd se v limité shoduje s Sierpinského trojthelni-
kem?. Vznika neustalym zakiivovanim sebe sama, jak ukazuje obr. 2.

Obr. 2: Prvnich 6 iteraci ,,Sierpinského kiivky*

Vsimnéme si, ze jeji délka se s kazdou iteraci zvétsi o % své délky, sku-
tecnd délka této kiivky je tedy rovna limn_mo(%)”, je-li délka vychozi
tsecky 1. To se blizi k oo, podobné jako délka dvourozmérného ctverce.
Jelikoz zalezi na tom, v jaké dimenzi utvar mérime, je tfeba mérit Sier-
pinského trojuhelnik v jemu prislusné dimenzi, ktera by mohla byt nékde
mezi 1 a 2. Avsak jesté jsme nedefinovali ani dimenzi, ani to, co myslime
tim, ze néjakou mnozinu mérime. Nez tedy budeme moct pokracovat, je
tfeba podlozit nase intuitivni tvahy pevnym formalnim zakladem.

Dtzn. délka kiivky, kterd Gtverec vypisuje
2)dikaz tohoto tvrzeni viak presahuje odbornost ¢lanku
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2. Hausdorffova mira

Hausdorffovu neboli fraktdlni miru zavedl roku 1918 némecky mate-
matik Felix Hausdorff [1]. Tato mira®) zobeciiuje pojem délky, obsahu
i s-rozmérného objemu, dané s vSak vibec nemusi pfirozené ¢islo! To
umoznuje mérit napt. prave fraktalni mnoziny jako Sierpinského troj-
thelnik.

Hausdorffovu miru H® si predstavme jako funkci (zobrazeni), jejiz
vstupni hodnotou je mnozina®, kterou chceme zméfit. Hausdorffova
mira vezme méfenou mnozinu a celou ji pokryje tzv. pokryvacimi mnozi-
nami ur¢itého zadaného priméru. Na obr. 3 je jedno z moznych pokryti
2. iterace Sierpinského trojihelnika pokryvacimi kruhy.

Obr. 3: Mozné pokryti Sierpinského trojihelniku

Pritom prameér pokryvacich kruhu je co nejmensi, limitné se blizi nule.
Takto vznikaji pokryti, ktera jsou stdle presnéjsi aproximaci skutecného
tvaru mérené mnoziny, at je jakkoli slozita. Funkce H?® poté pro kazdé
pokryti secte obsahy vsech nekonecné malych pokryvacich kruht daného
pokryti. Moznych pokryti je nekonecné mnoho, a H® z obsahti vSech
moznych pokryti vezme jejich infimum, tzn. bud nejmensi obsah (pokud
existuje), nebo hodnotu, ke které se obsahy pokryti seshora limitné blizi.
Tato hodnota je Hausdorffovou mirou mérené mnoziny.

Opravdu zajimavé je ale to, ze Hausdorffova mira timto zptisobem
neméri pouze dvourozmeérné utvary, nybrz dokaze podobné zmérit libo-
volnou podmnozinu prostoru R”.

Nyni uz k formalni definici Hausdorffovy miry:

3)co je to mira obecné a jaké ma vlastnosti, si mizete precist v mé praci SOC
4)podmnoéina R™
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Definice 1. Necht ACR", 0 < s < oo a0 <d < oo. Definujme

&) diaij s 0o .
;Q(S) <2) ‘ AC ]Ejl Cj,diam C; < 5},

H;5(A) = inf {

kde 12
71.8
"D
Zde je I'(s) = fooo e 2 ldx, kde 0 < s < 0o, zndmé gamma funkce.

V definici se objevuji pokryvaci mnoziny C;, kde j € {1,2,3,...}, je-
jichz primér diam C; je mensi nebo roven 4. Tyto mnoziny pokryji celou
vy e diam Cj \ 5 v, v .
méfenou mnozinu A. Dle vzorce a(s)(—5—2)® se uréi s-rozmérny objem
urcité pokryvaci mnoziny C;. Zde je «(s) normaliza¢ni konstanta, spe-
cifickd pro dané s, které odpovida dimenzi, ve které mnozinu A mérime.

Priklad 1. Spoditejme a(s) pro s = 2.

2/2 T

“® =) T

F(Q):/ e Ta?t dm:/ e Txdr =
0 0

o0

:[—e_xx] +/ e_’”dx:O—i—[—e_’c} =1
0 0 0

Tedy «(2) = 7, coz je presné konstanta ve zndmém vzorci pro obsah

kruhu 7r2.

Priklad 2. Pro zajimavost uvedme hodnotu «(s) pro nékterd dalsi
bézna s. 0
T 1
a(0) = = =1
0) L) [ e de

Zde bude H° bézna pocitaci mira, coz znamend, ze pro mnozinu bodt
spocte, kolik bodi dand mnozina obsahuje. Vysledkem bude celé neza-
porné ¢islo (nebo oo) — pocet bod.

)= 5= s

s T3 47

B =55 nz "3
2 4
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Obé konstanty a(1) a a(3)® se objevuji ve vztazich pro délku tsecky,
3

resp. ktivky, a objem koule: délka tisecky d = 2r a objem koule V' = %’TT .
Definice 2. Méjme A a s z definice 1 a definujme s-rozmeéernou Hausdorf-
fovu miru na R™
H(A) = lim H5(A).
6—0
Hausdorffovu miru tedy ziskdme, posleme-li 6 z definice 1 k nule, coz
odpovidd zminénym stéle presnéjsim aproximacim mérené mnoziny A.

3. Hausdorffova dimenze

V definici 2 znaci s dimenzi, ve které danou mnozinu A mérime. Videéli
jsme, Ze pro ¢tverec by se H! limitné blizila nekonecénu a H? by byla
rovna 0. Intuice ndm napovidd, ze pro vsechny dimenze vétsi nez 3 uz
bude H?® ¢tverce 0 a pro vSechny dimenze mensi nez 1 bude ,,nekonecné*.
Dokonce by se nam libilo, kdyby tento zlom, pri kterém se nekonecna
H?® méni na nulovou, byl jen jeden, konkrétné v s = 2.

Nagtést! to plati. Lze dokézat®, ze pro urcitou mnozinu A C R”
nastane zlom mezi H*(A4) = oo a H*(A) = 0 pravé jednou. Tomuto
bodu budeme fikat Hausdorffova dimenze mnoziny A.

Definice 3. Hausdorffova (fraktdlni) dimenze podmnoziny A prostoru
R™ je
Haim(A) =inf{0 <t < oo |H'(A) =0} =
=sup{0 < s < oo | H*(A) = o0}.

Poznamka 1. Zapisy inf a sup znamenaji infimum a supremum. Infi-
mum je nejvyssi dolni mez mnoziny, supremum nejnizsi horni mez. Tyto
pojmy jsou nadfazeny pojmum minimum a maximum mnoziny, které
nemusi vzdy existovat, zato je-li mnozina zdola, resp. shora omezena,
nutné uz ma infimum, resp. supremum.

Priklad 3. Jakd je Hausdorffova dimenze Sierpinského trojihelnika?

Svyéisleni integralti [ (e~%y/x)dz a [;° (e_xx%)dr svou ndro¢nosti presahuje
odbornost tohoto ¢lanku
6)Ditkaz naleznete v mé praci SOC nebo v [2]
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Mnozinu tvorici Sierpinského trojihelnik oznacme S. Nejprve vyjad-
reme Hausdorffovu miru Sierpinského trojtihelnika, a to tak, ze spocteme
H3(S) pro § = (%)”, kde n znadi, o kolikdtou iteraci tvorby tohoto frak-
talu se jednd. Zrejmé Sierpinského trojihelnik dostaneme pro n — co.

Potom

H(S) = lim. [3%(8)(2;")8} = {“(8) a (23”

Hledejme zlomovy bod pro H*(S) v zévislosti na s. Cleny a(s) a 27°
jsou pro dané s konstanty, zato clen (Ql)" pro n — oo se muze bud
limitné blizit 0, je-li argument exponencialy mensi nez 1, nebo ,,jit do
nekonecna®, je-li argument exponencialy vétsi nez 1. Zlom tedy nastane

pro & =1 a z toho uz

Haim(S) = log, 3 = 1.58496.

Uloha 1. Prokazte (napf. vypoétem), ze Hausdorffova dimenze ,Sier-
pinského kiivky“ (obr. 2) je rovna dimenzi Sierpinského trojihelnika.

Uloha 2. Prohlédnéte si nékolik prvnich iteraci fraktdlu na obr. 4 a
odhadnéte jeho fraktalni dimenzi v porovnani s Sierpinského trojuhelni-
kem. Ovérte vypoctem.

Je tedy zfejmé, ze samotné prokazani shodnosti dimenze jesté ne-
znamend, ze si jsou fraktdly rovny, jako je tomu v pripadé Sierpinského
trojihelnika a kiivky. Danou dimenzi mtize mit vice fraktald, stejné jako
existuje mnozstvi riznych plosnych utvart.

Uloha 3. Aby to nevypadalo, Ze viechny fraktaly maji dimenzi 1,58496,
vypoététe Hausdorflovu dimenzi Kochovy hvézdy (obr. 5).

Pro lepsi predstavu o fraktdlech doporuc¢ujeme video [3].
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Obr. 4: Prvnich 5 iteraci fraktalu z tlohy 2
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Obr. 5: Vychozi trojihelnik a prvni tTi iterace Kochovy hvézdy
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