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FYZIKA

Pod jakym Ghlem a z jaké vysky
|ze dostriknout nejdale

Pavel Pokornyj, VSCHT Proha

Ukazeme, jak hledanim extrému funkce dvou realnych proménnych
Ize vytesit praktickou fyzikalni tlohu.

V predchozim ¢ldnku [1] jsme se zabyvali otdzkou, v jaké vySce ma byt
dirka ve svislé sténé nadrze, aby voda stiikajici touto dirkou ve vodorov-
ném sméru dopadla co nejdale (pfi neménné vysce hladiny). A dospéli
jsme k zavéru, ze dirka ma byt v poloviné vysky hladiny nad podlahou
a voda potom dostiikne do vzdalenosti rovné vysce hladiny.

Uvazujme nyni obecnéjsi tlohu, kdy mame moznost nastavit dvé ne-
zavislé veli¢iny: vysku dirky nad podlahou a také smér, kterym voda
stiikd ven z nadrze.

Uvazujme tedy opét vodorovnou podlahu a na ni nadrz, ktera je do
vysky H naplnéna vodou, viz obr. 1. Nadrz m4é svislou sténu, ve které
vytvorime malou dirku ve vysce h. Tuto dirku opatfime kratkou tru-
bickou, ktera zajisti, ze voda stiikd ve sméru, ktery svird s vodorovnym
smérem thel a. Tento hel o méfime tak, Ze zaporné hodnoty odpovidaji
sméru doli, nulova hodnota vodorovnému sméru a kladné hodnoty od-
povidaji sméru nahoru. Krajni hodnoty jsou o = —% (smér svisle dolit)
a a = 5 (smér svisle nahoru). Budeme uvazovat hodnoty 0 < h < H a
—% < a < 3. Hodnota h = 0 by odpovidala dirce zcela dole, hodnota
h = H zcela nahote u hladiny.

Polozme si otazku: Jak vysoko ma byt tato dirka a jakym smérem
ma voda strikat z trubicky, aby voda dostrikla na podlahu co nejdéle,
predpokladame-li, Ze hladina je stale stejné vysoko?

Na zékladé Bernoulliovy rovnice (a za predpokladu, Zze v nadrzi se
voda nepohybuje, coz lze, pokud je dirka velmi mald), mizeme pro ele-
ment vody o hmotnosti m psat

1
mg(H — h) = §mv2,

tedy
v = 29(H - h)v
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kde v je velikost rychlosti vody stfikajici z trubicky a g je velikost tiho-
vého zrychleni.

O x

Zq

Obr. 1: Nadrz s vodou, s dirkou v pravé sténé, kde voda vytéka ven ve sméru
urc¢eném malou trubickou

Element vody kona pohyb, ktery si miuzeme piredstavit jako sloZeny
z rovnomérného pohybu ve vodorovném sméru s poc¢atecni polohou x = 0
a rychlosti v cos @ a z rovnomérné zrychleného pohybu ve svislém sméru
doli se zrychlenim o velikosti g, s po¢ateéni polohou y = h a pocatecni
rychlosti v sin a.

Element vody bude mit tedy v ¢ase t souradnice

xr = tv cos «

1
y=h-+tvsina — igt2.
Element vody, ktery dopadne na podlahu, ma y = 0. Z této podminky,
. 1,
h+ tvsina — §gt =0,
ur¢ime Cas dopadu (vyfeSenim této kvadratické rovnice, pfi¢emz vez-
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meme jen kladné feSeni, které je jediné fyzikalné mozné)

ty = (vsinaJr \/v251n204+2gh>/g.

Soufadnice (vzdédlenost) mista dopadu pak je

Tq =vCosaly zvcosa(vsina+ \/v251n2a+2gh)/g.

Pouzitim dfive odvozeného v = y/2¢g(H — h) a po tpravé dostaneme

Ta _ N N LI DS
57 = 1 Hcosa( 1 HsmaJr\/(l I sin a+H .

Vyrazem 2H délime, abychom na pravé strané dostali jednodussi vyraz.
Nyni se nabizi zavést substituci (jednoduse oznacit opakujici se vyraz)

h

= 1— —
b R

protoze potom dostaneme (po pouziti vztahu sin? o + cos2 o = 1)
2d _ peosa bsina + /1 — b2 cos?
2H '

My hleddme maximum tohoto vyrazu, ktery zavisi na dvou promeén-
nych: b a a. Z podminky 0 < h < H plyne podminka 0 < b < 1.

Nyni se nabizi zavést dalsi substituce: ¢ = bcosa a s = bsina. Pro-
ménné ¢ a s mizeme chapat jako kartézské souradnice, proménné b a
« jako polarni soufadnice (nejsou to ale pfimo soufadnice bodit, kam
dopad4 voda apod.). Protoze c? + s? = b < 1, hleddme maximum z4
za podminek c? + 52 < 1 a ¢ > 0. Tedy hleddme maximum funkce dvou
realnych proménnych na ptlkruhu. Grafem této funkce je dvourozmérna
plocha v trojrozmérném prostoru, viz obr. 2

Hodnoty této funkce lze znazornit pomoci vrstevnic (podobné jako se
znédzoriiuje nadmoiska vyska na mapé). Vrstevnice je zde kiivka, ktera
spojuje mista se stejnou funkéni hodnotou. Pro nasi funkci jsou vrstev-
nice zobrazeny na obr. Bl
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Obr. 2: Graf funkce dvou proménnych, pro kterou hleddme maximum. Obrézek
ukazuje, ze maximum nastava na okraji

Obr. 3: Vrstevnice funkce, jejiz maximum hledame, ukazuji, Ze extrém nena-
stava uvnitf, ale na okraji dané oblasti
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Vrstevnice ukazuji, Ze maximum nenastava uvnitf uvazované oblasti,
ale na kraji, kde b =1 a o > 0. Za téchto podminek se ndm uvazovana
funkce zjednodusi na tvar

Zq

BYi = sin 2a.

Maximum x4 tedy nastava, kdyz b = 1 a o = . Na obr. [3 je tento bod

o soufadnicich ¢ = g, s = g vyznacen hornim cervenym puntikem

na okraji studované oblasti. Z podminky b = 1 plyne h = 0. Maximalni
hodnota je pak
Tqg = 2H.

A co znadi ten dolni ¢erveny puntik o souradnicich ¢ = g, s = 07 Tento
bod odpovidd maximu dostfiku, pokud uvazujeme pouze vodorovnou
polohu trubicky, kdyz voda st¥ika z nadrze ve vodorovném sméru, tedy
a = 0. Tuto ulohu jsme Fesili v pfedchozim ¢lanku [I]. Tam jsme dospéli
k zavéru, ze dostiikneme nejdale, pokud dirka bude v poloviné vysky

hladiny, tedy h = % Pak bude b = ‘/75, c= g, s=0.

Na tomto prikladu je vidét, jak uzitecné vrstevnice jsou. Dnes si 1ze
vrstevnice i pro slozité funkce nakreslit rychle a snadno na pocitaci.
UZiteénym softwarovym néstrojem je napt. pocitacovy algebraicky sys-
tém Mathematica (en.wikipedia.org/wiki/Wolfram_Mathematica) —
k pfipravé obr.[3ljsme pouzili piikaz ContourPlot (https://reference.
wolfram.com/language/ref/ContourPlot.html).

Zdvér: Bude-li dirka ve sténé dole u podlahy (tj. A = 0) a bude-li voda
stiikat sikmo vzhiru pod thlem o = 45°, pak voda dostiikne nejdéle,
a to do vzdalenosti x4 = 2H.

Podékovani

Za inspiraci k této tivaze jsem vdécny svému priteli Tomasi Mouchovi.
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